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cim( akadémiai doktori értekezésérdl

A doktori értekezés elsésorban geometriai hipergrafok kiillinb6z6 szinezését vizsgalja. A
hipergraf csucsai altalaban a sik/tér pontjai lesznek, élek pedig a csucsok részhalmazainak egy
csaladja. A részhalmazok altaldban geometriailag lesznek definalva (példaul él lehet azon
csucsok halmaza, amelyek egy korlap altal vannak lefedve. Ebben a konkrét esetben az élek egy
kor elrendezésnek felelnek meg) . Anndl a kérdésnél, hogy milyen szinezéseket vizsgal a
dolgozat, meg kell allnunk egy pillanatra.

Amikor a geometriai hipergrafok szinezésérél beszéliink, akkor legtobbszor a cstcsok
(pontok) lesznek szinezve, a kérdések pedig arrdl szélnak hogy tudjuk-e a hipergrafok egy
osztalyanak minden tagjat ugy szinezni, hogy minden él rendelkezzen egy el6re elGirt
kritériumnak megfeleld szinl csucsokkal. A cél persze a lehet6 legkevesebb (vagy a kritériumtdl
fliggden a lehet6 legtdbb) szin hasznalata.

Szamomra a Fejes Toth LaszI6 altal 1étrehozott diszkrét geometria legszebb aranykorat
idézik a problémak. Itt is a problémakat valds alkalmazasok inspiraljak, de ha a sorrend forditott
és egy tétel motival rokon feladatokat akkor is kideril, hogy az Uj probléma életszer( kérdéshez
kapcsolddik. Talan fontos kiemelni az értekezés bevezetSjének azon mondatat, amelyik szerint a
geometria hipergrafok jé és polikromatikus szinezésének szisztematikus vizsgalatat 1980-ban
Pach Janos kezdeményezte.

A bevezet6t olvasva azon tiinédtem, hogy szellemes dolog lenne (vagy éppen
kimondottan hasznos az alkalmazhatdsag indoklasakor) elgondolkozni azon, hogy a mai
‘haborus’ hangulatban nem célszer(-e aknamez6k nyelvezetén leirni szinte mindegyik kérdést.
Egy telepitett akndnak lehet hatdsugara, lehet lefolytott aknardl beszélni ami csak egy
szektorban okoz kart, lehet wifi aktivizalt aknakrol beszélni, lehet kontrolalni az aktiv
idSintervallumokat, lehet beszélni tobbszordsen biztositott aknamez6rél, lehet meghibasodasi
kockazatrél beszélni és ezért tobb osztalyba sorolni az aknakat, lehet olcsé és draga aknakrél
beszélni.

A szinezési kritériumok szellemesek. Csak néhdnyat emlitve beszélnek szivarvanyos
szinezésrdl (ahol egy él minden csucsa kiilonboz6 szind), konfliktus mentes szinezésrdl (ha
minden élnek van olyan csucsa, amelynek szine kiilonbo6zik az adott él tébbi csucsatél), joé
szinezésrdl (ha minden él tartalmaz két kilonbo6z6 szinl csucsot), polikromatikus szinezésrél (ha
minden élen el6fordul az 6sszes szin).



A doktori értekezés a jo és a polikromatikus szinezésekrél szél. Ezért kicsit tobbet kell
irnunk a konkrét definicidkrdl. A szinek legkisebb k szamat, melyre létezik egy adott H
hipergrafnak egy j6 szinezése, y(H) -val jeldljik. El6fordulhat hogy ha egy élnek nincs elég sok
csucsa, ilzenkor nem is létezik megfelel§ szinezés. Emiatt a jel6lést szokds pontositani és egy m
indexet haszndlni ami technikailag azt jelenti, hogy egy adott F hipergraf csalad esetén y,,,(F)
-val jel6lik azt a legkisebb k értéket, amelyhez valamilyen m esetén minden olyan F beli H
hipergraf esetén amelyek élei legalabb m csucsot tartalmaznak létezik megfelel§ k szinezés. Ha
ilyen k nincs, akkor y,,(F) =o=. Polikromatikus hipergraf csalddhoz a kévetkezd szinezési szamot
szokas rendelni: my, (F) azt a legkisebb m szamot jelenti (ha Iétezik) amelyre minden olyan F
beli H{ hipergraf, amelynek élei legaldabb m csucsot tartalmaznak polikromatikusan szinezhet6.
Ha nincs ilyen m akkor m;, (F) = oo .

A fennti két definiciébdl azonnal kdvetkezik, hogy m, (F) < oo akkor és csak akkor, ha
Xm(F) =2 tovadbba az is nyilvanvald, hogy my (F) < my4q (F).

A doktori értekezést olvasva egyrészt ugy tlinik, hogy a szerz6nek jelent8s szerepe van
egy bizonyitottnak hitt sejtés ujrafelfedezésében és népszerisitésében, masrészt ez a sejtés
inspirdlhatta a szerz6 Ujabb vizsgdlatait és Uj sajat sejtések kimonddsat (utdbbit mar Keszegh
Baldzzsal koz6s munkdkban). A most emlitett sejtés mai is nyitott és formalisan azt mondja,
hogy m, (F) < oo eseténm (F) < oo isigaz minden k-ra es 6rokletes F csalddra
(elismételve jeldlés fliggetlenil szavakkal valik a sejtés igazan hihetévé). A Keszegh Balazzsal
kozos er6sebb sejtés azt mondja, hogy m (F) < (k — 1)(m,(F) — 1) + 1 igaz minden k-ra és
orokletes F csaladra. Fontos megemliteni, hogy ez az egyenlétlenség tobb geometria csalad
esetén éles, ahogy ez az 5. fejezetben kiderdil.

Palvolgyi Domotor a doktori értekezésében 14 megjelent és 3 megjelenés alatt allé cikk
eredményeit dolgozza fel, vagy hasznalja. A hét fejezetben feldolgozott eredmények listaja igen
hosszu, egy fejezeten beliil is tobb tétel, kovetkezmény, esetenként ellenpélda keriil
bizonyitasra.

Az opponensi vélemény irasakor a kovetkez6 taktikat kovettem. A bevezet§, a definicidk,
és az 6sszefoglalo fejezet atfutdsa utan a 102. oldal ugynevezett 6sszefoglald tablazatat
vizsgaltam meg és prébaltam megérteni annak kiterjedtségét. Ennek a tablazatnak (amit itt a
mostani paragrafus utan a széveg kdzé masolok) a sorai geometria hipergrafok él tipusait
jelentik. A tablazat ennek megfelel6en 16 esetben sorol fel konkrét bizonyitott y,,, és
m, értékeket (6 esetben csak az egyikre). A konkrét értékek mellett szerepel a bizonyitdst
tartalmazo cikk hivatkozdsa. Bekarikdztam azokat, amelyek a szerz6 sajat vagy tarsszerz8s
publikacidi. A 26 konkrét érték kozil 19 kozvetlenil DomMotér nevéhez kapcesolédik. Ez
6nmagaban is mutatja, hogy a konkrét eredmények felsorolasa a legsziikségesebb
el6zménnyekkel jogosan vett igénybe 11 oldalt.



A Summary Table

basic shape translates homothets

bottomless Xm =2 [42] ¥ =2 [42]

rectangle mi < 2k — 1 {15)48] | 1.67k — 2.5 < my < 3k — 2@
=3 [75 = !

triangle Xm =2 [75] xm = 24l

mi=O(k) [37] | my=O(K*®) [17] +‘
convex Xm =2 2< Xm < 3

polygon my, = O(k) [37] Xm = 2 for squares [2]
non-convex

polygon* 3<Xm @

stabbed Xom = 2 @

convex

polygon m = O(k) [37]

stabbed Xm = 2@

disk mi = O(k)

disk o = B

smooth body** | y,, =3 %

Ezutan néztem at a fejezeteket.

2. fejezet

Ez a fejezet egy 6nadllé 10 oldalas cikknek tekinthet8, amely a geometriai csaladok y,,, és m
értékeivel kapcsolatos legérdekesebb eredmények attekintését tartalmazza.

A 2. fejezetben felsorolt tételeknek csak egy része keril bizonyitasra a 3.-7. fejezetekben. A
szerz6, talan a tobb tarsszerz6s cikk miatt, az elvartnal tobb publikaciét vett bele az
értekezésébe. Végil ez az értekezés erényére valt persze. Itt, amikor a fejezetek tartalmat
tekintem at fejezetenként csak egy-két eredményt emelek ki és igy ilusztralom a fejezetek
tartalmat.

3. fejezet.

Ez a fejezet 3, Keszegh Baladzzsal kozos cikkrél szol. A fejezet azokkal a hipergrafokkal foglalkozik,
ahol a cstcsok az R3 pontjai, élei pedig egy térnyolcad eltoltjai a természetes tartalmazasi
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relaciéval . Amikor a szerz6 az 5 < m, < 9 egyenl6tlenséget bizonyitja akkor a felsé korlathoz
minden véges sok ponthalmazt két szinnel szinez gy, hogy barmely eltolt térnyolcad, ami
legaldbb 9 pontot tartalmaz, tartalmaz mindkét szin(i pontot. Masrészt (és ez egy triikkos
ekvivalencia észrevételén mulik) az alsé korlat bizonyitdsakor azt mutatja meg, hogy barmely
haromszoghoz lehet véges sok pontot konstrudlni ugy, hogy akarhogy szinezi két szinnel valaki
6ket, van olyan eltolt haromszdg, ami pontosan négy pontot tartalmaz és azok azonos szintek.

4. fejezet

Ez a fejezet intervallumokra és sikbeli szektorokra, mint tartomanyterekre épllé geometriai
hipergrafok online szinezésével foglalkozik és egy Keszegh Baldzzsal és Nathan Lemonsszal kdzos
cikkre épil. Kideril, hogy a sikbeli szektrok szinezése az intervallumokra vonatkozé szinezésekre
épll. Egy tipikus tétel ugy hangzik, hogy

Egy N intervallumbdl allé6 csaldd intervallumai online mdédon (azaz ismeretlen sorrendben kapva

. - P logN . , . p . (s« .
az intervallumokat ) kiszinezhet6ek O(%) szinnel Ugy, hogy a szinezés minden Iépésénél a sik

minden pontja amelyik legaldbb k intervallumhoz tartozik le van fedve két kiilonb6z6 szini
intervallummal.

Tardos Gabor vetette fel azt a kérdést, hogy online mddon szinezhet6ek-e a pontok
siknegyedekre nézve Ugy, hogy a szinezés minden |épés utan j6 marad. Tardos Gabor kérdését a
szerz6 egy Keszegh és Lemonsszal kdzos cikkben negativan vélaszolja meg. Megmutatjak, hogy

van egy olyan N = 2™ — 1 pontbdl allé pont sorozat gy, hogy a pontok minden online c szint
hasznalé szinezési eljarasanak lesz egy pillanata ugy, hogy egy m + 1 pontot tartalmazé
siknegyed csupa azonos szinl pontot tartalmazzon.

5. fejezet

Ez a fejezet a szerz6nek, arra a Keszegh Balazzsal kozos cikkére épiil, amelyben el8sz6r a
kévetkezd szép elemi geometria tételt bizonyitjak:

Ha adott egy C konvex sokszog és belsejében k pont, akkor ki lehet jeldlni ck (ahol ¢ csak C-t6l
fligg) homotetikus példanyat C-nek ugy, hogy azok lefedjék C-t, de egyik6jik belseje se
tartalmazzon kivalasztott pontot. Ezt a fedési tulajdonsagot a szerz6 ugy fejezik ki, hogy a C
konvex sokszég homotetikus példanyainak csaladja 6nfedé ck értékkel.

Haromszogek és négyzetek esetén pontos dnfedési konstansot is bizonyit a szerz6. Hometetikus
haromszogek csalddja 2k + 1 értékkel, a négyzetek hometetetikus csalddja pedig 2k + 2
értékkel onfedd.



A fennti 6nfedési tétel alkalmazhatd olyan hipergrafokra, ahol a csucsok sikbeli pontok, élei
pedig egy sokszog homotetikus példanyai a természetes tartalmazasi relaciéval. A szerzé
bebizonyitja, hogy ha egy konvex sokszog homotetikus példanyai esetén m, < oo , akkor m;,
polinomialisan névekszik.

6. fejezet

Ez az 5. fejezet vizsgalatanak folytatasa és egy Keszegh Baldzzsal kozos cikkre épiil. A fejezet
olyan hipergrafokkal foglalkozik, ahol a csucsok sikbeli pontok, élei pedig egy sokszog
homotetikus példanyai a természetes tartalmazasi relaciéval. A szerz6k bebizonyitjak, hogy

xm < 3. Keszegh Balazs és a szerz6 annak tudatdban, hogy hdromszdgekre és négyzetekre

Xm = 2, azt sejtette, hogy ugyanez igaz marad altalanosan C konvex lemezekre. Mas szavakkal
azt sejtették, hogy van olyan C-t6l fliggd m , hogy barmely véges ponthalmaz megenged olyan 3
szinezést , hogy C barmely homotetikus példanya amely legalabb m pontot tartalmaz, tartalmaz
két kiilonb6z6 szinl pontot. Ezt a szerz6 Damasdi Gaborral kozos cikkben cafolta meg,
konstrukcidjukat a 7. fejezet tartalmazza.

7. fejezet

Ez a fejezet a szerz6nek egy Pach Janossal kozos cikkére éplilve indul, ezért a hipergraf szinezési
eredmények a sik tobbszords fedésének tobb fedésre vald szétbontasanak nyelvezetén vannak
megfogalmazva.

A t6bbszoros fedések két fedésre torténd felbonthatdsaganak torténete Gnmagdban is nagyon
érdekes. A kérdést egységkorokbdl allé fedésekre Pach Janos vetette fel 1980-ban. Kezdetben
Pach es Mani egy nem publikalt kéziratban Ugy gondoltak, hogy 33-szoros fedéssel ez mindig
megtehetd. Winkler azt sejtette, hogy a felbontas mar 4-szeres fedés esetén is megtehetd. 30
évig az volt az uralkodé sejtés, hogy minden nyilt konvex lemezhez létezik egy m egész szam,
hogy eltoltakbdl allé6 m-szeres fedés mindig szétvalaszthatd két fedéssé. Ezt 1986-ban Pach
igazolta kdzeppontosan szimmetrikus nyilt sokszogekre. 25 év elteltével végiil ez igazolast nyert
harom szerz6paros cikkeiben (Tardos/Toth; Palvolgyi/Téth; Gibson/Varadarajan) az 6ssze nyilt
konvex sokszogre.

Példaként dlljon itt a fejezet egyik legfontosabb allitasa (ez Palvolgyi Domotdrnek az ArXivra
feltoltott dolgozata), miszerint

Minden pozitiv m egész esetén létezik a siknak nyilt egységkordkbél allé m-szeres fedése, amit
nem lehet két fedéssé szétvalasztani.

Ezt az eredményt altalanositotta, és hasonld negativ eredményt bizonyitott a szerz6 és Pach
Janos nyilt kérok helyett, nyilt konvex lemezekre abban az estben, ha C-nek van olyan
parhuzamos tamaszegyenes pdrja ahol az érintkezési pontban a hatar pozitiv gorbolet.
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Erdekes az a magasabb dimenziés negativ eredmény is, amit a szerzé bizonyitott Naszddi
Marton és Taschuk egy konstrukciéjat alkalmazva. Az allitas azert is érdekes, mert elentéte
annak, amit az intuicié sugalna:

Van egy olyan 3-dimenzids korlatos konvex C halmaz ugy, hogy a 4 dimenziés C X [0, o)
eltoltjainak van olyan térfedése ahol minden pont végtelen sokszor van fedve mégse lehet a
fedést két fedéssé szévalasztani.

Tobb pozitiv allitas keriil bizonyitasra tobbszoros fedések két fedésre vald szétbontasaval
kapcsolatban A) Magasabb dimenzids terekben egység gombel torténs fedések egy specidlis
osztalyara, B) Sikon ha véges pont halmaz van haromszorosan fedve egy nem korlatos nyilt
konvex halmaz eltotljaival, C) Ha a d dimenzids tér van fedve nem korlatos, egyenest nem
tartalmazd, nyilt konvex halmazok eltoltjaival.

Ertékelés:

Az értekezés keretében bemutatott eredmények azt bizonyitjak, hogy a szerzd érett kutato,
szamos évek 6ta nyitott probléma vizsgalata soran ért el Uj jelent6s eredményt. Meglepd
ellenpéldadi, Uj sejtései 6sztonzéen hatnak a teriilet fejlédésére. A tézisek nagyon jo attekintését
adjak a terllet mai allapotanak. A bizonyitasok elegansak és valtozatosak, az ellenpéldak
otletgazdagok. Mindezek alapjan az értekezés tudomdanyos eredményeit messzemendéen
elegend8nek tartom az akadémiai doktori cim megszerzéséhez. Melegen javaslom a birald
bizottsagnak a nyilvanos vita kit(izését és az értekezés elfogadasat,

Budapest 2024. 04. 05.

Bezdek Andras



