Opponensi vélemény Palvolgyi Domotor
Coloring Geometric Hypergraphs
c. MTA Doktori Disszertaciéjarol

A disszertacio 102 oldald, 39 édbrat tartalmazoé, szép kiallitasa gondos munka, amely a
palyazo 15 cikkére hivatkozik. Ezek koziil 6 a Discrete and Computational Geometry, 3
a Journal of Computational Geometry, 1-1 az Advances in Mathematics, Computational
geometry, Combinatorica, illetve Journal of European Mathematics vezets folydiratokban
jelent vagy jelenik meg.

A dolgozat els6 két fejezete egy elméleti bevezetst és az eredmények attekintését
tartalmazza. A tovabbi 6t fejezetben a legfontosabbnak itélt eredmények részletes bizo-
nyitasokat is tartalmazo tematikus lefrasat lathatjuk. A munka irodalomjegyzékkel és az
eredmények tabldzatban vald 6sszefoglalasaval zarul.

Mivel az irodalomban nincsenek kiilon kiemelve a dolgozat alapjat képezd cikkek annak
felmérése, hogy az eredmények mennyiben tjak vagy a szerzé eredményei arra kényszeritik
az olvasot, hogy megjegyezze a szerzé dolgozatainak a sorszamét elkeriilve az oda-vissza
lapozgatast. Ez nem tual kényelmes, de az olvasas egy id6 utan meggy6z arrdl, hogy fe-
lesleges, a szerz6 csak sajat bizonyitasokat kozol, ezzel is jelezve, hogy minden, ami a
dolgozatban pontosan van targyalva az részben vagy teljesen sajat eredmény.

Kétségteleniil van a dolgozatban szamos eredmény, ami a szerz6 munkéssagat az altala
vizsgalt teriileteken megkeriilhetetlenné teszi. Emlitsiik elGszor a sokszog eltoltjai altal
alkotott tobbszords fedések felbonthatosagarol szoldo Toth Gézaval kozos tételt, ami egy
kozel 30 éves intenziv kutatast zar le.

2.6. Tétel (Palvolgyi-To6th [69]). Egy sokszdg eltoltjaira x,, = 2 akkor és csak akkor,
ha a konvex szogeinek barmelyik parja olyan, hogy vagy tartalmazza az eqyik sz6g a masikat,
vagy ugyanez a pdr eldfordulhat eqy konvex sokszdgben is.

Inspirald a szerz6 azon példaja is, mellyel cafolja, hogy tetszéleges nyilt, korlatos és kon-
vex C' halmaz esetén, egy eltoltjaibol allo6 m szeres fedés, mindig szétbonthato két fedés
unidjara. Az eredeti ellenpélda egységkorokkel valositja meg a felbonthatatlan fedést (a
dolgozatban ez a 7.1 Tétel), a hetedik fejezetben taldlunk tovabbi hozzajarulasokat is a
kérdéskorhoz. Pach Janossal kozos altaldnosabb eredménytik:

7.2. Tétel (Pach-Palvolgyi [62]). Legyen C nyilt konvex sikbeli halmaz, aminek van
olyan parhuzamos tamaszegyenes parja, mely érintési pontjaiban a gorbilet pozitiv. Akkor
minden pozitiv m esetén van olyan m-szeres fedése a siknak a C' eltoltjaival, mely nem
bonthato két fedés unidjdra.

A bizonyitas mélyén egy két szinnel nem szinezhetd hipergraf konstrukei6 huzodik (melyet
a 7.1 fejezetben ir le a szerzd), ez a konstrukeio Palvolgyi Dométornek a CDG folyoirat-
ban megjelent cikkében bukkan fel el6szor. Ugyanezen fejezet tartalmazza a magasabb-
dimenzioés esetekre vonatkozo negativ eredményeket is, melyek a sikbeli konstrukecio ter-
mészetes kiterjesztésével adodnak. Szintén itt olvashatjuk a nem korlatos egyenest nem
tartalmazo tartoményok eltoltjaira vonatkozo pozitiv allitdsa 7.6 Tételt, mely kévetkez-
ménye az altalanosabb 7.6” Tételnek. Ezen utobbi bizonyitasa iiditGen szellemes. A fejezet-
ben talalhato tovabbi pozitiv eredmények azt mutatjak, hogy a téma jelenleg is intenziven
kutatott, a jovGben is érdekes eredményekre szamithatunk. Ezek koziil az alabbi allitas,
(mely bizonyitasa a 7.11 fejezetben talalhato) kiilonosen is figyelemre mélto:



2.30. Tétel (Damasdi-Palvolgyi [24]). Bdrmely C' sikbeli konvex testre x., < 3, azaz
van olyan pozitiv egész m szam, hogy a sik barmely véges P ponthalmaza 3-szinezhetd gy,
hogy nincs olyan eltoltja C'-nek, amely P legaldbb m olyan pontjdt tartalmazza, amelyek
mindegyike azonos szind.

A harmadik fejezet szintén fedés-felbonthatosagi tételek bizonyitasait tartalmazza.
A 2.24 Tételben igazolodik, hogy olyan térnyolcadok esetén, melyek egymas eltoltjai tel-
jesill az 5 < my < 9 Allitéas, azaz tetsz6leges P ponthalmaz tetszGleges két szinnel valo
szinezése esetén, ha egy részhalmaznak legalabb 9 eleme esik egy térnyolcadba, akkor az
tartalmaz elemet mindkét szinbél, azonban van olyan P pontrendszer, aminek tetszéleges
két szinnel vald szinezéséhez meg lehet adni egy alkalmas térnyolcadot, ami legalabb 4
pontot tartalmaz és a benne levé pontok azonos szintiek. Az utébbi allitas kovetkezménye
a 3.2 Tételnek, mely hdromszogek eltoltjainak tekintetében igazolja, hogy minden harom-
szO0ghoz talalhatd egy P pontrendszer gy, hogy ennek tetszéleges 2-szinezése esetén van
a haromszognek egy eltoltja, mely pontosan 4 pontot tartalmaz a rendszerbdl és ezek
azonos szinnel vannak szinezve.

A negyedik fejezet online és dinamikus szinezésekrél szol. Az online szinezés esetén a
szinezend§ objektumok elére nem ismertek, egyesével érkeznek és minden pillanatban fenn
kell tartani a mar meglévs jo szinezést. A dinamikus szinezés esetén a modszer ugyanez,
csak ismerjiik elére az érkezd objektumokat és azok érkezési sorrendjét is. Az allitasok
sikbeli ékekre illetve intervallumokra vonatkoznak, 0sszefoglaléoan kijelenthetjiik, hogy 6t-
letes, nem trividlis konstrukciok és komoly eset analizis vezet el a mutatés eredményekhez.

Az 6todik fejezet egy uj geometria fogalmat jar korbe, egy halmazcsalad dnfedhe-
toségét. Az S zéart geometriai halmazok gytjteménye onfedhets, ha létezik egy olyan f
onfedhetdségi fiigguény b, hogy barmely S € S és barmely véges, k elemid P C S ponthal-
maz esetén létezik egy olyan &’ C S, |S'| < f(k), hogy US" = S, de P egyetlen pontja sincs
egy S € &' belsejében sem. Az 6nfedhetdségrdl szolo tételek (5.3 - 5.7 Tételek) kiilonféle
konvex sokszogek esetén adnak becslést vagy pontos értéket f(k)-ra. Fontos észrevétel az,
hogy az onfedhetdség mértéke sokszogek esetén inkabb fiigg a sokszog alakjatol mint a
cstucsok szamatol. A figyelem erre a fogalomra az 5.2 Tétel kapcsan 6sszpontosult, ahol
ezen mérték alkalmas also becslése, az allitas feltételeként jelenik meg. Habar az 5.2 Tétel
altalanositésa, egy 2013-ban megjelent haromszog szinezéseket tartalmazo cikk megfelels
tételének, a fogalom 6nmagéban is érdekes és a haromszogre és téglalapokra vonatkozo
éles eredmények is Gtletes bizonyitasokat kovetelnek. A legisszetettebb bizonyitast ebben
a témakorben a kovetkezé allitas koveteli:

5.3. Tétel (Keszegh-Palvolgyi [47]). Egy adott C konvex sokszdg dsszes homotetikus
példanydanak csalddja dnfedhetd f(k) < ck értékkel, ahol a c dllando csak C-t6l figg.
A bizonyités soran a szerzdk hasznaljak az altalanos Delaunay felbontést, mely esetiikben
triangulécionak tekinthetd.

A hatodik fejezet a kivetkezd tétel bizonyitasaval kezdsdik.
2.16. Tétel (Keszegh-Palvolgyi [50]). Egy konvex sokszog homotetikus példinyaira
Xm < 3.

A bizonyitas szintén az altalanos Delaunay triangulaciora épiil, a nehézséget alapvetGen
az okozza, hogy a megfelel§ grafnak akarmilyen nagy fokszamu cstcsai lehetnek. Ezért a
kiindulasi pontot a Poh-Goddard tétel adja, mely szerint tetszéleges sikgraf 3-szinezhetd
gy, hogy minden egyszinti komponens tut. A fejezetben talalunk még egy pozitiv allitast,

I Talan jobban hangzik magyarul az onfedési figguény kifejezés.



mely ugyanezen probléma azon esetérdl szol, amikor csak olyan homotetikus példanyokat
tekintiink, melyek tartalmazzak az origot. A szerzé megjegyzi, hogy a x,, = 2 sem lehe-
tetlen konvex sokszogekre, ez az erGsebb allitas haromszogekre, négyszogekre, valamint
olyan homotetikus példanyokkal valo fedésekre melyek tartalmazzak az origot, igaz.

Ratérve a dolgozat értékelésére leszogezhetjiik, hogy a disszertacioé a modern kom-
binatorikus geometriai kutatasok fésodrasahoz tartozo teriiletekkel foglalkozik, eredeti és
sokszor igen altalanos modon. A szerzének a témakor vezets egyéniségeivel illetve fiata-
labb kollégaival irt olyan cikkein alapul, melyek a teriilet vezets folyodirataiban jelentek
meg. A matematikai tartalom messze megfelel a szokasos elvardsoknak, a szerzé nagy
rutinnal hasznélja a kombinatorika és a konvex geometria eszkozeit, otthonosan mozog
az Otletes, rovid indoklésok viladgaban ugyantugy mint az ismert eredményeket is beépits,
hosszabb diszkussziokat szisztematikusan végig gondold, nagyobb lélegzetvételd bizonyi-
tasok megalkotasaban. A dolgozat stilusa, szerkezete, attekinthet&sége, nyelvhasznalata
egyarant remek, lényegében nem tartalmaz sajtohibat, ami egy ilyen terjedelm® munka-
ban kivalo teljesitmény. A tézisek megfogalmazasa tomor és vilagos, a dolgozat tartalma
egységes, melyben a fejezetek eredményei konyvszertien dsszekapcsolodnak. Uj fogalmak
bevezetése nem jellemzd, de rendkiviil értékelhetd a szerzé munkamodszere, mely az alta-
la vizsgélt problémék teljeskort lezarasara koncentral, elvarr minden szalat amit tud, és
amit nem, azt megoldando problémaként azonnal interpretalja. A bizonyitasok a megfeleld
pontossaggal targyaltak, néhany esetben neheziti a kovetést a bizonyitasonként beveze-
tett 2-3 koznapi elnevezés (égtajak szerinti elhelyezkedés, staircase, stairpoint, left-good,
right-good, left-right-neighbor, potential member, threatens, wedge-neighbors) matemati-
kai jelentésének a megjegyzése még ha egyesével beszédesek is ... Olyan kérdésem, melyre
adott valasz befolyasolhatna a dolgozat szakmai megitélését nincs, a kovetkezs kérdések
csak természetes kivancsisag altal hajtottak, nem feltétleniil igényelnek részletes, irott
valaszt :

1. A 2.10 Tétel szerint poliéderek eltoltjainak csalddjara x,, > 2. Van-e olyan poli-
éder, melyre y,, értéke pontosan ismert? Példaul mi a helyzet tetraéder vagy kocka
esetén?

2. Az altalanos Delaunay triangulacié hasznalata a homotetikus példanyok fedésével
kapcsolatos probléméaknal természetesen vezet el a cstcsok szinezési kérdéseihez,
mely felvetésében a kapcsol6dd hipergraf szinezésére vonatkozik. Ugyanakkor a fel-
bontas szolgaltat egy grafot is, a felbontas élgrafjat, mely szintén szinezddik. Ismer-e
olyan vizsgalatot, mely ezen mésodlagos szinezésre vonatkozo valamely tovabbi felté-
tel teljestilését is megkoveteli? (Példaként: Bizonyos a masodlagos grafra vonatkozo
feltételek esetén, lehet a hipergraf cstcsait mondjuk két szinnel jol szinezni tigy, hogy
valamelyik egyszinti komponens a masodlagos graf élrendszerére nézve élosszefiiggs
legyen?)

A fentiek alapjan kijelenthetem, hogy a disszertacié anyaga megfelel az MTA doktoréval
szemben tamaszthatd szakmai kévetelményeknek. Javaslom az értekezés nyilvanos
vitara bocsatasat, és melegen tamogatom a palyazénak az MTA doktora cim
odaitélését.
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