Valasz Backhausz Agnes opponensi biralatara

Egyenként valaszolok a felmeriilt kritikdkra, kérdésekre. Eloszor a szabad formatumban
megfogalmazott észrevételekre reagdlok, majd utana tételesen az opponensi kérdésekre.

A dolgozat tobb helyen kevésbé részletesen mutatja be, hogy az elért eredmények a szakiroda-
lomban taldlhato cikkekhez képest miben jelent wjdonsagot, illetve hogy az adott problémakorrel
kapcsolatban mik a legijabb ismert eredmények (a hivatkozdsoknak is csak egy kisebb része
vonatkozik az utébbi 10 évben megjelent cikkekre).

Valasz: A szakirodalmi ismertetés hidnyainak harom oka is van: 1) Ezeken a teriileteken elég
nehéz 1j eredményeket elérni, igy vannak olyan teriiletek, ahol nincsenek érdemi eredmények
hosszu ideje, i) az altalam vizsgélt kérdésekhez lazabban kapcsolddé eredmények esetén
technikailag nehéz lett volna elmagyarazni, hogy ezek az eredmények hogyan kapcsolédnak
az altalam vizsgalt kérdésekhez, igy terjedelmi problémak miatt kihagytam ezek targyalasat,
i11) ennek ellenére van haladas ezen a tertileten, és néhany komoly eredmény az értekezésem
beadédsa utan jott ki. Mindegyikre mutatok példakat.

A Latin négyzeteken bolyongé Jacobson-Matthew Markov lancot 1996-ban publikaltak
[10]. Random Latin négyzetek eléallitasara sok helyen szitkség van, pl. kétfaktoros sta-
tisztikai vizsgalatok kisérlettervezésnél, 1d. pl. https://online.stat.psu.edu/stat503/
lesson/4/4.3. A Latin négyzetek nagyon regularis diszkrét matematikai strukturak: min-
den sorukban és minden oszlopukban minden szam pontosan egyszer szerepel. Szamos
példat latunk a szakirodalomban, hogy a regularitas segithet Markov lancok gyors kon-
vergenciajat bizonyitani. Ennek ellenére az elmult 28 évben senkinek nem sikeriilt bi-
zonyitania a Jacobson-Matthew Markov lanc gyors konvergencigjat (vagy cafolni, de az
altalanosan elfogadott sejtés, hogy ez a Markov lanc gyorsan kever). Egy mésik példa lehet
az eredmények hidnyara egy sajat kutatasomhoz kapcsoléds téma, a legtakarékosabb DCJ
rendezési szcendriok mintavételezése és leszamlalasa. 2009-ben Braga és Stoye mutatott
egy irreducibilis Markov lancot, amelyben egy 1épésben harom konszekutiv DCJ operaciét
véltoztatunk meg [2]. Természetes sejtés, hogy ez a Markov lanc gyorsan kever. Ehelyett Eric
Tannierrel csak egy sokkal bonyolultabb Markov lanc gyors keveredését tudtuk bizonyitani
(Id. az értekezés 6. fejezete). A mi eredményeink részben felhasznalhatéak lennének ahhoz,
hogy bizonyitsuk a Braga-Stoye Markov lanc gyors keveredését. A bizonyitas hidnyzo része
a két genom kapcsolatdt bemutaté szomszédségi grafban (41. definicié az értekezésben)
levo korok rendezéséhez kapcsolodik. Ouangraoua és Bergeron 2009-ben megmutatta, hogy
FP-ben van a legtakarékosabb DCJ rendezo szcenaridk leszamlélasa, ha a szomszédsagi graf
csak korokbol &ll [15]. A promléma 6nhasonlésaga miatt az ilyen esetekben polinom idében
élesen egyenletes eloszldsbdl lehet mintavételezni (Eric Tannierrel kézos munkédnkban mi
is kihaszndltuk ezt a tényt). Réaddsul a szcendridk leszamlédldsanal enumerativ kombi-
natorikaban nagyon jél ismert eszkozoket kell hasznalni: parkolasi fliggvényeket, Priifer
kédokat, Catalan strukturakat. Raadasul nagyon sok eredmény van a szakirodalomban Ca-
talan strukturakon bolyongdé Markov lancok gyors konvergencidjarol. Ennek ellenére a mai
napig senkinek sem sikeriilt bizonyitani a Braga-Stoye Markov lanc gyors keveredését.

Lazan kapcsolédé eredményekre egy példa lehet Stasys Jukna Sidon halmazok bonyo-



lultsagardl végzett kutatasai, pl. [12]. Ez a kovetkezéképpen kapcsolédhat az algebrai dina-
mikus programozashoz. Cedric Saule és Robert Giegerich algebrai dinamikus programozast
fejlesztett ki Pareto optimalizalasra [17]. Pareto optimalizdldsban minden x objektumhoz két
(vagy tobb) fliggvényt rendeliink, amelyet ketté (vagy tobb) dimenzids vektorral irhatunk
le, pl. (fi(x), fa(x)). Ezeket a vektorokat kordindtanként 6sszehasonlitva részben rendezziik,
azaz (f1(2), fo(x)) = (f1(y). faly)) akkor é csak akkor ha fi(z) < fi(y) és fa(z) < foly). A
megoldastérben azokat a pontokat keressiik, amelyekhez tartozo vektorok minimalisak ebben
a részbenrendezésben. Fzeket a minimalis értékeket hivjuk Pareto frontnak, amik paronként
nem Osszehasonlithatoak, azaz egy antilancot alkotnak a részbenrendezésben. Egy ilyen al-
gebrai dinamikus programozés altaldnositasa lehet a kovetkezé. Minden részbenrendezett
(S, x,R) félcsoportra definidlhatunk egy (R,®,®) félgyliriit a kovetkez6képpen, amelyet
Pareto félgytirtinek neveziink. R elemei a (5, <) részben rendezett halmaz antilancai. Min-
den A;, Ay € R-re A1 @ As-t az A1 U Ay halmaz minimalis elemeiként definialunk. Valamint,
minden A;, Ay € Rre A ® Ay a {a1 X asla; € A1 Aay € Ay} halmaz minimélis elemei.
Minden ilyen félgytrt alkalmazhaté algebrai dinamikus programozasban, és egy ilyen dina-
mikus programozasi algoritmus annyi félgytiri operaciét fog alkalmazni, mint més félgytirtk
esetén. Azonban ha az algebrai dinamikus programozas soran a fellépé antilancok mérete
exponencialisan n6 a feladat méretével, akkor a tényleges komputacié ido is exponencidisan
néhet. Egy érdekes kérdés, hogy milyen sziikséges és elégséges feltételeket lehet adni arra,
hogy a Pareto front mérete egy algebrai dinamikus programozas soran kis méretii maradjon.
Ez kapcsolatban lehet azzal, hogy dinamikus programozas soran mekkora Sidon halmazok
allnak el6. Itt nem csak nagyon laza kapcsolatrél van sz, hanem még megvalaszolatlan
nyitott kérdések is vannak.

Tovabbi lehetséges példék lehetnek lazabban kapcsolédé eredményekre a graf pontszinezések
vagy fiiggetlen halmazok grafokban. Grafok élei helyett a pontjaikat is lehet jol szinezni. Bar
a pont-kromatikus szdm meghatarozasa altaldban NP-nehéz, azonban ha k > A + 2, ahol
A a graf maximalis foka, akkor egy nagyon egyszertt Markov lancrél, a Glauber dinamikarol
az a sejtés, hogy gyorsan kever a k-pontszinezéseken. Ennek nagyon boéséges irodalma van,
Id. pl. [3]. A Glauber dinamika egyszerlien egy pontnak a szinét véltoztatja meg egy
1épésben. Ugyszintén Glauber dinamikanak hivjak azt a procedurat, amely grafok fiigget-
len halmazain bolyong, és minden lépésben vagy kivesz, vagy betesz egy pontot. Ennek is
nagyon-nagyon béséges irodalma van, raadasul az elméleti eredmények kapcsolatban vannak
végtelen regularis fakon megadott bizonyos random folyamatokkal, amely problémakorrel a
Rényi Intézet munkatérsai, tobbek kozott az opponens is sokat foglalkozik. Fiiggetlen hal-
mazok irdnyaban eljuthatunk a paros grafok fliggetlen halmazaihoz, és ott egy nagyon bizarr
bonyolultsagelméleti osztalyhoz, a #BIS-teljes problémék osztalydhoz, amely bioinformati-
kai problémdak korében is megjelenik, 1d. pl. [16]. A példdkat nagyon hosszasan lehetne
tovabb sorolni.

Szintén lazan kapcsolédéhat az adott fokszamsorozat egyszert graf realizaciéin bolyongd
Markov lancokhoz az adott fokszamsorozat hipergraf realizacidéin bolyongé Markov lancok.
Ennek is elég béséges irodalma van, 1d. pl. [4], de itt sajat eredmények is sziilettek az
értekezésem beaddsa utén, 1d. [13]. Az értekezés utén beadott 0j eredmények koziil még
megemliteném a Heather S. Blake &ltal vezetett kutatécsoport eredményeit, pl. [1], akik
szamos eredményt értek el genoméatrendezodési kérdések bonyolultsagelméletében. A ku-
tatdesoport vezetd a szerzotarsam (ledanykori nevén Heather Smith), a kutatécsoport egyik
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tagja, Garner Cohran pedig 2012-ben nélam végezte el a bioinformatikai algoritmusok kur-
zust a BSM-en. Ennek a kutatécsoportnak az eredményeit bizonyosan emlitettem volna az
értekezésemben, ha azok az értekezés benyujtasa el6tt kijottek volna.

Opponensi kérdések

1. A II. részben leirt "switch” miduveletnek milyen dltaldnositdsai ismertek (esetleg mds,
vagy specidlis szerkezeti grifokra), és ezek kozil melyekre lehetnek esetleg dltaldnosithatck
a dolgozatban bemutatott modszerek?

Valasz: Szamos altalanositas ismert, ezekbdl mutatok be néhanyat.

Iranyitott grafokndl definidlhatjuk a tripla switch (tripla swap) operaciot, amely harom
irdanyitott élt vesz ki, és harom iranyitott élt tesz be, gy, hogy kézben minden pont ki-
foka és befoka megmarad. Altaldnos esetben a tripla switch 6 ponton hat, a hat ponton
levé korben a meglévo és a nem meglévo élek alterndlnak, valamint az élek irdanyitasa is
alternal. Azaz v1-bél vo-be megy él, v3-bdl vg9-be nem megy él, v3-bdl vy-be megy €l stb.
Specialis esetekben a 6 pont koziil tobb egybeeshet, extrém esetben csak harom pon-
ton hat egy tripla switch, ebben az esetben egy irdnyitott haromszognek az irdnyitasat
forditjuk meg. Konnyen belathatd, hogy a tripla switch-ek sziikségesek ahhoz, hogy egy
iranyitott fokszamsorozat barmely realizaciéjabdl barmely masik relizacidjaba eljuthas-
sunk. Valoban, tekintsiik azt az esetet, amikor harom pont mindegyikének pontosan 1
a befoka és 1 a kifoka. Ennek az iranyitott fokszamsorozatnak pontosan két realizacidja
van, a két lehetséges iranyba iranyitott haromszog. Az egyik realizaciobél csak ugy
tudunk eljutni a masik realizacioba, ha kivessziik az iranyitott haromszog mindharom
élét, majd betessziik a harom masik irdnyu élt. Egy 2010-ben az Electronic Journal of
Combinatorics-ban megjelent cikkiinkben bebizonyitottuk, hogy barmely D iranyitott
fokszamsorozat esetén D egyik realizaciojabdl barmelyik masikba eljuthatunk swit-
chekkel és tripla switchekkel [9]. Ez az eredmény terjedelmi okokbdl nem keriilt be
az értekezésbe. A doktori értekezés 72-es tételében is emlitett 2022-es cikkben [5] de-
finidljuk a P-stabilitast irdanyitott fokszamsorozatokra, és bizonyitjuk, hogy P-stabil
iranyitott fokszamsorozatokon a switch és tripla switch Markov lanc gyorsan kever.

2014-ben okologusok javasoltak egy 1j Markov lanc Monte Carlo algoritmust eloirt sor
és oszloposszegli, random 0-1 matrixok generéldsira [18], azaz adott fokszamsorozati
paros grafok generalasara. Itt egy random perturbacié egy osztaly két pontjat, ui-
et és uo-t tekinti, majd generdl egy random k-t egyenletesen a 0 és m kozott, ahol
m = min{|N(uy) \ N(ug)|, |N(uz) \ N(up)|}. Ezutdn k random elemet vélaszt mind
N(up) \ N(ug), mind N(ug) \ N(up)-bél, és minden N(uy) \ N(uz)-bél valaszott v-re
kiveszi az (u1,v) élt, és beteszi az (uq,v) élt. Hasonldéan, minden N (uz) \ N (u;)-bol
vélaszott v-re kiveszi az (ug,v) élt, és beteszi az (u1,v) élt. Magyaran, k parhuzamos
switch-et csindl, atfeddé pontok nélkiil. Csak empirikus eredményeket kozol az igy
kapott Markov lanc konvergenciasebességérdl. Elméleti korlatot adni ennek a Markov
lancnak a keveredési idejérél meglepéen nehéznek tiinik, nem latom, hogy barmelyik,
az értekezésben bemutatott bizonyitasi technika trivialisan alkalmazhaté lenne.

Egy 2017-ben megjelent cikkiinkben [6] foglalkoztunk a kovetkezs probléméval. Legyen
adva pontok két diszjunkt halmaza, U és V. Megadunk U UV -n egy fokszamsorozatot,



valamint egy k nem-negativ egészet és csak azokat a realizacidit tekintjiik a meg-
adott fokszamsorozatnak, amelyekben U és V' kozott pontosan k darab él megy. Bebi-
zonyitottuk, hogy barmely realizdciobdl barmely mésik realizaciéba eljuthatunk swit-
chek és dupla switchek segitségével. Egy dupla switch egy 8 hosszi, alternald él-nem
¢él koron cseréli ki az éleket nem élekre és viszont. Egyelére nem vizsgaltuk, hogy
milyen fokszamsorozatokra és eloirt £ élszamra tudnank a fenti switchekbdl és dupla
switchekbol all6 Markov lanc gyors konvergencidjat bizonyitani, de elképzelhetonek tar-
tom, hogy regularis, félig regularis esetleg valamilyen P-stabil esetekre ez bizonyithato.
Eleve a P-stabilitas egy izgalmas kérdés, hiszen a fokszamsorozat relizacioi koziil csak
azokat nézziik, amelyekben pontosan k él megy U és V kozott. Nem vildgos, hogy
mi legyen a P-stabilitas definicigjaban szereplé kismértékii perturbacié. Csak a foko-
kat valtoztathatjuk meg, vagy esetleg k-t is meg lehet valtoztatni? Vildgos, hogy ha
mind U-ban mind V-ben egy pontnak eggyel valtoztatjuk meg a fokat, akkor k-t is
valtoztatni kell eggyel.

Az elmult par évben sokat foglalkoztunk tin. hinge-flip operacidkkal, amik tekinthetoek
egy fél switchnek. Egy hinge flip egy graf (u, v;) élét kiveszi, és behuz egy 1ij, eddig meg
nem levé (u, vy) élt. Egy tovabbi operdcié a toggle in/out, amely kivesz vagy betesz egy
élt egy grafban, és egy negyed switchnek tekintheto. Lathato, hogy ezek az operacidk
nem tartjak meg a fokszamsorozatot. Mégis szamos, sokszor meglepo eredmény sziile-
tett az elmilt két évben ebben az irdnyban. Hinge-flip-ek, toggle in/out, valamint
switch operaciok segitségével definidltunk egy Markov lancot amely olyan P-stabil
fokszamsorozatok halmazahoz tartozé Osszes lehetséges realizacionak az egyenletes el-
oszlasahoz konvergdl gyorsan, amelyben minden i-re a fokszamsorozat-halmaz barmely
két sorozatdban az i-edik fokok kiilonbségének az abszolutértéke legfeljebb 1 [7]. A
switch, hinge-flip és toggle in/out operacidk altalanosithatéak 3-uniform hipergrafokra.
Ezek segitségével adott fokszamu random 3-uniform hipergrafokat tudtunk generalni,
amivel egy érzékenyebb x? statisztika hattéreloszldsat tudtuk meghatdrozni [13].

Hinge-flipek segitségével sikertilt bizonyitani, hogy bizonyos adott korlati fokszamsorozatok
mindig grafikusak, s6t, egyszerii grafok esetén az adott korlati mindig grafikus fokszamsorozatok
és az adott korlatu P-stabil fokszamsorozatok 1ényegében egybeesnek. Ezek az eredmények
elbiralas alatt levo kéziratokban vannak még csak meg, eredményeket értiink el egy-

szeri grafok [8] és 3-uniform hipergrafok [14] esetén is.

. A 12, fejezet eredményei kozil van-e olyan, mely dltaldnosithaté arra az esetre, ha
pdros grdf helyett egy tobb osztdlybol (részbdl) dllo grafot, példdul Turdn-grifot te-
kintink?

Valasz: Ez egy nagyon j6 kérdés. Az altalanos stratégia a 12. fejezetben sze-
replé problémadkra, hogy el6szor strukturakbol strukturakba majdnem-struktirakon
at megytink (ld. még az értekezés 12.5. abrdjat), majd ezeket a majdnem-struktirakat
javitjuk. A Markov lanc, ami a strukturak terében marad minden 1épésben a strukturat
elrontja egy javitas inverzével egy majdnem-struktiraba, a majdnem-struktirak terében
1ép egyet, majd ezt a majdnem strukturdt megint kijavitja (1d. az értekezés 12.5.
abrédjat). A javitdsokra most itt nem részletezett algoritmikai és valdszintiségi feltételek
kellenek. Graffaktorizaciok esetén a félig regularitds tlinik sziikségesnek ahhoz, hogy



algoritmikailag és valészintiségekben megfelel6 javitasokat taldljunk minden majdnem-
strukturara. Paros grafok élszinezése esetén a javitas lehetdségét az garantalja, hogy
egy alterndld szint it nem zardédhat be olyan korbe, amely olyan szinnel fejezédik be,
mint amivel kezdddik, mert minden kor paros.

fgy graffaktorizacidk esetén a Turan grafokra vagy altalanosabban k-partit teljes grafokra
(nem feltétleniil kiegyensiilyozott pontosztaly méretekkel) az tiinik sziikséges feltételnek,
hogy valamennyi osztalyon az el6irt fokok reguldrisak legyenek. Az, hogy ezen osztalyok
szama 1 vagy k — 1 vagy L%J vagy egy masik érték, az egy nagyon jo kérdés, ami egy
ujabb kivalé undergrad kutatasi téma lehet, és valamilyen pozitiv eredményt nagy
valészintiséggel konnyen el lehet érni.

Elszinezések esetén mar nem vagyok ennyire optimista, mivel k-partit teljes grafokban
k > 2 esetén lehetnek paratlan hosszu korok. Itt valami tovabbi feltétel kellene az
alkalmas javitasok létére.

Az adott keretrendszerbdl valamilyen kibujas lehet az, hogy ha sikeriil strukturakon
¢és majdnem-struktirakon bolyongé irreducibilis Markov lancot késziteni. Ha ebben a
térben a strukturak terének a mérete a teljes térhez képest csak polinom gyorsan tart a
0-hoz a bemend feladat méretével, akkor egy ilyen Markov ldnc (feltéve, hogy gyorsan
keveredik) mar alkalmas lehet struktirdk hatékony mintavételezésére. Szakirodalombdl
ismert példa ilyen Markov lancra a paros grafok teljes parositasain és majdnem teljes
parositasain bolyongo, gyorsan kevereddé Markov lanc. Paros grafok nagy osztalyara
lehet bizonyitani, hogy a teljes parositasok nem elhanyagolhatéan pici részét teszik ki
ennek a térnek [11]. Ha elhanyagolhaté részt teszik ki a strukturdk a teljes térnek,
akkor még lehet pl. Parallel Temperinggel probalkozni, de ekkor a gyors konvergencia
bizonyitasa lehet nagyon nehéz.

Budapest, 2024. oktéber 16.
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