Véalasz Dr. Farago Istvan birdlatara

Doktori mii: ,Rejtett kaotikus rezgések alkalmazott mechanikai feladatokban”

Koszonom a Biralonak értekezésem részletekbe mend elemzését, tamogato véleményét, és
elgondolkodtat6 kérdéseit. Bevallom, kétségeim voltak, hogy sikeriilt-e kell6 mértékben hang-
stilyoznom a disszertacioban a harom eltéré témakor hasonlé vonésait, ezért kiilon 6rémomre
szolgalt a Biralo ezzel kapcsolatos pozitiv véleménye. Azt is nagyon értékes visszajelzésnek
tartom, hogy én magam is a birdlatban méltatott eredményeimet gondolom a legérdekeseb-
beknek. A feltett kérdésekre valaszaim a kovetkezsk:

1. kérdés: Az 1. tézis (a) pontjaban megfogalmazdsra kerilt, hogy az 1/(2n) frekvencia-
hdanyadosokndl aszimmetrikus megolddsok léteznek. Matematikai szempontbol érdekes lehet,
hogy tetszdleges (an) nulldhoz tarts frekvenciahdnyados sorozat esetén a sorozat tagjainak
milyen tulajdonsdga mellett léteznek nemszimmetrikus megolddsok?

Valasz:

e Letapado megoldasok esetében a numerikus szimulacidval, illetve koveté modszerrel ka-
pott eredmények azt mutatjak, hogy az aszimmetrikus megoldasok bizonyos frekvencia-
hanyados-intervallumokban 1étezhetnek, tehat azok megjelenése nem kothets diszkrét
frekvenciahanyados értékekhez.

e Nem letapado megoldésok esetében azonban érdemes lehet megvizsgalni, hogy létezhet-
nek-e tovabbi aszimmetrikus megoldésok a bemutatott megoldascsalad mellett. Az
értekezés 2.2.1 fejezete szerint ha

— a periodusidg 27/ és

— egy periodus alatt kétszer valik nullava a sebesség,
akkor a szimmetrikus megoldés létezésének az a feltétele, hogy

— a frekvenciahanyados 1-t6l kiilonbozd,

— a két egymaés utani megallasi idépont kozotti szakasz 6; id6tartaméara pedig tel-
jesiil, hogy sin(6;) # 0.

Az értekezésben kozolt levezetés szerint a két utobbi feltétel sériiléséhez az Q = 1/m,
m = 1,2,... frekvenciahdnyadosok tartoznak. A 2.3 fejezetben megmutattam, hogy
m = l-ben végtelenhez tart az amplitadd, m = 2n + 1, n = 1,2,... esetében nem
teljesiil a periodusonkénti két megallas feltétele, m = 2n esetén pedig az értekezés
(2.81) képlete adja meg a nem letapadé megoldasok létezésének feltételét:
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Ha ez a feltétel teljesiil, akkor az adott frekvenciahdnyadosnal az aldbbi intervallumba
es6 xg kezdeti kitéréssel paraméterezhets aszimmetrikus megoldasok talalhatok:
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Két olyan eset fordulhat még el, amikor nem zarhato ki az aszimmetrikus, nem leta-
pad6 megoldasok megjelenése:

— Az egyik lehet6ség az, amikor sériil a periodusonként két megallas feltétele, és m
paratlan. Ezen beliil is két eset kiilonithets el:
e Paratlan szadmu megdllas csak gy lehetséges, ha egy megallas el6tt és utan
ugyanolyan a sebesség elGjele. Ekkor a gyorsulasnak — és az eredd erének — is el-
jelet kell valtania a megallas pillanataban. Sy = S esetében ez csak a letapadasi
tartomany hataran fordulhat el§, Sy > S mellett viszont nincs ilyen megoldéas,
mert letapadéas kovetkezik be.
e Ha felvaltva pozitiv és negativ sebességl szakaszok kovetik egymést, akkor csak
paros szamu megallas torténhet egy periddus alatt. Ha négy megallast tételeziink
fel, akkor a sebesség elGjelvaltasai miatt topologiailag az 1(a) diagramhoz hasonlo
lesz a sebesség és a kitérés kozotti kapcesolat. Barhova keriil is a két kozbiils6 meg-
allasi pont, ez a megoldés csak aszimmetrikus lehet, hiszen masképp mozog a test
a minimalis kitérést6l a maximalis felé, mint ellenkez6 iranyban. Szimmetrikus
megoldés tehat csak gy képzelhet§ el, ha egy periodus alatt 24+4r, r =0,1,2,...
alkalommal valik nullava a sebesség. Az r = 1 esetet mutatja az 1(b) &bra.
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1. Abra. Lehetséges nem letapadé megoldésok, periédusonként négy, illetve hat megalldssal

A bemutatott megoldasok azonositasahoz vagy létezésiik kizarasahoz az értekezés-
ben bemutatottnal jelentGsen Osszetettebb szamitasokra lenne sziikség. Mivel a
numerikus szimulaciok minden esetben letapadd megoldasokat mutattak a kérdé-
ses frekvenciahanyadosokndl, ezt a vizsgalatot nem végeztem el. Az eredmények
azonban Osszhangban vannak azzal a sejtéssel, hogy minél tobb megallas torténik
egy periodus alatt, annal nagyobb valoszintiséggel esik bele valamelyik megallasi
pont a letapadasi tartoméanyba.

— Tovabbi lehet&séget jelent aszimmetrikus nem letapad6 megoldésok keresésére, ha
modositjuk a periddusidére vonatkozo feltételt. Egy 2005-6s konferencia cikkben
[1] megvizsgaltam a 2k /S, k = 1,2,3,... periodusidé és a periddusonként két
megéllas esetét. Sikeriilt levezetni mind a szimmetrikus, mind az aszimmetrikus
megoldasok analitikus kifejezését. A szimmetrikus megoldasokrol belathato, hogy
k > 1 mellett mindenképpen sériil a két megallasra vonatkozo feltétel. A keresett
alaku aszimmetrikus megoldasok csak az Q = k/m, m = 1,2, ... frekvenciahanya-
dosoknél jelenhetnek meg, de 2 > 1/2 esetében ezek sem létezhetnek. Numerikus
szimulaciok arra utalnak, hogy ha k > 1, akkor 2k7 /) periodusidé mellett csak
letapadd megoldéasok lehetnek stabilak.



2. kérdés: Az 1. tézis (b) részében szerepel SO értékére eqy felsd korldt, amely mellett
létezhetnek nem letapado aszimmetrikus megolddsok. Ez értelmezhetd sziikséges feltételként?
Mennyire éles ez a becslés? Adhato elégséges feltétel is a nem letapado aszimmetrikus meg-
olddsok létezésére?

Valasz: A tézisben szerepld
1
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feltétel elégséges. Teljesiilése esetén léteznek az értekezés (2.57)-(2.58) egyenleteivel megad-
hatd, nem letapado megoldasok, ahol Q = 1/(2n) a frekvenciahanyados. A tézisben nem
emeltem ki, de a Coulomb-modell sajatossagaibol kovetkezik, hogy a sturlodasi tényezdék ko-
70tt teljesiilnie kell az

S < S, (4)

reliciénak is. Abban a hataresetben, amikor mind a (3), mind a (4) relacioban az egyen-
16ség teljesiil, akkor az adott n-hez tartozod lehetséges aszimmetrikus megoldasok halmaza
— ami minden esetben tartalmazza a szimmetrikus megoldast is — egy elemtvé valik, azaz
visszakapjuk a szimmetrikus megoldast. Ezeket — az értekezésben is kifejtett — megkotése-
ket figyelembe véve az allitds egzakt, bar talan szerencsésebb lett volna a tézisben szigoriu
egyenlGtlenséggel felirni, hogy az emlitett szimmetrikus hatéresetet kizarjuk.

Az értekezés (2.57)-(2.58) egyenleteivel megadott aszimmetrikus megoldasok létezéséhez
a feltétel sziikséges is. Az 1. kérdésre adott valaszom szerint azonban elképzelhet6k mas
alakil nem letapad6 aszimmetrikus megoldasok is, példaul olyanok, melyek peridédusideje
2km [Q), és/vagy periddusonként ketténél tobb megéllast is tartalmaznak. Bér ilyen megol-
dasok létezésére egyelGre semmilyen jel sem utal, ebben az altalanosabb értelemben egyelére
nem tudtam teljes bizonyossaggal kimutatni a feltétel sziikséges voltat.

3. kérdés: Ugyancsak az 1. tézis (b) részében szerepel dllitds arra vonatkozdan, hogy az
aszimmetrikus megolddsok eredetileg nullmértékid paramétertartomdnya véges mértékivé vd-
lik, ha a tapaddsi surlodds egyiitthatoja nagyobb a csuszdsi surlodas egyitthatojandl. Hogyan
kell érteni ezt kijelentést? (Milyen mértékrdl van sz6? Mit jelent az, hogy nulla mértékrél
véges mértékd lesz, hiszen a nulla mérték is véges?)

Valasz: Egyetértek a Birdloval abban, hogy a szoban forgo allitas valoban félreérthets és
matematikailag pontatlan. Abban a kutatéi kérben, amelyben a pélyafutasom kezdete ota
dolgozom, a ,véges” sz6t néha a nullanal nagyobb, de nem végteleniil nagy értékek megjelolé-
sére hasznaljak, ilyen értelemben hasznaltam én is. A tézisben szereplé kijelentés tehat ugy
értelmezhetd, hogy adott, és egymassal egyenls Sy tapadési és S cstszasi surlodasi tényezsk
mellett csak véges sok diszkrét frekvenciaértéknél lehet aszimmetrikus megoldas, azaz null-
mértékld halmazt alkotnak az ennek megfelel§ frekvenciahanyadosok. Azonban ha S < S,
akkor pozitiv Lebesgue-mértékd frekvenciaintervallumokon teljesiilhet az aszimmetria.

4. kérdés: A 2. tézis (a) pontjdban szerepel, hogy a szimmetrikus periodikus megoldd-
sokbol keresztezd-csiuszo, illetve nyereg-csomd bifurkdciok sordn keletkeznek aszimmetrikus
megolddsok. Milyen tovabbi mds esetben lehetséges még az aszimmetrikus megolddsok lélezé-
se?

Valasz: Ezen a téren valoban maradtak nyitott kérdések az értekezésben. Ennek kap-
csan meg kell jegyeznem, hogy a bifurkiciés diagramok szamitasahoz hasznalt Matlab esz-



koztar eredetileg csupan néhany alapvetd bifurkéicié tipust ismert fel, a periodikus megoldas
stabilitasat jellemz& karakterisztikus multiplikdtorok értéke alapjan. Minden olyan esetet
nyereg-csomoé bifurkacionak detektalt, ahol az egyik multiplikitor &tlépte az 1-es értéket.
Ahogy a 2(a) dbra mutatja, az SNy, jeld bifurkaciok valoban nyereg-csomo (fold) tipusuak,
de a megéllasok abszolit értékét abrazolva latszik, hogy az SN jeld bifurkaciot helyesebb
lett volna vasvilla bifurkacionak nevezni. A kétparaméteres bifurkacios diagramok (2(b)
abra) kiszamitasa soran is az SN-nel jelolt stabilitasvaltast kovettem a programmal, ezért
hasznaltam az SNy jelolést és a ,nyereg-csomd” elnevezést.
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2. abra. (a) Az értekezés 2.18-as abrajanak egyik diagramja (S = 0,32, So = 0,4),
a bifurkacick tipusainak pontosabb megjeldlésével. (b) Az értekezés 2.20-as abrajanak
So = 0,4-hez tartozé diagramja, kiegészitve tovabbi bifurkicios gorbékkel

A nem folytonos bifurkaciok (keresztezs-csiiszo/crossing-sliding, hozzaado-csiiszo/add-
ing-sliding, érint6-csiszo/grazing-sliding és kapcsolo-csiszo /switching-sliding) kovetésére sa-
jat algoritmusokat hasznéaltam, igy taldltam meg az aszimmetridhoz vezet§ keresztezd-csiszo
(C'Ss) bifurkaciot is. Bar az értekezés 2.20-as abrajanak jobb oldali diagramjan (itt 2(b) ab-
ra) lathato AS, jeld gorbe azt sejteti, hogy hozzaado-cstszo (adding-sliding) bifurkacié vezet
aszimmetrikus megoldéshoz, itt a 2a jel, mar aszimmetrikus megoldas-par tiinik el ezzel a
bifurkacioval.

Az értekezésben elsGsorban azokra az esetre fokuszaltam, amikor vagy a letapadas nél-
kiili, vagy a két letapadésos megoldas valik aszimmetrikussi. Legutobbi vizsgalataim arra
utalnak, hogy a tobb letapadast mutatd megoldasok esetében is hasonld bifurkiciok vezetnek
aszimmetridhoz. Az AS; gorbe mentén létrejon egy négy letapadasos szimmetrikus megol-
megoldas azonban az ASg gorbétdl jobbra is 1étezik, igy kialakul egy ék alaki bistabil tarto-
méany, melyet a masik oldalrél a nyereg-csomé (fold) bifurkacioval torténd stabilitasvesztéshez
tartozo — az értekezésben nem jelolt — SNy gorbe hatarol. Kis S sturlodasi tényezéknél a négy
letapadésos szimmetrikus (4s) megoldést négy letapadasos aszimmetrikus (4a) megoldas-par
valtja fel, a 2(a) abran mutatott SNygs-hez hasonlo vasvilla bifurkacié soran. Bar konvergen-
ciaproblémak miatt pontosan nem tudtam meghatarozni a megfelelg bifurkacids gorbét, az
hozzavetGlegesen a szaggatott vonallal berajzolt szakasz kozelében talalhato.



5. kérdés: A 2. tézis (c) pontjdban megemliti a Szerzd, hogy a nyers erd mdodszerével
bifurkdcios vizsgdlatot folytatott tdrsszerzdjével, és meghatdroztik a kaotikus megolddsok lé-
tezését jelentd paramétlertartomdnyokat. Fhhez eqyik eszkézként szakaszosan linedris kozelitd
figguényeket haszndltak. Ezek valdjaban spline-féle kiozelitéseket jelentenek? Alkalmazhatok-
e magasabb fokiu kézelitések?

Valasz: Az altalunk alkalmazott kozelits fliggvényeknek ugrasa van az értelmezési tar-
toméanyt feloszto szakaszok hatarpontjaiban, tehat a spline-féle kozelitéseket jellemzé folyto-
nossagi feltétel semmilyen rendben sem teljesiil. Az értekezés 2.26(a) abrajan (itt 3(a) abra;
So = 0,4, S = 0,0465, 2 = 0,5) a letapadasi pontokbol kirajzolodo négy sététebb gorbesza-
kaszt négy darab viszonylag hosszabb, a fixpontok kérnyezetét pedig harom darab révid — az
abran alig kivehet$ — egyenes szakasszal kozelitettiik. Ez utobbiakat nyilak mutatjak a 3(b)
abran. A Ljapunov-exponens becslését az iteracio soran kapott, abszolut értékben vett me-
redekségek logaritmusainak atlagolasaval, majd az iteracio lépései kozott eltelt atlagos idGvel
torténd osztassal végeztiik el. Természetesen magasabb foka kozelités is alkalmazhato, ek-
kor az érintGk meredekségével kell szdmolni. Bar szemmel lathaté a negativ meredekségii
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3. dbra. Az értekezés 2.26(a) dbrdja (a), és 2.26(c) abraja, kiegészitve (b). A letapadasi
koordinatak pozitiv kitéréseknél (c), és a sebesség maximumai (d) az Sy = 0,3, S = 0,15 és
Q) = 0,45 paramétereknél

szakasz gorbiilete a 3(a) abran, a szakaszonként linearis kozelités esetében konnyebb az illesz-
tés megvaldsitasa, és Sy < 0,5 tapadasi sirlodési tényezdk mellett dltalaban ez is kielégitd
pontossaggal alkalmazhato — ezt illusztraljak a 3. abra (c) és (d) diagramjai, melyeket a ka-
otikus tartomanybol véletlenszertien kivalasztott paraméterekkel készitettem, két kiilonb6z6
Poincaré-leképezéssel. A szimulacidval kapott pontok vonalvastagsdgon beliil illeszkednek a
szakaszosan linearis kozelit fiiggvényekre. Emellett — bar még a szakaszok szdma is mas —
a Ljapunov-exponensre 5%-on beliil ugyanazt az értéket adta ez a két kozelités.



Egyez6 surlodési tényezdk mellett belathaté, hogy nem johetnek létre kaotikus megol-
dasok [2]. Ezért célunk elsGdlegesen annak ellendérzése volt, hogy a szakaszosan sima dif-
ferencidlegyenlettel leirhat6 rendszer Ljapunov-exponensének szamitasara hasznélt, a kozeli
megoldasok tavolodésat vizsgald algoritmus nagysagrendileg helyes értékeket ad, és meg-
alapozottan allithatjuk, hogy S # Sy mellett kaotikus megoldésokat talaltunk. Mivel a
leképezések kiértékelése hasonlé nagysagi, de valamivel nagyobb Ljapunov-exponenseket
szolgaltatott, az eredmények alatamasztjak a kaotikus megoldasok létezését.

6. kérdés: A 4. tézis (e) pontjihoz kapcsoloddan. A disszertdcio ehhez kapesolodd
része egészen magas matematikai szinvonali, igényesen elkészitett, preciz munka. A Szerzd
megemliti, hogy a mikro-kdosz leképezések fdazisterének globdlis vizsgdlatdra kidolgoztak C-
SCM algoritmust. Ennek elényei a tézisben felsoroldsra is kerilnek (4.6.4 szakasz) Vannak-e
hdtrdnyar ennek az algoritmusnak?

Valasz: Koszonom a Biralo elismerd szavait! A C-SCM algoritmus kapcsan ugyanazok a
hatranyok emlithetGk, mint barmilyen méas parhuzamositott algoritmusnal: mérlegelni kell,
hogy a parhuzamos futtatassal nyert id6t nem veszitjiik-e el a kiilonallo eredmények &ssze-
kapcsolasa soran. Ebben a konkrét esetben az Gsszekapcsolni kivant régiok szamatol és a
kozottiik ativel6 periodikus csoportok mennyiségétdl fiigg, hogy érdemes-e hasznélni a cso-
portositott algoritmust. Ha tudjuk, hogy a feladatot egyetlen SCM futtatassal el tudjuk
végezni, akkor memoriahasznalat szempontjabol az eredeti algoritmus a jobb valasztas. Ep-
pen ezért javasoljuk a moddszert azokra az esetekre, amikor nem ismert elére a feltérképezni
kivant tartomany meérete.

7. megjegyzés: Nem kérdésként, hanem megjegyzésként szeretném kiemelni a 3.tézis
(¢) pontjdnak azon eredményét, miszerint eqy konkrét modellben (késleltetett és szakaszosan
stma modell, ami a periodikusan képzddd és levdlo élsisak hatdsdt irja le ldgyacél esztergd-
ldsa sordn) a megoldds kaotikus és az attraktor dimenzidja véges, noha a fazistér végtelen
dimenzids.

Valasz: Ko6szonom a megjegyzést! A tézis matematikai el6zményei Foias és Prodi 1967-es
cikkéig [3| nytlnak vissza: eredményeik szerint a Navier-Stokes egyenlet végtelen dimenzios
fazisterében léteznek véges dimenzios attraktorok. Késleltetett differencidlegyenletek vizs-
galata soran Farmer [4] mutatott ra véges dimenzios attraktorok létezésére, a nemlinearis
dinamika eszkoztaranak felhasznélasaval. Szakaszosan sima késleltetett modellben azonban
nem talaltam utalast hasonld eredményre a szakirodalomban.

Bizva abban, hogy a fentiekben kielégité valaszokat adtam az opponensi véleményben
megfogalmazott kérdésekre és megjegyzésekre, még egyszer koszondém a Birdlé elgremutatd
észrevételeit.

Budapest, 2024.06.24.

Dr. Csernédk Géabor
egyetemi docens
BME Miiszaki Mechanikai Tanszék
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