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A gyakorlati feladatok matematikai modellezése soran egyik cél, hogy a fizikai folyamat
dinamikai viselkedése jol eldrejelezhetd legyen. Mindez azt jelenti, hogy altaldban elényben
részesiilnek azok a modellek, amelyekben nem szerepel a kaotikussag. Ilyen folyamat az,
amikor a rezgéseket vizsgaljuk. Ezekben tipikusan elkeriilik a kaotikus rezgések tartomanyait,
mégpedig Ggy, hogy nagy idéskalan vizsgaljadk a folyamatot, mintegy figyelmen kiviil hagyva
a kis idoskalaju folyamatokat, amelyek kaotikus jelleget mutatnak. (A kis amplitadoju,
szabalytalan rezgéseket altalaban véletlen zajnak tekintik.)

Csernak Gabor munkaja ezeket a rejtett kaotikus viselkedéseket és azok természetét
vizsgalja. Mindez alapjan kijelenthetd, hogy a Szerzd értekezésében rendkiviil érdekes, nagy
gyakorlati jelentdségli témaval foglalkozik. Mar eldljaréban szeretném hangstlyozni, hogy a
kutatasaban alkalmazott matematikai eszkoztar rendkiviil sokrétii, szabatos és jol atgondolt.
Osszességében elmondhatd, hogy a munka eredményeként olyan modszerek sziilettek, melyek
alkalmazasaval a kis amplitudéju kaotikus rezgéseket mutaté mechanikai, termo-mechanikai
vagy mechatronikai rendszerek vizsgadlata model szinten lehet6vé valik, valamint
meghatdrozhatdk azok a paraméterek, amelyek a kivant viselkedést garantaljak.

A Kklasszikus alkalmazott analizis gondolatmenetét kovetve, ehhez eldszor matematikai
modelleket épit fel a Szerzo (ezek altalaban kozonséges differencialegyenletek), majd ezeket
megoldva jut el a matematikai megoldashoz.  Végezetiil rendszeresen szamitogépes
kisérletekkel verifikalja az adott eljarast.

A szoveg altalaban véve jol olvashatd, szinvonalas stilusu, az eliitések nem jellemzdek. Az
egyes részekhez kapcsolodo irodalmi attekintés 1ényegre tord és alapos. Az abrék jol segitik a
dolgozat érthetdségét. Osszességében elmondhatd, hogy az értekezés gondosan szerkesztett,
igényesen kivitelezett, azaz tartalmilag és formailag jol felépitett, jol olvashat6 munka.

Az értekezés témavalasztasa kapcsan megallapithatd, hogy aktudlis, és jol illeszkedik a hazai
¢és nemzetkozi trendekhez. Fontosnak tartom megjegyezni, hogy a kutatas szervesen illeszkedik
a Stépan Gabor nevével fémjelzett és méltan nagy nemzetkozi elismertségii hazai iskolahoz.

A dolgozat tartalma

Az értekezésben a Szerz6 harom kiilonboz6 témakorrel foglalkozik. ,

1. Szaraz surldédasu, harmonikusan gerjesztett oszcillator aszimmetrikus és kaotikus
rezgései.



2. Aforgacsképzddés termo-mechanikai modelljeiben megjelend periodikus és kaotikus
viselkedés.
3. Digitalis szabdlyozas okozta kaotikus viselkedése, az un. mikro-kaosz.

Ezeket a témakoroket a gyakorlatban rendszerint figyelmen kivil hagyott rejtett kaotikus
viselkedés kapcsolja 6ssze. Igy, bar latszélag kissé heterogén a témavilasztds,valéjaban nem
az, egy j6l meggondolt gondolati szal mentén van felépitve a dolgozat

A tovdbbiakban részletezem a munkat és annak altalam vélt legfontosabb eredményeit.

A bevezetést kovet6 masodik fejezetben a szdraz surlédasd, harmonikusan gerjesztett
oszcillatorokat vizsgal a Szerz6. Bar a viszkdzus csillapitasu, harmonikusan gerjesztett linedris
oszcilldtor mozgdsegyenletének altaldnos megoldasa jol ismert, ez a helyzet megvaltozik,
amikor . szaraz surlédast alkalmazunk a sebességtdl linearisan fligg6 csillapitas helyett.

A klasszikus model (Coulomb surlddas) jelenléte szakaszosan sima mozgdsegyenletre vezet,
aminek csak specidlis esetekben létezik analitikus megoldasa. Raadasul ezeket azzal az
erGsen megszorito feltételezéssel vizsgdltdk, hogy a megoldas id6ben és térben
szimmetrikus, a periodikus palya negativ illetve pozitiv sebességhez tartozé szakaszai azonos
id6tartamuak, és a maximalis kitérések is megegyezd nagysaguak a két irdnyban. A
dolgozatban ezek a feltételezések fellilvizsgdlatra keriiltek és a Szerz6 szigori matematikai
eszkozokkel megmutatta, hogy a sajatfrekvencia specialis gerjesztése mellett egyszerre
kontinuum szdmossdagu, a kezdeti kitéréssel paraméterezhetd aszimmetrikus, nem letapado
periodikus megoldds jelenhet meg, melyek esetében kiilonbozik a pozitiv és negativ irdnyban
bekdvetkez6 maximalis kitérés. Nagyon szép és értékes eredménynek tartom annak
megmutatdsast, hogy a kaotikus megolddsok az aszimmetrikus megolddsokbol
bifurkalédnak. Ennek kapcsan érdekes és matematikailag is nagyon szép észrevétel a rejtett
jelleg magyarazata: ezek Ljapunov-exponensiik kicsi, és ha realis surlédasi tényez6kre
korlatozédunk, akkor a frekvenciatartomdanynak csak egy nagyon sz(ik savjaban fordulnak
elé.

A masodik témakor a forgacsképzédés termo-mechanikai modelljeinek vizsgalata. A
szakirodalom csak marginalisan vizsgalja ezt a folyamatot. Az értekezés tarszszerzével kozos
munkaiban ezen bonyolult folyamat [ényegét is feltard modellezésére torekszik. Nevezetesen,
harom nemlinearis modellt vezet be és vizsgal. Mindharom modellben a forgacs tovénél [évé
nyirasi zénaban kiulénb6z6 hémérsékleti és fesziltségdllapottal jellemezhet§ savok
azonosithatok. A modellek kozill kiemelném az elsé modellt.

Ebben a modell valtozéi a harom bevezetett sav h6mérsékletei, valamint a két deformacios
savot jellemz6 két csusztatofesziltség. Ez  utdbbiak kapcsolatat felhaszndlva a modell
négydimenzidsra redukalhatd. Nagyon szép eredmény annak megmutatasa, hogy a jelenség
dinamikdja mar egy egydimenzids unimodalis leképezés segitségével is megragadhatd, és
peridduskett6z8 bifurkacidsorozatok kovetkeznek be. Erdekes észrevétel, hogy bizonyos
tartomanyokban egyszerre két kiilonb6z6 megoldastipus is megjelenhet, amely
magyarazathatja azt a jelenséget, hogy azonos korilmények kozott is kiilonbdzé tipusu
forgacsok keletkeznek (bistabilitas). .



A digitdlis szabalyozas okozta kaotikus viselkedést, az un. mikro-kdoszt vizsgalja a kovetkez6
fejezet. (Mikro-kdosznak azt nevezzik, amikor a digitdlis hatdsok kovetkeztében a
szabalyozott mechanikai rendszer megkivant allapotanak koérnyezetében egy vagy tobb
klonos attraktor vagy repellor jelenik meg, melyeken kis amplitiddju kaotikus viselkedés
figyelheté meg ) Az irpdalomben ezt szokdsosan zajnak tekintik, ezért ebben az esetben is a
determinisztikus kdosz nem jelenik meg a vizsgalatban. .A Szerz6 bebizonyitja, hogy az un.
PD szabalyozas esetében a fazistér szerkezete olyan, mintha tobb lokalis pékleképezés
fazisportréja lenne egymas mellett. Ekkor az egyes attraktorok vagy repellorok nagyon kis
méretliek lehetnek, de bizonyos fazistérbeli invaridns halmazok a jellemz6 méretiiknél
nagysagrendekkel nagyobb tdvolsdgban helyezkednek el a megkivant helyzettél, névelve a
szabalyozas hibajat. Ebben a szakaszban targyalja a Szerz6 a kett6s kerekités sordn
bekovetkezd bifurkaciokat, illetve a mikro-kdosz kisérleti kimutatasat.

A dolgozat téziseinek értékelése

A dolgozat 4 tézist fogalmaz meg, amelyek tobb rész-allitasokat is tartalmaznak. Ezek
mindegyikét értékes és 1j tudomanyos eredménynek tartom, ezért elfogadom 6ket. A tézisekhez
megfeleld publikacid kapcsolodik, amelyek magas szinvonalu és presztizsii szakfolyodiratban
keriiltek publikalasra.

Kérdések, megjegyzések
Kérdéseim az egyes tézispontokhoz kapcsolddnak.

1. Az 1.tézis (a) pontjaban megfogalmazasra keriilt, hogy az 1/(2n),
frekvenciahanyadosoknal aszimmetrikus megoldasok 1éteznek. Matematikai
szempontbol érdekes lehet, hogy tetszdleges (an) nulldhoz tart6 frekvenciahanyados
sorozat esetén a sorozat tagjainak milyen tulajdonsadga mellett léteznek
nemszimmetrikus megoldasok?

2. Az 1. tézis (b) részében szerepel So értékére egy felsé korlat, amely mellett
l1étezhetnek nem letapadd aszimmetrikus megolddsok. Ez értelmezheté sziikséges
feltételként? Mennyire éles ez a becslés? Adhato elégséges feltétel is a nem letapadd
aszimmetrikus megoldasok létezésére?

3. Ugyancsak Az 1. tézis (b) részében szerepel allitas arra vonatkozdan, hogy az
aszimmetrikus megoldasok eredetileg nullmértéki paramétertartomanya véges
mértékiivé valik, ha a tapadasi surlodas egyiitthatdja nagyobb a cstiszasi surlodas
egylitthatojanal. Hogyan kell érteni ezt kijelentést? (Milyen mértékrdl van sz6? Mit
jelent az, hogy nulla mértékrdl véges mértékii lesz, hiszen a nulla mérték is véges?)

4. A 2.tézis (a) pontjaban szerepel, hogy a szimmetrikus periodikus megoldasokbol
keresztezd-cstisz6 illetve nyereg-csomo bifurkéciok soran keletkeznek aszimmetrikus
megoldasok. Milyen tovabbi mas esetben lehetséges még az aszimmetrikus
megoldasok l1étezése?

5. A 2.tézis (c) pontjdban megemliti a Szerzd, hogy a nyers er6 modszerével bifurkacios
vizsgalatot folytatott tarsszerzdjével, és meghataroztak a kaotikus megoldasok



1étezését jelentd paramétertartomanyokat. Ehhez egyik eszkozként szakaszosan
linedris kozelitd fliggvényeket hasznaltak. Ezek valojaban spline-féle kozelitéseket
jelentenek? Alkalmazhatok-e magasabb foku kozelitések?

A 4. tézis (e) pontdhoz kapcsoloddan. A disszertacid ehhez kapcsolodo része egészen
magas matematikai szinvonalu, igényesen elkészitet, preciz munka. A Szerzo
megemliti, hogy a mikro-kdosz leképezések fazisterének globalis vizsgalatara
kidolgoztak C-SCM algoritmust. Ennek elényei a tézisben felsorolasra is keriilnek
(4.6.4 szakasz) Vannak-e hatranyai ennek az algoritmusnak?

Nem kérdésként, hanem megjegyzésként szeretném kiemelni a 3.tézis (c) pontjanak
azon eredményét, miszerint egy konkrél modellben (késleltetett és szakaszosan sima
modell, ami a periodikusan képzddo és levalo élsisak hatasat irja le lagyacél
esztergaldsa soran) a megoldas kaotikus €s az attraktor dimenzidja véges, noha a
fazistér végtelen dimenzids.

Osszegzés, értékelés

Csernak Gabor dolgozata az eddigi, kozel két évtizedes kutatéoi munkajanak eredménye. A
munka magas szinvonalon targyalja a rezgéstan teriiletén felmeriilt kérdéseket. Matematikailag
sokoldalu és rendkiviil igényes munka, amelyben a Szerzé a matematikai eszkoztarat korrekt
moddon alkalmazza.

A benyujtott értekezés tudomanyos eredményei véleményem szerint tartalmi és formai
szempontbol egyarant megfelelnek az MTA doktora cim elnyeréséhez sziikséges
szinvonalnak, igy javaslom az értekezés nyilvanos védésre bocsatasat.

Budapest, 2024 majus 12. .
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