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1. fejezet

Bevezetés, a kutatas el6zményei

A mult széazad két legfontosabb eredménye a fizikdban a relativitaselmélet, amely a
gravitacios kolcsonhatast targyalja, és a kvantumelmélet, amely a tovabbi harom
alapvetd kolcsonhatas - az elektromagneses, a gyenge és az erds kolecsonhatas - pon-
tos leirdsat adja. A kvantummechanika sikeresen magyarazta meg az atomfizikai
folyamatokat, ahol a kvantumrészecskék klasszikus terekkel valé kolcsonhatasat
szamoltak. Amint a klasszikus teret kvantumtérként vessziik figyelembe, azonnal egy
sulyos problémaba titkoziink: bizonyos fizikai mennyiségek végtelenné valnak. A te-
reket (mésképp nevezve: mezéket) lényegében harmonikus oszcillatorok 6sszegeként
irhatjuk fel, ezért a terek energidja végtelen. Ezzel a végtelennel konnyt elbanni,
normalrendezéssel végessé valik az energia. Az okoz problémat, hogy végtelen sok
oszcillator alapallapoti energiat adunk ossze egyre nagyobb frekvenciaval, tehat a
nagy energiak esetén divergens kifejezést kapunk.

A mikroszkopikus elméletek csupasz paramétereit a klasszikus megfelel6ibél
vagy azok analdg elméleteibol 6rokoljiik. Sziikséges ezen paraméterek atdefinialasa
ugy, hogy azok a fizikai értékiiket vegyék fel. A csupasz paraméterek végesek
is lehetnek alacsony dimenziés jatékmodellekben vagy effektiv modellekben, de
altalaban végtelenek. A renormalas az az eljaras, amely a csupasz paramétereket
azok fizikai értékeire allitja be. Ebbol latszik, hogy leggyakrabban a renormaélas
a végtelen eltavolitasara sziiletett. Egyik megoldas a végtelen elkeriilésére az UV
integral levagasa, ahol nem végtelenig, hanem egy A paraméterig integralunk, ezzel
a A mint egy regulator paraméter jelenik meg az elméletekben. Ha elméleti jéslatot
szeretnénk tenni, akkor el kell érniink, hogy a A-tél ne fliggjenek eredményeink.
Ennek egy nagyon egyszerii és gyakran hasznélt modja, hogy olyan jelenségeket
vizsgalunk, amelyeknek az energiaskdlaja messze van a levagastol.

A regulator paramétertdl vald fiiggetlenség olyan transzforméciok forméajaban
jelenik meg, amelyek félcsoportot alkotnak, az eljards neve pedig (pontatlanul)
renormaldsi csoport (renormalization group, RG) mddszer. Alapvetéen két RG
modszert kiillonboztetiink meg, a perturbativ és a funkcionalis format. El6bbi
valoban a regulator fliggetlenségre épiil. Utdbbi szerepe is kapcsolhatd a végtelenek
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eltavolitasahoz, azonban a funkcionalis RG modszerben az a fontos, hogy toébb
méretskalat vizsgal egyszerre.

A mikroszkopikus elméleteket kis tavolsdgokon jol ismerjiik. A kis tavolsag nagy
energianak felel meg, ezt ultraibolya (ultraviolet, UV) skalanak nevezziik. A mik-
roszkopikus kolcsonhatasban szereplé paraméterek emiatt az UV skdlan ismertek.
Ezeket a paramétereket csatolasoknak nevezziik. A csatolasok egy kolcsénhatas
erosségét jellemzik egy adott energiaskalan, emellett a tomegparamétereket is
csatolasoknak tekintjik. Azt keressiik, hogy a csatolas értéke hogyan fiigg az ener-
giaskaldktol. Célunk az, hogy meghatarozzuk a vizsgdlt rendszer makroszkopikus,
nagy tavolsagokhoz tartozé, vagy masképp fogalmazva, alacsony energias, infravoros
(infrared, IR) viselkedését.

A mikroszkopikus és makroszkopikus fizika kozotti hidverés nem feltétlen igényli
az RG modszert. Gondoljunk csak a hidrodinamikéra, ahol a mikroszkopikus
fluktuaciok kiatlagolasaval megkaphatjuk a hidrodinamika klasszikus egyenleteit.
Ebbdl az a tanulsag, hogy a probléma szempontjabol mindossze egyetlen méretskala
az érdekes, ez a molekularis szinten taldlhaté mikroszkopikus skala. A funkciondlis
RG modszer akkor hatékony modszer, ha az elméletben talalhatd fluktudciok nem
egy, hanem tobb méretskalan fontosak. Ilyen jelenségek gyakran fordulnak el6 a
részecskefizikaban vagy a kondenzalt anyagok fizikdjaban. Az egyik szemléletes
példa a kritikus jelenségek kore, ahol a folytonos fazisatalakuldsoknal minden
méretskala fontos, a fizikai rendszer a kritikus pont kozelében énhasonld, minden
skala relevans.

Ez a gondolatmenet kdvethetd a ¢* modell esetében [I]. Eredetileg Landau
1937-ben egy egyszerii negyedrendii energia alakot javasolt a szabadenergiira
ferromagneses atalakulas leirasara:

1 1
F=V <2g2q§2 + 2494¢4> ) (1.1)

ahol a ¢ az anyag magnesezettsége, V' a térfogat, g, és g4 az elmélet paraméterei.
A g4 el6jele pozitiv, a gy lehet pozitiv és negativ is. Utobbi esetben az energia mi-
nimuma egy nem-trivialis ¢q értéknél van. A modell a paramagneses-ferromagneses
atalakulast irja le, azonban a fazisatalakuldst jellemzo6 kritikus exponenseket hely-
telentil adja meg. A Ginsburg-Landau elmélet ennek altalanositasa, az alapotlet az,
hogy legyen a ¢(x) helyfiiggo:

F= [ @ ((T0(0)7 + 50:00) + 5on6'(@) — j@)ol0)) . (12

Az elso tag a kinetikus energiat irja le, az utolso pedig a forrast. A modell tovabbi
altalanositasa tartalmazhatja a ¢ vagy a V derivalt operator magasabb hatva-
nyait, utébbi a gradiens kifejtést jelenti. A kritikus exponenseket tjraszamolva
megint helytelen eredményt kapunk. Ennek az az oka, hogy a hidrodinamikahoz



sandor nagy 161 23

hasonléan tovabbra is a kis méretekhez tartozé fluktuaciokat atlagoljuk, mert a
go és g4 paramétereket a kis méreteknél rogzitettiik. Ha figyelembe szeretnénk
venni a nagyobb méretskaldkhoz tartozo fluktuaciokat, akkor a paramétereknek is
(méret )skélafiggbknek kell lennitik:

F = [ @ (Vo) + 500 @) + cahé'@) - j@o) . (13
Bevezettiik a k energiaskalat, ennek inverze az aktudlis méretskala. Kenneth Wilson
vezetett le differencidlegyenletet a csatolasokra. Ennek megoldéasa, és az abbdl
szamolt kritikus exponensek mar helyesek.

Ha a k skdla megegyezik a rendszer aktualis korrelaciés hosszaval, akkor ez
nem-analitikussagot vezet be az elméletbe. Ennek kulcsszerepe van, mert a sza-
badenergia, illetve az abbdl szamolt particiés fiiggvény, kvantumtérelméletben a
general6 funkciondal, analitikus a hémérsékletben. A kritikus jelenségek esetén a ska-
lazas azonban a hémérséklet nem-analitikus fliggvénye. Ez johet a termodinamikai
limeszbd6l, azonban, ahogyan ez a Landau és a Ginsburg-Landau elméletbdl 1at-
szik, nem ad helyes eredményt. A korrelaciés hossznal 1év6 tovabbi nem-analitikus
viselkedés viszont mar megfelel6 eredményt ad.

A funkciondlis RG modszer alkalmas elméleti keretet ad arra, hogy a kiilonb6z6
méretskalan taldlhato fluktuaciokat szisztematikusan felosszegezze, és ezzel az UV
skalardl indulva megmutassa, hogy az adott rendszer hogyan viselkedik az IR
skalan.

A gondolatmenet egyik kovetkezménye, hogy a fizikai paraméterek, a csato-
lasok skalafiiggdk lesznek. Ezt mar a perturbativ renormalasnal is lathattuk. A
perturbéacios megkozelitésben kell lennie kis paraméternek az elméletben, amely
szerint kifejtiink, ez tobbnyire a csatolas, azaz gyenge kolcsonhatasokat vizsgalunk.
Ezzel szemben a funkcionalis RG médszer nem koveteli meg, hogy a kolcsonhatas
perturbativ legyen, emiatt a funkciondlis RG moédszert gyakran nem-perturbativ
RG-nek is nevezik. A funkcionalis RG-ben szintén van kis paraméter, ez a skala
valtozasa és a levagas hanyadosa lesz.

A perturbativ és a funkcionalis RG mddszer szamtalan médon kapcsolodik,
és vannak specialis esetek, amikor meg lehet mutatni, hogy a két megkozelités
ugyanazt az eredményt adja. A legfontosabb kiilonbség az, hogy a perturbativ
renormalas csak renormalhaté elméleteknél hasznalhaté hatékonyan. Ahhoz, hogy
ezt a mondatot megtoltsiik tartalommal, meg kell mondani, mikor renormalhaté
egy elmélet. Megkiilonboztetjilk a perturbativ és a funkcionalis renormalhatosagot.
El6bbi esetben arrdl van szé, hogy egy fizikai mennyiség perturbacios kifejtéséhez
nincs szitkség 1j kolesonhatasok bevezetésére. Ez azt jelenti, hogy a kiindulaskor a
hatasban szereplé mikroszkopikus kolesonhatasokon kiviil nem jelenik meg 4j az
elméletben.

A funkcionalis renormélhatésag eltér a perturbativ renormélhatésagtol, mert

4
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a csatolasok skalafliggésére tesz kitételt, konkrétan azt, hogy azok az UV-ben
véges értékhez tartsanak. Ezt fogjuk aszimptotikus szabadsagnak vagy aszimp-
totikus biztonsagnak hivni. Péld4ul a ¢* elmélet, a kvantum-elektrodinamika, a
Standard Modell perturbativ médon renormalhaté, azonban funkcionalisan nem-
renormalhatoak. Ezekben az elméletekben a csatolas végtelenhez tart a levagas
novelésével.

Az RG médszer alapvetoen valtoztatta meg a fizikai szemléletiinket. Megtanitott
benntinket arra, hogy a fizikaban valéjaban nincsenek allandék. A csatolasi allando
elnevezés emiatt nem szerencsés, a csatoldsi valtozé nem honosodott meg, a futéd
csatolasi allandé pedig, ugyan az angol nyelvben is hasznéljdk, egy oximoron. A
csatolas elnevezést hasznaljuk, és ebbe beleértjiik azt, hogy skédlafligeg6. Ez egy tjabb
meglepd kovetkezményre vezet, a skalafiiggés bizonyos valtozasa azt is jelentheti,
hogy maguk a fizikai torvények is skdlafiiggok, bizonyos energian a torvények
fontosak, masikon elhanyagolhatoak. Ilyen kolcsonhatasra lehet egy példa a Cooper
parok kozotti elektron-elektron kolesonhatdas, amely alacsony energian alapveto a
szupravezetés leirasaban, azonban nagy energian ez a kolcsonhatas nem szamottevo.

Az RG moddszer a modern fizika szinte minden teriiletén hasznaljak. A kvantum-
elmélet nagyon széles skalan érvényes, és ezen a skalatartomanyon szinte mindeniitt
hasznéljuk az RG modszert:

UC: 1077 meV volt skdlanal ultrahideg atomokra hasznaljuk az RG moédszert.

CM: 1 eV energia kornyékén a kondenzélt anyagokban talalhatd vezetési elektronok
fizikdja dominal. Az RG moddszer hasznalata ebben a kérdéskorben az egyik
legelterjedtebb, sét a funkcionalis RG médszer, ami a Kadanoff blokkositasbél
szarmazik, eredetileg spinrendszerekre vezettek be.

QCD: Az 1 GeV energian lejatszodé folyamatok a kvantum-szindinamika energia-
skalajat adja. A funkciondlis RG nagyon hatékony ezen a teriileten, a kapott
eredmények a racstérelméleti szamolasokkal is 0sszevethetok.

EW: 125 GeV-on talaljuk a Higgs részecskét, ami az elektrogyenge kolcsonhatas
bozonjanak szolgaltat tomeget. Az RG mddszer ezen az energiatartomanyon
is miikodik. A megel6zo skalaval egytitt a Standard Modell skalatartomanyat
kapjuk.

QG: A Planck skala kérnyékén, 10! GeV-on azt gondoljuk, hogy a gravitdcios
effektusok is szohoz jutnak. Manapsig a kvantumgravitaciéo az RG modszer
legnépszeriibb kutatési teriilete.

A listan 39 nagysdgrendnyi energiat oleltiink fel. Az RG moddszer képes a legkisebb
méretektdl a legnagyobbakig, vagy az energiaskala nyelvén fogalmazva, az UV
skalatol az IR-ig vizsgalatot végezni. A kolesonhatasok skalafiiggése, a globélis RG
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1.1. dbra. A funckiondlis renormélasi csoport médszer skdlatartomdnyainak szemléltetése a
csatolasok terében. Az energia balrdl jobbra csokken. A gorbe egy trajektoridt reprezental, amely
a skdla csokkenésével kiilonb6z6 elméletek érvényességi tartomdnyait éri el. Az dbra [2] alapjin
késziilt.

gondolata segitségével vizualizalhat6 [2]. Ezt szemlélteti az abra. A csatoldasok
skalafiiggése az RG modszer egyenletei segitségével hatdrozhatéo meg, a csatolasok
altal kifeszitett fazistérben a futéas trajektoridkkal jelenitheté meg. Az RG moédszer
kivaléan miikodik az egyes elméletek érvényességi tartomanyaban. A perturbativ
RG-t foleg a Standard Modell teriiletén hasznaljuk, esetleg a kondenzalt anyagok
fizikajaban. Itt a joslatok nagyon precizek. A kvantumgraviticié erésen nem-
perturbativ. Az dbra azt is tiikrozi, hogy a funkcionalis RG médszer nem els6sorban
mérési eredményekkel 0sszevethetd elméleti joslasokra sziiletett, sokkal inkabb az
elméletek globalis szerkezetét térképezi fel. Példa erre a kvantumgravitaciéo RG
vizsgalata, ahol nincs remény kisérleti 6sszevetésre, azonban fontos, hogy felismertiik,
hogy a modellnek van egy UV tartomanya, ahol véges eredményt kapunk. A
sematikus abran az elképzelt trajektoria megkozeliti az egyes elméleteket, majd
utana eltavolodik azoktél. Ez a globalis kép az egyes elméletek részletein tul azt is
megmutatja, hogy az elméletek hogyan viszonyulnak egyméashoz, hogyan lehetséges
egyik elméletbdl eljutni a masikba.

A perturbativ és a funkciondlis renormalhatésag kozotti kiillonbség a abran
is jol szemléltethetd. A perturbativ renormélhatosag az adott elmélet skalatarto-
manyaban érvényes. Maga az eljards immanens, azaz nem képes kilépni a sajat
skalatartomanyabol. Az abra alapjan funkcionalis renormélhatésag nem létezik,
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hiszen mindig lesz olyan csatolas, amely kivezet az elméletbdl, ezaltal transzcendens
eljarast ad. Gondoljunk csak a ¢* elmélet trivialitdsi problémajara. A Higgs tér
csatolasa ugyan divergdl az UV-ben, de azon a skdldn mar tgysem vagyunk a
Standard Modell keretein beliil. Az RG mddszer arra is alkalmas, hogy megmondja,
milyen 1j kolcsonhatasok jelennek meg a skéla valtoztatasaval.

A globalis RG kép altal egységes képet adhatunk a kvantumelmélet megjelenési
formdirol a valtozo skalan. Ennek a képnek az egyszerlisége, elegancidja miatt
szerettem meg az RG modszert, és foglalkoztam vele a tudomanyos palyafutasom
alatt.

A funkcionalis RG modszer alapjaban véve két forméban létezik. Az egyik a
wilsoni formalizmus, amelyik a Wegner-Houghton (WH)-egyenletre vezet, a masik
a Wetterich-egyenlet. Sokszor csak ez utébbit nevezik funkciondlis formalizmusnak.
A wilsoni renormélas nemrég volt 50 éves. Kadanoff renormélés otletét valositotta
meg a részecskefizikaban. A spinrendszerek koordinatatérbeli blokkositasat az
impulzustérben végezte el. A WH-egyenlet a blokkositott hatasra vonatkozé RG
egyenlet.

A funkcionalis RG mddszer akkor valt népszerivé, amikor megjelent a Wetterich-
vizsgaltak tetszoleges térido dimenzidban és tetszoleges szamu komponensek esetén.
A moédszer hatékony véges hémérsékletli kvantumtérelméletek vizsgdlatdban is [3].
A Wetterich-egyenlet alkalmas arra is, hogy a hatds gradiens kifejtésben kapott
tagjait is kezelje. Ez a wilsoni formalizmusban csak nagy nehézségek aran teheto
meg. A Wetterich-egyenlet egy exponencidlis alaka regulatort alkalmaz, emiatt az
eredeti egyenlet csak numerikusan volt kezelheto, de miutdan megtalaltak az opti-
malis regulatort, az RG egyenletek analitikussa véltak [4]. A wilsoni RG egyenletek
formalisan beilleszthetok a Wetterich-egyenletbe megfelel6 regulatorvalasztassal.
Szokasosan a WH-egyenletet a Wetterich-egyenlet éles levagasu valtozatanak te-
kintik. Ez csak akkor igaz, ha a blokkositott és az effektiv hatas megegyezik, azaz
nulla impulzusi vertexek esetén [5].

Az RG modszerrel a skalaris elméleteken keresztiil ismerkedtem meg. El6szor pe-
riodikus potencidlt tartalmazé modelleket vizsgaltam, kerestem a sine-Gordon (SG)
tipusi modellek IR viselkedését. Hasznaltam a WH és a Wetterich-egyenletet is. Az
effektiv potencial meghatarozasara koncentraltam, kerestem a relevans csatolasokat
az IR limeszben. A megjelend szingularitdsnak fizikai tartalmat tulajdonitottam,
amellett érveltem, hogy a szingularitas egy 14j fixpontot rejt, az IR fixpontot. A pe-
riodikus modellekben szerzett tapasztalatokat sikeresen alkalmaztam a polinomidlis
potencidlok esetére. Ezeket az eredményeket foglalom ossze a [3] fejezetben.

Az IR fixpont a modellekben ott jelenik meg, ahol az RG egyenletek szin-
gularitasba futnak. Skalaris elméletekben a spontan szimmetriasértett fazisban
taldlunk szingularitast, amely altaldban akkor jelenik meg, amikor a potencialt
egy maximumpontja koriil fejtjik ki. Ez néha elkeriilhetd, de a legtébb modell
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hatdsaban nincs lehetoség a potencial minimumaban kifejteni. Ilyen az SG modell,
ott a Fourier sorfejtést hasznalunk, vagy a kvantumgravitacio, ahol a szingularis
tartomany nem keriilheté el. A témédban az eredményeim a[d] fejezetben talalhatok.

A kvantumgravitaciéban taldlt Reuter-féle UV fixpont alapvetéen valtoztatta
meg az RG moddszer helyzetét. Az analitikusan ismert fixpont, az egyszerti béta
fiiggvények és a konnyen meghatarozhato fazisszerkezet a kvantumgravitacié olyan
egyszerli képét adta, amely nagyon rovid ido alatt népszertivé valt. A gravitacio
vizsgélata minden mas modellt hattérbe szoritott az RG mddszer teriiletén, és ez a
mai napig igy van. Ezen a teriileten az IR fixponttal foglalkoztam, meghataroztam
a fixpontot jellemz6 exponenseket, aztdn a Reuter-fixponthoz tartozé exponenseket
hatdroztam meg a reguldtor nagyon széles korében. A [f] fejezetben foglaltam ossze
a témaban kapott eredményeimet.

A renormalast eredetileg euklideszi téridoben hasznaltak, ennek oka torténeti,
technikai és matematikai is. A kvantumgravitacié miatt egyre fontosabba valt a
Lorentz szignatura, a valés ideji formalizmus hasznalata. Nemcsak a dinamikai
rendszerek kapcsan fontos a valés id6, hanem minden modellben, mert a tradicio-
nalis targyalassal kapott kordbbi eredmények is valtozhatnak, példaul a megjelend
tomeghéj szingularitds miatt. A valos idejii RG moddszert zart idotengelyes forma-
lizmusban célszerii megfogalmaznunk, ahol megduplazzuk a térvaltozok szamat.
A két id6tengely osszekapcesolasa 1j vertexeket eredményez, ezek figyelembevétele
segithet benniinket megtalalni a kevert allapotok jarulékat. Az ebben a témaban
kapott eredményeimet a [6] fejezetben foglaltam Gssze.

A skalaris elméletek RG modszerrel torténd vizsgalatakor féleg a fixpontok
helyzetét és a hozzajuk tartozé kritikus exponenseket szamoltak a dimenzio, a belsd
tér dimenzidja, a gradiens kifejtés vagy a funkcionalis kiterjesztés fliggvényében.
Tobbek kozott az O(N) modell Wilson-Fisher (WF) fixpontjat, a 2-dimenzios
(2d) SG modell Coleman-pontjat, illetve az aszimptotikusan biztonsagos gravitécio
Reuter-fixpontjat vizsgaltak.

A ¢* modell WF fixpontja 3-dimenziéban (3d) az RG mddszer allatorvosi
lovaként tekintheto. Ha 11j koncepcidval allnak el6 az RG mddszert hasznalod kutatok,
akkor egyfajta ellenérzésképp legtobbszor a WFE fixpont exponenseit szamoljak ki.
Eredetileg 4 — € dimenziéban vizsgdltdk a ¢* modellt, aminek részecskefizikdban
van jelentésége, azonban a 3d modell egy nem mikroszkopikus, effektiv elméletnek
tekintheto.

A 2d SG modell Coleman-pontja mind perturbativ, mind nem-perturbativ
esetben is vizsgalt. Erdekes, hogy a fixpont érzéketlen az eddig ismert kozelitésekre,
az UV és IR tartomany viselkedése azonban valtozik.

Steven Weinbergnek tamadt az az otlete, hogy a gravitacié renormalhatosaga
helyreallhat, ha az elméletben létezik egy 1jabb fixpont, amely nagy energian
teszi relevanssa a Newton allandot. Feltette, hogy az UV skalan egy nem-gaussi
fixpont létezik, ahol a csatolasok értéke véges. A fixpont végessé teszi az elméletet,
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biztonsagossa teszi azt a divergencidktol, innen ered az aszimptotikusan biztonsagos
elnevezés. A név nyilvan utal az aszimptotikus szabadsag fogalomra, ahol UV-ben
a csatolasok nullahoz tartanak. Aszimptotikus szabadsag esetén a fixpont a gaussi,
aszimptotikus biztonsag esetén nem-gaussi, a fixponti UV elmélet kolesonhato.
Emiatt nevezik a fixpontot kolesonhatonak is. Manapsag a fixpontot felfedezojérél
Reuter-fixpontnak nevezik. A Reuter-fixpont 1996-os felfedezése 6ta gyokeresen
atalakult a RG szakirodalom. A skalaris elméletek vizsgdlata hattérbe szorult, és a
QCD és Standard Modell (és természetesen a kondenzalt anyagok modelljeinek)
vizsgalatanal is tobb szerepet kapott. Mondhatjuk, hogy a 21. szdzad RG vizsgalatai
a gravitaciorol szolnak. A Reuter-fixpont felfedezése az AB gravitacioban az RG
modszer reneszanszat hozta el az ezredfordulén, manapsag ez a modszer legnépsze-
riibb kutatdsi teriilete [6]. Ezekben a munkékban egyrészt a fixpont kiterjesztését
vizsgaltak a gorbiilet magasabb hatvanyai és az anyagi terek figyelembevételével.
Olyan kutatasok is nagy szamban folynak, ahol az eredetileg hasznalt RG moddszer
hianyossagait probaljak kikiiszobolni. Ehhez kapcsolédéan megemlitem a Lorentz
szignatiraban szamolt evoliciot, amelyre szamos kisérlet sziiletett. Legegyszertibb
esetben az euklideszi téridét egy Wick forgatassal Lorentz szignaturajura alaki-
tottak. Emellett megjelent a kauzalis halmaz kvantumgravitaci6, amely a lorentzi
kvantumgravitacié egy diszkrét modellje, amelyben a téridé kauzalis halozatként
épiil fel [7, [§]. Az Arnowitt-Deser-Misner (ADM) dekompozicié esetén pedig az
id6irdnyt kiilon kezelve sikeriilt Lorentz szignatiraval eredményeket elérni [9].

A2l fejezetben el6szor az evolicids egyenleteket mutatom be, illetve azok kap-
csolatat, elényeit és hatranyait. Ezt kovetSen a3 fejezetben az RG médszerben
kapott els6 eredményeimet ismertetem, ahol skalaris elméletekkel foglalkoztam. Ku-
tatasom egyik kozponti eleme a spontan szimmetriasértett fazisok tulajdonsagainak
feltérképezése volt, annak IR fizikajénak leirdsa. A [ fejezetben Gjragondolva az
IR tartomany viselkedését azt vizsgaltam, hogy lehetséges-e, hogy a szingularitéds
egy 1j, IR fixpontot rejt. Ezt alkalmaztam az AB gravitacioban is. A téma annyira
felkeltette az érdeklédésemet, hogy szamos tovabbi eredményt értem el a tertileten,
amelyeket az 5| fejezetben foglaltam oOssze. Végiil az RG moédszer valés idejti forma-
lizmusdban kapott eredményeimet ismertetem a [0} fejezetben. Bemutatom, hogy
az RG modszer nyilt dinamikat ir le, emiatt gy is fogalmazhatunk, hogy ebben
a fejezetben a nyilt rendszerek renormaldsaval foglalkozom. Minden fejezet végén
dolt bettivel szedve beirtam az adott fejezetben kifejtett tézispontot.
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2. fejezet

Evoliciés egyenletek

A wilsoni renormalas t6bb mint 50 éves multra tekint vissza. Széles korben alkalmaz-
zak a kvantumos sokrészecske rendszerekben, a részecskefizikdban, a gravitacioban.
Az RG modszer alkalmas skaldris, fermionikus és mértékelméletek fazisszerkeze-
le, a skalafiiggést megado differencialegyenlet a WH-egyenlet. Késébb megjelent a
szakirodalomban az effektiv hatasra vonatkozo Wetterich-egyenlet, ami atvette a
vezetO szerepet, és tartja a népszeriiségét a mai napig.

2.1. A Wegner-Houghton egyenlet

A kovetkezd atmeneti amplitidébol indulunk ki:
(0, 00[0, —00) = Z = /D(be—%s. (2.1)

A |0, —o0) vakuuméllapotbdl indulunk ki a ¢ = —oo iddpillanatban, és id6ben
fejlédik a fizikai rendszer a (0, co| végallapotba. Az exponensben a fizikai rendszert
jellemz6é S hatas van. A palyaintegral kontinuum sok integralt tartalmaz. Az
integral kiértékeléséhez keresni kell egy kis paramétert, amely segitségével valamilyen
kozelitésben szamolni tudunk. Ennek érdekében a ¢ térvaltozot két részre bontjuk,
¢ — ¢+ p,ahola ¢ ak € |0,k — Ak] kozotti impulzussal jellemezhetd, a ¢-t pedig
olyan impulzussal, melyekre k € [k — Ak, k]. Az ¢ az IR tér, ¢ az UV tér. Utébbira
kiintegralunk, igy megkapjuk az Sy hatasbdl az alacsonyabb impulzushoz tartozo
Sk—ar hatést. Az elvégzendo integral alakja:

625, [9+¢0]

6_%Skak(¢) ~ /D[g@]e_%skw"_%]_%(pwcﬂ (2.2)

ahol ¢ egy nyeregponti médus, melyet altalaban nullanak vesziink. A hatést ¢-ben
Taylor sorfejtettitk. A keresett kis paraméter a Ak/k hdnyados, az egy renormalasi

10



sandor nagy 161 23

lépésben kiintegralt modusok szama osztva az 6sszes modus szamaval, amely egy
infintezimalis mennyiség. Gondoskodnunk kell arrél, hogy ez a mennyiség legyen a
legkisebb az RG eljaras soran, ellenkez6 esetben a WH-egyenlet nem &ll fenn. Ez
messze nem trivialis elvaras, példdul maga utan vonja, hogy a k£ — 0 limesz nem
érhet6 el. Azt kapjuk, hogy:

e~ Sk-ar($) — o= 7 SuléHeo]—3 Indet SY[4] (2.3)
ahol a vessz6 az IR térre vonatkozé derivaltat jeloli. A determinans k € [k — Ak, k|

impulzussal jellemzett médusokra vonatkozik. Ebbol, felhasznalva, hogy Indet A =
Trln A, az exponensekre a kovetkezo kifejezést kapjuk:

_ hk
2Ak

$ul6) = — o TrIn S}1d), (2.4)
ahol a © = kOpx. Az egyenlet jobb oldala formalis, Ak-val osztunk, azonban a Tr
képzés szintén tartalmaz egy Ak-t. A Tr egy Ak szélességli gdbmbhéjra vett integral,
ahol a k impulzus hossza a gombhéj sugara:

hk

Sile] = —5ap Ak | 8(a = k) ]lo), (25)

ahol q egy d-dimenzids impulzus, a S a hatés térvaltozd szerinti mdsodik derivaltja,
tovabba a feloltoztetett inverz propagatorral azonosithato

S =Dl =g+ U", (2.6)

A Ak impulzushéjra vett integralt blokkositasi 1épésnek, blokkositasnak nevezziik.
Az impulzus integral analitikusan elvégezhetd, ezzel megkapjuk a potencialra
vonatkozo evolicids egyenletet, a WH-egyenletet [10]:

: 1
U= —§hadkd In(k*+U"), (2.7)
bevezettiik a 42
Qd 21
—_d g = 2.
YW= ond T Td)2) (28)

konstanst. A blokkositott hatasra vonatkozo funkcionalis renormélasi csoport egyen-
leteknek a wilsoni mellett [I1] Polchinski [12] valtozatat is ismerjiik. A wilsoni
renormalas a hurok kifejtés szisztematikus felosszegzéseként foghaté fel, ezzel a
rovidtavia kolesonhatasokat integraljuk ki, és igy az alacsony energias, hosszutavi
effektiv elméletet kapjuk. A Polchinski modszer a csatoldasban vett perturbativ
felosszegzést valdsitja meg [2.

11
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2.2. A Wetterich-egyenlet

A Wetterich-egyenlet egy funkcionalis integro-differencial egyenlet az effektiv hatasra
[13, B, [14]. Elvégezziik a palyaintegréalt ugy, hogy hozzdadunk egy reguldtor tagot a
hatashoz. A bevezetett Ri[¢] reguldtor az UV és IR divergens impulzusintegralokat
végessé teszi. A generdld funkcional alakja:

7 — e AWil] _ /D[¢]e*%(sA+Rk[¢]f‘]'¢)_ (2.9)

Itt J = J(z) a kvantumtérhez csatolt kiils6 forrast jeloli, az Sy pedig a csupasz hatés.
Hasznaljuk az f - g = [%_ d%xf(x)g(z) jelolést. Egy 1/k térfogatban atlagoljuk a
térvaltozot azzal, hogy kiintegraljuk a k skalanal nagyobb energiaji modusokat.
A regulator térfliggésére nincs kitétel, az altalaban a térvaltozoban kvadratikus,
tomeg alaku tag

RkW}:;¢-Rk-Q (2.10)

amely IR levagasként hat. A pont itt is integralt jelol. Az IR reguldtort ugy
valasztjuk meg, hogy a k-nal nagyobb energiaju modusokat valtozatlanul hagyjuk, de
a k-nal kisebb energiajuakat elnyomjuk. A kovetkezo feltételeknek kell teljestilnitik:

1. Q}irgn ORk > 0, azaz IR regulatorként miikodik, mert eltiinteti az IR diver-
—

genciakat,

2. kQ}Hn ORk — 0, amely azt fejezi ki, hogy ha a regulatort eltavolitjuk, akkor
p —

vissza kell kapnunk az atmeneti amplitudé alakjat a k& — 0 hataresetben,

3. kllrn R — 0o, amely szerint a S = limy_, ', hataresetben visszakapjuk a
—00

mikroszkopikus hatast. A regulator UV levagasként is miikodik.

A Wetterich-egyenlet levezetéséhez differencialjuk a ¢ = In k renormalasi id6 szerint
a (2.9) egyenletet:

7 — _ﬁWk —3WilJ] _ /’D (_Rk ¢]> 6_%(SA+RI@[¢]_J'¢)' (2‘11)
Itt a * = 0/0t az RG 1d6 szerinti derivalt. Ebbdl

: 52W J) OW[J] oWy [J

= Lt [, (AN ST i,y

A T'x[¢] effektiv hatds a Wy[J] osszefiiggd Green-fiiggvények generalé funkcionalja,
azaz

Tulé] = Wild] - J - 6, (2.13)

12
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ahol bevezettik a klasszikus térvaltozot
SWi[J]

= 2.14
o= 2 (2.14)
Konnyen belathaté, hogy T'y[¢] = Wi[.J], ahol % = —J. A 2. derivaltra vonatkozo
azonossag pedig
2F 2
oL WilJ] (2.15)
dpdp 0J0J

Visszahelyettesitve (2.12))-ba és atdefinidlva az effektiv hatast I'y[¢] + Ri[¢] — [k
szerint kapjuk a Wetterich-egyenletet:

1 Ry 1
I, o= —Tr— k= 2.16
TR AT 2 ) (2.16)

A Tr jeloli a hurokintegralt, és a bels6 indexekre tortend Osszegzést. A grafikus
alakban a dupla vonal jeloli a 'feloltoztetett’ propagatort, a fekete négyzet pedig a
regulatornak megfelel6 operator betétrész. Az abra egy 1-hurok diagram. Hasonld
modon, a skaldris elméleteken tul (pl. fermionikus vagy mértékelméletekben) az
1-hurok diagramokbél a Feynman-szabalyok segitségével felépithetd az evolicids
egyenlet. Feltessziik, hogy a blokkositott hatds és az effektiv hatas funkcionalis
alakja megegyezik:

Fk ~ Sk
= ZQZE(¢), (2‘17)

ezért a nagy energiakon ismertnek tekintett blokositott hatas alakot hasznalhatjuk
a Wetterich-egyenletben. Maga az egyenlet egy parcialis integro-differencialegyenlet,
de ha a szerint a ¢ térvaltozoban sorba fejtjiik a hatést, akkor a skélafiiggd
g; csatolasokra egy kozonséges differencialegyenlet-rendszert kapunk, ugyanugy,
mint a WH-egyenletben. Altaldban Taylor sorfejtést hasznalunk, de a periodikus
modelleknél Fourier sorfejtést alkalmazunk.

Az effektiv hatéds skalaris elméletekben altalaban

D= [ @t [ 200,00 + Vil6.) (218)

alakt, ahol Zy, = Zy(¢,) = Zi(¢,p) a hullamfiggvény renormalas. Ez a lokélis
potencidl kozelités (local potential approximation, LPA) utdni kévetkezé rend a
gradiens kifejtésben. Ha Z; = 1, akkor LPA-ban dolgozunk. A gradiens kifejtés
tovabbi tagjai lehetnek:

o= [ @l [Vi6.) + 5 2u(0:)0un)? + Hil0)(0,02)" + Hal) (D07 +...].
(2.19)

13
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Ha a effektiv hatdst betessziik a (2.16)) Wetterich-egyenletbe, akkor a kovetkezét
kapjuk: ‘

. 1 R
Vi= 2 / : R
2U0p Zyp? + R + V!

(2.20)

ahol megjelenik egy d-dimenzids impulzusintegral. Feltéve, hogy a hullamfiiggvény
renormdlds impulzusfiggetlen, azaz Zy(¢,p) = Zx(¢) = Zy, akkor a ra vonatkozd
evolicios egyenlet alakja:

P [ 7z 27002 4 AZL(Z4p? + V)
YT 2L Pl R+ VP (0> Zi + Ri + V)P

a0’ (Zip* + Vi) + (Z + 02 Ry)°
(P2 + Ri + V)P
7w+ Vi (2 + 0,2 R + 20°0% Ry,
(PZk + Ry + Vi)
2R (Gt V) (2t apmk)]
(P?Zk + R + V)4 '

(2.21)

2.3. Az evolucios egyenletek Osszehasonlitasa

Nagyon fontos kiilonbséget tenniink a WH és a Wetterich-egyenletek altal szolgdl-
tatott evolicio kozott. A kutatasaim soran, amennyiben lehetett, a WH-egyenletet
hasznaltam, mert azt gondolom, hogy ez feleltetheté meg jobban a renormalés erede-
ti filozofiajanak, tovabba fizikailag konnyebben interpretalhatd, mert a blokkositott
hatast ismerjik.

A Wetterich-egyenletnél az evolicios egyenletet tigy kapjuk meg, hogy a regula-
torfliggd tagot a renormalasi skala szerint derivaljuk. Csak a regulator skalafiiggo,
a hatas a levagasnal adott, a regulator nélkiil az egyenlet trivialitas lenne. A
WH-egyenletben maga a wilsoni hatas skéalafliggd, nincs sziikség a regulatorra.

A Wetterich-egyenlet az effektiv hatas szerepel, amelyben a térvaltozé az eredeti
tér varhato értéke. A generald funkcionalban elvégezziik az impulzusintegralt UV-
tol IR-ig tgy, hogy abban a regulator egy adott k-val szerepel. Ezek utan a k
skalat csokkentjik, ezaltal kilonbozé k-hoz tartozéd effektiv hatasokat kapunk
eredményiil. Szigorian véve, a Wetterich-egyenlet nem RG egyenlet, mert nem egy
amelyek a csokkeno k skdlara vannak felfizve. Ezzel szemben a WH-egyenlet az S
blokkositott hatas evoluciéjat kéveti UV-bol IR felé. A wilsoni RG formalizmusban
az elemi gerjesztéseket, a hatas altal leirt dinamikaval vessziik figyelembe. Azonban
a Wetterich-egyenletnél a regulator modositja a hatést, ami megvaltoztatja a

« sz
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szerepelnek az egyenletben. A Wetterich-egyenletben az elemi gerjesztések helyett
1j, kvazirészecske gerjesztéseket vezetiink be egy olyan 1j elméletben, amit az
eredeti hatas és a regulator egyiitt definial.

A Wetterich-egyenlet eredményei regulatorfiiggék. Ugyan a szakirodalomban
gyakran szerepel, hogy a Wetterich-egyenlet egzakt megoldasa nem fiigg a regula-
tortél, de erre vonatkozdan nincs matematikai bizonyiték, és meglehetésen furcsa
feltételezniink, hogy a Wetterich-egyenlet, amelyben szerepel a regulator, attol
fiiggetlen eredményt ad. Az IR-ben kapott effektiv potencial regulatorfiiggetlen-
sége sem garantalhato, rdadasul a renorméalasnal nemcsak az IR fizika, hanem a
futas maga is rendelkezik fizikai tartalommal. Gondoljunk csak az SG modellre,
ahol a mindkét fazisban trividlis az effektiv potencidl, a futas segit azokat meg-
kiillonboztetni. A Wetterich-egyenlet eredményeinek regulatorfiiggését vizsgdlni
kell.

A WH-egyenlet hatranyanak azt szoktak emliteni, hogy csak LPA-ban hasznal-
hato, a gradiens kifejtés magasabb rendjét nem képes kezelni. Ennek okat az éles
levagasban latjak. Ha alaposan megvizsgaljuk ezt az allitast, akkor észrevehetjiik,
hogy az éles levagas nem befolyasolja a gradiens kifejtést. Példaképpen emlitem,
hogy ha a blokkositast nem gémbhéjjal, hanem kockdkkal képzelem el, akkor a
hullamfiggvény renormélas szamolhatd. Miért fontos szamolnunk az LPA-n tal? A
bevezetésben mutatott Landau-Ginsburg elmélet alapjan latszik, hogy a hulldm-
fiiggvény renormaléds nulla kozeli impulzusnal, végtelen kozeli korrelacioknal szamit.
Azonban a WH-egyenlet k skaldja, ami a blokkositasnal a legnagyobb impulzus,
a leheto legmesszebb van a zérustél. Ez egy komoly probléma a gradiens kifejtés
hasznalatanal. Azért kaphatunk mindezek ellenére nem-trivialis eredményt, mert
a k skalan kapott effektusok az impulzusban vett éles, Dirac-delta szerint meg-
adott levagas a koordindtatérben (a Fourier transzformdltban) minden méretskalan
érezteti a hatasat. A gradiens kifejtés problémajat gy lehet orvosolni, hogyha
nem-lokélis kolcsonhatésokat vezetiink be [15]. A nem-lokalitds a gradiens kifejtés
altalanositasaként tekinthetd, amelybol a kifejtés eredményei szarmaztathatoak
[16].

15



sandor nagy 161 23

3. fejezet

Skalaris modellek effektiv
potencialja

A skalaris elméletek fazisszerkezete jol ismert. Wilson uttoré munkdja ota ismert,
hogy a ¢* modellnek 4-nél alacsonyabb dimenziéban a gaussi fixpont (GFP) mellett
egy tovabbi nem-trivialis fixpontja is van, a WF fixpont [17, [I8]. Az RG mddszerrel
torténd vizsgalat ugyanezt a fazisszerkezetet adja. Hasonléan, a 2d SG modell
analizisét Coleman kimeritéen elvégezte [19]. Megmutatta, hogy a modellnek két
fazisa van, és van egy kritikus hullamszam érték, amely szeparalja azokat, ez a
Coleman-pont. Az RG médszer ennél a modellnél is ugyanezt az eredményt mutatta.

Joggal vethet? fel a kérdés: miért vizsgaljuk azéta is ezeket a modelleket? Az
egyik lehetséges ok a modellek kiterjesztése. A potencial Taylor sorfejtésének tovabbi
tagjait, a gradiens kifejtés magasabb rendjeit vizsgalnunk kell, hasonléan ahhoz,
ahogy a Landau elméletbdl a Landau-Ginsburg elméletre tovabbléptiink. Mindezek
ellenére az a tapasztalat, hogy kvalitativ valtozast nem latunk a fazisszerkezetben.
A masik ok lehet, hogy a skalaris modellek egyszeriiségiik miatt alkalmasak arra,
hogy 1j 6tleteket, fejlesztéseket kiprobaljunk rajtuk. A 3d ¢* modell RG vizsgalatat
szokas minden 1j vizsgalatndl el6szor elvégezni, és ellendrizni, hogy mi a helyzet
a WF fixponttal és a hozza tartozd exponensekkel, azok 6sszhangban vannak-e
a korabbi eredményekkel. A kutatasaimban én is ezt az utat kovettem, ezeknek
a modelleknek djszerti kiterjesztését kerestem és vizsgaltam. Az IR tartomanyra
koncentraltam.

3.1. A sine-Gordon modell

Eloszor a 2d SG modellel foglalkoztam. A hatés alakja

S:/m ;(8M¢x)2+ucos(ﬂ¢) : (3.1)

ahol u a csatolds, a § pedig a hullamszam, amely LPA-ban nem fejlodik.
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A 2d SG modell az euklideszi téridoben az egyik legfontosabb alacsony dimenzibs
skalarelméleti modell, hiszen a modern fizika szinte minden teriiletén széles korben
hasznaljak [19, 20} 21), 22] 23] 24]. Tovdbbéa a modell nagyban hasonlit a nem-ébeli
mértékelméletekre, ami lehetoséget adhat a bezarasi mechanizmust egyszeriibb
keretek kozott is megérteni [21], 22, 23]. Az SG modell mésik érdekes tulajdonsaga,
hogy egy Kosterlitz-Thouless (KT) tipust, végtelen rendii fazisdtmenetet mutat
[25], 26]. Erdekes médon az RG moédszer jelentds kiilonbséget mutat, ha ésszeha-
sonlitjuk az LPA-val és a gradiens kifejtés legalacsonyabb rendjével (a konstans
hullamfiggvény renormélés figyelembevételével) kapott eredményeket. LPA-ban az
SG modellnek két fazisa van, amelyeket a 42 = 87 hulldmszam paraméter valaszt
el, ez a Coleman-pont [19]. A fazistérben egyenes fiiggéleges vonalakat talalunk. Ha
3% > 8, akkor a szimmetrikus (mds néven ionizalt, tomeg nélkiili, erés csatoldst,
nem-renormalhaté) fazisban vagyunk, ha 3? < 87, akkor pedig a szimmetriasértett
(molekuldris, tomeges, gyenge csatoldsi, renormdlhaté) fazisban. Ha 3% = 4, akkor
az SG modell a Thirring modell bozonizalt valtozata [19, 27, 28] 29, 30]. Az SG
modell ugyanabban az univerzalitasi osztdlyban van, mint a semleges Coulomb
gaz [31] vagy a 2d XY modell. Ha a hullamfiiggvény renormalés fejlédik, akkor az
egyenes vonalakat hiperbolak valtjak fel a fazistérben. Tovabba a korrelacids hossz
¢ skalazasa a KT fazisatalakulas szerint alakul, amit az LPA-ban nem kaphatunk
meg.

Az SG modell alapvetd sajatsaga, hogy a belso térben egy diszkrét eltolasi
szimmetriaval rendelkezik:

A e AV (3.2)

ahol A = 27/8. Ez a szimmetria sériil le a molekularis fazisban. Mivel az effektiv
potenciél konvex, ezért az csak konstans (nulla) lehet. Ez a tény joggal veti fel azt
a kérdést, hogy akkor hogyan tudjuk megkiilonboztetni a fazisokat?

A WH-egyenlet keretében vizsgaltam az SG modell olyan kiterjesztését, ahol a
Fourier sorfejtés magasabb rendii tagjait is figyelembe vettem a

U= i_o: Uy, cos(nfo) (3.3)

potencidlban [22]. A szimmetrikus fazisban az u,, csatoldsok az UV-ben divergélnak,
az IR-ben nulldba tartanak. A szimmetriasértett fazisban egy kritikus skalanal a
propagator szingularissa valik, megjelenik a spinodalis instabilitds. A spinodalis
gorbét termodinamikaban a Gibbs-féle szabadenergia masodik derivaltjanak zérus
értéke definidlja. Ezek a pontok a stabilitas hatarat jelolik ki. A propagator inverze,
mint energia az euklideszi téridoben, a tér szerinti masodik derivaltként all el6. A
propagator szingularis viselkedése spinodalis instabilitast jelol, mert a propagator
kicsiny értéke azt mutatja, hogy az annak megfelel6 elemi gerjesztések jelentés
fluktuaciokat okoznak a rendszerben, instabilla téve azt. A spinodalis instabilitasnak
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fizikai tartalmat tulajdonitunk, annak kozelében az eredeti térvaltozokkal leirt
elmélet mar nem kezelhetd, mert a fluktudciok kezelhetetleniil nagyok, ezért érdemes
1j térvaltozot bevezetni. A spinodalis instabilitdas megmutatja, hogy egy adott
elmélet mekkora energiaskaldig targyalhato az RG maédszerrel.

A szimmetriasértett fazisban véges k. = kg; skalan leall az evolicio, ott ahol
a propagator szingularissa valik, ezért nincs lehetoségiink az IR tartomany feltér-
képezésére. Az instabilitdas miatt az instabil médusok domindljék a kg; skalan az
evoluciot, amelyeket tgy képzeliink el, makroszkopikus kondenzatumma allnak
lis WH-egyenlet altal leirt hurokfejlédés helyett. A kondenzatumot egy helyfiiggo
sikhullamnak vessziik fel: ¢!, = py cos(kny, - © 4 6y,), ahol a p;, amplitidéban minden
blokkositési 1épésben minimumot kerestink [2, 21]:

Ur—ar(¢) = min |p* + 1/1 duly (¢ + 2p cos(mu)) |, (3.4)
P 2/

Ezzel sikeriil stabilizalni az evoliciot. Az instabilitas onnan ered, hogy a
E4+U"=0 (3.5)

egyenlet, ami a WH-egyenlet logaritmusdnak argumentumabdl ered, nullava, majd
negativva valhat, tehat U” < 0, ami arra utal, hogy egy helyi maximum koériil fejtjitk
ki a potencialt. A [3.5|egyenlet lényegében a korabban emlegetett propagator inverze,
ha az nulldhoz tart, akkor a propagator a végtelenhez. A ¢* modellben megtehetjiik
azt, hogy mindig a potencial abszolit minimumat vessziik, és akkor sohasem futunk
bele a spinodalis instabilitasba. Azonban ez a periodikus modellek esetén nem
lehetséges, mert egyrészt a periodicitas miatt végtelen sok minimum van, masrészt a
Fourier sorfejtés nem egyetlen pontot, példaul a lokalis minimumot jellemzi, hanem
a periodikus jelleget. Az SG modellhez hasonléan szintén szingularissa valhat az
AB gravitacio, ott szintén spinodalis instabilitasba futhatunk. Maga a név nem
honosodott meg a szakirodalomban, ezért a késébbiekben a kifejezés zérussa
valasanak lehetOségét szingularitasnak hivom. Megjegyzem, hogy a spinodalis
instabilitas elnevezés sokkal szemléletesebb, és bar inkabb a kémiaban, esetleg az
anyagtudomanyban elterjedt fogalom, sokkal vilagosabb képet ad a szingularis
viselkedés kialakulasanak fizikai okardl és tulajdonsagairdl.

A csatolasok futasat a abran mutatom be. Meghataroztam az IR skaldzast
a tovabbi Fourier médusok figyelembevételével. A szimmetrikus fazisban az 1,
dimenziotlan Fourier médusok nulldhoz tartanak, az IR skalazas u,, ~ f; (B2 —4m)
szerinti, amely eltér az UV skalazastol. Az IR effektiv potencidl egyetlen szammal,
az U, kezdeti értékével parametrizalhato. Az IR-ben egy fixpont van. A szimmetrikus
fazisban minden S-ra latjuk a fixpontot, ez egy fixpontokbdl all6 vonalat alkot,
ami a szimmetriasértett fazisban is megtalalhato, de ott UV taszitd, 1ényegében a
GFP-nak felel meg.
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3.1. abra. A dimenzi6tlan csatoldsok IR skaldzasa a 32 = 127 paraméternél (bal), és 32 = 4m-nél

(jobb).

A szimmetriasértett fazisbeli Fourier modusok egy kg; skaldig kovethetok a
kovetkeztethetiink a tovabbi evoliciéra. A dimenzidtlan csatolasok konstansba
futnak, a konstansok pedig olyan értékeket vesznek fel, hogy az IR-ben az U Fourier
sorfejtett potencidl egy periéduson beliil a U = —k?¢? /2 forditott parabola alakot
oltse, ami a egyenlet megoldasa [22]. Megallapitottam, hogy ugyan az effektiv
potencial mindkét fazisban nulla, azonban a £ — 0 hataresetben kapott skalazasok
alapjan kiilonbséget tudok tenni a fazisok kozott.

A WH-egyenletbdl a fa-szintli egyenletekbe torténo valtas véges Ak-nal valosit-
haté meg. Részletesebb numerikus analizist végeztem a WH-egyenlet érvényességi
hataranal, a kg kritikus skala értéknél, a Ak finomitasaval. Minél kozelebb vagyok
a kritikus skéla értékhez, annal kisebb Ak-t kell vennem. A blokkositasi 1épést
ugy kell megvalasztanom, hogy az legyen a legkisebb paraméter az elméletben,
emellett minden mas paraméter valtozasa kicsiny legyen. A csatolasok nagyon
gyorsan kezdenek valtozni a lagy modusok miatt, ezért a meghizhaté numerikus
szamolas megkoveteli a Ak gyors nulldhoz tartasat. Felvetodik a kérdés, hogy
egyaltalan elérhetjik-e a kg; skalat? Amennyiben nem, akkor az instabilitdason tuli
fizika rejtve marad a szadmunkra. Hasonlo jelenséget irtak le a kozmikus cenzira
kapcsan a relativitdselméletben: a szinguldris eseményeket az eseményhorizont
elrejti eldliink. Az analogia miatt az eredményt kvantum cenziranak neveztem el.
A kvantum szé arra utal, hogy a WH-egyenlet a hurok (kvantum) effektusokat veszi
szisztematikusan figyelembe, mig a fa-szintli evolicié értelemszertien a fa-szinti
hoz. A kvantum cenzura szerint a kvantumeffektusok elrejtik el6liink az alacsony
energian megjelend klasszikusnak megfelel6 effektusokat [33].
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Az LPA szamolés a szimmetriasértett fazisban homogén fazisszerkezetet mutat,
semmilyen szempontbdl nincs kitiintetve a 32 = 47 érték. Ez komoly hidnyossaga
ennek vizsgalatnak. Mivel a 2d SG modell, a Thirring modell bozonizalt valtozata
ennél a hulldmszamndl, ezért azt gondoljuk, hogy a 3% = 4m szintén kritikus
érték, amit meg is erésitenek mas RG szamolasok [34]. Nemcsak a Thirring modell,
de a tébbszint 2d kvantum-szindinamika (QC'Ds) bozonizalt alakja is a 2d SG
modellel, illetve annak réteges valtozataval ekvivalens. A rétegszamtol fiiggéen
més-méas 32-nél kapunk ekvivalencidt, azonban mindig igaz, hogy 5% < 87, azaz a
szimmetriasértett fazisban vagyunk. Az SG modell ebben az esetben csak egyetlen
modust tartalmaz, ennek ellenére az IR viselkedés nem valtozik: egy adott kg;-nél
megjelenik a spinodalis instabilitas. A tobbszintt QC Ds-nek egyetlen fazisa van
[35].

Meghatdroztam az SG modell IR viselkedését mindkét fazisban. Kévetve a felhar-
monikusok evolicidjdat is, megmutattam, hogy az ionizdalt (szimmetrikus) fazisban az
effektiv potencidl trividlis, és a felharmonikusokhoz tartozo csatoldsok egyetlen rele-
vans paraméterrel jellemezhetok. A felharmonikusok figyelembevételével megkaptam
a forditott parabola alaki effektiv potencidlt a molekuldris (szimmetriasértett) fazis-
ban [22]. Megoldottam a WH-egyenletet a periodikus potencial Fourier sorfejtése
nélkil és azt kaptam, hogy a szimmetriasértett fazisban véges k skdalan az evolicio
leall, mert a térvdltozo mar nem megfeleld valtozo a probléma leirdsdra. Ezt kvantum
cenzirdnak neveztem el [23]. Rdmutattam, hogy az SG modell szimmetriasértett fd-
zisa eqy specialis hullaimszamndl a 2-dimenzios tobbszini kvantum-szindinamikdval
ekvivalens, és az utébbi modell emiatt egyetlen fazissal rendelkezik [35].

3.2. A tomeges sine-Gordon modell

Az el6z6 pontban az IR skalazas alapjan kiillonboztettem meg az SG modell két
fazisat. Felvetodik a kérdés, mi torténik akkor, ha az SG modellt kiegészitjiik egy
tomegtaggal? Ez a tomeges sine-Gordon (massive sine-Gordon, MSG) modellre vezet.
A tomegtag minden esetben relevans modon skalazik az IR-ben, tovabba altalaban
igaz, hogy a tomegskéla alatt "befagy" az evolicid, azaz minden dimenzids csatolas
konstanssa valik. Tudjuk, hogy az MSG modell a 2d kvantum-elektrodinamika
(QEDs) bozonizélt modellje, a QFE Dy modellnek pedig két fazisa van. Az SG
modellben hasznalt eljaras most nem miikodik, mert az IR skalazas az explicit
tomegtag miatt mindkét fazisban ugyanaz. Akkor hogyan tudjuk megkiilonboztetni
a fazisokat?

Kezdetben a fermionikus Q) E'Dy modellt vizsgaltam véges kiilsé homogén barion-
stirtiség esetén. Megkerestem a modell alapallapotat és azt kaptam, hogy az minden
toltésstirtiségre periodikus szerkezetii [36]. Ez azt jelenti, hogy az RG mddszerben
hasznalt LPA kozelités, amely a nulla tér koriili fluktuaciokat veszi figyelembe, nem
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megbizhato. A fa-szintl analizist folytatva a QFE Dy két izt tartalmazo valtozatat
vizsgaltam véges kiils6 barionstirtiség esetén. Alacsony barionszamnal olyan linedris
alapallapot jon létre, amely teljesen learnyékolja a kiils barionstirtiség altal indukalt
teret. Novelve a barionstiirtiséget egy kritikus érték folé, azt kapom, hogy a teljes
learnyékolas megszlinik, részlegessé valik, és 1jbol periodikussa valik az alapallapot
[37]. A fa-szintii renormdlas alkalmazhaté a modellre, mert az alkalmas arra, hogy
a nem-trivialis IR tereket figyelembe vegye. Az RG futas eredményei megerositették
a két fazis 1étét, tovabba azt mutattdk, hogy a (QEDs; modell tomegparamétere
nullahoz tart IR-ben, azaz a modell alacsony energian tomegtelenné valik.
Funkcionalis RG mddszerrel konstans IR tér esetén végeztem el a blokkositast
az MSG modellre. Amig nem érem el a tomeg skalajat, addig a modell tgyanugy
viselkedik, mint az SG modell. A tomegskala utan a skalazas trivialis, minden
dimenzids csatolas konstans. A szimmetriasértett fazisban spinodalis instabilitas
mindig megjelenik, ha M < kg, ahol az M az MSG modell témeg paramétere. A
két futast a abrdn mutatom be. Fizikailag nem relevans a M > kgr eset, ekkor

3 Pl ~

| i, |
| Un(k) |

LANLL BAA

3.2. dbra. A iy, ..., 1 csatoldsok futdsit abrazoltam, ahol 52 = 127 és M2 = 1072A? (folytonos
vonal) vagy M? = 0 (stiri pontozott vonal). Az 4dbrén feltiintettem a ~ k~2-nek megfelels
aszimptotikus IR skaldzast is (ritka pontozott vonal). A tomeges és tomegtelen skdldzdsok az
M skalanal valnak szét, ezt fiigglleges szaggatott vonallal jeloltem. Ezek a pontozott vonalak
metszetébe esnek.

azonban elkeriilhet6 az instabilitas [38].

Mivel az effektiv potencial mindkét fazisban hasonléan viselkedik, ezért az SG
modellnél hasznéalt mdédszer, miszerint az IR skalazas alapjan kiilonboztessiik meg
a fazisokat, nem miikodik. A fazisokat az érzékenységi matrix segitségével sikeriilt
azonositanom. Az érzékenységi matrix definicidja:

s _ Din(k)

™= D (A) (3.6)
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ahol a futé csatolasok kezdeti csatolasokra vald érzékenységét tudom vizsgalni.
A maétrix fazisatalakuldst jelez, ha a kezdeti csatolasokban vett infinitezimalis
kiilonbség szingularis eltérést mutat az IR értékekben. Ez azt fejezi ki, hogy a
kezdeti értékek finom valtoztatasa ugrasszerti valtozast okoz az alacsony energids
rendszeren a makroszkopikus méretekben. Példaul a kritikus hémérséklet alatt és
felett infinitezimalisan kicsiny tavolsagra vett hdmérsékletek tartozhatnak a viz és
a vizgdz fazishoz, amelyek szemmel lathatéan kiilonboznek.

Az RG modszerben egyetlen blokkositasi 1épést mindig tgy kell elvégezni,
hogy a csatolasok valtozasa is kicsi maradjon. Véges sok blokkositas szintén véges
eredményt ad. Ahhoz, hogy szinguldris eltérést taldljunk, az sziikséges, hogy az
UV skalat a végtelenbe, az IR skalat kozel nullaba kell kitolnunk, ezzel elérhet6
az, hogy végtelen sok blokkositési 1épést hajtsunk végre, ami lehet6vé teszi az
UV-ban szomszédos trajektoriak kozotti ugrasszerti IR-beli eltérést. Ha 3% > 8,
akkor az effektiv potencidl a @;(A) kezdeti csatolasi értéktdl fugg, azaz a Si;
matrixelem véges, a tobbi nulla. A Fourier sorfejtés felharmonikusai nem jatszanak
szerepet, ezért is hagyjuk el a késébbiekben azokat. Ha pedig 32 < 8, akkor
az effektiv potencial szuperuniverzalis, azaz nem filigg egyetlen csatolastél sem,
tehat S11 = 0. Az érzékenységi matrix segitségével tehat azt latom, hogy az S ;
matrixelem szignifikdnsan kiilonbozik a két fazisban, azaz sikeriilt az MSG modell
két fazisat az IR-ben megkiilonboéztetnem.

A globalis renormalas szempontjabdl az MSG modell egy nagyon érdekes as-
pektusra mutat ra. A jobb abran a csatolasok az UV-ben irrelevans moédon
skalaznak, csokkennek, aztan egy atmeneti tartomanyban stabilak, majd az IR-ben
relevans médon felnének. A modell konkrét példat ad arra, hogy a skalazasi tulaj-
donsagok tartomanyokhoz (vagy fixpontokhoz) kotottek, ezért ha tobb fixpont van,
akkor mindig figyelntink kell a skalazas esetleges valtozasara, ezt tanitja nekiink a
globalis renormalas képe is. Az UV viselkedés alapjan az MSG modellt nem tudjuk
megkiilonboztetni az SG modelltdl, ezért ugyanabba az univerzalitasi osztalyba
esnek. Azonban az irrelevans UV skalazas az IR relevanssa valik, az univerzalitas
sériil. Ha tgy inditunk el két evoluciét, hogy az UV irrelevans csatolasok kozotti
kiilonbség nagy, az az MSG modell tranziens skalatartomanyaban infinitezimalissa
valik, ezért mondjuk, hogy az irrelevans csatolasok nem befolyasoljak, hogy az elmé-
let melyik univerzalitasi osztalyban van. Azonban a tomegskala alatt a relevanssa
valt csatolds kezdeti értékre vald érzékenysége tjra megjelenik. Ezt a mechanizmust
RG mikroszképnak hivjuk, mert a kis tdvolsdgokon (UV-n) vett kiilonbségeket,
amelyeket szabad szemmel nem latunk (azaz a tranziens skalan nem érzékeliink),
fel tudjuk nagyitani az IR-ben [39, 2].

Az MSG modell két fazisa miatt a Q E Dy modellnek is két fazisa van. Fa-szinten
egyetlen fazist taldltam, még véges bariontoltés esetén is. Az elektrontomeg a
bozonizaci6é alapjan aranyos az u; alapmoédussal, a toltés pedig az MSG modell
tomegével, ami nem fejlodik. Racsszamolasok alapjan ha e > m, akkor a modellnek
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trividlis az alapallapota, azonban ha e < m, akkor megjelenik egy nem-trivialis
alapéllapot. A rdcson a két fazist elvalaszto kritikus érték m/e = 1/3. Az MSG
modell RG futdsa alapjén m/e = e™7//7 & 0.317 (y az Euler-konstans), ami kival6
egyezést mutat. Az MSG és Q E D, modellek inkabb jatékmodellnek tekinthetok,
azonban mégis nagyon sok olyan aspektusara vilagitottak ra az RG modszernek,
amelyek késébb hasznosnak bizonyultak. Mindemellett nagyon jo tesztmodelliil
szolgélnak a fazisok megtalalasaban, és alkalmasak a reguldtorok optimalizaciéjanak
tesztelésére is [40), [41].

Meghataroztam az MSG modell alacsony energias viselkedését. A modell a
QED, bozonizdlt vdltozata 3% = 4w esetén. Megmutattam, hogy eqy kiilsé homogén
bariontér periodikus toltéssiriséget indukdl [36)], valamint hogy a két izt tartalmazd
modellnek két fazisa van a kilsd bariontoltés nagysagdtol fiiggden: a gyenge kiilso
teret teljesen ledrnyékolja az indukdlt toltés, mig eros kilso tér esetén a ledrnyékolas
részleges [37]. Az MSG modell IR viselkedése alapjan arra kovetkeztettem, hogy a
modellnek két fazisa van, €s a szimmetriasértett fdazis elkeriilhetetlendil szinguldris
viselkedést mutat [42]. Megmutattam, hogy a QEDy modellnek két fazisa van, ahol
a fazishatdir m/e = 0.31-nek adddott, ahol m az elektron tomege, e a toltése [3§].
Az eredmény pontos egyezést mutat rdcsszimuldciokkal.

3.3. A ¢! modell

A ¢* modell nagyon népszerfi a renormdlas korében. A modell 3-dimenzids valto-
zataban van egy WF fixpont, amely perturbativ médon nem targyalhatd, mert
annak tavolsaga az origdtol véges, és a fixponti csatolasok sem kicsik. Tobbnyire
a WF fixpont korrelaciés hosszanak v kritikus exponensét szamoljak [43]. Ennek
leggyakoribb mddja az, hogy megkeressiik a csatolasok terében a fixpontot, majd
a fixpont koriil linearizaljuk a béta fliggvényeket. A fixpont kozelében a csatolé-
sok evolucidja analitikusan leolvashato a linearizalt egyenletekbdl, ezek g ~ k¢
alaktak. Az o paramétereket skalazo exponenseknek nevezem. A WEF fixpontnél
minden exponens pozitiv, kivéve egyet, ennek reciprokaval azonositjuk a v kritikus
exponenst.

Kutatasaimban az IR viselkedésre koncentraltam. Az SG modellben megmutat-
tam, hogy a szimmetriasértett fazisban a propagator szingularissa valik, spinodélis
instabilitdsba futnak a trajektoridk. Ugyan a ¢* modellben, ha a potencidl mini-
muméban fejtiink ki, akkor az U” mindig pozitiv, tehat nem lehet szingularis a
propagator. Ennek ellenére érdemes a hagyomanyos médon targyalt ¢* modellt
analizalni, mert vannak a szakirodalomban olyan modellek, ahol nincs lehetdség a
minimumban kifejteni a potencialt.

A 3d ¢* modell részletes numerikus analizisét végeztem el, ahol a WH-egyenletet,
mint hiperbolikus differencidlegyenletet oldottam meg. A potencialt emiatt extrém
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magas fokszamu fliiggvénnyel kozelitettem. Az eredmények azt mutatjak, hogy
a modellnek két fazisa van. A szimmetrikus fazisban az IR skalazas a szokésos,
a tomegskala alatt konstansok a csatolasok. A szimmetriasértett fazisban ismét
megjelenik a szingularitas egy véges k. skalan. Ennek kozelében olyan mértékben le
kell csokkenteni Ak értékét, hogy az evolicié lényegében befagy, megint megjelenik
a kvantum cenzira, azaz a hurokeffektusok megakaddlyozzak a kondenzatum
megjelenését [33]. A szamolas keretében ellenériztem a WF fixpont tulajdonségait,
azok Osszhangban vannak a szakirodalomban kapottakkal.

A ¢* modell 1-dimenziéban a kvantalt anharmonikus oszcilldtornak felel meg,
ami alapjaban véve egy jatékmodell, azonban szamos realisztikus modell alapja.
Tobbek kozott hasznalhaté a modell nano-eszk6zok kvantumos viselkedésének meg-
értéséhez [44]. Szintén alkalmas a modell szilardtestfizikai folyamatok leirdsara is,
emellett az 1d oszcillatorok dsszekotve ultravékony ferroelektromos filmek modellezé-
sére szolgal. Ezt inhomogén kiilsé térbe helyezve a molekularis elektronika szamara
hasznos eszkozt kapunk [45]. Egy maésik tertilet, ahol az anharmonikus oszcillator
modellje hasznalatos a kaotikusan viselked6 rendszerek vizsgalata [40, [47, [48], 49],
ennek egyik konkrét példija a kvantdlt Duffing-oszcillator probléméja [50, 51, 52].

Az 1d ¢* modell is széles korben vizsgalt. Hamar kideriilt, hogy a Rayleigh-
Schrodinger perturbacidészamitas a kvantalt anharmonikus oszcillatornal divergalod
alapallapoti energiat ad [53), 54, 55, (6L, B7]. Az6ta sok munka sziiletett a sajatérté-
kek és a sajatvektorok meghatarozasara. Kilonbozé médszerekkel préobalkoztak,
ezek koziill megemlitem az erdés csatolasu kiterjesztést [58], az operator differencidl-
egyenletek integraldsanak maédszerét [59, [60], a tobb skdlaju perturbaciészamitést
[611, 162, 63], a varidciés mddszert [64] (65 [66], az iterativ Bogoliubov-transzforméciot
[67], a sajatérték-momentum maédszert [68], a tovabbfejlesztett Hill-determinédns
médszert [69, [70], az optimalizélt perturbécios kifejtést [71], egy a Bloch-egyenleten
alapulé médszert [72], a hurokkifejtéssel kiegészitett segédtér modszert [73], vala-
mint a kvantumszamitasi modszert [74]. A nem-perturbativ szamitdsok egy része
kiillonb6z6 RG-mddszereken alapul [75] [76, [77, 78, [79, [80], beleértve a funkciondlis
RG médszereket is [81], 82, [83) [84], amelyek a kvantummechanikai problémat tgy
kezelik, mint egy 0 + 1 dimenzi6s kvantumtérelméletet.

Az 1d ¢* modellnek a vizsgalatok szerint tovabbra is két fazisa van, a szim-
metrikus fazis és a szimmetriasértett fazis (ahol a szokdsos Zy, azaz ¢ — —¢
szimmetria sériil), amelyben van spinodalis instabilitds. Jellemz&en az alapallapoti
és az elsO energiaszint kozotti AE energiakiilonbséget szamoljak mindkét fazisban,
amit a renormalt tomeggel azonosithatunk [85]. Az alacsony dimenzi6s modelleknél
a hullamfiiggvény renormalas nem hanyagolhato el, s6t annak a térfiiggésére is
szitkség van, ezért célszerii a Wetterich-egyenletet hasznalni. A csupasz hatasnak
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egy hagyoményos negyedrendii hatast valasztottam valos idében:
Splo] = [ 36— 5k — it — L67)). (3.7
£\ 2 20 24

A vizsgalatomban eloszor a Wetterich-egyenlet olyan formajat hasznaltam, ahol
a p? toémegtag reprezentdlja a reguldtort (Callan-Symanzik, CS séma), A szdmo-
lasban bevezetem a Z hullamfliggvény renormalast is, ennek kezdeti értéke 1. A
negyedrendli potencial general magasabb rendii vertexet, az L index jeloli a po-
tencial Taylor sorfejtésének rendjét. A Z-nél szintén sorfejtést hasznélok, annak
a rendje M. Az w2 = 1 eset a szimmetrikus fazisbdl inditott trajektoridknak felel
meg, a wi = —1 eset pedig a szimmetriasértett fazisbol inditottnak. A kezdeti gp
csatolast nagynak és kicsinek is valasztottam. A tablazatban foglaltam Ossze
az eredményeimet. A szakirodalomban megtaldljuk a AFE egzakt(nak tekinthetd)

gp | egzakt | LPA(2) [ Z(2,1) [ LPA(10) | LPA [85] | LPAL(10) | Z(10,1) | Z(10,4) | Z [87]
wi=1
24.0 [ 1.9341 | 1.9075 [ 1.9111 | 1.9386 | 1.9464 1.9357 | 1.9387 [ 1.9343 | 1.9380
9.6 | 1.5482 | 1.5353 | 1.5374 | 1.5507 | 1.5556 1.5480 | 1.5509 | 1.5484 | 1.5498
2.4 [ 1.2104 | 1.2079 | 1.2086 | 1.2110 | 1.2127 1.2105 | 1.2112 | 1.2106 | 1.2109
1.2 [ 1.1208 | 1.1200 | 1.1204 | 1.1211 | 1.1218 1.1208 | 1.1211 | 1.1209 | 1.1210
0.72 [ 1.0779 | 1.0776 | 1.0778 | 1.0780 | 1.0784 1.0779 | 1.0780 | 1.0780 | 1.0780
0.48 | 1.0540 | 1.0540 | 1.0541 | 1.0542 | 1.0544 1.0541 | 1.0542 | 1.0542 | 1.0542
wg =-1
9.6 [ 0.9667 | 0.8663 [ 0.8735 [ 0.9782 [ 0.9897 0.9740 [ 0.9718 | 0.9642 | 0.9730
7.2 1 0.8166 | 0.6975 | 0.7062 | 0.8292 | 0.8404 0.8251 | 0.8209 | 0.8128 | 0.8233
4.8 [0.6159 | 0.4384 | 0.4544 | 0.6312 | 0.6416 0.6275 | 0.6178 | 0.6074 | 0.6227

2.4 | 0.2969 - - 0.3240 0.3280 0.3231 0.2825 - 0.3027
1.68 | 0.1539 - - 0.1961 0.1848 0.2044 0.1157 - 0.1562
1.44 | 0.1031 - - 0.1476 0.1311 0.1606 0.0324 - 0.1028
1.20 | 0.0562 - - 0.0873 0.0806 - - - 0.0532

3.1. tdbldzat. A AFE energiakiilonbségre kapott numerikus eredmények Gsszefoglalé tdblazata. A
fejlécben feltiintettem a kozelitéseket, valamint az L P A-ban és a Z hullimfiiggvény renorméldsban
hasznalt L és L, M rendeket. Az LPA;, a Litim-reguldtorral szdmolt eredményeket mutatja.

értékét is, ahol numerikusan oldottdk meg nagy pontossiggal az 1d ¢* modell
sajatérték-egyenletét. Nagyon preciz eredményeket lehet kapni valédi id6s (proper
time) RG mddszert hasznalva is [85], ezeket szintén feltiintettem a tablazatban. Azt
tapasztaltam, hogy az LPA eredmények nagyon jo kozelitést adnak mar egészen
kevés csatolasszamnal is, és az egyes sémak kozott alig van kiilonbség. Gyenge
csatolas esetén elhanyagolhato az eltérés, ami erds csatolas esetén kissé felnd, de
abban a tartomanyban is par szazalék a differencia az egzakt értékhez képest. Nagy
eltérések mutatkoznak a szimmetriasértett fazisban. El6szor is vannak sémak, ahol
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csak er0s csatolds esetén lehet szamolni. A Z feljavitdsa nem segit ezen, sét az
LPA szamolas kisebb csatolas esetén is hasznalhaté marad. Legjobb eredményeket
akkor kaptam, amikor a Z-ben minddssze egyetlen csatolast vettem figyelembe. Ez
arra utal, hogy a Z Taylor sorfejtése nem konvergal.

A CS regulatorral az egyrészecske irreducibilis (one-particle irreducible, 1PT)
kétrészecske irreducibilis (two-particle irreducible, 2PI) effektiv hatasra vonatkozo6
evoluciés egyenletet is analizaljam. Ebben az esetben a negyedrendii tag jatssza a
reguldtor szerepét [80], azaz az RG skdlat magaval a g csatoldssal azonositom. A
szamolas 2P1 jellege abban mutatkozik meg, hogy nem a teret, hanem a propagatort
tekintem valtozénak. Ezt az RG mddszert ritkan hasznéljak a szakirodalomban,
pedig o6riasi elonye, hogy nincs sziikség 1j regulator tag bevezetésére a hatasban,
emiatt a modusok diszperzidja nem valtozik, tovabba, hogy az UV-ben felvett
hatasnal azt feltételezziik, hogy azt a kinetikus tag domindlja, a kolcsonhatas
gyenge. A g mint RG skala kezdetben alacsony értékrdl indulva pontosan ennek
felel meg. Az evoltcié lehetOséget ad a trajektoriak kovetésére a gyenge csatolasi
limeszbdl az erds csatolasu limeszbe.

A 2PT analizist perturbativ médon végeztem el, és més perturbativ eredmények-
kel vetettem Ossze, ezeket a tablazatban foglaltam Ossze. A kifejtési paraméter
a csatolasbol szdrmazé dimenzidtlan mennyiség: € = ggh/(16w3). Az alapallapotot

Mennyiség | 2PI IMA | 2PI | CSRG | WH RG | R-S

Bo—thwy—¢| -8 | -%e| L | i8¢ | —Ig

—h202
Shmat—de | SR | -Rer| e | -3¢ | 126
— 4
oo o L T e I T B
ZO -1 %52 %62 %52 0 0

gph

3.2. tdblazat. A kiilonb6z6 RG-sémak keretében kapott mennyiségek Gsszehasonlitasa, § = {25
0

kifejtési paraméterben masodrendig szamolva.
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(1. sor), a AE-t (2. sor), a csatolast (3. sor) és a Z, konstans hullamfiiggvény
renorméldst (4. sor) szdmoltam. A 2PI formalizmusban a fiiggetlen médus kozeli-
téssel (independent mode approximation, IMA) és a masodrendben szdmolt RG
egyenletekkel dolgoztam. Szamitast végeztem a CS sémaban, a WH-egyenlettel
LPA-ban, végiil a Rayleigh-Schrodinger perturbéacios kifejtésben masodrendig. A
megoldasok konzisztensek, ami abban nyilvanul meg, hogy az el6jelek megegyeznek,
tovabba az eltérések nem szamottevéek. A vizsgalat erdssége a 2PI RG evolicio
meghatarozasa és alkalmazasa ebben a fizikailag relevans modellben.

A standard 1PI Wetterich-egyenlet alkalmat ad a regulator optimalizdlasara
az 1d ¢* modell keretében [87]. A szakirodalomban megjelent kompakt tartoju
(compactly supported smooth, css) regulatort hasznaltam [88, 89]. Eszrevettem,
hogy az eredeti reguldtor 4 paramétere helyett 3 paraméter is elegendd a teljes
reguldtor spektrum lefedéséhez [89]. A dimenziétlan reguldtor dltalanos alakjara a
kovetkezo javaslatot tettem:

xpls197/ (1 — 52y — 1
ahol y = p?/k?, b > 1 és sy, sy pozitiv paraméterek. A css reguldtor nem analitikus
formaban adja meg az evolticios egyenleteket, de a regulatorok széles korét biztositja.

A css regulator hataresetei a kovetkezo altalanosan hasznalt regulatorfiiggvényeket
adjak:

0(1 — s91”), (3.8)

TCSS

. 1
hglo Tess = (b - 32) 0<1 - 82yb>7

S1 y
. 1
lim 7. = —,
s$1—0,520—0 yb
. S1
lim Tess — —— 3 -, 3.9
s2—0 exp[slyb] _ 1 ( )

ahol az els6 hatarérték a Litim-féle optimalizalt reguldtort adja meg [90] 4], a
masodik a hatvanyfiiggvény reguldtort, a harmadik pedig az exponencialis regulatort
adja. LehetOségem van egy olyan egyidejli optimalizalasra, ahol két paraméter
folytonos valtoztatasaval az alapveté regulatorok egymasba alakithatok.

A AF energiakiilonbséget szamoltam az sq, sy paraméterek fiiggvényében. A
szamolast LPA-ban végeztem, L = 6 tagot figyelembe véve a potencidlban. Kisza-
moltam a nevezetes regulatorokhoz tartozdo AFE értékeket pozitiv és negativ kezdeti
tomegre, az eredmények kozel azonosak voltak. Minimumot talaltam az s, so sikon,
azonban az nem a Litim-regulatornal volt, hanem annak maédositott alakjaban. Az
eredmény azért meglepd, mert az LPA-ban analitikusan megmutathato, hogy a
Litim-reguldtor az optimalis [87]. Nincs ellentmondés, mert a Litim-regulatort az
evolucié konvergenciajanak gyorsasidga alapjan kapjuk, mig én a regulatorparamé-
terek terében kerestem olyan tartomanyt, ahol a paraméterekre valé érzékenység
minimalis.
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Erdeklédésem a nyilt rendszerek, a rendszer-kornyezet kolesonhatds vizsgéla-
tanak iranyaba fordult. Egyik lehetséges naiv médszer a kornyezet modellezésére
egy hofirdd, amely harmonikus oszcillatorok rendszere. A Caldeira-Leggett mo-
dellben egy anharmonikus oszcillatort linearisan csatolunk egy héfiirdohoz, ezaltal
a rendszert reprezentald oszcillatort tgy tudjuk vizsgalni, hogy a kornyezetet
reprezentalé hofiirdé hatasat kiintegraljuk. Elvégeztem a modell RG analizisét
[91]. A héfiirdé médusainak kiintegralasa divergens jarulékot ad, ezért be kell
vezetni egy A levagéast. Ezek utan meg kell gy6z6dni arrél, hogy a kapott fizikai
eredmények nem fliggnek a levagastol. Emellett két kiilonbo6zo levagast vezettem
be, az egyik egy lépcsofiiggvény-szerli levagas volt, a masik pedig egy Lorentz
gorbének megfelels. A WH-egyenletet és a Wetterich-egyenletet is hasznéltam,
utébbit a Litim-regulatorral. A szuszceptibilitas v kritikus exponense mindig 1-nek
adodott, a levagastol fiiggetleniil. A korrelaciés hossz exponensét a WH-egyenlet
esetén szamoltam, az is 1-nek adodott, ismét fiiggetleniil a levagas tipusatol. A
skalazasi tulajdonsagok a kvantum-klasszikus hataratmenetben figyelhetok meg,
ahol a hofiirdé disszipalni tudja a kvantum-effektusokat. Ennek az atmenetnek
a vizsgalata kés6bbi kutatdsaimban kozponti szerepet kapott, ezt a[6] fejezetben
fogom bemutatni.

Igazoltam, hogy a 3-dimenziés ¢* modellben szintén jelen van a kvantum cenzira,
azaz a szimmetriasértett fdzisban az evolicio ledll véges skdlan [33]. Az 1-dimenzids
¢t modellben, ami eqy kvantum anharmonikus oszcilldtornak felel meg, kiszdmi-
tottam az alap és az elsé gerjesztett dllapot energidjat eqy-, illetve kétrészecske
irreducibilis formalizmusban a negyedrendii csatolds, mint skdalaparaméter fiigg-
vényében, €s pontos eqyezést kaptam a mds modszerrel meghatdrozott irodalmi
értékekkel [92]. Ramutattam, hogy az alapdllapoti energia szamoldsa alkalmas az op-
timdlis requldtor megualasztdsdra, ami meglepd modon lokdlis potencial kozelitésben
nem a Litim-regquldtornak adédott [87]. Egy héfirdéhoz csatolva az anharmoni-
kus oszcillatort, meghatdroztam a szuszceptibilitas és a korreldacios hossz kritikus
exponensét [91)], megmutattam, hogy azok levdgasfiiggetlenek.
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4. fejezet

Infravoros fixpont a
skalarelméletekben

A kutatdsaimban tovabbra is a szimmetriasértett fazis IR viselkedését vizsgaltam.
Tudjuk, hogy ugyan a kvantumtérelméletben a blokkositott hatas jol jellemzi egy
adott k renormalasi skalan a kolcsonhatasokat, de valodi fizikai tartalommal csak
a (kvéazi) nulla skalan vett effektiv potencial rendelkezik. Emiatt elengedhetetleniil
fontos megismerni a k — 0 limeszt. A szimmetrikus fazisban ez miikodik, azon-
ban az eloz6 fejezetben azt mutattam meg, hogy bizonyos skalaris elméletek a
szimmetriasértett fazisban szingularitasba futnak, emiatt nem tudjuk, hogy milyen
a valodi IR viselkedés. Ennek fizikai jelentést is tulajdonitottam: a szingularis
viselkedés amiatt jelenik meg, mert a modell eredeti szabadsagi fokai egyre kevésbé
alkalmazhatok a modell leirasara, a fluktuaciok szerepe pedig egyre nagyobb. Meg-
jelenik a spinodalis intabilitas, amely elvalasztja az adott modell stabil és instabil
tartoméanyat. A fa-szinti blokkositas ugyan fizikailag jol értelmezheto, de ez a
leiras sem ad megnyugtato valaszt: a kvantum cenzura szerint nem tudunk belépni
az instabil tartomanyba, mert a konzisztens RG blokkositas csak egyre csokkeno
Ak-val hasznalhaté.

Tudjuk, hogy altalaban egy kritikus pont is megjelenik a spinodalis gérbe mentén
ott, ahol a binodalis fazis elttinik. A skalaris modellekben a spinodalis instabilitas egy
pontnak felel meg a fazistérben. Azt gondoltam, hogy az instabilitdsnak megfelelo
pont egy fixpontot rejt, amely szintén skalazasi tulajdonsdgot mutat. Amennyiben
feltételezem, hogy az instabilitasi pont egy fixpontnak felel meg, akkor az instabilités
kozelében kapott skalazasi tulajdonsagok miatt jelenik meg a kvantum cenzira. Az
1j fixpontot IR fixpontnak neveztem el. Ebben a fejezetben azt mutatom be, hogy
kvantumtérelméleti modellekben hogyan jelenik meg az IR fixpont.
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4.1. A sine-Gordon modell infravoros viselkedése

A 2d SG modellt vizsgaltam gy, hogy a [ hullamszamot beleolvasztottam a
térvaltozoba: ¢ — [B¢. Ennek kovetkeztében a kinetikus tag elott megjelenik a
konstans hullamfiiggvény renormélds z = 1/4% A moédositas utédn a hatas alakja:

5= [ 5007 + V(). (4.

ahol V(¢) = 3 u,, cos(ng) egy periodikus potenciél, amely Fourier sor formajaban
adott. Az SG modell IR fizikajat tovabbra is az RG moddszerrel kerestem. A
vizsgalatndl a korreldcios hossz exponensének helyes skalazasahoz sziikség van a
hullamfiggvény renormélasra. Ez ugyan a WH-egyenlet keretében is szamolhato (ezt
bemutatom a bilokalis SG modell vizsgalatdnal), ennek ellenére ebben a munkaban
a Wetterich-egyenletet hasznéltam [93]. Az Ry, = p?(k?/p?)® alak hatvanyfiiggvény
regulatort hasznaltam. Az evolicios egyenletek alakja

1
Ve = 5 /p Dykdy Ry, (4.2)
2D, apk>

(4.3)

Koz = PV / Do R
2 PoVi | ik k‘(aanpzp + a2

ahol bevezettem a Dy, = 1/(2p? + Ry +V}') és Py = (27) 7! [37 d jeldléseket, utébbi
a Fourier sor konstans tagjanak jarulékat szolgaltatja.
Az evoltciés egyenletek linearizalt kozelitése a

_ I
i
kakz = —WCI), (45)

egyenleteket adja, ahol ¢, = bI'(3 — 2/b)I'(1 + 1/b)/(487). A z = 1/(87) Coleman-
pont helye fliggetlen a b paramétertél. Megjegyzem, hogy a szakirodalomban ismert
SG modellre vonatkoz6 megoldasok nem valtoztatjak meg a Coleman-pont helyét.
Ennek az az oka, hogy az @ csatolas skalazasa fa-szintiinek tekintheto, amit a
hurok-effektusok nem tudnak feliilirni. Az egyenlet megoldhaté az u, z sikon, a

megoldasok
2

~2 *\2 ~ %2
iy(z) = M(Z —2") + 4y, (4.6)

alaki hiperboldk, amely a KT tipusu fazisatalakulas jelenlétére utal. A Coleman-
pont kortli skélazast a abran szemléltetem. Hasonl6o eredményt lehet kapni
perturbativ RG analizissel [20], az RG mddszer egy ritkdbban hasznalt "folyasi
egyenlet megkozelités' (flow equation approach) nevii valtozataval [34, 4] vagy a
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1.02 1.04

1/8nz

4.1. dbra. Az SG modell fazisszerkezete a Coleman-pont kozelében. A folytonos vonal a linearizalt
evoliciot, a szaggatott vonal az 41-ben egzaktnak tekinthetd evoliciét (ami a egyenletek
megoldésa), a pontozott vonal pedig a teljes (azaz a Fourier sorfejtés tovabbi tagjait is tartalmazva
kapott) evoltciét mutatja. A vastag vonal a szeparatrixot jeloli.

2d Coulomb gézra alkalmazott koordinata-térbeli RG mddszerrel [25], 26]. A KT
fazisatalakuldsban a € korrelaci6s hossz t redukélt hémérséklet-fiiggésére a & ~ e/ Vi
addodik. A redukalt homérsékletet a z hullamfiiggvény renormalés szeparatrixtol
vald eltérésével aranyos, amelyrdl numerikusan beldttam, hogy teljesiil 14 az @}? =
qt + O(t?) osszefiiggés, ezt mutatom be a abran. A korrelacios hosszt a & ~
1/k* Osszefliggés alapjan értelmeztem, ahol k* a abran kapott hiperbolak
minimumainak megfelel6 RG skala érték, az ennek megfelel6 csatolas @}. Emellett

a egyenlet és a [4.4] linearizalt evolicids egyenletek alapjan a

ST
W18\/0

osszefiiggés vezethetd le a korrelaciés hosszra. Felhasznalva, hogy @, ~ v/, a KT
skalazas jellegzetes alakjat kaptam. A skaldzéas regulatorfiiggést mutat, de kvalitativ
modon nem valtoztatja meg azt. Az eredmények szerint a linearizalt egyenletek
alapjan sikeriilt megkapni az SG modell KT fazisatalakulasanak minden részletét.

Az IR tartomanyban a linearizalt egyenletek nem hasznalhatok. A CS sémaban
azonban az 1, csatolasban analitikusan megkaphatok a beta fliggvények:

@+ k)i = — [L—¢T—aﬂ,

277'1112

log & = + O(1) (4.7)

1 2
k = —-— 1 4.
Oz 247 (1 — @2)3 (48)

Az egyenletrendszer megoldasét a [4.3] abrdn mutatom be. A trajektéridk a nem-
renormalhaté fézisban a GFP-ben végzédnek, minden 1/z > 8m-re, amely egy
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4.2. dbra. A 4} paraméter korrelacios hossz logaritmusatél valo fiiggése a linearizalt, 4;-ben egzakt
és a teljes evoliiciéval kapott esetekben. A pontokra illesztett egyenes meredeksége /8/3m2 =~ 0.52.
A betétabran a @] paramétert dbrazoltam a ¢t redukalt homérséklet fiiggvényében. A pontokra
illesztett szaggatott vonal meredeksége j6 kozelitéssel 0.5.

fixponti vonalla all 6ssze. Az 1, csatolas irrelevans, a z evoltcidja nagyon gyenge,
tehat az LPA jol hasznalhaté. Az is jol latszik az abran, hogy a Coleman-pont, mint
fixpont, szintén megtalalhato, ez a pont szeparédlja a két fazist. A szimmetriasértett
fazisban az 1, = 0 szintén fixpont, azonban UV taszitd, hasonléan viselkedik, mint
a GFP a 3d ¢* modellben. Szintén a szimmetriasértett fizisban, de mar az IR
tartomanyban azt latjuk az abran, hogy az 4, 1-hez tart, ami szingularitast ad, a
z béta fliggvénye divergal, Gjra megjelenik a spinodalis instabilitds. Azonban az
abrarol az is leolvashatd, hogy az IR tartoményban a trajektéridk egyetlen ponthoz,
az 43 = 0 és 1/z = 0 ponthoz tartanak. Ez a pont egy IR vonzé fixpontként
viselkedik. Matematikai értelemben ez nem egy fixpont, mert nem elégiti ki a
fixponti egyenleteket, azonban a szingularitas gy tiinik, hogy mégis egy regularis
viselkedést rejt. Az evoltciét kénytelenek vagyunk leallitani egy véges kgr = k.
skalan, azonban atskalazhatjuk a & RG skalat gy, hogy az 14j skédlaval a nullaig
tudunk blokkositani. Atdefinidlom a csatoldsokat is, mégpedig a w = v/1 — @2 és
a x = 1/zw valtozdk bevezetésével. Az 0j w valtozé mar nem lesz szingularis az
@; = 0 pontban. Ennek segitségével az j RG skélat a k0, — w2k, alakitom at.
Az j valtozokra vonatkozo evoliciés egyenlet alakja a kovetkezo:

2
w
Ow = 2w(1—w2)—2—7§(1—w),
1 —w? wy?
= 2 (1 — W)+ 21— ), .
o = L 1w+ iy (49)

Az egyenletrendszer fixponti analizise visszaadja a szimmetrikus fazis szokasos
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4.3. dbra. Az SG modell fazisszerkezete a egyenletek numerikus megoldasa alapjan. A vastag
vonal a szeparatrixot jeloli.

fixponti vonalat, beleértve a Coleman-pontot is. Megjelenik egy 1j fixpont is, az
IR fixpont, ami a fazistér (0, 1) pontjdban taldlhaté. Megmutathaté, hogy a pont
gyengén relevans skaldzast ad az IR felé haladva.

4.2. Az infravoros fixpont

Eddig a korrelacios hosszt a Coleman-pont koriili viselkedés alapjan definidltam.
A szimmetriasértett fazis IR tartomanydban megjelend k., mint kritikus skala, az
instabilitast jellemzi, ami egy méretskalat definial. A Coleman-ponthoz kozel, de
mar a szimmetriasértett fazisbol inditott trajektorianal a k. nagyobb, mintha a
ponttdl tavolabb inditottam volna. A fixpontnal a k. nulldhoz tart. Ez arra utal,
hogy a k. skédlat kapcsolatba hozhatjuk a korreldciés hosszal. Ha £ = 1/k,, akkor
egy olyan mennyiséget kapok, amely végtelen a szimmetrikus fazisban és véges a
szimmetriasértettben. Ez lényegében 6tvozi a spinodalis instabilitassal kapcsolatos
fizikai képet a kvantum cenzura eredményeivel: a spinodalis intabilitasnal megjelend
kondenzatum mérete korrelacios hosszként értelmezhetd, azonban a megjelenése
egy fixpontban van. A kvantum cenzira azért jelenik meg, mert az IR skaldzas egy
fixpont felé tart, amely skalazo tulajdonsagu. Igaz, hogy nem a k fliggvényében
kapunk skalazo tulajdonsédgot, hanem a k — k. fiiggvényében.

A 2d SG modell mellett érdemes visszatérni a 3d ¢* modellre. A két modell
merOben eltér, az elobbiben egy végtelen rendli KT fazisatalakulas van, ahol a
korrelacios hossz redukalt homérséklet-fliggése

logé ~t™" (4.10)
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szerinti, mig utébbiban egy masodrendii fazisatalakulast latunk, ahol a korrelacios
hosszra
E~t” (4.11)

skalazo tulajdonsag adodik, a v az exponens. Az eltér6 skalazasok ellenére a két
modell fazisszerkezete nagyfoki hasonlésagot mutat. Mindkét modellnek két fazisa
van, a WF és a KT fixpontok pedig a szeparatrix végpontjai, azaz ezek a pontok
feleldsek a fazisdiagram kettéosztasaért. A lehetd legegyszertibb esetben a 3d ¢*
modell evoliciés egyenlete

G0 — —9G, — 9

92 g2 87T(1+§2)1/2,

- _ 32

G4 = —Gst 94 (4.12)

167(1 4 g2)3/?

két csatolast kovetve, ha Wetterich-egyenlettel szamolok CS regulatort alkalmazva.
A dimenziétlanitdshoz bevezettem a k = min(zp? + R) skalat. Az RG evolici6
szingularissa valik k& = k.-nél, amikor

F-W(=0)]_ =0 (4.13)
ahol k? = bk?[z/(b — 1)]*'"/%, ha b = 1, akkor k = k. A numerikus vizsgélatnal
maximum 8 csatolassal dolgoztam, és a Z hullamfliggvény renormélast is figyelembe
vettem. Szintén vizsgaltam sémafiiggést is, a hatvanyfiiggvény regulatort b = 2 és
b = 5 paraméterek esetén is alkalmaztam [95].

A fazisszerkezetet a [4.4] 4bran szemléltetem. Van egy fazisdtmenet a modellben,
és a fazistér két fixpontot tartalmaz, ezek a egyenletekbd6l megkaphatok. Van
egy trividlis UV GFP az origéban két negativ exponenssel: s; = —1 és so = —2.
Ez azt mutatja, hogy az UV fixpont taszit6. Az evolticioban az IR felé haladva
taldlom a WF fixpontot a gz"W¥ = —1/4 és g;"* = /127 pontban az s; = 4/3
és sy = —2 exponensekkel, tovibba v = —1/sy = 1/2. Az LPA-ban szdmolt két

c sz

A fazisdiagram azt mutatja, hogy a szimmetriasértett fazisban az IR-ben a
G3TR = —1 és g3’ = 0 pontba tartanak a trajektéridk. Ez megfelel a Vo = —¢?/2
form4ji univerzalis effektiv potencidlnak. Ugy tiinik, hogy ez a pont a modell egy
tovabbi fixpontja, bar ez a pont a [4.12] egyenletekben szereplé RG egyenleteket
szingularissa teszi. Az SG modellhez hasonléan a csatolasok atdefinidlom a w =

1+ go, X = ga/w és O0; = w0, szerint, ahol 0, = kdy. Az 4j RG egyenletek alakja:

Xw
Bw = 2w(l—w)— 2
w w(l —w) o
X’
o.x = —x+ . 4.14
X X . ( )
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4.4. dbra. A 3d ¢* modell fazisszerkezete. A vastag gorbe a szepardtrixot mutatja. A jobbra
(balra) fordulé trajektéridk a szimmetrikus (szimmetriasértett) fazishoz tartoznak. A fixpontokat
sziirke pontokkal jeloltem. A korrelaciés hossz skalazasa a redukalt hdmérséklet fiiggvényében a
betétabran lathatd. A pontokat az IR fixpont koriili skdldzasbol kaptam, mig a folytonos vonalakat
a WF fixpont koriili skdlazds alapjan szdmoltam, azok értéke: v = 0.53 (LPA, 2 csatolds), v = 0.64
(Z, 4 csatolds) és v = 0.62 (Z, 8 csatolds). A gorbéket a jobb ldthatésig érdekében eltoltam. A
haromszog a b =1, a kor a b = 2, a négyzet a b = 5 értékeknek felelnek meg.

Az 1ij egyenleteknek mér 3 fixpontjuk van. A GFP-t a (w*¢ = 1, x*¢ = 0) pontban
talalom, a WF fixpont a (w*W¥ = 3/4, x*WI' = 47) pontban van, emellett a m
egyenletekhez képest megjelenik egy 1j fixpont a w*/® = 0 és y*f* = 47 pontban.
Ez utébbi azonosithaté azzal az IR fixponttal a .4 4bran, ahol a szimmetriasértett
fazis trajektériai egybefutnak. A fixpontban az exponensek s; = 1 és so = 3/2-nek
adodnak, amelyek szerint az IR fixpont vonzo.

A k skdldn a szimmetriasértett fazisban a beta figgvények divergilnak, megje-
lenik a spinodalis instabilitds. Ennek reciprokaval definidlom a korrelacids hosszt:
E=1/k.. A abra betétabrajan a &-t abrazoltam a redukalt hémérséklet fiiggvé-
nyében, amit a t ~ gsn — g5, UV paraméterek segitségével definidlhatunk. Loga-
ritmikus skalan a log& ~ —vlogt szerint egyenest kapunk —v meredekséggel. A
szabad paramétere a g, tetszoleges értékére nem kapunk egyenest, ezt gy tudjuk
rogziteni, hogy finomhangoljuk a paraméter értékét addig, amig a £(t) fiiggvény a
kétszer logaritmikus skélan egyenessé nem valik. A numerikusan kapott v értékek
nagyon jo egyezést mutatnak a hagyomanyosan, a WF fixpont korili linearizalassal
kapott exponens eredményekkel. Az IR-ben leolvasott exponensnél a £-t konnyt
meghatarozni numerikusan, és a fixpont helyét sem kell pontosan ismerniink, egye-
diili nehézség a g;, szabad paraméter illesztése, de ez sem okoz kiiléndsebb gondot.
A hagyomanyos szamolasnal a fixpont meghatarozasa a valédi numerikus probléma,
mert egyre nehezebb megtaldlni a fixpontot, ahogy né a csatolasok szama.
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Az IR fixpont megorokli a WF fixpont koriili skalazas tulajdonsagait. A WF
fixpontot jol megkozelité trajektoridk a fixpontnal lelassulnak, az IR felé haladva
pedig felgyorsulnak. A £*, a WF fixpontndl vett fordulépont, és a k. skala korrelal
egymassal. Azonban az IR fixpontndl az utébbi mutat skalazé tulajdonsagot,
emiatt mindenképpen IR skalazasrol kell beszélniink. Megjegyzem, hogy a 2d O(2)
modellben nem lesz az atmeneti tartomanyban fixpont, azaz nincs £* skala, mégis
megkapom az IR fixpontot és annak skalazo tulajdonsagait.

Az IR fixpont olyan, hogy csak k > k. skalaértékek fel6l kozelithetjitk meg,
mintha csak az egyik fazis felél tudnank megkozeliteni a fixpontot. A fizikaban més
teriileten is eléfordul ilyen, példaul szilardtestfizikaban szalas anyagok torésénél [96].
Szalkoteg modellek terhelésénél a szalakon a terhelés egyenl6en oszlik el, azonban
a teherbird képességiik eltérhet. Egy elszakadd szal a szomszédainak adja at a
terhelést. A teljes szalkoteg fokozatos terhelésekor elOszor a leggyengébb szalak
szakadnak el. Tovabb novelve a terhelést egyre tobb szal szakad el. A terhelés egy
kritikus értékét elérve a szalkotegben lavinaszertien eltorik az Osszes szal. Ez is egy
olyan kritikus jelenség, ahol nincs lehetdség a torott fazis oldalardl vizsgalnunk a
fazisatalakuldst. A terhelés azonosithaté az RG skalaval, egészen k = k.-ig tudjuk
azt csokkenteni, azonban utdna (az anyag toréséhez hasonléan) nincs informéciénk a
modell viselkedésérol. A torésnél is azt tapasztaljuk, hogy a terhelés és annak kritikus
értékétol vett kiillonbség fiiggvényében a fizikai mennyiségek hatvanyfiiggvény szerint
divergalnak. Hasonléan, (k — k.)~® alaki skaldzasi viselkedéseket tapasztalunk az
RG médszerben.

A k. korilli skélazoé viselkedés magyardzatot ad a kvantum cenzira jelenségére is.
Kozeledve a k. skalahoz hatvanyfiggvény viselkedést kaphatunk k—k, fiiggvényében,
azonban ez a kiilonbség pontosan a Ak-val azonosithaté. A kvantum cenzira szerinti
finomitas a Ak finomitasanak felel meg, azaz a skalazo tulajdonsag, és ezzel egyiitt
a divergens viselkedés, egyre pontosabb feltérképezésének felel meg.

Azt mondhatjuk, hogy az IR fixpont magyarazatot ad a spinodalis instabilitas
és a kvantum cenztra megjelenésére is. A fa-szintli renormalds, amely egy véges Ak
lépéssel a k < k. tartoméanyba teszi az evolciot, szintén nem mond ellent az IR fix-
pontnak, azonban a fa-szintii vizsgalatnal 6vatosan kell eljarnunk Meg kell gy6zodni
arrdl; hogy a fixponton val6 atlépéskor a véges Ak finomitasara mennyire érzékeny
a modszer. Mivel a célunk a fazisok feltérképezése, ezzel egyiitt a fixpont pontos
jellemzése, ezért minden bizonnyal nem tudjuk elkeriilni azt, hogy az eredmények
Ak — 0 esetben instabilak legyenek, mert divergensek a fizikai mennyiségeink. Ez
alol kivételt képezhetnek olyan alacsony dimenzids szuperrenormalhaté elméletek,
ahol a divergencia meg sem jelenik vagy konnyen kezelhet6. Ilyen lehet az SG vagy
MSG modell, és emiatt kaphattunk az el6z6 fejezetben konzisztens eredményt ezen
modellek IR viselkedésére a fa-szintii skalazassal.
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4.3. Infravoros fixpont periodikus modellekben

A fejezetben megmutattam, hogy az SG modell RG egyenletei a csatolasok
atdefinidlasaval olyan alakba hozhatok, amely IR fixpont jelenlétére utal. Az el6z6
fejezetben a 3d ¢* modellben a k. szingularitési skala reciprokat azonositva a &
korrelacios hosszal meghataroztam annak skalazé tulajdonsagait az IR-ben. Ezt a
gondolatmenetet elismétlem az SG modellre is, de most figyelve a regulatorfiiggésre,
illetve arra, hogy az IR-ben hatarozom meg a £-t. A hatvanyfiiggvény reguldtort
hasznélva tGjra bevezettem a k skalat, és az egyszertiség kedvéért csak az alapmédust
kusok csak kvantitativ médon valtoztatjak meg a modell viselkedését, ezért nem
fontos a felharmonikusok kovetése [03]. Az egyetlen csatolast u-val jeloltem. A
b = 5 esetben meghataroztam a fazisszerkezetet, az eredményeket a [4.5 Abran
szemléltetem. A fazisszerkezet a szokasos strukturat mutatja, két fazis van, amit

0 0.5 1 1.5 2
1/8nz

4.5. abra. Az SG modell fazisdiagramja b = 5 esetén. A szaggatott trajektéridk a szimmetrikus,
a folytonosak a szimmetriasértett fazishoz tartoznak. A vastag vonal a szepardtrixot jeloli. A
betétabran a £ korrelaciés hossz skdlazdsat mutatom be a ¢ redukalt hémérséklet fiiggvényében.
A gorbéket a jobb lathatosag érdekében eltoltam. Az alsd vonalakat az IR fixpont, a felsOket a
Coleman-pont kozelében vett skaldzasbdl kaptam. A haromszog, a kor és a négyzet b = 2,5, 10
értékeknek felel meg. Kozépen egy —1/2 meredekségii egyenest rajzoltam viszonyitdsi alapul.

a Coleman-pont valaszt ketté, amelynek a kozelében a trajektériak hiperbolak.
Az IR tartomanyban az @ csatolds a b minden értékére 1-hez tart, ami a k skéla
figgvényében egyfajta regulatorfiiggetlenséget mutat a modellben. Az eredmény
azt is mutatja, hogy az LPA kozelités nem alkalmazhaté a Coleman-pont és az IR
fixpont kozelében, azonban az UV-ben hasznalhato. A korrelaciénak két szamolasi
moédja van, az egyik a Coleman-pont koriili szokasos eljaras, ahol a u csatolas
Coleman-pont fordulépontja kortli viselkedésen alapul. A masik az IR fixpont
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kozelében torténd skalazas, ahol a £ = 1/ k.. A abra betétabrajan lathato, hogy
a & skalazasa végtelen rendi fazisatalakulast mutat, ahol az exponens v ~ 0.5
mindkét szamolasi mod esetén.

Az IR tartomédnyban z divergal a z = k" szerint, ahol n = 2b/(b — 1), azaz
sémafiiggé eredményt kapok. A skalazast a 4.6l abran mutatom be. Az IR fixpont
kornyékén szépen lathaté a skéldzé tulajdonsag. A k skéla fiiggvényében dbrazolva

104 F T T T T T T T T T

103 F
10° F

N 10! F

2 [ 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1019 10° 10® 107 10® 10° 10* 10° 102 10" 10°
k/IA

4.6. dbra. A z evolucidja eltér6 b értékeknél. A betétabran az anomalis dimenziéhoz tartozd
univerzélis n(b — 1)/2b mennyiséget dbrazoltam.

a z-t fliggdleges vonalakat kapnank, és nem volna b-fliggés sem.

Az SG modell egyik altalanositdsa a tomegtag figyelembevétele, akkor kapjuk
az MSG modellt. Hasonléan a 3d ¢* modellhez, és az SG modellhez, az IR fixpontot
keresem az MSG modellben is. Az altalanositott periodikus potencidl alakja:

1 Ju
V= §m2g02 + ) uy, cos(ng), (4.15)

n=1

ahol m = my;, a tomegtag, annak skalazasa trivialis. Figyelembe veszem a hulldm-
fliggvény renormalast is:

Z=z+ % 2z cos(ng). (4.16)
n=1

Az MSG modell érdekes 6tvozete az SG és a ¢* modellnek. A modell nem periodikus
a tomegtag miatt, azonban az UV skalan SG modellként viselkedik. A z = 2z
konstans (azaz térfiiggetlen) hullimfiiggvény renormélas is fejlédik, az SG modellhez
hasonléan, aminek a ¢* modellben nincs evoliciéja, ha nincs mellette ¢ fiiggd
tovabbi tag. Ellenben a modell masodrendii fazisdtalakuldst mutat, ahogy a ¢*
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modell is. Lényegében az mondhaté, hogy az MSG modellben az UV-ben inkabb
az SG modellre, az IR-ben viszont inkdbb a ¢* modellre hasonlit.

Ismét hatvanyfiiggvény regulatort hasznalok, ennek kévetkeztében a szingulari-
tasi feltétel a

Ny,
k=Y n*u, =0 (4.17)
n=1
alakot o6lti, ahol
N, 1-1/b
- 20 2
R = pp [ Zn0n : (4.18)
b—1
Az MSG modellben a z evolucidjat a [4.7 dbran kévetem. A szaggatott vonalak
10* I I I I brokerll sym I I I I I broker; sym I
103 L
102 |
N
1
o f
1071 i 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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k/A k/A

4.7. dbra. A z hullimfiiggvény renormalas skaldzdsa a k (bal) és k (jobb) RG skéldkra b = 2
regulator paraméternél.

felelnek meg a szimmetrikus fazisnak, a folytonos vonalak a szimmetriasértettnek.
A kezdeti z értéket finomitva kozelednek a trajektoridk a szeparatrixhoz, amely
a bal 4brajan egy k! szerint divergdlé gorbe. Ha a trajektoridkat tekintjiik,
azokon haromféle skalazo viselkedést kiilonboztethetiink meg. UV-ben a z konstans,
ez megfelel az LPA kozelitésnek, lényegében az SG modellel egyez6 evoliciot
kapok. A kozépso, atmeneti tartomanyban taldlhaté szakasz az MSG modellben
fellelheté mésodrendfi fazisatalakuldst jellemzi, ebben a régiéban z ~ k~!. Ennek
a fazisatmenetnek nincs fixpontja, mert a tomegtag trividlisan skalazik, m ~ k.
A szeparatrixrol levald szaggatot vonalaknak megfelel6 trajektoriak konstanshoz
tartanak, az evolucio folyaman a z véges marad, ez jellemzi a szimmetrikus fazist.
A szimmetriasértett fazishoz tartozé folytonos vonallal abrazolt trajektoriak tovabb
divergalnak egy 1j skalatorvény szerint, ami k~2-nak felel meg. Ezek a skaldzasok
felelnek meg az IR fixpont koriili viselkedésnek. Ezen az abran vildgosan elkiiloniil az
UV, az atmeneti és az IR skédlazas. Az MSG modellben méar nem mondhatjuk, hogy
az atmeneti tartomany oroklodik az IR-ben, mert eltérd skalazast tapasztalunk.
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A jobb &brajan ugyanazt a struktirat latjuk, csak most a k fiiggvényében.
Az egyetlen kiilonbség az IR skédlazasban mutatkozik, ahol a z szinguldrisan visel-
kedik. A k skala lényegében a b = 1-nek megfelelé evoliciét titkrozi. Hasonld éles
felfutasokat kapunk, ha a Litim-regulatort hasznaljuk. Kiszamoltam a v kritikus
exponens értékét is az atmeneti és az IR skalazas alapjan. A szamolast LPA-ban
és a z futasaval egyiitt is analizaltam, a legpontosabb szamolasoknal N, = 5 és
N, = 1 szamt médussal dolgoztam. Az MSG modellben

£t (4.19)

masodrendii skalazast kapok, az exponense numerikusan nagy pontossaggal v ~ 0.5
lett. Més szamolasokndl a v = 1 érték addodik [97]. Az ellentmondés oka az lehet,
hogy az MSG modell az IR viselkedés alapjan nem a 2d Ising modellnek megfeleld
univerzalitasi osztalyban van. Csak az MSG modell UV viselkedése szerint vagyunk
ebben az univerzalitasi osztalyban, az atmeneti és az IR viselkedés, ahol az exponenst
szamoltam, mar masodrendii fazisatalakulasra utal.

Az SG modell masik altalanositasdban tobb teret vezetiink be, és azok kozott
linedris kolesonhatést feltételeziink, ekkor a réteges SG (layered SG, LSG) modellt
kapjuk. Az MSG modellel ellentétben itt megmarad a diszkrét eltoldsi szimmetria.
Alkalmazhaté a LSG modell magneses csatolt réteges szerkezetii anyagok vortex
dinamikajanak leirasara [98, 99, 100]. A LSG modell is két fazissal rendelkezik,
részletes UV elemzést végeztek a modellen a WH-egyenlet keretein belil [101], [102].
A fazisokat elvalaszto (. paraméter fiigg az N rétegszamtol. Azt feltételezziik, hogy
KT tipust fazisatalakulas jelenik meg a modellben [103], 104], azonban az eddigi
LPA eredmények nem tudnak errél szamot adni.

A LSG modellnek megfeleld effektiv hatdas alakja [105]:

T, = /QC B gz(@gbnf n V] , (4.20)

n=1
ahol az n-edik réteget a ¢, térrel jellemezziik, n = 1... N, bevezetjik a szokésos z
hullamfiiggvény renormélast és egy V' potencidlt is

2

1 N N
V = §J <Z gbn> +u Y cos ¢, (4.21)
n=1 n=1

alakban, ahol a J a rétegek kozotti csatolas erdsségét adja meg, és van egy tovabbi
periodikus tag is. A modellt két réteg esetén vizsgaltam a z futdsanak figyelembe-
vételével. Az UV skaldzas megint az SG modell viselkedését tiikrozi. Azt kapjuk
analitikusan [I01], hogy

k 1/8nz L2 +92J 1/167z
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Nagyon fontos megjegyezni, hogy a 32 = 1/z. = 167, kétszerese a hagyoményos
SG modell Coleman-pontjaban kapottnak. A LSG modell az u skalazasa alapjan
két fazist ad, mint az SG modell. Az LSG és SG modellek k6zotti hasonlosag abbol
adodik, hogy mindkét modell 6rzi a periodikus szimmetriat, ellenben az MSG modell
nem. Sziikség van az IR tartomany feltérképezésére is, mert nem tudjuk, hogy a J
csatolas, amely tomeg dimenzi6ji, hogyan befolyasolja a modell viselkedését. Egzakt
J = Jj. a hullamfiiggvény renormélasnak pedig a térfiiggetlen konstans részét
hagytam fejlédni. A fazisok a abran mutatom be. A fazisdiagram 3-dimenziés,
azonban a J futédsa trividlis, emiatt a szokésos 1/87z, % sikra vetitve mutatom be
a trajektoriak futasat. Most a trajektériak metszhetik egymaést a J jelenléte miatt.
A LSG modell fazisszerkezete az SG modell fazisszerkezetét orokli. Megtalalhato a

1 T T
0.8 B
0.6 - T T i
[} 25 I~
04 20| E
W
>
ke]
15
0.2 i
1 L
0.02 0.04
0 L !
0 0.5

1/8nz

4.8. abra. A kétrétegii LSG modell fazisszerkezete, b = 2. A betétabran korrelaciés hossz
exponense 1athat6, a kapott exponens v ~ 0.57. Berajzoltam egy egyenest —1/2 meredekséggel az
Osszehasonlitas kedvéért.

Coleman-pont, ami a szimmetrikus és szimmetriasértett fazisokat valasztja ketté.
Ugyanugy lathatd, hogy a szimmetriasértett fazis IR tartomanyaban a trajektoriak
egyetlen pontba futnak, ez az IR fixpont. Meghataroztam korrelacids hossz skalazasi
viselkedését, ami most

logé ~t™" (4.23)

szerint valtozik a t redukalt homérséklet fiiggvényében. A betétabran a KT tipustu
fazisatalakulasra jellemz6 [4.23] egyenletnek megfelel6 skalaviselkedést abrazoltam,
az exponensre v =&~ (0.57 adodott.

A LSG modell UV viselkedése azt sejteti, hogy a modell az UV-ben is fixponttal
rendelkezik. Visszatérve az SG modellre, a fazisdiagram egy olyan abrajat készitet-
tem el, ahol a vizszintes tengelyen a 1/87mz logaritmusat vettem. A bal abran a
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csaknem szokasos strukturat kapjuk, azonban szembet{ing, hogy mennyire hasonlit
az UV és az IR viselkedés. Az UV viselkedés meglepd, mert az @ irrelevins médon

1.0

1 T T T T T T T T
| 1 T T T T T T T T
0.8 -
L > 01 F E
0.6 -

15 - N 01- 001 1 1 1 1 1 1 1 1 E
04 L L 10 10% 1050 107
0'2- T T W T

L 2ol 001 sl b by s by o b by s by a o L 1y

0.1 1 10% 10° 10" 10%° 10%° 100 1050 108 1070 10%°
1/87nz k

4.9. dbra. Az SG modell fazisszerkezetének képe lathatd a bal abran. Az @ = 0-nél a szokasos
fixpontokbol all6 vonalat latjuk, az @ = 1 és z — 0 az IR fixpont, az & = 1 és z — o0 egy
nem-gaussi UV fixpont. A jobb oldali 4brdn az @ és a z evolicidja lathatéd. Mind az IR, mind az
UV tartomanyban szingularitasba fut az evolicid, azonos k skdlan divergal mindkét valtozo.

skalazik, ezért végtelenbe kellene tartania. Ezzel szemben azt latjuk, hogy @ — 1,
ha k — oo. Az UV-ben hasonlé struktiura alakul ki, mint amilyen az IR-ben az
ott talalt fixpont kovetkeztében kialakult. A [4.9) egyenletek alapjan a valtozok
atdefinialdsaval az IR-ben sikeriilt az RG egyenleteket olyan alaktura hozni, hogy
lathatéva valjon az IR fixpont. Ehhez hasonlé atalakitast talaltam az UV-ben. Ha
w=+1—-1a2 ( = 2w és 0, = 2w?k0;, akkor az evoliciés egyenletek alakja:

w2
Orw = 2€w(l —w?) — 2—(1 —w),
T

0,¢ = (2 2 2;) (1-w?) - ;C(l —w). (4.24)

Az egyenleteknek a szokdsos fixpontokbdl allé vonal (beleértve a Coleman-pontot
is) és az IR fixpont mellett egy j nem-gaussi UV fixpont is megjelenik a w* =0
és (* = 0 pontban. A z — 0, azaz a kinetikus tag zérushoz tart, a potencidl
dominélja a hatast. Ez a bezaras egyik jellemz6 tulajdonsidga. Az SG modell UV
viselkedése az aszimptotikusan biztonsigos, azaz az UV fixpont kovetkeztében
nincsenek UV divergencidk. Ennek részletes ismertetése a kovetkezd fejezetben
talalhato. Az SG modell érdekessége, hogy egyszerre mutat aszimptotikusan szabad
és aszimptotikusan biztonsagos jelleget.

Meghatdroztam az eqykomponensti SG modell alacsony és nagyenergids viselkedé-
sét a hullamfiggvény renormdlas figyelembevételével. Megmutattam, hogy a modell
sértett fdzisanak IR viselkedése skdldzdsi tulajdonsdgokat mutat, ezért bevezettem a
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IR fixpontot. Meghatdroztam a hozzd tartozo korreldcios hossz kritikus exponensét
[93]. Megmutattam, hogy az eredmény fiiggetlen a requldtortdl [95]. Ramutattam,
hogy az UV és az IR skdldzas egyfajta dualitast mutat, azaz az UV-ben is taldlunk
eqy nem-trividlis fizpontot, ezért az SG modell aszimptotikusan biztonsdagos [106].
Hasonlo analizist végeztem az SG dltaldnositott modelljein is [105]. Megmutattam,
hogy az IR skdldzds alapjan az SG és a réteges SG modell végtelen rendid, az MSG
modell pedig mdsodrendi fazisdtalakulast mutat.

4.4. Az O(N) modell infravoros fixpontja

A 3d ¢* modellben mar megmutattam, hogy van IR fixpont, de fontosnak tartottam
megmutatni, hogy az eredmény sem a modell komponenseinek a szamatol, sem a
dimenzi6tél nem fiigg. Célszert volt a p = ¢%¢p, /2 valtozot bevezetni, és a potencidlt
a

Z l (4.25)

n!

alakban parametrizzilni A poten(nal minimuma a ks ban van, ami szintén egy

c sz

Litim- regulator segitségével kapott RG egyenlet alakja.

~ ~ o~ 47jd n ]. N—].
kO = —dV + (d— 2+ v’+<1— ) BE T S

g ( P d d+2) \1+V'+25V"  1+V
(4.26)

ahol vy = 1/T'(d/2)2¢17%2 V' = 6V /6p, n pedig az anomalis dimenzi6. Ebbdl az
els6 két csatolasra a

1
RO = R S T )

/\2
RN — A4 (4.27)

m2(1 4+ 2kA)3

RG egyenletet adédik LPA-ban. Megjegyzem, hogy a vizsgalatom nem konzisztens
a szakirodalomban hasznalttal, mert nem feltételezem, hogy « > 0. Emiatt a
negativ £ mar nem koveti a potencial minimumaét, azonban a [4.25| egyenletbeli
potencidl valés marad, és tovabbra is tekintheté a hagyomanyos (k = 0 korili)
alak altalanositasanak. Természetesen ha a x > 0, az garantdlja, hogy mindig a
minimum koriil fejtsiik sorba a potencialt. Azzal, hogy megengedem, hogy x < 0 is
legyen, ismét megjelenhet a spinodalis instabilités.

Ismét atdefinidlom a valtozokat a w = 1 + 2k\, € = Nw? és 0, = kO /w
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szingularis k skala fliggvényében, a jobb oldali abrén a szingularitas skalazé viselkedésbe megy at,
ha a k — k. skéla fiiggvényében abrazoljuk a futast.

Osszefliggések szerint. Az 0j egyenletek alakja:

lw
Orw = 2w(l—w)— ﬁ<3 — 4w),
902

A fixponti egyenletek megadjak a GFP-t a (¢, = 0, wi, = 1) helyen, a WF fixpontot
a (b = 7%/3, wiyr = 3/2) pontban és az IR fixpontot is a ({35 = 272 /3, wip = 0)
pontban.A GFP és a WF fixpont ugyanolyan skalazast mutatnak, mint amilyet a
kozvetlen szamitasokbol kaphatunk. Az 1j IR fixpont kortili linearizalas egy pozitiv
és egy nulla skaldzé exponenst ad, ami azt mutatja, hogy a fixpont IR vonzo.

Az 1 anomadlis dimenzi6 figyelembevételével (LPA’ kozelités) és tobb csatolassal
a szamolas feljavithato. Az n evolacidjat a [4.10] Abran mutatom be. Ha a k. a
szingularitds megjelenésének a skaldja, és a k — k. skalan dbrazolom az n futasat,
azt lathatjuk, hogy harom jol elkiiloniilé skélazasi tartomany jelenik meg. Az UV
tartomanyban a GFP irdnyitja az n fejlodését, hatvanyfiiggvény szerinti szerinti
skdlazast latunk, nyy ~ (k — k) 2. Van egy dtmeneti (crossover, CO) skdlazdsi
tartomany a 1078 < k — k. < 107* skdlatartoméanyban, ahol egy platé jelenik meg,
itt az n allandé értéket ad, noo ~ 0.043. Ez a WF fixpont koézelében megjeleno
skalazasnak felel meg. Tovabb haladva az evolicidoban az IR tartomany felé, egy
harmadik skaldz6 tartomdny is van a k — k. ~ 1078 skéla alatt. A jobb oldali 4brdn
ez egyszeri szingularitasnak tiinik, de az eltolt k — k. skdla megmutatja, hogy az
anomélis dimenzi6 hatvanyfiiggvény szerint valtozik az IR-ben is a nrr ~ (k — k.)*
szerint. Ezt a skalazasi tartomanyt az IR fixpont indukalja.

Az IR skalazéas alapjan Gjra meghataroztam a korrelaciés hossz v exponensét
kilonb6zo N értékekre, az eredményeket a tablazatban foglaltam 6ssze. A WF
fixpontnal az RG egyenletek fixpont koriili linearizalasabol szamolhato az exponens,
az IR-ben pedig a £ = 1/k. azonositast hasznalva szamolhatok. Az eredmények
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N 1 2 3 4 10 100
vig || 0.624 | 0.666 | 0.715 | 0.760 | 0.883 | 0.990
vwi || 0.631 | 0.666 | 0.704 | 0.739 | 0.881 | 0.990

4.1. tdblazat. Az O(N) modell v kritikus exponensének értékei kiilonb6z6 N-ekre. A tablazatban
Osszevetettem a WF és az IR fixpont koriil szamolt eredményeket.

IU- T ™

logg

4.11. dbra. A 2d O(2) modell korreldciés hosszanak valtozasa a redukalt hémérséklet fiiggvényében.
A skalazas a KT tipust fazisatalakuldsnak felel meg. Az dbrén az egyenesek kiillonb6z6 A kezdeti
értékeknek felelnek meg. A betétabran az egyenesek meredekségét abrazolom a A fiiggvényében,
ez enyhe valtozast mutat a v =~ 0.5 koriil.

nagyon jo egyezést mutatnak. Elismételtem a szdmolast 2 < d < 4 dimenzidkra is,
ott is visszakaptam az irodalmi értékeket.

A 2d O(2) modell esete eltér a tradicionalis O(N) modellétél, mert abban vég-
telen rendii, KT tipusu fazisatalakulast taldlunk [107, 108, 109]. Ebben az esetben
is van IR fixponti korili skalazas annak ellenére, hogy az atmeneti tartomany-
ban nincsen fixpont. Az eredményeket a abran mutatom be. Az IR vizsgdlat
segitségével visszakapjuk a log & ~ t7 skalazast a v ~ 0.5 koriili exponenssel.

Megtaldltam az IR fizpontot a ¢* elméletben is. Vizsgdltam a d-dimenziés O(N)
modellt [T110)], és megmutattam, hogy nemcsak a 3-dimenzids, mdsodrendi fazisdt-
alakuldst mutaté modell tartalmaz IR fizpontot, hanem a 2-dimenzios O(2) modell
is, ahol a fazisdtalakulds végtelen rendi. Az IR skdldzas alapjdn meghatdaroztam a
korreldcios hosszhoz tartozo kritikus exponenseket, amelyek pontos eqyezést mutattak
a szakirodalomban ismertekkel.
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4.5. Infravoros fixpont tovabbi modellekben

Miutan megtalaltam az IR fixpontot a periodikus potencialt tartalmazé modellekben
és az O(NN) modellben is, megnéztem, hogy az RG mddszerrel vizsgalt modellekben
hol talalhatunk még IR skalazast. Az elsé a nem-lineraris o modell (NLSM) volt
3 dimenzioban. A modell egy ¢ leképezés dinamikajat irja le egy M d-dimenzios
sokasdgrol egy N N-dimenzids sokasdgra. A modell d = 2-ben renormélhaté és
aszimptotikusan szabad [I11}, 112]. Ha d > 2, akkor a modell nem lesz renormélhatd,
a meglévé UV vonzo GFP hiperbolikus fixpontta valik, tovabba egy nem-trivialis
UV fixpont keletkezik [I11], amely aszimptotikusan biztonsdgossa teszi a modellt.
A modell hatésa csak derivalt kolecsonhatasokat tartalmaz:

1
S = §C/ddx(9ﬂnpa8”<pﬁha5(<p) (4.29)

ahol h,pg dimenziétlan metrika, ¢ = 1/g2 amelynek a dimenzidja [go] = k?~9/2. Az
RG egyenleteket hattértér médszerrel kaphatjuk meg [I13]. Ha a egyenletben
szereplo hatéasban tobb kolesonhatast vesziink figyelembe, akkor tovabbi csatolasok
jelennek meg a modellben [I14]. A S fiiggvények a két csatolds esetén a kovetkezd
alakot oOltik:

B@o = Jo+ Jo(N — 2)Qd/2,2 + dgi (N — 2)@d/2+1,2,
B = =01+ 3N —2)Qay22, (4.30)

ahol

Qn,l =

1 < (2n + 2 + 04) o 22n+ 44 0 > (4.31)

(4m)420(n) \n(n+1)(go + g1)!  n(n+2)(go + 1)

A NLSM fazisszerkezete a abran lathat6. A modellnek két fazisa van, és 1j
fixpontok jelennek meg. A gonyg = 2/57° és a giyg = 0 értéknél egy hiperbolikus
NGFP jelenik meg. A palydkat gy irany vonzza az UV felé, a ¢, irdny pedig
taszitja. A skaldzdsi exponensek: song = —6/5 és sjyg = 2, amelybdl v = 5/6-t
kapok a kritikus exponensre. Egy tovabbi NGFP jelenik meg a g, = 16/3572 és
Gy = —12/3572 helyen, amely UV vonzo az exponensek sopry = —0.457 és sy =
—13.11. Emiatt a 3d NLSM is aszimptotikusan biztonsagos elmélet. Egy tovabbi
hiperbolikus fixpont jelenik meg a[f.12]abrén ldthaté régi6tol tavol. A trajektéridk az
IR fixpontban a talalkoznak a szimmetriasértett fazisban, amely most torténetesen
a GFP. A jobboldali 4brajan a csatoldsok Osszegének skaldzasat részletezem.
Ujra harom skaldzasi tartomanyt lehet azonositani. Az UV-ben van egy rovid,
relevans skalazas, amelyet az UV NGFP indukal. Ezutan a marginalisakka valnak
a futasok a hiperbolikus NGFP kozelében. Az IR tartoméanyban a szimmetrikus
fazishoz tartozé tajektoridk k' szerint skaldznak. A szimmetriasértett fazisban a
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4.12. dbra. A nemlinedris o modell fazistere lathat6 a bal oldalon. A trajektéridk az UV NGFP
kozelébdl indulnak ki. Azok, amelyek balra tartanak az IR fixpont felé, a szimmetriasértett fazisban
vannak, a tobbi a szimmetrikus fazishoz tartozik. A fixpontokat sziirke pontokkal jelolom, ezek a
kovetkezék: UV NGFP — UV, hiperbolikus NGFP — NG, és IR fixpont — IR. A szepardtrix az
UV és az NG kozott helyezkedik el, és vastag vonallal jelolom. Ez utébbi egy nyeregpont, ami
kettévalasztja a fazisokat a modellben. A szaggatott vonal a szingularitds hatarat mutatja, ahol
Jo = —3g1. A jobb oldalon a gy + g1 skalazasat dbrazoltam, a szaggatott vonalak a szimmetrikus,
a folytonosak a szimmetriasértett fazishoz tartoznak.

futasok egy k. skalan élesen nulldhoz tartanak, amit tjra a £ korrelaciés hosszal
azonositok. Ebbdl szamolhato a v exponens az IR-ben, ami v = 0.835-nek adddik.
Ez kozel van ahhoz a v = 5/6 értékhez, amit analitikusan kaphatunk a hiperbolikus
NGFP kozelében [122].

A Gross-Neveu (GN) modellben is vizsgaltam az IR viselkedést. A modell
eredetileg 2-dimenzids, N izt tartalmaz, és tomegtelen fermionok 4-fermion koleson-
hatasat irja le [I15]. A 2d modell aszimptotikusan szabad, és tobbek kozott alkalmas
kristdlyok alapallapotdnak meghatérozaséra véges kémiai potencidl esetén [116]. A
d = 3 esetben a modell méar nem aszimptotikusan szabad [I17], ettdl fuggetleniil
széles korben vizsgalt véges hémérsékleten [118] vagy kémiai potencidlnal [119]. A
euklideszi effektiv hatds alakja [117]:

S0l = [ [2digw + S @vp], (4.32)

ahol Z, a hullamfiiggvény renormélas, Z, = 1 LPA-ban. A dimenziétlan g 4-fermion
csatolas és a g dimenziés csatolds kézotti kapesolat: g = 7, 2k4=25. A GN modell
részben bozonizalt valtozataban [120, 118, [117] egy hiperbolikus fixpont, és egy
UV vonz6é GFP jelenik meg. A bozonizalt modellben megjelend skalarpotencialt
sorfejtve a Ay csatolast tartjuk meg, ami az els6 nem-trivialis tag, emellett a Yukawa
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4.13. dbra. A 3d Gross-Neveu modell fazistere lathaté a bal oldali dbrdn. Az IR fixpont felé tartd
trajektoridk a szimmetriasértett fazisban vannak, a tobbi trajektéria a szimmetrikus fazishoz
tartozik. A fixpontokat sziirke pontok jelolik. A fazisok kozotti szepardtrixot a vastag vonal jeloli,
ami a GFP-t (G-vel jelolve) és a NGFP-t (NG) koti 6ssze. A jobb oldali abran csatoldsok skaldzdsat
abrazoltam, x jeloli hao-t és Ao-t, az IR fixponti értékek: hy = 0 és \j = —1. A csatolasok az
UV-ben konstansok a hiperbolikus NGFP miatt, az IR-ben megjelenik egy 1j skaldzési tartomany
is, amelyet a k — k. eltolt skala segitségével tehetiink lathatova.

csatolas evolucidjat kovetjik [117]. Az evolicids egyenletek alakja 3d-ban:

. 4 5
Dt — B 22
)\2 )\2 + 3’]‘[‘2 + 37_(_2 )\27
. 5 . 2024 ) — 2B
2 2 4 972 4.
h e R T W (4:33)

Az evolticiés egyenleteknek van egy UV vonzé GFP-ja az origéban h% = 0-nal.
Taldlhatunk egy hipebolikus NGFP-t a h%, = 5.764 és \jyo = 0.758 pontban
Ny = 12 esetén. A fazisszerkezet a [£.13] dbrdn ldthato. A trajektéridk, amelyek
balra vagy jobbra tartanak a modell kiillonb6z6 fazisaihoz tartoznak. Atdefinidlva a
csatoldsokat a w =1+ Ay, x = h?/w és 0, = w0, Osszefiiggések alapjan az 1j RG
egyenletek alakja [122]:

xw?

orw = 2w(1—w)+ﬁ(5w—1),
2
_ _ X X
Orx = 2x(w—2)+ 182 <7w +1 37?2) : (4.34)

Az 14j RG egyenletek harom fixponttal rendelkeznek. Az UV fixpont a GFP a
wg = 1és xi; = 0 pontban van. A NGFP a wy = 1.758 és a xyo = 3.278 pontban
van, a skaldzé exponensiik valos, ellentétes el6jeli. Van egy harmadik fixpont a
wip = 0 és x7z = 355.206 pontban két pozitiv sajatértékkel, tehat IR-vonzo, ezt
az IR fixponttal azonositom. A csatoldsok skaldzasat a [£.13] jobb oldali abrédjén
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N 1 2 6 12 50
vir || 0.922 1 0.976 | 0.990 | 0.996 | 1.00

4.2. tébldzat. A 3d Gross-Neveu modell v kritikus exponenseinek értéke az N fliiggvényében.

| modell [ UV | CO | IR |
3d ¢* model gaussi Wilson-Fisher IR
3d nem-linearis ¢ model nem-gaussi nem-gaussi Gaussi
3d Gross-Neveu model gaussi nem-gaussi IR
2d sine-Gordon model | Gaussi és nem-Gaussi | Kosterlitz-Thouless | Gaussi and IR
4d AB gravitécio nem-gaussi gaussi IR

4.3. tdblazat. Modellek és fixpontjaik.

szemléltetem. A csatolasok az evoltcié kezdetén konstansok, marginalisan skélaznak
a hiperbolikus NGFP kévetkeztében, azaz x — 2* ~ (k — k.)°. Az IR tartomanyban
a csatolasok szingularis modon viselkednek, azaz egy bizonyos k. skalan hirtelen
nullava vagy végtelenné valnak. Ha a csatolasokat az eltolt k— k. skala fiiggvényében
dbrazoljuk, akkor az x — z* ~ (k — k.)! szerinti hatvanytorvényszerti viselkedést
kapunk, ahol z* a megfelel6 fixpontok. Az eredeti g 4-fermion csatolas az IR-ben
nulldhoz tart. A korrelacios hossz v kritikus exponensét is kiszamitottam az IR-ben,
az eredményeket a tablazatban foglaltam o6ssze. Ezek j6 egyezést mutatnak a
szakirodalomban fellelhet6 adatokkal [121].

A kovetkezé modell, amit vizsgaltam, az aszimptotikusan biztonsdgos (AB)
gravitacio volt. Megmutattam, hogy a modellben van egy IR fixpont, annak skalazasi
tulajdonsagait is meghataroztam. Az AB gravitacié vizsgalata egy teljesen 1j
kutatasi irdnyt nyitott meg szamomra, ennek részleteit a kévetkezd fejezetben
mutatom be.

A vizsgalt aszimptotikusan biztonsagos vagy aszimptotikusan szabad modellek
fazisszerkezete nagyfokt hasonlésagot mutat. A modellek harom fizikailag relevans
skalazasi tartomanyra oszthatok. Az UV skalazas az UV fixponttdl tavolitja el
a trajektoridkat az atmeneti fixpont felé, ami hiperbolikus pont. Az atmeneti
fixpont kettévalasztja a trajektoriakat, igy jelenik meg a modellekben a két fazis.
A szimmetriasértett fazisban egy 1j, IR fixpontot taldlunk. Az egyes modelleket és
a megfelel6 fixpontokat a tablazatban gyljtottem Ossze. A modellek kozotti
hasonlésagban djra felismerhetjiik a globalis renormalas filozofidjat. A modellek
egyes skaldzasi tartoményaiban mas-mds kolcsonhatdsok vélnak relevanssa. Altald-
ban igaz, hogy az IR tartoméany bir valédi fizikai tartalommal, ennek ellenére az
AB gravitaciénal az UV skéldzas van a figyelem kozéppontjaban, a ¢* modellnél
pedig az atmeneti tartomany. A globalis kép abban segit benntinket, hogy tudjuk,
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az adott energia-tartomany hogyan viszonyul egy adott modell masik skaldzasi

Az IR fixpontra kapott eredményeim alapjin azt a kévetkeztetést vontam le,
hogy a skaldaris modellek spontan szimmetriasértett fazisaban dltaldban egy vonzo IR
fixpont taldlhato [122]. Megmutattam, hogy a vizsgdlt modelleknek dltaldnos és az
AB graviticioéhoz hasonlo a fazisszerkezetik: az UV fizpontbol induld trajektoridkat
az dtmeneti fizpont szepardlja, és az IR fixpontba futnak a szimmetriasértett fazisban.
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5. fejezet

Aszimptotikusan biztonsagos
gravitacié alacsony és nagy
energian

A gravitaci6 az alapvetd kolesonhatasok egyike. Az elektromagneses, a gyenge és az
er0s kolcsonhatast sikertilt a Standard Modell keretében egységesiteni. Természetes
tovabblépésnek tiinik, hogy a gravitacidval is egyesitsiik az elméleteket, azonban
ennek sikere még varat magara. A Standard Modellben szereplé kolesonhatasok
kvantaltak, ezzel szemben a gravitacios elmélet kvantalasakor nehézségbe titkoziink.
A kvantalas utan azt a furcsa eredményt kapjuk, hogy a Newton allandé irrelevans,
azaz a k skdla novelésével a végtelenhez tart. Ez azt mutatja, hogy a gravitacios
elmélet nem-renormélhaté. Mivel a Newton allandé a gravitacioban kulcsszerepet
jatszik, ezért a kvantalasbol szarmazo perturbativ skdlazas alapjan a gravitacios
elmélet kvantalasa nem miikodik.

Az irrelevans csatolasok nem okozhatnak problémat a funkcionalis RG méd-
szerben. Azonban ha az elmélet joslatokat kisérleti eredményekkel szeretnénk
osszevetni, akkor komoly nehézségbe titkoziink. A nem-renorméalhat6 elméletek
minden rendjében 14j vertexet kell bevezetniink. A gravitacié minden tovabbi nélkiil
lehet nem-renormalhato elmélet. A renormalhatésag egyfajta kutatoi kivanalom, a
fizikai modellek elegancidjat mutatja. Masrészt azt is tudjuk, hogy Standard Modell
is csak perturbativ moédon renormalhato, de funkcionalisan nem renormaéalhato, a
gravitacié renormalhatosiga nyitott kérdés.

Az UV skalan az er6s kolesonhatas csatolasa nulldhoz tart, a QCD aszimptotiku-
san szabad. Ezzel szemben a gravitacios kolecsonhatasnal az UV viselkedés ismerete
nagyon fontos. Ennek az az oka, hogy nagy energiakon azt varjuk, hogy az altalanos
relativitaselmélet érvényét veszti, és egy 1j, feltehetéen kvantumgravitaciés modell
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jelenik meg. Amikor elérjitkk a Planck-skalat, amely

h
Mpianer = ‘/50 ~ 10" GeV, (5.1)

akkor feltételezéseink szerint egyforman fontosak lesznek a kvantumos (a i miatt),
a relativisztikus (a ¢ miatt) és a gravitacios (a G miatt) effektusok.

A skalaris, fermionikus vagy mértékelméleteket megadhatjuk pélyaintegral
formalizmusban, ugyanigy a kvantumgravitaciénal is ezt hasznaljuk. A kvantumgra-
vitacionak sok modellje van. A modellalkotast nagyon megneheziti, hogy nincsenek
mérési eredményeink a Planck skalan, amelyekre tamaszkodhatnank. A sok modell
egyike az aszimptotikusan biztonsagos gravitacid, amely az RG moédszeren alapszik
[123]. A kvantumgravitaciéban az a nehézség, hogy a téridé geometridja hatirozza
meg a dinamikat, a hasznalni kivant kvantumtérelméletet azonban adott metrikan
fogalmazzuk meg. Ezt a problémat az AB gravitacié modellje 4t tudja hidalni
olyan médon, hogy feltételezziik, hogy 1étezik egy klasszikus hattértér, és ehhez a
hattértérhez adjuk hozza a metrika fluktuaciot, ezek lesznek a palyaintegral valtozoi.
Bizonyos elméletekben nem vezetnek be hattérteret, azonban a kvantumtér helyett
ezekben 1j matematikai objektumokat sziikséges bevezetni, ezekre példa a harom-
szOgelt tér vagy a spin-hab. A rogzitett hattértér jelenlétében szamolt eredmények
fiiggnek a valasztott hattér valasztasatol, de ettol a fliggéstol megszabadulhatunk,
ha nem rogzitjiik a hatteret, hanem egy tovabbi feltételt vezetiink be, amely szerint
a metrika fluktuaciojanak varhaté értéke legyen nulla.

A GFP az UV-ben egy tomegtelen szabad elmélethez tartozik, ezért aszimp-
totikusan szabadnak nevezziik. Ezzel szemben a kvantumgravitacié UV fixpontja
nem szabad, hanem egy kolcsonhaté elmélethez tartozik [124]. A kolesonhaté UV
fixponttal rendelkez6 elméleteket aszimptotikusan biztonsdgosnak (asymptotically
safe, AB) nevezziik, mert a fixpont divergenciamentessé teszi az elméletet, mintegy
megvédi, biztonsagossa teszi azt a divergenciaktol. Az aszimptotikusan biztonsagos
gravitaciét roviden AB gravitaciénak hivjuk. A Standard Modellben 1év6 terek
szerepét a téridot jellemzo metrika veszi at az AB gravitacioban, a fizikai allandék
pedig skalafliggd csatolasokka valnak. Az altalanos relativitaselmélet két fontos pa-
ramétere a Newton-allando és a kozmoldgiai allando is skalafliggo lesz, csatolasokka
valnak.

A gravitacios kolesonhatas a négy alapvetd kolesonhatas egyike, a tomeggel
rendelkez6 testek vagy részecskék kozott hat. A newtoni altalanos tomegvonzasi
torvényt leird potencialis energia alakja

V=g (5.2)

r

ahol my és msy a testek tomege, r a tavolsag, a G pedig a Newton-allandét jeloli,
G = 6.67 x 107! m3/kg s?. A newtoni elmélet nagyon sikeres a Hold Fold koriili
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keringésének vagy a Naprendszer mozgasanak megértésében. Ugyanakkor nem tudja
megmagyarazni a Merkur perihélium-vandorlasat, ami az elmélet érvényességi hata-
rat mutatja. Az altalanos relativitaselmélet ad szélesebb elméleti keretet arra, hogy
a gravitacios kolcsonhatas szélesebb tomeg-, vagy energia-, illetve tavolsagskalan
adjon pontosabb leirast a newtoni elméletnél. A relativitaselmélet Einstein-Hilbert
(EH) hatasanak alakja:

_ 1 4
Sen = 1o /d +/G(2A — R), (5.3)

amelybdl a szarmaztatott mozgasegyenlet az Einstein egyenlet:
1
R, — §gWR + Agy = 87GT,. (5.4)

A g, a metrikus tenzor, a R,, a Ricci tenzor, g a metrika determindnsanak
abszolat értéke, T}, pedig az energiaimpulzus-tenzor. Az Einstein egyenlet kifejezi,
hogy a tomeges részecskék kolesonhatasat a téridé gorbiilete okozza, amely ezaltal
dinamikai valtozdéva valik.

A A kozmolégiai dllandéval értéke A ~ 107°?m~2, ez a hatés gorbiilet fiiggetlen
tagja, a masik a gorbiiletben linearis. A hatés a térvaltozot, jelen esetben a metrikat
és derivaltjait tartalmazza. Az Einstein-Hilbert hatas diffeomorfizmus invarians,
emiatt, ugyanugy, mint a mértékelméletek esetén, a hatashoz hozzavesszik a
mértékrogzitést, és a megfelel6 Faddeev-Popov szellemtagokat és forrastagokat.
Az AB gravitaciora tobbnyire Wetterich-egyenletet alkalmazzik, de van példa
WH-egyenletre [125] vagy a valédi idejli (proper time, PT, [120, [127]) egyenletre
[128]. Az evolicids egyenletek alakja 4-dimenziéban a Litim-regulatort hasznalva:

1
KON = (<24 mr+ L (205 16— Onz> ,

8 3
kokg = (2+n)g, (5.5)

ahol bevezettiik a dimenziétlan csatoldsokat, A = Ak~2, g = Gk?, és az anomalis
dimenziot,
g5l —90 — 17
n=—A o (5.6)
3 (1+ & (5 — 62))

tovabba ¢ = 1/(1 — 2)).

5.1. A Reuter-fixpont

Az evoluciés egyenleteket megoldva a csatoldsok terében dbrézolva a fazisteret, a[5.1]
abrat kapjuk. Az elméletnek két fixpontja van, a GFP mellet van egy nem-gaussi

23



sandor nagy 161 23

1.2

1 -

0.8 |

0.6 |-

04

02 F

0

0.2 ! ! ! \
-1 -08 -06 -04 -02

......

a gaussi és a Reuter-fixpont helyét jelzik. Voros vonal jeloli az n szinguldris helyeit. A z6ld
trajektéria egy gyenge, a kék pedig egy erds csatolasu fazisbeli trajektoriat jelol. A voros vonalon
az anomalis dimenzié divergal. A vastag fekete vonal a szeparatrixot jeloli. Az dbra [I30] alapjin
késziilt.

is, amit a felfedezjérél Reuter-fixpontnak neveziink [6]. Az RG médszer ezzel
oriasi sikert aratott a kvantumgravitacios elméletek kozott, és maganak a modszer
fejlodésének is nagy lendiiletet adott. A Reuter-fixpont struktiraja olyan, hogy UV
irany felé haladva a spirdl mentén halad a trajektéria a fixpontba.

A fazistér masik fixpontja a GFP, ami jelen esetben egy nyeregpont. A negativ
eléjeltt A-k felé tarto trajektéridk az erds csatolasu fazishoz tartoznak, a metrika a
Minkowski-metrikahoz tart. A gyenge csatoldsu fazisban a futé kozmoldgiai allando
pozitiv, és az evolucio véges k skalan leall, tovabba a metrika varhaté értéke nullahoz
tart, degeneralt. A gyenge csatolasu fazisban talaljuk meg a vilagunknak megfelelo,
jelen méréseink altal ismert, G és A paramétereket, amelyek megfelelnek a klasszikus
altalanos relativitdselméletben szereplé értékeknek. A ma ismert vildgunk 10~
tavolsagra van a gaussi fixponttdl k% egységben mérve. Ez azt is mutatja, hogy
a gyenge csatolasu fazis relevans fizikailag, mert itt talaljuk azt a trajektoriat,
amelyeken a mi vilagunk paraméterei talalhatok. Ezt a trajektériat a Planck
skalardl, a Reuter-fixpont kozvetlen kozelébdl kiindulva a G és A kezdeti értékeinek
finomhangolasaval talalhatjuk meg.

Maga a fazisszerkezet rokonithaté a 3d ¢* modellének fazisszerkezetével, ezt
a tablazatban -més modellekkel egyiitt- foglaltam 6ssze. Az ¢* modellben az
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UV GFP, az itteni UV Reuter-fixpontnak felel meg, ebbdl kiindulva érhetjiik el a
modell nyeregpontjit, ami az AB gravitdciéban a GFP, ¢*-ben a WF fixpont. A
nyeregpont két fazisra osztja a fazisteret, ahol az egyikben a szingularitasba fut az
evoltcié. Az IR tartomanyban taldlt szingularitdsnak szintén van a ¢* modellben
analégiaja, hiszen a szimmetriasértett fazisban a trajektériak ott is a spinodalis
instabilitasba futnak, és véges skalan leallnak.

Azok a trajektoridk, amelyekre A < 0, az erds csatolasu fazishoz tartoznak, itt
a metrika a Minkowski-metrikahoz tart. Eltér az AB gravitaci6é az ¢* modelltél
abbdl a szempontbdl, hogy a gyenge csatolasu fazisban a metrika varhaté értéke
nulla, mig az ¢* modellben az ennek megfeleld spontan szimmetriasértett fazisban
a tér varhaté értéke véges, az eros csatolasu fazisban pedig véges a metrika varhaté
értéke, ellentétben az ¢* modell szimmetrikus fazisdval, ahol a tér varhat6 értéke
nulla.

A 2-dimenziés modellben a Reuter és a gaussi fixpont egybeesik, ezek 2 + €
dimenziéban szétvalnak. Az O(N) modellben d = 4 — e-ban lathatunk hasonlot,
ott a GFP és a WF fixpont valik szét. A 2 + e-dimenziés AB gravitaciés modell
perturbativ modon vizsgalhatd, ez az eredmény adta Weinbergnek az otletet, hogy
feltegye, van d = 4 dimenzidban is egy vonzé fixpont.

A fazistérnek vannak olyan tartomanyai is, amelyek a jelenlegi tudasunk szerint
fizikailag nem relevansak. Ilyen a negativ Newton-allandora vonatkozé evolucio,
vagy ilyenek az n szingularitasat elérd trajektoridk, amelyek nagy A értékek feldl
érkeznek.

Az AB gravitacio sokféle kiterjesztését vizsgaljak az RG moddszerrel. Az EH
hatast tovabbi tagok egészitik ki, és vizsgaljak, hogy az elmélet aszimptotikusan
biztonsagos marad-e, azaz megmarad-e a Reuter-fixpont. A bévités egyik lehetséges
irdnya a metrikus tenzor magasabb hatvanyat tartalmazé diffeomorfizmus-invarians
tagok figyelembevétele a vizsgalatokban. Ezek jellemzoen a gorbiilet vagy a Ricci
tenzor hatvanyait tartalmazé tagok, vagy ezeknek egzotikus kombinacioja. Az EH
hatas bovitésének masik iranya az anyagi terek hozzaadésa. Ez azért fontos, mert
az altalanos relativitaselmélet megtanitott benniinket arra, hogy a gravitacié és az
anyag egymastol fiiggetlentil nem létezik. A kiterjesztés Standard Modell részecskéit
veszi figyelembe. Az eddigi eredmények azt mutatjak, hogy a kiterjesztett modellek
is aszimptotikusan biztonsagosak, tartalmazzak a Reuter-fixpontot.

Az AB gravitacié, a Reuter-fixpont megtalalasa, az RG modszer egyik legfon-
tosabb eredménye. Sajnos a kisérleti igazolas szinte lehetetlen, ezért nem tudjuk
eldonteni, hogy a szamos elmélet kozil, amely a gravitacio és a kvantumelmélet
egyesitését tiizte ki célul, vajon melyik lesz helyes.
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5.1.1. Az aszimptotikusan biztonsagos gravitacié infravoros
viselkedése

Az AB gravitacié a gyenge csatoldasu fazisban az IR-ben szingularitasba fut. A
skalaris modellben kapott eredményeim alapjan azt gondoltam, hogy a fazis szintén
egy IR fixpontot rejt. Az EH hatds nem fejthetdé ki a potencidl minimumaban,
emiatt nem keriilheté el szingularitas. Az IR viselkedés ismerete pedig kozelebb
vihet benntinket az alacsony energias, klasszikushoz koézeli modellhez. Megjegyzem,
hogy az altalanos relativitaselméletnek megfeleld klasszikus elmélet a GFP-hoz van
kozel.

A g-re és A\-ra vonatkozé evoliciés egyenletek egyik alakja d dimenzidéban [I131]:

d—1)g+ 1—4X(1—1/d)
@A::_4A+3ad+mw+ﬁy—ad+m3( )9 -2
2 2 g— G
d+2)g?
dig :(d—%g+(g_£7 (5.7)

ahol g, = (1—2X)%/2(d —2). Szintén bevezetjikk az n = (d+2)g/(g — gp) gravitacios
anomalis dimenziét. Ha d = 4, akkor a egyenleteknek két fixpontja van. A
Reuter-féle fixpontot a g* = 1/64 és \* = 1/4 koordinatanal talaljuk meg. A mésik
fixpont a GFP. A skaldzé exponensek: s; = —2 és s = 2. A negativ exponens
reciprokéabdl a korrelaciés hossz exponense v = 1/2. A GFP atmeneti fixpont az
UV és IR tartomanyok kozott. A Reuter-fixpontot és a GFP-t a szeparatrix koti
Ossze. A gyenge csatoldsu fazisban a trajektéridk szingularitasba futnak. Skalaris
elméletekhez hasonlban feltételeztem, hogy a szingularitds mogott egy IR fixpont
taldlhatd. Ezt a fazisdiagram is elérejelzi. A ¢* modellel ellentétben a szingularités
nem egy pontra korldtozddik, hanem egy vonalra, az abran az n szingularitdsat
jelolé vonalra. Az IR fixpont skalazasat azonban csak egyetlen pontban szdamoltam,
mert az atskdlazas egy fixpontot ad a modellben. Megjegyzem, hogy az egyenlet
nem egyezik meg az egyenletekkel, a hattértér modszer alkalmazasi modja, a
fluktuaciokra vonatkozé eléiras, stb., mas-mas egyenleteket ad, azonban a fixpont
struktira nem valtozik.

Bevezetve a x = 1 — 2\, w = 4g — (1 — 2)\)? 1j véaltozdkat és az 0j 0, = w0,
renormalasi idot, az evoluciés egyenletek alakja a kovetkezo lesz:

O-x = —dw+ 2xw(8 + 21x) + 24w® + 6x*(3x(x + 1) — 1),

Orw = 8w?(1—6x) —2x(42x* + 9y —4) — 6x°(x(6x +5) —2).  (5.8)
Ennek az egyenletrendszernek mar harom fixpontja van. A GFP aw§ = —1, x5 =1
pontban taldlhaté, és nyeregpontnak adédik. A Reuter-fixpont a wjj,, = —3/16 és

Xiv = 1/2 pontban van. Az Gjdonsiag, hogy megjelenik egy IR fixpont is a wip =0
and xjp = 0 pontban. Visszatranszformdlva az eredeti valtozokba a gjp = 0 és
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Nip = 1/2 fixpontot kapjuk. Az IR fixpont margindlisan gyenge vonzé jellegii.
Hasonl6 tulajdonsagt IR fixpontot talaltam egyéb térelméleti modellekben, ezt az
el6z06 fejezetben részletesen elemeztem.

Vizsgaltam a korrelaciés hossz v exponensét az IR tartomanyban. Kiilonb6zo
kiterjesztések a modellben tigy jelennek meg, mint a V' potencidlhoz adott més-més
tagok, mindezekre szamoltam a v exponenst. Azt tapasztaltam, hogy a V2 vagy
VIn'V kiegészitéssel szdmolt exponens v = 1/2, és folytonos a fazisatalakulds. Ezzel
szemben, ha a hozzdadott tag V1/2 alaki, akkor a modellben elt{inik a GFP fixpont
és egy hatarozott k. skdlan leall az evoltcié, amely elsorendili fazisatalakulasra
utal. Hasonl6 elsérendii fazisatalakulast latunk a Coleman-Weinberg modellben
is. Az eredmények azt mutatjak, hogy az AB gravitacié az IR skalazas alapjan is
masodrendii fazisatalakulast mutat. Az IR skédlazas alapjaban véve az atmeneti
GFP skalazasat orokli. Az egyetlen kiterjesztés, amely elsérendii atalakulasra utal,
nem tartalmaz atmeneti fixpontot.

Elséként a szakirodalomban megmutattam, hogy az AB gravitdicié szimmetria-
sértett fdzisaban megjelend szinguldris viselkedés egy jabb fixpontot rejt [152], ez
az IR fizpont. A fixpont IR vonzo, jellemzden eqyik irdnyban vonzd, mdsik iranyban
marginalis. Megmutattam, hogy az IR fixpont alapjin az AB graviticioban mdsod-
rendi fdzisatalakulds van, azonban bizonyos kiterjesztések elsorendi fazisatalakuldst

adnak.

5.2. Kritikus exponensek az aszimptotikusan biz-
tonsagos gravitacioban

A Reuter-fixpont az AB gravitacié legfontosabb eredménye. A fixpont UV vonzé (IR
taszitd), vagyis IR irdnyban a csatolasok tévolodnak a fixponti értékt6l. Ahogy az
[b.1]abrabdl is latszik, a tdvolodas spiralis alakban torténik. A fixpont kérnyezetében
linearizalva az evolicids egyenleteket, a kapott stabilitasmatrix sajatértékei a
01U7 Y = —0' £i0"” alakban frhatok. A valds rész negativ el6jele jelzi, hogy a fixpont
IR taszitd, a sajatérték komplex formaja pedig a fazisszerkezeset spiralis jellegét
tiikkrozi. A korreladcids hossz kritikus exponensét szokasos modon a sajatérték
(negativ) reciprokaként azonositom, v = 1/6’. Azt a kérdést tettem fel, hogy az
exponens hogyan fiigg a valasztott regulatortol?

Ismét a|3.8 egyenletbeli css regulatort hasznaltam. Kiszamoltam a fixpont helyét
és az exponensek értékét a QEG-ben d = 4 esetén. Az abran abrazoltam, hogy
a v reciproka hogyan fligg a css paraméterektdl. Az abran a nevezetes regulato-
roknak megfelel6 hatareseteket is feltiintettem. Az optimalizaldshoz keresem az
1/v szélséértékét az si, sy és b fliggvényében. A s; és sy paraméterekben monoton
névekvé az 1/v. Az 1/v minimuma az s; = sy = 0 hatarértéknél van, ha b = 3. Az
exponens a b novelésével no, ezért egy lokalis széls6értéket kapok b = 1-nél. Az
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5.2. dbra. Az v exponens reciprokat szdmoltam a css paraméterekre, b = 3 értéket vilasztva. Az
1/v értéke az s; = so = 0 sarokndl a Power law, hatvinyfiiggvény reguldtorral, az s; =0, so =1
saroknal a Litim regulatorral, az s; = 1, so = 0 sarokndl pedig az Exponencialis regulatorral
szamolt értéknek felel meg.

1/v értéket a Litim-hatdrértéknél (s; — 0-ra) szdmoltam ki s kiilonboz6 értékeire
ezt az abran mutatom be b = 1 esetén. A Wetterich-egyenlet a regulator ska-
lafiiggésén alapszik, ezért a fizikai eredmények regulatorfiiggését elengedhetetlen
vizsgélni. Kiilonbo6z6 regularizacios modszerek ismertek a szakirodalomban. Az
optimalizalt regulatornak azt nevezziik, amellyel az evoltcié a leggyorsabb, azaz a
legnagyobb k értékre érjiik el az IR csatolasi értékeket. Analitikusan megmutathato,
hogy ez a fajta optimalizéalasi eljaras LPA-ban a Litim-regulatorra vezet [4], [133].
Ugyanakkor az eljarast nem sikeriilt még a hullamfiiggvény renormalas esetére sem
altalanositani. Egy masik lehetséges megfontolas lehet megvizsgalni, hogy a kapott
fizikai eredmények mennyire fiiggnek a regulator paramétereitol. Amennyiben a
szamolt mennyiségnek szélso értéke van a paramétertérben, akkor azt a regulatort
fogadjuk el optimalisnak. Ezt az eljarast nevezziik a minimalis érzékenység elvé-
nek (principle of minimal sensitivity, PMS) [134]. Az elv el6nye, hogy barmilyen
modellben jél hasznalhaté eljarast ad. Hatranya, hogy nincs garancia arra, hogy
talalunk optimalis regulétort. Ugy tiinik, hogy sajnélatos médon az optimalizalés
csak az O(N) modellekben miikodik elfogadhaté médon.

A v exponens optimalizaldséat elvégezték az O(N) modellre [135] 136, 137, 43],
és elfogadhato konvergenciat kaptak a gradiens kifejtés magasabb hatvanyait véve.
Ezzel szemben az AB gravitaciénal nem tudunk olyan regulatort valasztani, amely
barmilyen szempontbél optimalis lenne. A 5.3 dbra alapjan azt lathatjuk, hogy még
lokélis minimumot sem taldlunk a paramétertérben. S6t, ennél rosszabb a helyzet:
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5.3. dbra. Az 1/v exponens értéke css reguldtor paramétereinek fiiggvényében. A betétabran a
gorbék az so = 1,5, 10, 20, 50, 100, 200, 500, 1000 értékeknek felel meg alulrdl felfelé. Itt a b =1
értéket valasztottam.

a regulator megfelel6 valasztasaval akarmilyen kritikus exponens kaphat6. Bizonyos
regulatorok esetén az exponens el6jele is megvaltozhat. Mivel a vizsgalt regulatorok
megfelelnek a regulatortol elvart minden feltételnek, nincs okunk kizarni egyik
paraméterhez tartozé regulatort sem a vizsgalatbol.

Az eredmény ugyan csak az EH hatas két csatolasat feszi figyelembe, illetve a
regulatorok ugyan nagyon széles, de semmiképpen sem teljes halmazat tartalmaz-
za, de amit kaptam, az aggaszto. Az eddigi optimalizalasi médszerek semmilyen
megszoritast nem adnak a regulatorra, azonban az lényegében nem ad joslatot az
exponens értékére. Egy inlfexiés pontot talalhatunk a

(1303 oo

regulatornal, ami egy moédositott Litim-regulator. Ez azt sugallja, hogy a tradicio-
nalis értelemben vett optimalis regulatort kapom meg. Ez sajnos azonban nem felel
meg a minimalis érzékenység kritériumanak, masrészt a racsszimulaciokbdl ismert
1/v = 3 irodalmi érték felét kapjuk: 1/v ~ 1.472 [138, 139]. A css paraméterek
b=1, s; = 251 és s = 1000 valasztasaval ez az exponens is megkaphato6. Ezek
szerint az optimalis regulatort gy is lehet keresni, hogy azt a regulatort valasztjuk,
amelyiknél a keresett fizikai mennyiség (mashonnan ismert) értékét visszakapjuk.
Ez az eljaras akkor lenne hasznalhato, ha mindig ugyanazt a regulatort kapnank
vissza, de mar az AB gravitaciéban sem kapjuk vissza a Litim-reguldtort. Mond-
hatjuk azt, hogy az AB gravitacié a nagy hullamfliggvény renormalasi érték miatt
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(Z = 2) nem tekintheté LPA kozelitésnek, de val6jaban itt a Z nem a gradiens
kifejtés els6 nem-trivialis rendjét adja, hanem a hattértér modszerbol adddik.

Ha a gorbiilet magasabb hatvényat vessziik figyelembe [140], akkor sem javul a
helyzet, az exponens értékére nagyon széles tartomanyt kapunk. Ez azt mutatja,
hogy nem a gorbiilet magasabb hatvanyain milik az eredmény.

Azt gondolom, hogy amit kaptam, az egyrészt az optimalizacios eljarasok korla-
tait mutatja meg, azaz nincs semmilyen garanciank arra, hogy regulatorfiiggetlen
eredményt kapjunk. Masrészt pedig, az eredmény a Wetterich-egyenlet hasznalata-
nak korlatait feszegeti. Az a naiv kép, miszerint az IR-ben kapott effektiv potencial
regulatorfiiggetlen, nem lehet helyes. Ennek oka, hogy az éllitas a Wetterich-egyenlet
egzakt megolddsara vonatkozik (és ott sem bizonyitottak), itt pedig a gorbiletben
kifejtettiink, tovabba a Reuter-fixpont az UV-ben van, ezért ott regulatorfiiggetlen-
ség nem is varhat6. Megjegyzem, hogy amennyiben a WH-egyenlettel szamoljuk az
exponenst, akkor 1/v & 2.7-t kapunk, ami az irodalmi értékhez kozeli becslést ad.

A WH-egyenlet hasznélata visszaszorult a Wetterich-egyenlet térnyerésével,
azonban azt gondolom, hogy ez eredményem ramutat a Wetterich-egyenlet néhany
hianyossagara. A legfontosabb, hogy a Wetterich-egyenletben a regulator bevezetése
miatt a médusokat nem a fizikai diszperzids relacidikkal vessziik figyelembe, hanem
attol eltérével:

E+U" =k +U"+R. (5.10)

Ezzel pont az eliminalt médusok diszperzidjat valtoztatjuk meg a legnagyobb
mértékben. A WH-egyenletben minden médus a helyes diszperzioval szerepel. Ez
akar az oka is lehet a Wetterich-egyenlettel kapott bizonytalan eredményeknek.
Tovabbi problémét okozhat az RG egyenlet UV iranyba vett hasznalata, mert
a Wetterich-egyenletben az impulzusintegralt szokasos médon UV-tél IR-ig kell
elvégezni, a Reuter-fixpont keresésekor viszont két UV skala kozott kell integralnunk,
ahol mindkét skéla messze van az IR skalatol. A WH-egyenletben a médusok jol
megteheto.

Ezek az eredmények azt mutattak szamomra, hogy a Wetterich-egyenlet ugyan
alkalmas a gradiens kifejtés magasabb rendjeinek kezelésére, mégis a WH-egyenlet ad
fizikailag meghizhatébb eredményeket. Emiatt a késébbi kutatasaimban fokozatosan
attértem a WH-egyenlet hasznalatéara.

Az AB gravitdcio modelljében meghatdroztam a Reuter-fizponthoz tartozo korreld-
cids hossz kritikus exponensét a requldtorok eqy széles halmazan [89]. Megmutattam,
hogy a ¢* modellel ellentétben nincs optimdlis requldtor. A reguldtorok megengedik,
hogy akdr a fizpont jellege is megualtozzon, amelybdl azt a kévetkeztetést vontam le,
hogy az AB gravitdicio modellje lényegében tetszdleges joslatot adhat.
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5.3. Konform redukalt aszimptotikusan biztonsa-
gos gravitacio

Az AB gravitacié palyaintegralja a metrikara vonatkozik, a hatas pedig a gorbii-
let hatvanyait, illetve derivaltjainak hatvanyait tartalmazza. A szamolas nagyon
hosszadalmas, nehéz, ezért ha lehet6ségiink van egyszertisiteni a targyalast, azt
érdemes megtenniink. A gravitacié konform redukalt modelljében a metrikat egy
konform faktor és egy rogzitett metrika szorzataként irjuk fel:

$4/d-2)

uv = g,uzl‘ (511)

Kiindulva az egyenletbeli d-dimenziés euklideszi EH hatdsbol, amely még a
metrikat tartalmazza, mint valtozot az

1 4 A
Serld I / \f{ §"0,00,¢ + ER¢2 - 6¢4} (5.12)

¢-fiiggd hatést kapjuk 4d-ban, ahol R a gorbiilet a referenciametrikédn. Azt kapjuk,
hogy az AB gravitacié konform redukélt forméja egy skalarmodellt ad, emiatt a
modell sokkal egyszeriibb. A kinetikus tag eléjele ellentétes a szokasos el6jelhez
képest, emiatt a hatas alulrol nem korlatos, mert egy gyorsan valtozo tér derivaltja
tetszolegesen nagy lehet. Ezt nevezik konform faktor instabilitdsnak. Megmutathato,
hogy a konform redukalt AB gravitacié (KRG) aszimptotikusan biztonsagos, és az
eredeti véltozokkal megfogalmazott modellel ekvivalens fazisteret mutat [141], 142,
143| [144], 145, [146]. A skalarteret felbontjuk a

¢=xp+/f (5.13)

Osszegre. A xp = a hattértér, konstansnak tételezziik fel, az f pedig a hattértér
koriili fluktuaciokat gytjti ossze. Az 14j valtozokban a hatéas alakja:

Sklfs xB] —Z/\[{_foJr —R(xs+f)’ - 2(X3+f)4}- (5.14)

Bevezettik a Z = ﬁ hulldmfiggvény renorméldst, és a — Beltrami-Laplace
operatort, amelynek az alakja fiigg a szignaturatol. Kilonvalaszthatjuk az id6
szerinti derivalast a tér szerinti derivalastol:

—0O=-9-A. (5.15)

Euklideszi téridoben mindkét tagnak azonos az elGjele. A szétvalasztas segit abban,
ha az id6- (vagy frekvencia) valtozdt kiilon kezeljiik, ez alkalmas hengerszimmetrikus
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geometria targyaldsara is. Amennyiben Lorentz szignaturat szeretnénk hasznalni, a
Beltrami operatort a

—O0=9-A (5.16)
alakban frjuk. A regulatort a Beltrami operator eltolasaval vessziik figyelembe:
- = 2 p(0) —0
—U=-0+4+k"R 5 | (5.17)
kX

ahol [ = x50 [13, 147]. Azt feltételezziik, hogy a referenciametrika hengerszim-
metrikus geometria esetén

() = <(1) 2) (5.18)

szerkezetli, ahol Bij nem fiigg az 2° koordinatatdl. A referenciametrika alakja
azt mutatja, hogy a téridét hiperfeliiletekkel folidzzuk a 3; (t = 2%) szerint a
n* = (1,0,0,0) normalvektorral. A kiils§ gorbiiletet nullan tartjuk, ezért a 4- és
3-dimenzi6s gorbiilet, ami a referenciametrikdhoz tartozik, megegyezik [148].

5.3.1. A konform redukalt gravitacié bilokalis hatassal

A KRG modellt a WH-egyenlet keretében vizsgaltam el6szor, mert arra voltam
kivancsi, hogy a blokkositott hatéds segitségével is megkapom-e az AB gravitacio
szokasos fazisstrukturajat. A nehézséget a hullamfiiggvény renormalas bevezetése
okozza. A WH-egyenletet eredetileg gdmbszimmetrikus rendszerekre fogalmaztak
meg. Kidertilt azonban, hogy a gradiens kifejtés jol hasznalhato, ha hengerszim-
metrikus rendszeren végezziik el a blokkositast. Egy RG 1épés egy henger feliiletén
szereplo modusokat érinti. A frekvencia irdnyba es6 médusokat kiintegralom, csak
a térbeli impulzus iranyban végzem a blokkositast. A hengerszimmetria a késob-
biekben lehetdséget ad majd arra is, hogy Lorentz-szignaturaban is vizsgaljam a
problémat.

A KRG modellben kiszamolom 7 anomalis dimenziét, amelyet a potencialbél és a
kinetikus tagbol szarmaztatom. Egy RG blokkositasi 1épés az eliminalt médusoknal
egy nem-trivialis nyeregpontot indukal, amely a potencial nem-lokalis tagjaihoz
ad jarulékot [15] 16], emiatt a szdmoldsban bevezettem egy bilokélis potencialt.
Meghatéroztam a Reuter-fixpont helyét és skalazo exponenseit. A szamitast gdmb-
(s) és hengerszimmetrikus (c) esetekre szamoltam ki, az anomélis dimenzi6t pedig a

« 77
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(s,p) esetre az evolucids egyenletek alakja:

A = —(2 =)\ — gdmagIn(l — 2)\) + (4
= (d—2+n)g
47TOéd 1
_ 1
" 973 1 -ox (5.19)

a (4 egy dimenziotél fiiggd konstans. Az egyenletek a WH-egyenletnek megfelel6
evoluciét szolgaltatjak d dimenzidban. Ezek 6sszhangban vannak a Wetterich-
egyenletben, éles levagassal kapott egyenletekkel [149]. Itt n az nﬁ anomalis
dimenziénak felel meg, dltalanos definicidja:

n=a (5.20)

Az eredményeket az tablazatban foglaltam 6ssze. A szamitast ugy is lehet

| séma g ES | R(s) | S(s) |
7t 5.62 0.43 -2.71 473
7l 777 0.43 -0.65 3.58
e 9.04 0.25 -7.15 1.28
' 4.67 0.11 -5.09; -0.19 | -

5.1. tdblazat. A Reuter-fixpont helyének és a skdlazé exponensének értékei kiillonb6z6é anomalis
dimenzidk esetén. Az exponensek komplexek, kivéve a (c,k) esetet.

tekinteni, mint a sémafiiggést a WH-egyenletre. A térgeometria megvalasztasa
titkrozi a fizikai rendszer szimmetriajat, ennek ellenére sem a fixpont helye, sem az
exponensek nem mutat erés sémafiiggést.

A konform redukdlt AB gravitdcioban meghatdroztam a modell fazisszerkezetét
ugy, hogy figyelembe vettem a WH-egyenlet dltal generdlt nem-lokdlis tagokat [125].
Kiszamoltam az anomdlis dimenziot kulonbozo sémakban. Meghatdroztam a Reuter-
fixpont helyét és az exponenseket. Megmutattam, hogy a nem-lokdlis tag relevdns,
ugyanigy helyesen adja vissza a Reuter-fixpontot és exponenseit. Az eredmény azt
mutatja, hogy a lokalis hatds gradiens kifejtésébdl szarmazo anomdalis dimenzio, és
a nem-lokdlis tagbol szarmazo dsszeeqyeztetheto.

5.3.2. A konform redukat gravitacié Lorentz szignatturaval

A KRG modell egyszertisége segitségre lehet tovabbi 1j eljarasok kidolgozasaban.
A modell alkalmas arra, hogy a gravitaciét Lorentz szignaturaval targyaljuk.
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A kvantumtérelmélet euklideszi formalizmusat az motivalta, hogy a generdld
funkcional palyaintegralja és a statisztikus fizika particios fiiggvénye nagyfoku
hasonlésagot mutat, ez utébbi viszont természetszertileg euklideszi téridoben van
megfogalmazva. Az euklideszi formalizmus matematikailag konnyebben kezelhetévé
teszi a palyaintegralokat, azonban a fizikai folyamatok, foleg a gravitacié vizsgalata
elengedhetetlenné teszi a Lorentz szignatura haszndlatat. A Wick-rotécio elvileg
kapcsolatot teremt az euklideszi és a Lorentz szignatura kozott, azonban amikor
zarjuk a konturt a forgataskor, egy olyan jarulék jelenik meg az integralban, ami
sérti a Lorentz invarianciat, igaz csak infinitezimalis mértékben.

A lorentzi esetben egy egyszer(i propagatornak tomeghéj szingularitasa van, azaz
egy bizonyos véges négyes-momentumnal szingularissa valik, ami alapvet6 fontossa-
guva valhat A Wick-rotacié utan a propagator tomeghéja eltlinik, emiatt ezek a
jarulékok elveszni latszanak. Ugyanez a probléma felmertilhet az RG-mddszerben is,
ahol a feloltoztetett propagatorok megjelennek az evoltcios egyenletek funkcionélis
alakjaban. Ez azt jelenti, hogy az RG egyenleteknek a Lorentz szignatiraban egy
tomeghéj (on-shell) és egy tomeghéjon kiviili (off-shell) részt kell tartalmaznia. Fon-
tos hangsilyozni, hogy a tomeghéj szingularitds nem csak valamilyen matematikai
melléktermék, amelyet el kell tavolitani, mert az a valodi részecskék miatt jelenik
meg. Az euklideszi targyaldsban csak a virtualis részecskékhez tartozé off-shell
gerjesztések jarulnak hozza az evolicidhoz, az on-shell jarulékok hianyoznak. Az
on-shell jarulék egy tovabbi problémat vet fel. A valodi részecskék lokalisak az im-
pulzusban, ami azt jelenti, hogy nem lokélisak a koordinatdban. Emiatt nem-lokalis
tagot vagyunk kénytelenek bevezetni a hatasba [I50] I51], 15, [152]. Az euklideszi
formalizmusban a lokalis hatas hasznalhato. Mindenképpen fontos azonban leszo-
gezniink, hogy az euklideszi formalizmus nem teljes, a lorentzi szignatirat kell
hasznélnunk.

Az AB gravitacié euklideszi formalizmusban kapott eredményei nagy el6re-
1épést jelentettek a gravitaciéo kvantalasaban, és nagy lendiiletet adtak az RG
modszernek is. A kezdeti sikerek utan egyre nagyobb érdeklédés mutatkozott a
gravitaciés kolesonhatéds és a megfelel6 RG-egyenletek a Lorentz-féle szignatiraval
torténo megfogalmazasa irant. Kiilonbozé megkozelitéseket vizsgaltak, pl. az oksagi
halmazok mddszere [I53] [7], az Arnowitt-Deser-Misner (ADM)-féle dekompozicié
[9, 154, 155, 156, 157, 158, 159], ahol az idSirdnyt integraljuk ki, vagy a térid6
folidzas hasznalata, amely megbrzi a hattér diffeomorfizmus szimmetrigjat [160].

A Lorentz szignatira hasznalatdanak egyik lehetséges médja az RG médszerben,
hogy a blokkositas soran kiintegralt d-dimenziés, k sugari és Ak vastagsagu hi-
pergémb héjat egy d-dimenzids hiperboloid Ak vastagsagu hipersikjara cseréljiik.
Erre azért van sziikség, mert a Lorentz szignaturanal, a Minkowski-téridében az
azonos hosszusagu vektorok hiperboloidon helyezkednek el. Az elgondolas stlyos
hibaja, hogy a hipersikok végtelen nagy feliiletet adnak, ezért egy RG lépés végtelen
térfogatd impulzustér-részt eliminal. Az ilyen tipusu blokkositas tovabbi regulari-
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zaciokat igényelne, ez viszont a sérti a Lorentz-invarianciat. Tovabbi problémat
jelent, hogy a k RG skéla akar negativ is lehet, ekkor a nulla impulzuson keresztiil
kellene blokkolnunk, ami nem lehetséges, mert ott nem teljesiil a Ak/k < 1 feltétel.
Egy lehetséges kiskapu lehetne a problémdra, hogy a |k?| invaridns hosszra vonat-
koz6 médusokat eliminaljuk, azonban fizikailag nehéz az ilyen tipusi RG skéla
értelmezése.

Ugy tiinik, hogy nem tudjuk megtartani az RG médszerben a Lorentz szimmet-
ridt. S6t, a mikroszkopikus (UV) skaldbol a makroszkopikus (IR) skdlaba torténd
evolicio gondolatdban a 3d tavolsag szerepel, ami nem Lorentz invarians. A megfon-
tolasbdl az is latszik, hogy nem is lehet az RG modszert Lorentz invarianssa tenni.
Ha ez igy van, akkor viszont egyszeriibb egy nem invarians RG skalat definidlni,
amelyet viszont cserében konnyebben lehet kezelni. Egyik lehetdség az, hogy a
négyesimpulzus-vektorban levalasztjuk a frekvenciat a 3d térbeli impulzusoktol,
és a k RG skalat a 3d térbeli impulzusok nagysdgaként definidljuk. Elvégezziik a
frekvenciaintegralt az evoliciés egyenletekben, és a fennmarado 3 fliggvények csak a
térbeli impulzusoktol fognak fiiggeni. A munkamban ezzel a technikaval szarmaztat-
tam a Wetterich-egyenletet [148]. Ez alapjdban véve egy ADM-dekompozicidszert
mdédszer, ahol az id6 (vagy a hozzd tartozo frekvencia) irdnyhoz tartozé médusokat
szeparaltan kezeljiik.

A formalizmus sérti a gombszimmetriat, helyette hengeres szimmetriank van.
Emiatt érdemes megvizsgédlni, hogy a hengerszimmetria milyen kovetkezményekkel
jar, ezért harom levezetésre van sziikségilink. Az els6 a 4d szamitas megismétlése
gombszimmetrikus euklideszi téridében. Ezutan vizsgalni kell az RG evoluciot egy
euklideszi hengerszimmetrikus rendszer esetén, ahol az egyik impulzus Gsszetevot
integraljuk ki. Végiil a Lorentz-szimmetrikus modellt targyaljuk, amely szintén
hengeres geometriaji. Minden esetben kiszamitottam a Reuter-fixponthoz tartozé
v kritikus exponenst, tovabba vizsgaltam az eredmények regulatorfiiggését is. A
kapott eredményeket az tablazatban foglaltam Gssze. A téblazat azt mutatja,
hogy a KRG modell regulatortél fiiggetlentil tartalmazza a Reuter-fixpontot, igaz
az exponens értéke (az eredeti AB gravitaciés modellben kapottakhoz hasonléan)
nagymértékben valtozhat a regulator paramétereinek fiiggvényében. A css regulatort
hasznalva djra szamolhatjuk az sq, sy sikon adott b-re a v exponenst. Ez megint
erOs fliggést mutat. Jelen tablazatban csak néhany nevezetes reguldtorhoz tartozo
eredményt tiintettem fel.

Emellett szamoltam az éles levagassal kapott evoltciot is a Wetterich-egyenletre.
Ezzel az volt a célom, hogy késébb Osszehasonlitsam ezt az esetet a WH-egyenletben
kapott eredményekkel. Latszolag a Wetterich-egyenlet éles levagassal megegyezik
a WH-egyenlettel, azonban ez tavolrél sem igaz. Elobbi esetben a kijelolt hu-
rokintegralt a kj, k intervallumon végezziik el, majd egy "blokkitasi 1épés" utan
pedig a kp, k — Ak intervallumon. Ezzel szemben a WH-egyenletben valéban a k
skalan szerepld csatolasokbdl szarmaztatjuk a k& — Ak skaldhoz tartozo csatolaso-
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7

Szignatural| R b g A* 0 6
Euklideszi|| Litim 1 2.6776 | 0.413398] 1.47122 | 9.30442
Litim 2 2.60252 | 0.460511| 7.87679 | 7.79822
Exp. 2 1.84031 | 0.636067| 3.94478 | 9.10336
Hatvanyfv. | 2 1.32287 | 0.829843 3.40539 | 10.4214
Eles 1.97025 | 0.479998| 31.5447,| 0
6.55266
Lorentz Litim 1 6.76028 | 0.449782] 4.44505 | 11.6619
Eles 4.77643 | 0.496293| 38.6719, | 0
14.966

5.2. tablazat. A KRG modell Reuter-fixpontjanak helye és a skalaz6 exponens értéke euklideszi és
Lorentz szignatira esetén néhany regulatorra.

kat. Azon tul, hogy a két megkozelités az el6zé okfejtés alapjan nem ugyanigy
definidlja a csatoldsokat, az evolicios egyenletek is eltérnek. Az éles levagashoz
tartozo regulator hasznalata a Wetterich-egyenletben divergens tagokat ad a beta
fuggvényekhez, ami tovabbi regularizaciét igényelhet [I61]. Az éles levagds nem
feltétleniil regularizal, ezért nem is szerencsés hasznalni a Wetterich-egyenletben.
Ezzel szemben a WH-egyenletben a hipergémb feliiletek integralasa mindig véges
jarulékot ad az evolicidhoz, nincsenek divergens tagok. Tovabbi fontos eredmény,
hogy a hengerszimmetrikus téridé geometria nem befolyasolja a Reuter-fixpont
létét. Ez nagy szerencse, mert akkor eljarhatunk gy, hogy a frekvenciavaltozot a
térimpulzusoktol kiilon kezeljiik.

A Wetterich-egyenletnél megjelen6 divergens jarulékok regularizaldsa nagyon
Osszetett probléma. Naivan azt mondhatnank, hogy ha egy adott modellnél ugy
tavolitjuk el az éles levagas regulatora okozta divergenciat, hogy visszakapjuk
a hagyomanyos értelemben jol miikodo regulatorral kapott eredményeket, akkor
megoldottuk a problémat. Ezt a gondolatmenetet koveti a [161] munka. Azonban ez
csak renormalizalhaté elméletekben igaz. Altaldban jellemzé a Wetterich-egyenlet
alkalmazaséara, hogy olyan modelleket vizsgalnak vele, ahol csak relevans csatolasok
vannak. Ez stlyos hidnyossag, a renormalas fontos alapismérve, hogy tetszoleges

c sz

c /e

redukaljuk a funkcionalis médszert a perturbativ renormalas alkalmazasi korére. Az
irrelevans csatolasok azért dobjak ki, mert az IR-ben kihalnak, azonban a bevezetés-
ben emlitett globdlis RG kép igényli az irrelevans csatoldsok kovetését is, hiszen a
csatolasok relevans-irrelevans osztélyozasa egy adott fixpont kozelében értelmezett,
masik fixpontban valtozhat. Ennek fényében valéban naiv dolog barmilyen diver-
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gens tag elhagyasa az egyenletekbol. Tovabbi nehézség az AB gravitacioban, hogy
ott a Reuter-fixpont az UV-ben van, emiatt az irrelevans csatolasok ott azonnal
problémat okoznak. Egyetlen irrelevans csatolas elmosnéd a Reuter-fixpontot, ami
az aszimptotikus biztonsag végét jelentené. Megjegyzem, hogy a fizikai kép emellett
sz6l, mert a Planck skalan 1j fizika megjelenését varjuk, ami egy irrelevans csatolas
segitségével jelenhet csak meg.

A gondolatmenet arra is utal, hogy a kordbban emlitett Lorentz-invarians RG
evoluciénal kapott hiperboloid-feliiletek végesitése szintén fontos fizikai effektusokat
is elmoshat, emiatt is keriilendo.

Eqgy j eljarast dolgoztam ki, amelynek a segitségével Lorentz szignatirdban
sikerilt a konform redukdlt AB gravitdcio modelljét feltérképeznem. Az iddirdnyt
kiintegralva és a maradék térimpulzusokban blokkositva kiilonbozo requldatorok esetén
meghatdroztam a Reuter-fixpont helyzetét és az exponenseket. A munka lehetdvé tette,
hogy a hagyomdnyos euklideszi formalizmus helyett a fizikailag sokkal relevansabb
Lorentz szignatirdt haszndlva vizsgaljam a modellt [T78].

5.3.3. Lorentz-invariancia a konform redukalt gravitaciéban

A konform redukélt gravitacié egyszeriisége lehetOséget ad arra is, hogy a modell
Lorentz szimmetriajat vizsgaljam. Ehhez a kovetkezOoképpen modositottam az
effektiv hatast:

- - l-~- ¢ & A =
Lelfixel =—2Zk | \/§ {—fo + R0+ 1) = 0+ f)4} - (521)
Az f a tér varhaté értékének normélt alakja. Bevezettem a ¢ csatoldst, amely a
gorbiilet elsé hatvanyat szorozza, ha ¢ = 1, akkor visszakapjuk a hagyomanyos
két csatolasos KRG modellt. Hengerszimmetrikus esetben, a Lorentz szignatiurat
hasznalva a Beltrami operator alakja:

—O=wa? - A. (5.22)

Az id6éderivalt egy 1j, W csatolassal szorzddik, ami egyfajta hullamfiiggvény renor-
malasnak foghaté fel kizardlag az idéiranyban. A k skéla fejlodésével W is fejlodik.
Ha W # 1, akkor sériil a Lorentz szimmetria. Ezzel két 1j csatolast vezettem be a
szokasos g és A mellé. A Wetterich-egyenletet hasznalva az evolicios egyenletek a
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kovetkez6 alakot oltik:
53 M\2(29' A2 — 9(1 — 2)\)7/%7)

-/ — 2 / .
g (2+m)g 81(1 — 2\)7n?
, g'(n—>5)
A= (=24mA—
(Z24 A= f5spa — oy
gNW (- 5)

(1 — 2X)7/2

. ,c(n—5) —5(n—3)(1—2X\)
cC = ?70 - g 9071'5/2(1 . 2)\)3/2 9 (523)

ahol bevezettik a g’ = g/W'/? jelolést, tovabba

10\%g’

A - 24
T Tor(1 — 2N (5:24)

4d-ban.

5.3.3.1. Ultraibolya skalazas

Azért célszerli bevezetni a ¢’ jelolést, mert akkor az elso két egyenlete lecsatold-
dik a masodik két egyenletrél. A ¢’ és a A beta fliggvényei alapjan a Reuter-Reuter-
fixpontfixpont a g™ = 25.4 és \* = 0.21 helyen taldlhato, sj, = —5.16 £ i6.17
exponensekkel. Az r felsé index a Reuter-fixpontra vonatkozik. A ¢ az atskéalazastol
fiiggetleniil lecsatolodik a tobbi egyenletrdl, a fixponti értéke ¢ = —0.25, s§ = —2.35
exponenssel. A W fixpont értéke W* =0, s}, = —0.62. Az exponensek valos részei
negativak, ami azt jelenti, hogy a csatolasok az UV tartomanyban relevansak. A
komplex konjugalt exponens-par a szokasos spiralis palyakat eredményezi a g, A
sikon. A két 1j csatolas az UV tartomanyban relevansnak bizonyul, ezért az elmélet
renormalhaté marad. A Reuter-fixpont a két 1j csatolas bevezetésével is 1étezik.
Megtalaljuk a GFP-t is, ami azt biztositja, hogy a modellnek két fazisa van. A A
csatolas eldjele szerint megkiilonboztethetiink egy szimmetrikus fazist, ahol az IR
limeszben \ < 0. A masik, a szimmetriasértett fazis, a trajektoridkon a A\ pozitiv
értékeket vesz fel.

A szimmetriasértett fazisban a A = 0.5-nél a|3| fejezetben részletesen ismertetett
szingularitasba fut a trajektéria. Hasonléan az SG vagy az AB gravitacié eredeti
modelljéhez, a szingularitas itt sem keriilhet6 el a potencial minimumban torténd
kifejtésével.

A kovetkezo abrakon a numerikus eredményeket abrazoltam a t = koy figg-
vényében. A pozitiv értékek az UV felé haladnak, a negativak az IR felé. A két
fazis csak az IR-ben mutat eltérést, az UV-ben nem lehet azokat megkiilonboztetni.
Ahol lehetséges, az UV és az IR skalazast egyiitt abrazoltam.
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Az evoliciot a GFP kozelébol inditottam. Mint emlitettem korabban, a jelenlegi
vilagunk a GFP-hoz kozel talalhato, ahol j6 kozelitéssel hasznalhaté a sik Minkowski-
térido, ezért kezdetben pl. W = 1 értéket valasztottam, de emellett mas kezdeti
értékeket is hasznéaltam.

A Reuter-fixpontot mutaté fazistér alakja megegyezik az abran latott struk-
tardaval, ha a A, ¢’ csatolasokat veszem. A GFP fixpontnal a skdlazé exponenseket
a csatolasok dimenziéja hatdrozza meg: s§ = 2, sg =-2,5=0,s§ =0.

5.3.3.2. A Lorentz-szimmetria sériilése

Béar a ¢’ bevezetésével sikertilt elrejteni a W hatasat, ez a csatolas az, amelyik
informéciét adhat a Lorentz-szimmetriarél. A Newton csatolds g-rél ¢’-ra torténd
atskalazasa tekinthetd olyan médon, hogy a Lorentz-szimmetria megmarad az
evolicié soran, és visszakapjuk a tradicionalis eredményeket. Ha visszatériink az
eredeti g csatoldshoz, akkor a fazisszerkezet megvaltozik. Az [5.4] 4brdn mutatom
be a fazisdiagramot a 3d fazistérben, amelynek fiiggéleges tengelye a V.

5.4. dbra. A A — g — W fazisdiagramot &dbrazoltam. Az dbra azt szemlélteti, hogyan véltozik
a Reuter-fixpont az ultraibolya tartoméanyban a W csatolds miatt. Az [5.1] egyenlethez tartozé
palyakat a A — g sikban a W = 1 csatolas értéknél sziirke gorbékkel abrazoltam. A balra haladé
fekete trajektoridk a szimmetrikus fazishoz tartoznak (szaggatott vonalak), a tobbi gorbe a
szimmetriasértett fazis része (folytonos vonalak). Az UV irdnyban egy 1j fixpont jelenik meg.

Az 4bra azt mutatja, hogy a Lorentz-szimmetria sériil, ha az UV skala nagyon
magas. Azt kaptam, hogy a hagyomanyos Reuter-fixponton tilmegy az evolicio, és
1j fixpont jelenik meg. A W evolicidjat az [5.5] abran mutatom be. Az dbran jol
lathaté, hogyan fejlodik a W csatolas. Az evoliucié kezdetén megtartja a W =1
értékét, azonban az RG skéla egy bizonyos értékénél csokkenni kezd, az UV limesz-
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ben nulldhoz tart, ahogy a g is. Ez azt jelenti, hogy a Reuter-fixpont szigortian véve
elttinik a modellb6l. Az abra vizszintes metszetei az AB gravitdacié hagyomanyos
fazisképét mutatja W maés-mas rogzitett értékeire. Az egyes metszetek tartalmazzak
a Reuter-fixpontot. Ugy is vehetjiik, hogy a Reuter-fixpont vandorol a fazistérben
a W fejlodésének kovetkeztében.

A Reuter-fixpont alapvetd jelentoségli az AB gravitacidban, mert renorméalhato-
va teszi az elméletet, azonban a létezése nem teszi lehetévé, hogy az UV-ben az
elmélet tovabb fejlodjon. Ez megakadalyozza az 1j fizika megjelenését a Planck-
skala kornyékén, tovabba a Lorentz-szimmetria sériilését nagy energidkon. A W
figyelembevétele orvosolhatja ezt a problémat. A Reuter-fixpont W miatti vandor-
lasa lehetové teszi szamunkra, hogy 1j relevans csatolasokat talaljunk, ezaltal 1j
fizika jelenhet meg, és a Lorentz-szimmetria sériilését is megtalalhatjuk.

0.100¢

0.010¢

0.001¢
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csatolas nulldhoz tart, az IR limeszben alland6 marad, ott megorzodik a Lorentz-szimmetria. A
W (k;) = W; kezdeti értékek alulrdl felfelé a kovetkezdk: 1/3,2/3,1,4/3,5/3, 2. A jobb oldali 4bra

s s s

skaldzas nem valtozik, nulldhoz tart a W, azonban az IR-ben egy dtmeneti tartomany utan, ahol
konstans a W, a szingularitdsnal hirtelen nulldba esik az értéke, tijabb Lorentzszimmetria-sértést
mutatva.

Az abran latjuk, hogy a W értéke az evolicid soran a kezdeti értékeitol fiig-
getlentil az UV irdnyban csokken, és nullahoz tart. Ez azt jelenti, hogy a csatolassal
egylutt a hatds idéderivaltat tartalmazoé tagja is nullahoz tart. A Lorentz-szimmetria
az UV tartomanyban oly médon sériil, hogy egy statikus rendszer jon létre. A W
evoliciojat bemutaté |5.5| dbran azt is lathatjuk, hogy a W skélazéasa koriilbelil a
t; =~ 0.5 skalan megvaltozik, amit a Lorentzszimmetria-sértés skaldjaval azonositok.
A t6bbi csatolas csak kozel allando ¢;-nél, emiatt az evolicié nem tud befagyni. Ez a
kis eltérés az allandé értéktdl elegendd ahhoz, hogy az evolucié tulhaladja a Reuter-
fixpontot, és az UV-ben attél eltéro képet lassunk. A hagyomanyos Reuter-fixpont
lenyomata megmarad rogzitett W-nél, (1dsd az abra sziirke gorbéit).

Az egyenletbeli RG egyenletek szerint a nem-gaussi fixpont a ¢g* = 0,
A= 0.2, ¢ = —0.25 és W* = 0 értékeknél taldlhatd. Az eredmény azt mutatja,
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hogy a Newton csatolas nulla, és ebben az értelemben a fixpont (a A* véges értéké-
t6l eltekintve) gaussinak tekinthetd, mivel az elmélet kolesonhatdsmentes. Ez azt
jelenti, hogy a fixpont koriil a gravitacié gyengének tekinthetd, igy a perturbativ
renormalds miikodhet. Az eredmény szerint a GFP koérnyezetében a perturbativ
renormalas nem alkalmazhat6, mert a g irrelevans, a kvantumgravitacié renor-
malhatova tételéhez a nem-perturbativ RG modszerre volt sziikségilink, azonban
UV-ben ismét megjelenik a perturbativ renormalhatosag. Az 4j fixpont a hatasban
jelenik meg a Horava-Lifshitz-gravitaciéban [162, 163, 164, 165, 166, 167, 168, 169],
ahol az anizotrépia a tér- és idoiranyu derivaltak eltéro szaman keresztiil keriil beve-
zetésre. Ezen til a Horava-gravitaciéo majdnem pontosan ugyanezen a helyen taldl
fixpontot. Megallapithatjuk, hogy az anizotropia a fixpontot nem-gaussibol gaussi-
va alakithatja, illetve az AB gravitaciét aszimptotikusan biztonsagos elméletbdl
aszimptotikusan szabad elméletté valtoztathatja.

5.3.3.3. Infravoros evolicio

A W fejlédése azt mutatja, hogy az IR-ben megérzi a GFP kozelében vett kezdeti
értékét a szimmetrikus fazisban, tehat ez a fazis 6rzi a Lorentz-szimmetriat. A
GFP-bol tekintve az UV és az IR iranyban is van az RG skdlanak egy széles
tartomanya, ahol a W konstans marad, margindlis az evolucidja. Ez azért fontos,
mert tudjuk, hogy az RG modszer Lorentzszimmetria-sértd, azonban a W konstans
volta arrol gyézhet meg benniinket, hogy a blokkositasbol szarmazo szimmetriasértés
elhanyagolhato, ezért azok a véaltozasok, amit a W-ben latunk az UV-ben és az IR-
ben, mar nem az RG mddszer miatt jelennek meg, hanem valodi szimmetriasértésnek
lehet azokat tekinteni. A szimmetriasértett fazis IR irdnyaban sokaig nem séril a
Lorentz-szimmetria, azonban szingularitas kozvetlen kozelében ismét séril.

A ¢ csatolas az IR-ben a szimmetriasértett fazisban szingularitast mutat. Ha-
sonldan viselkedik a g és a A is. Utobbiak skalafiiggését az abran szemléltetem.
Az UV-ben azt lathatjuk, hogy a A csatolas véges pozitiv értékhez tart, ami a
Reuter-fixpontnak megfelel6 érték. Valéban, a Reuter és az 1j UV fixpont kézott
egyedill a A\ nem valtozik. Az UV felé haladva a Newton csatolas n6, majd egy
nagyon sziik tartomany utan csokkenni kezd, nulladhoz tart. A g az IR-ben is pozitiv
marad és monoton csokken az IR felé, mig a \ a végtelen felé tart, illetve pozitiv
marad a szimmetriasértett fazisban, és el6jelet valt a szimmetrikus fazisban.
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5.6. dbra. A X és g csatoldsok futédsa a szimmetrikus fazisban (bal oldali dbra), és a szimmetriasértett
fazisban (jobb oldali dbra). A kiilénboz6 trajektoridk a abranal hasznalt W; kezdeti értékeknek
felelnek meg.

A )\ és a g csatolasok ugyanazt a viselkedést mutatjak az IR-ben, amit a 2
paraméteres AB gravitacié RG-analizise soran kaphatunk, tehat az 0j csatoldasok
az IR tartomanyban nem befolyasoljak az evoliciot.

A [ fejezetben ismertetett analizissel vizsgalhat6 a szingularitdsndl meglévé
skalazo tulajdonsagok. A szimmetriasértett fazisban az RG trajektoriak nem ko-
vethetdk t tetszolegesen kis értékéig, mert a béta fliggvényekben szingularitas van,
amely a propagator pélusanal jelenik meg. Ezért van egy véges kritikus ¢, hatar-
érték, ahol az RG fejldés megall. Hasonl6 tipusu skalazasi viselkedést taldlunk
mas modellek esetében is [T17, 132, [122], ezt részletesen elemeztem a [4] fejezetben.
Ahogy korabban irtam, a ¢* elméletben ugyan elkeriilhetd a szingularitds, de az
AB gravitaciéban nem. Az IR skéalazasnal a W-t a t — t. figgvényében abrazolva
a fixpontoknal szokvanyos skalazasi tulajdonsagot talaltam. Az alapjan jol
lathat6, hogy W ~ (t —t.).
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5.7. dbra. A W skélazasa a szimmetriasértett fazisban a t. kritikus levagas kozelében.

A szimmetrisértett fazis IR limeszében sériilé Lorentz-szimmetria fizikailag
relevansnak tiinik, mert a mi vilagunk kozmoldgiai allandoja ebben a fazisban van.
Ugy tiinik, hogy az RG-médszer alkalmazhatésaganak hatéra egybeesik a Lorentz-
szimmetria sériilésével. A szingularitas arra utalhat, hogy a fizikai rendszer leirasa-
hoz 1j szabadsagi fokokra van sziikség, és valdszintisitheto, hogy az j médusok nem
rendelkeznek Lorentz-szimmetriaval. Megjegyezziik, hogy az alacsony energiaju
folyamatok a nem-relativisztikus tartomanyba esnek, ezért a Lorentz-szimmetria
elvesztése nem annyira meglepd, akar egy relativiszikus-nemrelativisztikus atmenet
jelét is lathatjuk.

Maés eredményekkel 6sszhangban [I70] arra kovetkeztethetiink, hogy az RG
blokkositdas dinamikusan sérti a Lorentz-szimmetriat az UV limeszben. A szim-
metriasértésnek tobb oka is lehet, de az minden bizonnyal kizarhato, hogy az RG
modszer okozza a szimmetriasértést. Tudjuk, hogy a Litim-regulator explicit médon
sérti a Lorentz-szimmetriat, esetleg a CS séma adhatna Lorentz-szimmetrikus regu-
latort, azonban ez utobbi nem hasznéalhaté az AB gravitaciéban, mivel a 4-dimenzios
integralokat divergenssé teszi, és tovabbi regularizaciot igényel, dltalaban egy uj UV
levagas formajaban, amely szintén sérti a Lorentz-szimmetriat. Megjegyezziik, hogy
az UV limeszben a Litim-regulator Lorentzszimmetria-sértése gyengiil, mivel az
RG skéla a végtelenhez tart, és a szimmetria a £k — oo limeszben helyredll. Ez azt
jelenti, hogy a Lorentzszimmetria-sértés nem érzékeny a reguldtor megvalasztaséra,
amit a W-re kapott eredményeim is megerdositenek.

Megmutattam, hogy az AB graviticio konform redukdlt alakjdiban, amennyiben
a tér és idd iranyu hulldmfiggvény renormdlast hagyjuk egymdstol fiiggetlendil
fejlodni, akkor a Reuter-fixrpont csak kozelitoleg fixpont, amely a Lorentz szimmetria
sériléséig jo kozelitésnek tekinthetd, azonban névelve a skdaldt a szimmetriasértés
elmossa a Reuter-fixrpont kozelében lévd skdldzdst. Tovdabb haladva az evolicioban
eqy uj fixpont jelenik meg, amely dsszeeqyeztethetd a Horava-féle gravitdcios modell
gravitaciomentes UV fixzpontjival, ahol a futé Newton-dllando nulldhoz, mig a futé
kozmolégiai dllandd véges pozitiv értékhez tart [171).
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5.4. Az aszimptotikusan biztonsagos gravitacio
nyitott kérdései

Osszefoglalva az el6z6 fejezet eredményeit, elmondhatjuk, hogy a kvantumelmélet és
a gravitacio egyesitésének egyik igéretes modelljét talaltuk meg. Az AB gravitacio
konzisztens médon feljavithaté modellt ad, ahol 1ényegében minden komolyan veheté
valtozat tartalmazza a Reuter-fixpontot, ezzel funkcionalisan renormalhatova téve
az eredményt. Azonban a kisérlettel vald dsszevetés hidnyaban ott lehet benniink a
kérdés, hogy a modell valoban alkalmas-e a kvantum- és a gravitacié elméletének
egyesitésére. Ezen a ponton szeretnék hangot adni ennek a kételynek. Az alabbi
pontok koziil tobbet érintettem a dolgozatban, és szamos kérdésrol olvashatunk
cikkeket a szakirodalomban, ahol komoly eréfeszitéséket tettek a kutatok ezek
megvélaszolasara [123].

1. A Reuter-fixpont UV fixpont, azaz a k RG skéla tart a végtelenhez, emiatt k
levagési skalat a végtelen felé kell tolnunk. Ez ellentétes az RG blokkositasi
irannyal. Az elgondolas azt feltételezi, hogy az elméletben nincsenek irrelevans
csatolasok, amelyek felnénének az UV-ben. A perturbativ renormalasnal is
hasonloképpen jarunk el, csak a relevans csatolasokat kovetjiik az evoltcio
soran. Ha igy jarunk el, akkor viszont kizarjuk annak a lehetoségét, hogy 1j
kolesonhatas jelenjen meg az UV-ben. Ez ellentmond annak a varakozasnak,
hogy a részecskefizikaban a Planck-skédla kornyékén 1j fizika jelenik meg [I71].

2. A Standard Modellben az abeli és skalaris terek csatolasai véges k skalan
divergalnak, irrelevansak, azaz UV Landau pélussal rendelkeznek. Az AB
gravitacié kiterjesztései (akar a teljes Standard modellel vett kiterjesztése)
elvileg funkcionélisan renormalhatd, azaz nem szabadna irrelevans csatolast
kapnunk. Nem tudjuk, hogy ez a probléma megoldodik-e az AB gravitacioban.
Amennyiben igen, akkor az a trivialitas kérdésére is valaszt adhat.

3. A Reuter-fixpontot eredetileg euklideszi téridében talaltak meg, viszont Lo-
rentz szignaturaban is latnunk kellene. Egyre tobb kutatas targyalja a modellt
Lorentz szignaturaban, emellett a skalar- vagy mértékelméleteket is tjratar-
gyaljak Lorentz formalizmusban. Ehhez kapcsolodéan megemlitem, hogy
az RG modszer nem fogalmazhaté meg Lorentz invaridans moédon. Egyrészt
a k skala, mint négyesimpulzus nem hasznalhatd, masrészt nem ismeriink
nem-perturbativ Lorentz invaridns regulatort [152].

4. A QCD-ben nagy energidkon a Lorentz-szimmetria sériill. Az AB gravitacié-
ban az UV skélan ezt meg kell talalnunk. Euklideszi formalizmusban ez nem
lehetséges, mert Lorentz szignaturaban kell dolgoznunk. A Reuter-fixpont
fenntartja a csatolasok értékét UV-ben, nem engedi, hogy 1j fizika jelenjen
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meg a Planck-skala kornyékén, a Lorentz-szimmetria is fennmarad. Egy le-
het6ség ennek a problémanak a feloldasara feltétezni, hogy a Reuter-fixpont
csak kozelitoleg fixpont, amely a Lorentz-szimmetria sériilésének skalajaig jo
kozelitésnek tekinthetd, azonban tovabb novelve a skalat a szimmetriasértés
4j skalazasi tartomanyt hoz létre [123]. A megjelené 4j fixpont a megkozeli-
téstol fiigg, az eredményeim alapjan 6sszhangba is kertilhetiink a Horava-féle
gravitaciés modellel, ahol egy gravitaciémentes UV fixpontot talalhatunk,
mert a Newton-csatolas nullahoz tart, a kozmoldgiai-csatolas pedig véges
pozitiv értékhez [171].

. Az RG mddszer skdlakon ativel6 trajektoridja kiillonb6zo elméletek kozott
teremt hidat a gravitaciés elméletben is. Joggal feltételezhetjiik, hogy a
kvantumgravitacio alacsony energian a klasszikus gravitacios elmélethez koze-
lit. Fontos azonban hangstulyozni, hogy az RG maddszerrel kapott alacsony
energias viselkedés nem a modell klasszikus, hanem kvantumos valtozata.
Sajnalatos médon azonban az RG moédszer egyeldre adés olyan trajektoriaval,
amely ativel a kvantumos és a klasszikus elmélet kozott. A gravitacional ez
alapveto kivanalom foleg azért, mert csak a klasszikus gravitacié kapcsan
vannak mérési eredményeink. Sajnos a kvantum-klasszikus atmenet leira-
sat sokkal jobban megalapozott elméletek esetén sem sikeriilt megoldanunk.
Példaként emlithetem a QED-t, amelynek jol ismert a nagyenergias kvantu-
mos viselkedése, ahogy az alacsony energids klasszikus elmélete, még sincs
a szakirodalomban olyan RG targyalas, amely olyan trajektériat mutatna,
amely a két tartomanyt osszekoti. A kvantumos viselkedésbdl a klasszikusba
torténd atmenet kérdése az RG mddszer altalanositasat koveteli meg, ez zart
idétengelyes formalizmusaban lehetséges [172].

. A kvantumgravitacié perturbativ médon nem-renormélhat6. Emiatt a hurok-
kifejtés minden rendjében 1j, divergens vertex jelenik meg, erre példa a
2-hurok kozelitésben vett Goroff-Sagnotti ellentag, ami egy ugyancsak nem
renormalhaté csatoldst vezet be [I73]. Ezeket kénytelenek vagyunk egyesével
vizsgalni a Reuter-fixpontnal, és, meg kell gy6zodniink arrél, hogy ott relevans
csatolasokka valnak, amely biztositja a renormalhatésagot.

. Az AB gravitaci6 joslatai kisérleti tton nem ellendrizhetok, emiatt nem
tudjuk eldonteni, hogy a modell helyesen irja-e le a kvantumgravitaciot.
Amennyiben kvantitativ elemzésre vagyunk, nem szerencsés az RG mddszert
segitségiil hivni, hiszen ahogy t6bbszor hangsulyoztam mar a dolgozatban, az
RG médszer inkabb a modellek kvalitativ megismerését segiti elé. Egy modell
fazisszerkezetének feltérképezésére kivaldoan alkalmas, de példaul kritikus
exponensek pontos szamitasara mas elméleti moédszert érdemes valasztanunk.
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Véleményem szerint nem is az a fontos, hogy létezik-e a Reuter-fixpont, hanem
hogy ezek az eredmények adtak-e inspiraciot tovabbi kutatasokhoz. Az AB
gravitdcioban az RG moédszerrel kapott eredmények lehet, hogy pontatlanok,
javitasra (vagy cserére) szorulnak, de abban mindenképpen segit benniinket,
hogy egy olyan globalis képet alkossunk meg, amely ativel a kiillonb6zo RG
skalakon érvényes elméleteken. A legtobb fizikai elméletet tigy definialjak,
hogy az csak egy adott skdlatartomanyban érvényes, amelyben jol ismertnek
tekinti a kolecsonhatasokat. Abban mutatkozik meg az RG modszer valodi
ereje, hogy alkalmas arra, hogy a skdlatartomanybol kilépve meghaladja az
elmélet kereteit, és egy masik elmélethez vezessen benniinket.
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6. fejezet

Renormalas valos idoben

Az RG modszer hagyomanyos euklideszi, képzetes ideji formalizmusa mellett egyre
nagyobb igény merilt fel a valés idejli renormalds kutatasara. Ezt féként az AB
gravitaciés vizsgalatok motivaltdk, de koncepciondlisan is fontos kérdés, van-e
kiillonbség a képzetes és valds idejli formalizmussal kapott eredmények kozott.

A valds idejit RG médszer a zart idétengelyes (closed time path, CTP) formaliz-
mus keretében fogalmazhat6é meg konzisztens médon. Elsddleges célom a CTP RG
egyenletek megalkotasa volt, azonban ez olyan sok elvi és gyakorlati kérdést vetett
fel, amelyekkel el6szor egyesével szembe kellett nézni, miel6tt a CTP renormalast
hasznalni tudtam volna.

Az elso alapvet6 jelentéségli kérdés az RG modszer és a nyilt rendszerek kapceso-
lata volt. Az RG modszerben szabadsagi fokokat elimindlunk, emiatt értelemszertien
a modszer sokszabadsdgi foku rendszerek vizsgalatara alkalmas. A nagyenergias
modusokat kiintegraljuk, és az alacsony energias modusokra egy effektiv elméle-
tet kapunk. A WH-egyenletben egy gombhéjban 1évé modusokat eliminalunk. A
gombben 1évé médusok a fizikai rendszerhez tartoznak, ezeket a szabadsagi fokokat
megfigyeljiik. A rendszertol megkiilonboztetjik a kornyezetet, az utobbihoz tartozo
moédusokat nem figyeljiltk meg. A gombhéj médusai az RG blokkositas elétt a
rendszerhez tartoznak, azok az eliminacié utan mar a rendszert koriilvevo kornyezet
részeivé valnak, ezeket a médusokat mar nem kovetjiikk. Ez kuleskérdés az RG
modszerben, ugyanis az eliminalt moédusok a rendszerbdl a kérnyezetbe keriilnek,
ezaltal nyiltta téve az eredetileg, a levagas skalajanal még zartnak tekinthetd fizi-
kai rendszeriinket. Ez azt jelenti, hogy az RG moddszer szerint a zart rendszerek
vizsgélata inkonzisztens.

A wilsoni renormalés a rendszert zartnak tekintette. Klasszikus fizikdban a kor-
nyezeti effektusok minimalizalhatok, és valéban elhanyagolhatova valhat a kornyezet
hatasa. Ezzel szemben a kvantummechanikaban az 0sszefont allapotok hatasa a
rendszer-kornyezet viszonyra mindig fontos. Ha egy Osszefont részecskepar mindkét
részecskéje kezdetben a rendszerhez tartozik, és az RG blokkositds utan az egyik
részecskét ebbdl elimindljuk, akkor az a kornyezethez fog tartozni. Az eredeti, 6ssze-
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font részecskepar blokkositasi 1épés utan rendszerben maradt részecskéjét olyan
strtiségmatrixszal jellemezhetjiik, amely kevert sokasaghoz tartozik, az egyszeriiség
kedvéért ugy fogalmazok, hogy a rendszert kevert allapot irja le.

A gondolatmenet szerint a tradicionalis wilsoni renormalas hidnyos. Ahhoz, hogy
pontosabba tegyiik az RG modszert, meg kell hataroznunk az 6sszefont allapotokbdl
szarmazdé jarulékot is. Feltehet6 a kérdés, hogy fontos-e a kevert allapotok jaruléka?

A kvantumtérelméletben el6szor a renormélhaté elméteket vizsgdltak, ahol a
csatolasok relevansak. Azonban révid id6 alatt kidertilt, hogy a legtobb realisztikus
elmélet (a Standard Modell is) tartalmaz irrelevans csatolasokat, amelyek az UV-ben
divergalnak. Erre példa a skalartér onkolcsonhato csatolasa, vagy az elektromagneses
kolesonhatas finomszerkezeti allandoja, melyek béta fiiggvénye szingularissa valik az
UV felé haladva. Ahhoz, hogy ezt megakadalyozzuk, bevezethetiink egy UV levagast.
Altaldban az irrelevans csatolasok kezelésénél is hasonlé médon jarhatunk el [I61].
A részecskefizikdban a QCD az egyediili realisztikus modell, amely aszimptotikusan
szabad, és nincsenek benne irrelevans csatolasok. Azonban a hurok korrekcidk
szamolasanal ott is sziikségiink van a végtelen integralok regularizacidjara, tehat
ott is be kell vezetniink egy UV levagast (vagy maésfajta reguldtort).

Ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy a realisztikus kvantumtérelméletekben van
UV levagas, ami azt jelenti, hogy a levagas f6lotti médusok nincsenek figyelembe
véve, azt mondhatjuk, hogy azok a kornyezethez tartoznak. Azt gondolhatnank,
hogy nincs okunk feltételezni, hogy a levagason tuli moédusok befolyasoljak a
rendszer viselkedését, azonban ez nem igaz. Akar a Bevezetésben emlitett globalis
renormalasi csoport képre, akar arra gondolva, hogy a Planck skalan 4j fizika
jelenlétét varjuk, azt kell feltételezniink, hogy az UV leviagds olyan modusokat
tartalmaz, amelyek ismereteinken til vannak. Tudasunk hidnyaban nagyon naiv
az a gondolat, hogy azok nincsenek befolyassal az alacsony energias megfigyelt
rendszeriinkre. Az el6z0 fejezetben mar irtam arrol, hogy a Planck-skdlan megjelend
1j fizika megjelenését a Reuter-fixpont megakadalyozza. Ehhez hasonléan maga az
RG modszer az UV levagéas bevezetésével azt feltételezi, hogy nincs a levagason tul
érdekes fizika, mintha minden modell renormalhat6 lenne. Természetesen ez nem
azt jelenti, hogy a moédszer vagy a Reuter-fixpont zsdkutca, hanem, hogy mindig
figyelni kell arra, hogy az UV levagassal nem tavolitunk-e el valami fizikailag fontos
effektust, és amennyiben lehet, pontositsuk a leirast.

Az el6z6 fejezet végén beszéltem arrdl, hogy az anizotrép téridé segithet a
Reuter-fixponton tuli fizika feltérképezésében. Az RG mddszernél is gondosabban
kell eljarnunk. Komolyan kell venniink, hogy az RG mddszer nyilt rendszereket
targyal, és szembe kell nézniink ennek minden kellemetlen kévetkezményével. A
nyilt rendszerek targyaldsa sokkal bonyolultabb, hiszen példdul energiamegmaradas
sincsen. Azonban a bonyolultsaga gazdagabba is teszi ezeket a rendszereket.

A CTP formalizmust egyre szélesebb kérben alkalmazzak a kvantumelméletben,
emellett jelentds klasszikus fizikai aspektusai is vannak [174] 175, 176]. A CTP
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formalizmust el6szor a Heisenberg reprezentaciéban megfogalmazott perturbacios
kifejtésre dolgozték ki [177, 178, [I79], a késébbi felhasznalds azonban egyre inkabb
a nyilt kvantumrendszerek felé iranyul, ahol a rendszer-kornyezet szétvalasztas
fontos szerepet jatszik az adott fizikai problémaban. A dekoherencia [180), [I81], ami
a kvantumrendszerek klasszikus hataresetének sziikséges feltétele, a makroszkopi-
kus kornyezet figyelembevételével értelmezhet6 [182) [183] [184) 185 [186], 187]. A
kollektiv moédusok, mint rendszer és annak kornyezetének koélecsonhatasa, kulessze-
repet jatszik a nemegyensilyi folyamatok targyaldsénal is [I88] [189]. A kvantum
disszipativ rendszerek vizsgalatanak az alapja szintén a rendszer-kornyezet mo-
dusok szétvalasztasa, amely sok mas lehet6ség mellett a CTP formalizmusban is
megadhaté [190, [191]. Ezekben a modellekben a kornyezetet altalaban egy termikus
egyensulyban 1év6 hétartalynak képzeljiik el. Nanofizikai, szilardtestfizikai vagy
optikai rendszerek leirdsa elképzelhetetlen nyilt kvantumrendszerek nélkiil, ahol
a kornyezettel val6 kolesonhatds mindig fontos [192]. Szintén hasznaljak a CTP
formalizmust a nagyenergias fizikaban a véges homérsékletii térelméletektdl [193] az
asztrofizikdig [194]. A kvantummechanika palyaintegralos megfogalmazasa alkalmas
a CTP formalizmus megalkotédséra [195], a szamitdsaim is ezen alapulnak.

Az RG modszert mar altalanositottak a CTP formalizmusra, és alkalmaz-
tak azt akdr a ¢* modellre is [196, 197, 198], vagy kvantumpontokra [199], nyilt
elektronrendszerekre [200], a transzportfolyamatok megértésére [201], a csillapitas
értelmezésére [202], az inflaciés dinamikéara [203], a kvantumkozmoldgiara [204],
vagy akar a kritikus dinamikéra is [205, 206, 207, 208 192]. Szintén lehetséges
a Bose-Einstein-kondenzatum viselkedésének leirdsa [209, 210], 211], a spektralis
fliggvény szamitasa [212, 213], vagy a mértékelméletek valds idejii dinamikajanak
meghatarozéasa [214] CTP-ben. Ugyancsak alkalmazzak a CTP RG médszert szto-
chasztikus térelméletekben is [215]. Mindezek mellett nagyon komoly irodalma van
a valds idejii RG médszernek a 2PI formalizmusban is [216] 217, 218 219]. A ska-
larelméletek egy-hurok renormalhatosagat a multiplikativ RG moddszer segitségével
CTP-ben szintén részletesen analizaltdk [220].

Célom a ¢* modell, mint a legegyszeriibb nem-trivilis skalartérelmélet CTP
RG vizsgalata. Az el6z6 bekezdések alapjan az RG médszer megkoveteli, hogy nyilt
rendszerként tekintsek a modellre. Megjelennek olyan kolcsonhatasi vertexek, ame-
lyek a nyilt dinamikat irjak le, ezeket nyilt csatolasoknak nevezem. A targyalasban
fontos szerepet kapnak a kevert allapotok, amelyek a blokkositas soran eltavolitott,
eredetileg 0sszefont modusokbdl szarmaznak. Nyilt rendszerek targyalasanak egyik
lehetséges médja a CTP vagy Schwinger-Keldysh formalizmus [177, 178, [179].

A tradicionalis RG médszer az atmeneti amplitid6 invariancidjan alapszik,
emiatt abban kevert dllapotok nem szerepelnek. Ahhoz, hogy azok is megjelenjenek,
a striiségmatrixot kell hasznalnunk. A koévetkezo fejezetben a nyilt rendszerek
lefrasat mutatom be CTP formalizmusban.
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6.1. Nyilt kvantumrendszerek

A k skala csokkentésekor fokozatosan eliminédljuk a mdédusokat, amelynek kovetkez-
tében a rendszerben kevert allapotok jelenhetnek meg. Eloszor megnézem, hogyan
éptl fel a CTP formalizmus zart rendszerek esetén.

6.1.1. ZArt rendszerek

Egy zart rendszer stiriségi matrixanak alakja:
plt. @ ) = (@4 |U(t7, 1) plt)U (1, 1)|2), (6.1)

ahol p(t;) a kezdeti stirtiségmatrixot jeloli, U(ty, t;) pedig a zart dinamika id6fejlédési
operatorat. A palyaintegral kifejezése:

p= [ Didlesie, (6.2)

ahol ¢ = (¢, ¢_) a térdublettet jeldli a két idétengelyre vonatkozoan, az integralas
a ¢ (tr,x) = DL (x) térkonfiguraciok felett torténik, a hatds alakja S[@] = S[p,] —
S*[¢_] adja, S[¢] a zart elméletben.

A kvantumtérelmélet generdlé funkcionalja a tiszta allapotok kozotti atmenet
amplitadéjaval adott, (®¢|U(ts,t;)|P;:), ezt nevezzik egyid6tengelyes (single time
path, STP) sémanak. A egyenlet valtozéinak megkétszerezddése a bra és
a ket terek eltéré kvantumfluktuaciéjanak felelnek meg. Zart dinamikanél erre
nincs szitkség, mert a tiszta kezdeti allapotokra (P4 |p(t;)|P_) = V(P4 ) ¥ (D) a
fluktuaciok fiiggetlenck és azonosak. A[6.2]egyenlet stirtiségmatrixa nyilt idépalydhoz
(open time path, OTP) tartozik, mivel a pélyaintegral kiilonb6z6 végpontokkal
rendelkezik.

6.1.2. Nyilt rendszerek

Azt teszem fel, hogy a ¢ tér tartozik a rendszerhez, annak dinamikajat kovetem.
Ez kolesonhatasban van egy masik térrel, a ¢-vel, amely a kornyezetet jellemzi.
A hatds S[o, ] = Ss[¢] + Se[d, ¢] tagokra bonthatd, ahol az elsé tag a rendszert,
a masodik a rendszer-kornyezet kolcsonhatast irja le. Annak érdekében, hogy a
kornyezet csak a megfigyelési ido alatt hasson a rendszerre, feltételezziik, hogy
a rendszer és kornyezete a kezdetben nem oOsszefontak, ami azt jelenti, hogy a
kezdeti slirliségmatrix a kévetkezéképpen faktorizalhatod: p(t;) = pso(ti)peo(ti). A
megfigyelt rendszer redukélt stirtiségmatrixa

plty, B, @) = (@4 Tr,[U ey, 0)p(t)UT (8, 1,)]| @), (6.3)
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A

ahol a kornyezeti szabadsagi fokokat "kitrace'-elem. Az effektiv hatds S[¢] =
Sslo4] — SE[p—] + Sins1|@] alakd. Az influencia funkciondl irja le a nyilt dinamikét
[195]:

6Z‘Sinfl[¢;] — /D[@] eiSe [¢+7‘P+}_i5’: [¢*750*], (64)

ahol az integralds a ¢ (t7,x) = p_(tf,x) térkonfiguracidkra torténik, és a kezdeti
stirtiségmatrixszal valé konvoliucidja a rendszer-kornyezet kolesonhatast jelzi.
Hasznos az effektiv hatast a kévetkez6 formaban irni:

A

Sle] = Si[p4] — Silo-] + Salét, o-], (6.5)

ahol szétvalasztottuk a fiiggetlen és a csatolt idotengelyek jarulékat. A bra és a
ket fluktuaciok fiiggetlenségét tiikrozi a hatds egyszerti additiv szerkezete. Az STP
jarulékok az S; tagokban vannak, a zart, konzervativ kolesonhatésokat foglalja
magaban. A két idGtengely kozotti csatolas jaruléka az Ss-ben van, ez a nyilt
dinamikaért felelos, a bra és ket fluktuaciok korrelaciéit tartalmazza, ekkor a
redukélt siiriségmatrix kevert allapotot ir le [175].

A zart rendszer generalé funkcionédlja CTP formalizmusban alkalmas a varhato
értékek kiszamitasara:

Z[5%,57) = Te[U(ty, ti; 5 piU (t, i —57)], (6.6)

ahol p; a kezdeti slirliségmétrix, j© és j~ a térhez linedrisan kapcsolt forrasokat
jelolik. A sémat az teszi alkalmassa a redukalt striiségmatrix kiszamitasara, hogy
az id6fejlodés szabadon torténik, szemben a kvantumtérelmélet hagyomanyos for-
malizmusaval, ahol mind a kezdeti-, mind a végallapotok rogzitettek. A generald
funkcional palyaintegralos formaban megadhato6 a

205) = [ Dlgletsiari [ i (6.7)

alakban.

6.1.3. A propagator

A CTP hatas szabad része a szabad propagéator inverzébdl kaphaté meg, amely

alakja:
. T(¢ety]  dydu
Dy =Top (T ) o9

és a szabad general6 funkcionalbdl adodik:

ZOD\] _ 6_%fdzdy3xﬁ0z,y3y‘ (69)

81



sandor nagy 161 23

A kapott blokk-struktira

) nini N i
<D +1iD D +2D>’ (6.10)

D=\pr+ipi —pr+ip

alaki, amely harom valés fiiggvénnyel parametrizalhaté, ahol a D" és D/ fiiggvénye-
ket a klasszikus elektrodinamikéval analég mdédon kozeli és tavoli Green-fiiggvénynek
nevezzik. A fiiggvények impulzustérben

n 1
Dy, = sz 2’
Df, = —iné(p* —m?)sign(p’),
D, = —imd(p® —m?) (6.11)

alaktiak. Amennyiben a hatas szabad része mellett megjelenik a kolcsonhatés, akkor

A A

azok S[¢] = Sol¢] + Si[¢], a CTP valtozokban pedig S[¢] = So[p] + Si[¢T] — Si[¢7]
alaktiaknak tételezem fel, és erre végzem el a [6.7] egyenletbeli ttintegralt. Az
integralas fiiggetlen palyakon torténik szabad kezdeti és végso feltételekkel.

6.1.4. Fa-szintd renormalas

A CTP formalizmusban a blokkositott hatas teljesen hasonlé médon kaphaté meg,
mint az STP esetben. A csupasz hatast £ = A-nal adjuk meg, és egy infinitezimalis
lépésben a k — k — Ak géombhéjban integralunk. A nyilt rendszerre vonatkozé
gondolatmenetet kovetve a k — dk < |p| < k impulzussal jellemzett ¢ mddusok a
kornyezethez, amig a |p| < k — Ak impulzusi ¢ médusok a rendszerhez tartoznak.
Ennek megfelel6en a blokkositas

o Sk-ak[d] :/D[@]eéSk[¢3+¢] (6.12)
alaku. LPA-ban a hatéas lokalis része:
1 NN ~
Sild] = 5 [ dadyd. D30, — [ da{U(6}) = U(o;)] (6.13)

ahol az els6 tag az inverz szabad CTP propagator, a tovabbi tagok pedig az egyes
idétengelyekhez tartozo lokélis potencidlokat jelolik.

A vizsgalat kozben egy olyan dologra bukkantam, amely alapjaban véve val-
toztatja meg az RG modszerrdl valdé gondolkodasomat. Az deriilt ki, hogy éles
levagas esetén az eltavolitott tomeghéj egy nyeregpontot tartalmaz, amely a biloka-
lis potencialhoz ad jarulékot, és relevans kolcsonhatast eredményez. Ez motivalja a
nem-lokélis tag bevezetését a hatasba

So[d] = — / drdyV,_,(3s, &,). (6.14)
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« /7

fiiggetleniil megjelenik, azonban az éles levagast hasznalé WH-egyenlet esetén az
analitikusan megkaphat6. A Polchinski egyenlet esetén is van nyeregpont, de azt
numerikusan kell kiszamolnunk. A nem-lokalitds megjelenése onnan is nyilvanvalo,
hogy a CTP propagator nem-diagondlis része valodi, tomeghéjon 16v6 részecskéket
ir le, amelyek téridoben nem-lokalisak.

Az eredmény azt jelenti, hogy a WH-egyenlet (a kevert allapotok jarulékanak
hidnya utén) Gjabb hidnyossagara dertilt fény. Figyelembe kell venni a nyeregpontot
az elimindcional, ami sziikségessé teszi egy nem-lokdlis tag figyelembevételét a
potencidlban. Mivel ezt még a szakirodalomban senki sem szamolta, ezért elso
célom a nyilt rendszer olyan evolucidja volt, ahol fa-szinten szamoltam, azonban

A Wetterich-egyenlet esetén szintén megjelenik ez a jarulék, de szamolni re-
ményteleniil bonyolult. A hatas kinetikus része szintén tekintheté nem-lokalis
tagnak, mert diagonalis az impulzusban, tehat nem-diagonalis a koordinataban.
Minden lokalison tili tag (pl. a regulator is) nem-lokalisnak tekinthetd. Altaldban
a nem-lokalis tagok p?/A2-tel vannak elnyomva, és kvéazilokalisnak nevezziik Sket
[221]. Ez vezet el a nem-lokalis tagok kis tédvolsdgokon (nagy impulzusokon) vett
gradiens kifejtéséhez. Ezzel két tjabb nehézséggel kell szembenéznink. Az elso,
hogy a gradiens kifejtés levagas kozeli impulzusokhoz tartozik (vagy azon til), mi
pedig arra vagyunk kivancsiak, hogy kis impulzusoknal (a k IR értékénél) hogyan
valtoznak a fizikai tulajdonsdgok. Sajnélatos modon sima levagéas esetén a gradiens
kifejtés hatasa csak ugy jelenhet meg az IR-ben, hogy a levagas simasdga miatt
nincs teljesen szétvalasztva az UV és az IR fizika, emiatt valamennyi UV effektus
mindig le tud szivarogni az IR-be. A bilokalis megkozelités annyiban mindenképpen
hatékonyabb, hogy a bilokalis tag mindig ott valik fontossa, ahol az annak megfe-
lel6 impulzus van. Ezt tehetjiik kozel a k skalahoz is. A masik kérdés a gradiens
kifejtés megbizhatosidga: amennyiben renormalhaté az elmélet, akkor a A — oo
limesz biztositja a sorfejtés konvergenciajat, sot azt is, hogy a végtelen levagas
lokélissa teszi az elméletet. Azonban nem-renormalhaté elméletek esetén ez nem
igaz. Korabban mar érveltem amellett, hogy a funkciondlis RG modszert gyakran
(tévesen) csak renormalhaté elméletekre hasznéljak, holott pont a nemrenormélhatoé
elméletekre dolgozték ki. Utébbi esetben nem tudjuk a A — oo limeszt venni, tehat
mindenképpen maradni fog a modellben egy maximalis impulzus, ami egy minimélis
tavolsagnak felel meg, tehat a nem-lokalitas elkeriilhetetlen.

A gondolatmenet megmutatja, hogy a gradiens kifejtés és a bilokalis potencial
egy tordl fakad, ugyanannak a problémanak két megkozelitését adjak. Ha a modell
renormalhaté, akkor a két modszer egymasnak hataresete is lehet: a gradiens kifejtés
infinitezimalis bilokalitasnak felel meg.

Ahhoz, hogy megtaldljam a palyaintegral nyeregpontjat, meg kell oldani
a mozgasegyenletet p-re, adott gg—nél. Mivel csak a O(Ak) rendli tagokra van
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sziikség, ezért elegendd a linearizalt egyenletek nyeregpontjat kiszamolni, azaz
a D7'¢ = L egyenletet megoldani, ahol (D17 = (Dg')>? — 677 cU"(¢°) a
kornyezeti propagator inverze. Magat a kornyezeti propagatort a

4
A (k) — d —i(z—y)q
DY, = [ grpiollal = K)Dye (6.15)

kifejezés szerint értelmezem. Bevezettem a

U'(65) =2 [ dydug Ve o (92, D) (6.16)

figgvényt. A bilokalis potencial formalisan felirhat6 fa-szinten:
Vi (6ay ) = Z oa'U'(67) DN U (67, (6.17)

ahol

2 d4q i(z—
D) = [ Gryi©lal = DO ~ lal) Dye s (6.18)

a teljes propagator, amely tartalmazza az Gsszes eliminalt modus hatasat. A lokélis
potencidl fa-szinten nem fejlédik, U(¢) = Ug(¢) ahogy a tomeg sem, m? = m%. A
egyenlet azt mutatja, hogy elindul a nem-lokalis tag fejlodése. Ez egy nagyon
fontos eredmény, mert ez a kulcsa, a rendszer-kornyezet kolecsonhatés leirasanak.

A hagyomanyos renormalasban nem szerepelnek az osszefonédasbdél szarmazo
kevert allapotok. Az Osszefont allapotoknak nincs klasszikus fizikai megfelel6je. Az
altalam ismertetett modszer tartalmazza az 0sszefonddasbol szarmazé jarulékokat.
Emiatt, megkiilonboztetésiil a hagyomanyos renormalasi csoport modszertdl, az 1j
modszert kvantum renormalési csoportnak neveztem el.

6.2. Nem-lokalis evoliucio

c s

c sz

« sz

Eldszor a ng4 modellt vizsgaltam [15]. A hatéds most

§=8bd+ [ U0+ [ Virylren) (6.19)
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alakban irhaté, ahol a y valtozé a ® kondenzatum koril fluktual. A lokalis és
bilokalis potencialok alakja:

g
Ulx) = Zﬁx”,
n=2 :
N
V,_
‘/ZI:— 7 — r—yY,m,n _m n 6.20
(X1, X2) m;ﬂ TG (6.20)

A numerikus szamolasokban N = 6-t hasznalok 3d-ben. A fa-szintii teljes bilokalis
fejlédés az impulzustérben:

1 1
ARV, (x1, x2) = QkDékak’k) %Vy(x1,0) + 2U/(X1)} [81‘/;(0, X2) + 2U/(X2>} :
(6.21)

Két kiilonbozo forrasbol van jarulékunk: a lokalis potencialbdl a nyeregpont miatt,

« sz

. 1
Vq{fn,n = —hk {2(Vq,m+2,n + ‘/;J,m,n-I-?)/pDz(?k) + /pDz(?k)Vp—qm-i-l,n-i-l} . (6'22)

Osszefoglalom a 3d-ben N = 6-ra a kapott evolticiés egyenleteket. A fa-szintii
evolucio:

_ 1 \?
Ak‘/[]7373 = 2D((1k Ak,k) (‘/(17371 + 294) s (623)
a lokalis csatolasok evolucidja pedig
SR L )
2 = Tyn w2’
N :
o= — (35— 5 ) -6V
94 47'('2 ( Ld]% (,d]% 0,2,2
hk3 (159496 3093
Jo = - 6.24
o = 4 ( oW ) (6.24)

ahol wg = q2 + g2+ 2‘/(1?171.

AV bilokalis csatolasok kezdeti értéke mindig nulla, de a lokalis csatolasok
beinditjdk az evolucidéjukat, konkrétan a egyenlet alapjan gi-es tag miatt a
Vg.3.3 evolicidja elindul. A konzisztencia miatt a gg evolicidjat is kovetniink kell. Ez
lehetOséget ad nemcsak a masodrendii, hanem az elsérendi fazisdtmenet elemzésére
is.

A GFP megtalalhat6 a bilokalis modellben is, azonban a WH fixpont a s, g4
fazistér 4. siknegyedébe kertil, ahol a trikritikus pont van. A lokalis elmélet WF
fixpontja a

B 1, 1672 256 (72>
Jwr2 = T3> IwraT g Iwre T o <h> . (6.25)
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6.1. dbra. (bal): A lokdlis modell fazisszerkezete gg(A) = 0.1-nél, a folytonos gorbék a szimmetrikus
fazisban futnak, a szaggatott gérbék pedig a masodrendii fazisdtmenet szimmetriasértett fazisdhoz
tartoznak, a pontozott vonallal Abrazolt trajektéridk ledllnak az instabilitds kovetkeztében. (jobb):
a bilokdlis modell fazisszerkezete. Utébbi esetben eltlinik a 2. stknegyed WF fixpontja.

helyen van, ez bilokalis esetben a

ok p— = —e— p— .2
9o 94 1R 96 (6 6)

1, som* . 1280 (#%\® 4007
9’ 20 \n) " T 412 R

helyre vandorol. Az 1j fixpont szintén nyeregpont, de két irrelevans irannyal. A
bilokalitds ad 14j relevans csatolast, a V,;;-t, ez vildgosan mutatja, hogy nem
lehet teljes egy RG vizsgédlati mdédszer a nyeregpont, ezzel egyiitt a bilokalis tag
szerkezetét megvizsgaljuk. Az elsérendli fazisatalakulasnal a szimmetriasértett
fazisban inhomogén vakuumot taldlunk, amelynek a hullimszama az RG skala
egyharmada. Ennek az az oka, hogy a 3-3 szoras Feynman diagramja jarul hozza a
a kiils6 labakon harom egyenlo részre oszlik el.

A abran szemléltetem a fazisdiagramot. Osszehasonlitasképpen &dbrazoltam
a lokalis modell fazisait is.

Szintén vizsgaltam, hogy hogyan valtozik a periodikus modellek tulajdonsaga,
ha a nyeregpontot és a bilokélis potencialt figyelembe veszem [16]. Az SG modell
esetén a

Sy = / oy sin(36,) sin(5,) (6.27)

alaku bilokalis tag ad nemtrivialis evoltciot. Bevezettem a v,_, bilokalis csatolast.
Az evolicional a kezdeti értéke nulla, a lokalis csupasz csatolasok inditjak be a
futasat. A WH-egyenlet a u lokalis csatolasra ugyanazt az evolicios egyenletet adja.
A bilokalis tag evoltucidja a fa-szinten

u2

= ——W k

Av (6.28)
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6.2. dbra. Az energiakiilonbséget dbrdzoltam kiilonbozé zg. értékeknél. A folytonos vonal a
szimmetrikus fazisra vonatkozik. A pontozott vonalnél 1/z¢ = 3.97, itt nem-trividlis minimum
van a g kozel nulla értékre. A szaggatott vonal esetén 1/z9 = 4.17, a nem-trividlis minimum a
q = 0.106-nal van.

alakd impulzustérben. Ez moédositja az inverz propagatort is, amely alapjan a
hullamfiiggvény renormalasra az alabbi evolicids egyenletet kapom:
,&2
i=—— (6.29)
Azt kapom, hogy az eredetileg lokélis elméletnél elindul a hullamfiggvény renor-
malas, ha a bilokalis potencial evolicidjat figyelembe veszem. A fazisszerkezet is a
dbranak megfeleléen alakul.

Egy ¢, = ¢cos(qr) alakia periodikus klasszikus héattérteret feltételezve, sze-
miklasszikus szinten minimalizdlhatjuk az energiat a periodikus klasszikus tér
paramétereinek, a ¢ és a g fliggvényében. Az eredményeket a abran mutatom be.
A AF energiakiilonbség a periodikus és a nulla klasszikus térrel szamolt energia kii-
lonbségét adja. Amennyiben negativ, gy a periodikus tér kedvezobb energetikailag.
Az energia kiillonb6z6 viselkedést mutat a zy kiillonb6zo értékei esetén. A szimmetri-
kus fazisban, a 1/zy > 87 esetén azt kapjuk, hogy a minimum ¢ = 0-nél taldlhato,
tehat az alapallapot trivialis. Vannak bizonyos kezdeti értékek, ahol ¢ = A-nél
hamis minimum jelenik meg, de ezek az értékek kizarhatok, mivel a A a levagas a
kornyezetben van, és nem tekinthet6 fizikai skalanak. A szimmetriasértett fazisban
mar lehet nem trividlis alapallapotunk. Ott két tartomanyt kiillonboztethetiink
meg, amelyeket egy kritikus érték vélaszt el, ez 1/z9 = 4m. Ha 1/29 < 47, akkor
a nem-trividlis minimum nem fizikai. A 47 < 1/zy < 87 paramétertartomanyban
azonban a ¢-nak van egy véges értéke, ahol az energianak nemtrivialis minimuma
van, ami azt jelenti, hogy az alapéllapotot egy periodikus térkonfiguracié adja,
legalabbis szemiklasszikus kozelitésben. A véges ¢ azt jelenti, hogy a bilokalis
potencidl inhomogén alapallapotot hoz létre. A kritikus érték 1/zy = 4m elvéilasztja
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a homogén és az inhomogén alapallapotot. A szimmetrikus fazissal egyiitt harom
fazisunk van a 2d SG modellben. Ez a fazisszerkezet 6sszhangban van a [34]-ben
kapott eredménnyel.

A nem-lokalis kolcsonhatast az AB gravitaciés modellben is bevezettem, ezt
részleteztem az [b| fejezetben. Megmutattam, hogy a bilokalis kolesonhatas alkalmas
arra, hogy az AB gravitacioban megkapjam az anomalis dimenzi6t [125].

Eljardst dolgoztam ki olyan RG egyenlet szdrmaztatdsdra, amelyben az evolicio
sordn figyelembe vesszik az dsszefont dllapotok jarulékdt is. Az 1j eljdrast kvantum
renormdldsi csoportnak neveztem el [150)]. A WH-egyenletet valds idében, CTP
formalizmusban irtam fel. Megmutattam, hogy a blokkositas sordn éles levagdsndal egy
nem trividalis nyeregpont jelenik meg, amely nem-lokdlis jarulékot ad a blokkositott
hatdshoz, amely 1uj relevans csatolasokat eredményez. Meghatdroztam a bilokdlis
potencidl hatdsdt ¢* modellben [15], az SG modellben [16], az AB gravitdcidban
[125]) és ramutattam, hogy a bilokalitds a gradiens kifejtés véges kiterjesztésének
tekintheto.

6.3. Minkowski-térido, levonasi pont

Az el6z0 alfejezetben azt mutattam meg, hogy az eliminalt médusoknal megjelend
nyeregpont milyen 1j relevans kolcsonhatasokat indukal. A nyeregpont megjele-
nése, a nem-lokalis potencial sziikségessége alapvetoen fontos a nyilt rendszerek
konzisztens targyaldsahoz. Emellett egy tjabb fontos elemet is vizsgalni kell. A
CTP formalizmus Minkowski-téridében, valés idoben van megfogalmazva. Ez a
hagyomanyos euklideszi targyalashoz képest egy realisztikusabb leirast ad, azonban
ez tovabbi nehézségeket okoz. Az RG mddszer valos idejii megvalésitasanak egyik
f6 jdonsaga, hogy az unitér idofejlodés kovetkeztében a csatolasok komplexekké
valnak. A csatolasok imaginarius része akkor kap jelentos jarulékot az optikai tétel
alapjan, amikor tomeghéjon 1évé részecskék vannak jelen kozbensd allapotokban. A
komplex csatolasok megkétszerezik a paraméterek szamat, ezaltal a fazisdiagram is
valtozhat.

A csatolasok definidlasanak optimalis modjat a gyenge csatolasu elmélet egy-
hurok perturbativ RG sorfejtésén keresztiil lehet bemutatni. Az integralban a
w ~ Rwy, energiatartomany ad jelentds jarulékot Minkowski-téridében, euklideszi
esetben pedig a w ~ Swp tartomény, ahol w, = /m? + p2. Az m? renormalt
paraméter a levondsi pontban szamolt X(ps) sajatenergia segitségével hatarozzuk
meg. A sajatenergia szingularitdst mutat a kvazirészecskék tomeghéjan, azaz a
p? = m? értéknél, elvlasztva a p? < m? és p? > m? tartomdnyokat, ahol el6bbi
esetben a virtualis, utébbinal a valédi részecskék jarulnak hozza a sajatenergiahoz. A
levondsi pontnak az utébbi tartoményban kell lennie, vagyis p? > m?, hogy a val6di
részecskék fizikajat tartalmazza a leiras. A kvazirészecske-propagétor energiacsicsa
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6.3. abra. A feloltoztetett propagatort abrazoltam komplex energiasikon, a kvazirészecske polusét
fekete ponttal jeloltem. A propagator abszolut értékét szaggatott vonallal jeloltem mind a
Minkowski, mind az euklideszi esetben. El6bbi éles csiicsot mutat.

keskenyebb a Minkowski-téridoben, mint az euklideszi térben, mert a polus kozelebb
van a valos tengelyhez, mint a képzeteshez, ezt a [6.3| Abran szemléltetem. Ez is azt
mutatja, hogy a levonasi pont megvalasztasa nagyon fontos Minkowski-téridében.

A ¢* modell RG analizisét végeztem el Minkowski-téridében [16]. A szamolast a
perturbativ és a funkciondlis RG keretében is elvégeztem a WH-egyenletet hasznal-
va. Figyelembe vettem a térfiiggé anizotrop hullamfiiggvény renormalés fejlodését
is. Minkowski-téridoben, a d-dimenziés impulzus frekvencia-komponensét kiilon
kezelve egy hengerszimmetrikus geometriaji modellt kapok, hasonléan az el6z6
fejezetben hasznalt geometriaval, ahol az AB gravitaciét Lorentz-szignatiraval
vizsgaltam. Ugyanazzal a problémaval néziink szembe: a levagas, tehat maga az RG
blokkositasi 1épés sérti a Lorentz szimmetriat, és ez nem kikiiszobolhet6 effektus a
szamitasokban. A targyalasomban sikertilt 6sszeegyeztetni a WH-egyenletet a gra-
diens kifejtéssel, ugyanis a hengerszimmetria miatt a blokkositas nem gombhéjakra,
hanem hengerfeliiletekre torténik. A Z hullamfiiggvény jaruléka két egymastol Ak
impulzussal eltolt gombhéj metszeteként all eld, ennek jaruléka nulla. Azonban
hengerek esetén a hengert a szimmetriatengelye mentén toljuk el Ak-val, ami véges
jarulékot ad. Ilyen médon megkaphaté a Z futdsa. A henger magassaga k-val
aranyos (a végtelen helyett), ami egyfajta regularizacioként foghaté fel, ezek utan
vizsgalni kell az eredmények magassagfliggését.

Levonasi pontnak a k skalanak megfelel¢ sikhullamot valasztottam, amely
valédi szingularitast ad a polusnal. A pélus okozta szingularitas fizikai, hiszen
a tomeghéjon 1évo gerjesztések okozzak, azonban ezt regularizalni kell. Ennek
hidnyaban a g4 beta fliggvényében az egyik tagot csak a Feynman € menti meg a
szingularitastol. Azért, hogy ez ne okozzon a késébbiekben problémat, célszeri a
levonasi pontot egy Lorentz gorbének valasztani, de az is megoldast adhat, ha a
sikhullamot megszorzom egy 1-hez kozeli szammal, igy eltolom kissé a szingularitasi
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ponttol.

A legfontosabb eredményem az, hogy a csatoldsok komplexek. A Feynman
e-t azonositottam a tomeg képzetes részével, és az skalafiiggové valik, fejlodik.
Amennyiben el6jelet valt, akkor az id6 megfordul. A perturbativ és a funkciona-
lis RG eszkozeit hasznaltam a trajektéridk meghatarozasahoz. A futasok a két
megkozelitéssel hasonld viselkedést mutatnak. Mindkét esetben azt kapom, hogy a
tomeg, igy annak képzetes része is relevans. Utébbi valthat el6jelet, amennyiben
a kezdeti értéke nagyon kozel van a nullahoz. A tomeg képzetes része nem lehet
nulla, ugyanis akkor matematikailag értelmetlen minden képlet. A véges képzetes
rész azzal jar, hogy nem kaphatjuk vissza a GFP-t analitikusan, azonban aszimp-
totikusan, csokkentve a tomeg képzetes részének kezdeti értékét, visszakapom a
GFP koriili skalazast. A g4 csatolas szintén komplex, ennek negativ képzetes része
biztositja a palyaintegral konvergenciajat, ha pozitiv eléjeltivé valna, akkor fizika-
ilag értelmezhetetlen tartomanyba keriilnénk. A hulldmfiiggvény renormaldshoz
tartozo csatoldsoknak az IR-ben nincs komoly szerepiik, azonban az UV-ben a |gy]|
felrobbanasat okozzak.

A WF fixpont sem kaphaté meg analitikusan, azonban a szimmetrikus és a
szimmetriasértett fazist a trajektoridk futdsa alapjan meg tudjuk kilonboztetni.
A szimmetrikus fazisban a csatolasok valés része az IR-ben pozitiv. A spontan
szimmetriasértett fazisban a tomeg képzetes része miatt annak evoltucidja nem
szingularis, legalabbis akkor, ha a levonasi pontnak megfelel6 sikhullam alakt tér
nem okoz tomeghéj szingularitast. A fazisban a (dimenziétlan) témeg valos része a
minusz végtelenbe tart. A g, futasnak egy csiicsa van a szimmetriasértett fazisban,
az RG moddszer megorzi a spinoddlis instabilitas emlékét az evoltucioban.

A fixpontok analitikusan nem kaphaték meg a beta fliggvényekbdl, a modell
fazisszerkezete is megvaltozik, bar megmarad a szimmetrikus és a szimmetria-
sértett fazis. Annyiban gazdagodik is, hogy megjelenik egy diszkrét idotiikrozési
szimmetriat sérté fazis, amikor a tomeg képzetes része eldjelet valt. A vizsgalat
fontos tanulsidga, hogy Minkowski-formalizmusban nem-trivialis levonasi pontot
kell hasznalni. Célszerti a Lorentz-gorbének megfelel6 térrel szamolni, mert az nem
okoz tomeghéj szingularitast.

6.3.1. Komplex csatolasok a Wetterich-egyenletben

A Minkowski-téridé miatt hengerszimmetrikus geometriaju elméletet kell vizsgal-
nunk. A henger magassdga regulatorként foghato fel, a kiilonb6z6 magassagokkal a
regulatorfiiggés vizsgdlhaté. A WH-egyenlet keretei kozott nem taldltam meg a ¢*
modell WF fixpontjat Minkowski-formalizmusban, ezért megnéztem, hogy esetleg
mas reguldtorok vagy mas RG egyenletek nem adnak-e mas eredményt [222].

A Wetterich-egyenletet véve Minkowski-téridében, Litim-regulatort hasznalva a
¢* elmélet esetén LPA-ban analitikusan meghataroztam a beta fiiggvényeket két
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csatolasra [222]. A csatolasok, a WH-egyenlethez hasonléan, megint komplexekké
valnak. 4 — e dimenzidban, az e-ban vezeto rendi tagokat megtartva a fixponti
egyenletek analitikusan megoldhatok. Ha €2-val jelolom a henger magassagat, mint
frekvencia levagast, akkor azt kapom, hogy 1.5 < 2 < 50 esetén visszakapom a
WF fixpontot. Uj eredmény, hogy maguk a fixponti értékek is komplexek lesznek.
Felvethet6 az a kérdés, hogy mennyire lehetnek fizikainak tekinteni akar a komplex
csatolasokat, akar a komplex fixpontokat? A tomeg valés része, a renormalt tomeg
kapcsolatba hozhaté az elmélet gerjesztésének tomegével, a képzetes rész pedig
a részecske élettartamanak reciproka. A tomeg névekvo képzetes része csokkeno
élettartamot jelol. A negativ el6jel pedig a standard id6iranyt irja elé. Vannak olyan
trajektoriak, ahol pozitivva valik, ekkor dinamikai modon sériil az id6tiikrozési
szimmetria. Az 6nkolcsonhatas csatolasa nem szerepel fizikai folyamatok leirasanal,
csak az abszolut érték négyzete szerepel szorasi folyamatokban, ezért annak komp-
lexszé valasa csak kvantitativ valtozast okoz. A fixpont szintén nem fizikai, csak a
fixpont kérnyéke. A fixpont azt mutatja meg, hogy a fazistér mely tartomanyaiban
linearizalhatdk az evoluciés egyenletek. Mindezek alapjan azt mondhatom, hogy a
paraméterek komplexszé valasa nem okoz elvi problémat. A valos ideji formalizmus
az euklideszi formalizmussal szemben a fizikai térben targyalja a folyamatokat,
ezekben a csatolasok komplexek.

A 3d ¢* modellt is vizsgaltam, ott is megkaptam a WF fixpontot bizonyos
levagasokra. A fixponti értékek komplexek, de mar perturbativ médon nem elérheto
tartomanyban vannak. A szamitast kiegészitettem a konstans hullamfiiggvény
renormalés figyelembevételével (LPA’ kozelités). A csatoldsok szdménak novelésével
vizsgaltam az eredmények konvergenciajat, és N = 4,6 csatolasra (ami a komplex
voltuk miatt 10,12-nek felel meg) stabil fixponti értékeket kaptam. A fixpont valds
része kozel van a szakirodalomban ismert értékekhez, az eredmény tjdonsaga a
stabilan megjelend véges képzetes értékben van.

Meghataroztam a 2d SG modell csatolasainak futasat is Minkowski-téridében.
Az SG modell tomegtelen, ennek ellenére egy képzetes tomeget be kell vezetniink,
hogy biztositsuk a pélyaintegral konvergencidjat. A szamolashoz a Litim- és a CS-
regulatort haszndltam. A szokasos két fazis lathatd, a Coleman-ponttal elvalasztva.
Tovabba azt kapom, hogy a szimmetrikus fazis mindkét regulatorra ugyanazt a
(euklideszi térid6ben megszokott) irrelevans skalazast adja. A szimmetriasértett
fazisban azonban kiilonbség mutatkozik. A CS reguldtor esetén megjelenik a 32 = 47
kritikus érték, ami a szimmetriasértett fazist két részre bontja. Ha 87 > 5% > 4,
akkor az u csatolas valds része véges IR értéket vesz fel, azonban, ha 3% < 4, akkor
a futas spinodalis instabilitdsba fut. Megismételve a szamolast a Litim-regulatorra,
a szimmetriasértett fazis egységes marad. Mivel a CS regulatorral kapott eredmény
van Osszhangban korabbi eredményekkel [34], ezért azt gondolom fizikainak, tovabba
a Thirring és SG modellek kapcsolata szintén 32 = 4r-nél all fenn. A két regulatorral
kapott eltérés oka az lehet, hogy a Litim-regulator olyan divergencidkat is kimos
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(a spinodalis instabilitdsnak megfelel6t), amely fizikai tartalommal bir. Ez Gjra azt
mutatja, hogy a Wetterich-egyenletet dvatosan kell hasznéalni. A regulator pont a
k skalan valtoztatja meg mesterségesen a kvazirészecske dinamikat, ezért ugyan
minden véges, amit kapunk, de nem feltétlen fizikai.

Meguvizsgaltam, hogy az RG mddszernek a Minkowski-téridoben torténd vizsgd-
lata milyen vdltozast eredményez a tradiciondlis euklideszi targyaldssal szemben.
A frekvenciavdltozot kiintegrdlva az éles levigds esetén is tudtam térfiiggé hul-
lamfiigguény renormdlast szamolni. Megmutattam, hogy véges levonasi pontot kell
alkalmaznunk, hogy a tomeghéj jarulékdat megkapjuk [223]. Azt is megmutattam,
hogy a csatoldsok komplexekké vdlnak, és a tomeg képzetes része azonosithato a
Feynman epszilonnal. Az eljards a Wetterich-eqyenlet esetén is komplex csatold-
sokra vezet [222]. Ez dinamikai mddon sérti az idétikrozési szimmetridt. Emellett
nincs gaussi fizpont, aszimptotikusan kaphatjuk meg a szabad elmélet skdldzdsdt.
A Minkowski-formalizmus kévetkeztében gydkeresen megudltozik a fdzisszerkezet, a
WEF fixpont is eltinik.

6.4. Renormalas és nyilt dinamika

Az el6z6 fejezetekben szamos olyan 1j elemet vettem figyelembe a renormalasnél,
ami a nyilt rendszerek vizsgalatanal nélkiilozhetetlenek, ezek:

« nemlokéalis potencial,
e levonasi pont,
o komplex paraméterek.

Hangstlyozom, hogy az 1j elemek megjelenését az RG modszer koveteli meg. FEzeket
beépitve az RG moédszerbe a ¢* modell olyan analizisét végezhettem el, amely
mar tartalmazza nyiltsag kovetkeztében megjeleno rendszer-kornyezet vagy IR-UV
osszefonddast, illetve a rendszerben a kevert allapotokat. Hogy minél realisztikusabb
modellt vizsgaljak, 4d-ben végzem el a szamolast [224].

A lokélis potencidlt a

92 g4
U(9) = 5%+ 3,94 (6.30)
alakban veszem fel, komplex csatolasokkal: go = g9, + 1g2; €S g4 = gur + 1gsi- A

bilokalis potencialt pedig

Viz—1',¢_,¢;) =O(z — ') (ih11i¢—¢+ + ihffi

qb%qﬁ) (6.31)

alakban paraméterezem, ahol a © a lépcsofiiggvény Fourier-transzformaltja. A
lokélis potencialt a negyedrendii tagig kévetem. A bilokalis potencialban csak
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6.4. dbra. A ¢* modell fazisszerkezete a komplex go(A) sfkon, ahol g4(A) = 0.1, hy1(A) =
—i2g11:(A), hoa(A) =0 és np = 1, S: szimmetrikus fazis, SB: szimmetriasértett fazis. Az dsszefont
fazisokat E indexszel jelolom.

idobeli nem-lokalitast veszek figyelembe, azt is a lehetd legegyszertibb alakban,
egy lépcsofiggvény formajaban. A CTP szimmetria miatt, ami a két idétengely
felcserélésére vonatkozo szimmetria, a bilokalitas kovetkeztében megjeleno nyilt
csatolasok tisztan képzetesek.

A levonasi pontnak egy Lorentz gorbét vilasztok, mert ez a propagator
polusa okozta szingularitast feloldja. Impulzustérben az IR tér alakja qﬁgj)p =
b, (27)46(p)pw, ahol

- 1 n 1
Tor [wow) | W w ]

P (6.32)

tovabba a levonasi pont energiajat ws = csv/k? + go, alakban irom fel, egy ¢, > 1
faktor szerepel benne, hogy a pélus f6lé keriiljon a levonasi pont. Az n paraméter
regularizélja a hullimcsomagot. Ha n — 0, akkor megkozelitjiik a sikhulldmot.

A megoldasokban 4 kérdésre keresem a vélaszt: (1) az elmélet fazisszerkezete, (2)
a zart elmélet hataresete, (3) nyilt csatoldsok relevancidja és (4) a renormélhat6sag.

Az elmélet fazisszerkezete

A beta fiiggvények strukturaja azt mutatja, hogy a lokalis csatolasok a nyilt csato-
lasoktol fliggetleniil fejlodnek, ezért a Minkowski-téridében kapott eredményeket
kapom vissza. A nyilt csatoldsok evolucidja viszont teljesen 1j. Ha ezek a csato-
lasok felnének, az annak a jele, hogy az UV-IR 6sszefondédas erés. A csatolasok
trajektoriai alapjan a|6.4] abran lathato fazisdiagramot rajzolhatom le. Az S és SB
fazis a lokalis csatolasokbdl kapott fazisok, ahol a nyilt csatolasok nem jatszanak
kiillonosebb szerepet. Ellenben az Sy fazisban a nyilt csatolasok divergalnak, fazis
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—02
3
hyq

6.5. dbra. A zart limesz trajektéridja, az € — 0 hatdresetben, az et az —1076 < ¢ < =107
intervallumb6l vettem a szimmetrikus fazisban, ahol kezdetben go(A) = 0.1 — e, g4(A) = 0.1,
hll(A) = 71126, hQQ(A) = 0, n= 9.2.

szimmetrikus, mert g, pozitiv marad, azonban a hiy; és hoo; nyilt csatolasok egy
kritikus skalan divergensekké valnak. Ez a szimmetrikus-6sszefont fazis. Az SBg
a szimmetriasértett-osszefont fazis, ahol a nyilt csatolasok divergalnak, és a g,
negativ marad. Az eredmény azt mutatja, hogy az Osszefondédéas kovetkeztében
gazdagodik a fazisszerkezet, két 1j fazist talaltam.

A zart elmélet hatareset

Az RG moébdszer nyilt rendszerek vizsgalatara alkalmas, azonban eddig szinte
kizarolag csak zart rendszerekre alkalmaztdk. Fontos meggy6zodni arrél, hogy ha
vesszilk a zart limeszt, akkor visszakapjuk a korabbi eredményeket. A limeszképzést
a €= —go = h11;/2 = 0 és gy = hge; = 0 paramétervélasztassal kaphatjuk meg.
Keressiik azt az n-t, ahol nincs e-fiiggés. Ez azt mutatja, hogy a nyilt csatolasok
ebben a hataresetben soha nem kapnak jelentos szerepet. Az eredményeket a [6.5
abran mutatom be. A —go; és hiy; csatolasok kezdeti értékei egy nagysagrendnyi
intervallumot o6lelnek fel, az IR-ben ezek egy kozos értékhez konvergalnak, ami
azt mondja, hogy a nyilt rendszer egyetlen zart rendszer hataresetbe fut bele az
evolicio soran. Az eredményem azt mutatja, hogy egyértelmiien létezik a zart
elmélet hatareset.

Nyilt csatolasok relevanciaja

Az els6 pontban mér lathattuk, hogy létezik két olyan fazis is (az Sg és SBg),
ahol az 0sszefonddéas dominal. Ebben a pontban azt vizsgalom, hogy milyen a nyilt
csatolasok skalazasa. Két csatolast vizsgaltam, a hiq;-t és a hog;-t. A dimenzidjuk
alapjan elobbi relevans, utobbi margindlis, utobbinal sziikséges vizsgalni a relevancia
kérdését. Ehhez széles tartomanyban vett kezdeti értékeket valasztva azt nézzik,
hogy az IR-ben konvergdlnak egyméashoz vagy divergalnak egyméstol a trajektoridk.
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A tapasztalatok alapjan tovabb tavolodnak egymastél a trajektoridk, tehat a hoo;
szintén relevans csatolds. Mivel minden relevans csatolast figyelembe kell venniink
az RG evolucio soran, ez is alatamasztja, hogy a nyilt csatoldsok nélkiil nem teljes
az evolucio leirasa.

Renormalhatdésag

A ¢* elmélet 4d-ben euklideszi formalizmusban funkcionélisan nem renormalhato,
mert a g4 csatolas egy véges k skaldan az UV Landau polusnal divergdl, ezt nevezziik
trivialitasi problémanak. Felvetheto a kérdés, hogy a nyilt dinamika médositja-e
ezt a képet? Ehhez az UV irdnyban kell a blokkositast végrehajtani. A hog;-nek kis
kezdeti értéket adva az UV iranyban azt kellene latni, hogy csokken a g4 csatolas,
ezzel szemben azonban azt kapom, hogy a Landau-p6lushoz hasonléan szingularissa
valik. Ezek szerint a nyilt dinamika nem oldja meg a trivialitasi problémat.

Osszefoglaldsként fontosnak tartom megjegyezni, hogy az RG modszer nyilt
dinamikaju altalanositasa olyan hianyossagokra hivja fel a figyelmet a modszerben,
amelyet potolnunk kell. A szamolast csak a lehet6 legegyszertibb realisztikus mo-
dellnél sikeriilt végrehajtani. A propagator ugyan Lorentz-szimmetrikus, abban a
Dirac-delta és a nem-lokalitast eredményezé 1épcsofiiggvény talalhatd, azonban a
disztribuciokkal torténd szamoléas sok nehézséget okoz, szerencsésebb volna a propa-
gator inverzét a frekvenciaban kifejteni, amiben megjelenne a szokasos kvadratikus
tag mellett egy linearis tag is. Ebben az iranyban érdemes a szamolast folytatni. A
cél a QED nyilt dinamikajanak megismerése.

Eles levdgdst haszndlva elvégeztem az egykomponensii ¢* modell RG analizisét
zart iddtengelyes formalizmusban [224). A formalizmussal figyelembe vehettem az
UV és IR modusok kozotti dsszefonoddst, amelynek a jarulékai a tradiciondlis RG
formalizmusban nem szerepelnek. Az RG maodszer a fizikai rendszert dinamikai
szempontbol nyiltta teszi, de a lokdlis csatoldsokat kévetve ezt nem ldthatjuk. Az
idotengelyeket 6sszekoto nyilt csatoldsokat vezettem be, amelyek a szakirodalomban
eddig nem szerepeltek. A nyilt csatoldsok kozétt szdmos relevans van, amely azt
mutatja, hogy az UV-IR osszefonddds, a rendszer nyiltsaga nem hanyagolhato el,
tovdabbd a nyiltsag miatt uj fdzisok jelennek meg.
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