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Bevezetés

Az értekezés két témakorben elért eredményeket targyal. FEzek a téma-
korok a megbizhatd szamitasok, illetve az optimalizélasi eljarasok fejlesz-
tése és alkalmazasa. Az els§ eredményeket a klasszikus Hénon-leképezés
kaotikus régicinak vizsgalataval értem el [4, 14]. Ezekben a munkakban az
optimalizélast kaotikus régiok bizonyitasdhoz sziikséges geometriai alak-
zatok keresésére hasznaltam. A megbizhatd szamitasok teriiletét tovabb
erésitette a Hatvani Léaszlo altal megismertetett probléma, mely a kény-
szerrezgéses fékezett inga kaotikus viselkedésének a bizonyitasa. Az erede-
ti cikkben John Hubbard csak egy sejtést fogalmazott meg, matematikai-
lag elfogadhato teljes bizonyitast nem tudott adni [21]. A tarsszerzéimmel
egylittmiikddve a sejtésre sikertilt teljes értéki bizonyitast adni [5, 13].

Az értekezésben az els6 kiemelked6 eredményemnek a Wright-sejtés
[41] igazolasahoz vezetd eredményiink ram es részét tartom. A problémat
Krisztin Tibor altal ismertem meg. Ezen a teriileten mar a doktori kép-
zés alatt is értem el kisebb eredményeket, melyek akkor még nem igazan
tiintek igéretesnek [2]. Az attorés 2010-ben tortént, mikor mar latszodott,
hogy a sejtés egy jo részét tudjuk bizonyitani, joval tovibbmenve a Wright
altal feltételezheten megoldott tartoméanyon. A probléma nehézségét és
megoldas értékét jol illusztralja a cikkel elnyert, az intervallum analizis
alkalmazésaért odaitélt nagy presztizsi nemzetkozi Moore-dij, melyet a
tarszerz6immel 2016-ban vehettiink at.

A kényszerrezgéses fékezett inga kaotikus régioja létezésének megbiz-
hat6 bizonyitasan til tébb kérdés nyitva maradt ezzel a rendszerrel kap-
csolatban. Ilyen példaul a régié kaotikus trajektoridinak megkeresése,
illetve a rendszer lehetséges kontrolljai. Az el6bbit megoldo eljarast dok-
torandusz hallgatémmal, Lévai Balazzsal kozosen publikaltuk [23], mely-
hez Ggyszintén a megbizhat6 szamitasok és az optimalizélas kellettek. Az
utobbit Csendes Tibor és Hatvani Laszlo tarsszerzéimmel publikaltuk [6].
Lévai Balazzsal és Palatinus Endrével kézos munkénk az optimalis korfe-
dés teriiletén elért eredményiink is [10]. Itt ismét az optimalizalasnak és
a megbizhato szamitasoknak van fontos szerepe.

A kovetkezs részben a jelenleg is aktivan kutatott teriiletemet muta-
tom be, ami a mesterséges neuronhalok verifikdlasa. Els§ hallasra ez a
probléma csak tavolrol csatlakozik a korabbi kutatési teriileteimhez, de
a verifikdlas soran tobb megbizhato eljarast, illetve a gyorsitashoz opti-
malizalast alkalmazunk. Az els6 nagyobb eredményiink ezen a teriileten
kimondottan a tapasztalataimon alapult, miszerint az MIT kutatoi al-
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tal megbizhatonak mondott verifikdlo [32] sebezhet8ségére hivtuk fel a
szakmai kozosség figyelmét [43]. Ennek a hidnyossagnak a teljes értéki
kimutatasiban nagy szerepe volt doktorandusz hallgatémnak, Zombori
Déanielnek.

A kutatasok soran elGszor még a - méasok altal fejlesztett - GLOBAL
algoritmust hasznaltam, mely C nyelven ir6dott. Mar ekkor lattam, hogy
ez az algoritmus mely teriileteken lehet hatékony, de észrevettem azt is,
hogy a kor szoftverfejlesztési szellemének ez mar nem tesz eleget. Az al-
goritmus implementécidja elavult volt, az egyedi igényekre valé hangolésa
pedig sok esetben nehézkes, vagy inkabb lehetetlen volt. Az évek soran
tobb esetben is nagy szamitasigényti feladattal talalkoztam, igy a parhu-
zamositasra is egyre nagyobb hangsulyt fektettem, mellyel kapcsolatban
jelentek meg publikacioim [1, 3, 11]. Az eredeti GLOBAL optimalizalo
algoritmus egy erésen szekvencialis eljaras, de a problémakon elért ered-
mények miatt altalam rengeteget hasznalt eljaras lett. Ennek a parhuza-
mositasara tobb megoldéast is elkészitettiink Zombori Daniel doktorandusz
hallgatommal [9, 42]. A fejezet végén t6bb olyan eredményt is bemuta-
tok, melyet a GLOBAL-lal értem el, illetve par olyan értékes eredményt
is, amelyek véleményem szerint a GLOBAL parhuzamos véltozata nélkiil
nem jottek volna létre azok extrém nagy szamitési igénye miatt. Ezeknek
a feladatoknak a nagy részét fizikus tarszerzéim vetették fel, melyekhez
sok esetben a parhuzamositédson kiviil tovabbi modositasok is sziikségesek
voltak a GLOBAL-ban. Ezek a valtoztatasok ebben az 1j elméleteken
alapul6 implementaciéban kénnyedén megvalosithatok voltak.

1. A Wright-sejtés bizonyitasaval kapcsolatos
eredmények

Az 1940-es években sok matematikus foglalkozott a primszamtétel ele-
mi bizonyitasanak lehetGségével. Hadamard és de la Vallé-Poussin francia
matematikusok 1896-ban mar megmutattak, hogy 7(n), ami a primsza-
mok szamat jelenti n-ig, aszimptotikusan n/log(n). Elemi bizonyitast
Erdss [17] és Selberg [26] adtak 1949-ben, de az egyik legbiztatobb elkép-
zelés egy valoszintiségszamitasi megkozelités volt. Lord Cherwell felvetését
kovetve Wright feltételezte a primszamok eloszlasanak bizonyos véletlen-
szerd tulajdonsigét, és belatta, hogy ekkor a primszamtétel éppen azt
jelentené, hogy a

2(t) = —az(t —1) (14 2(t)), « € RT
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differencialegyenlet -1-nél nagyobb megoldasai mind nulldhoz konvergél-
nak az a = log(2) esetben. Ez az egyenlet kés6bb a Wright-féle késleltetett
differencidlegyenlet néven terjedt el.

A megfelels atalakitdsokkal a Wright-féle késleltetett differencialegyen-
let egy masik, vele ekvivalens, de a jobb oldalon mar csak késleltetést
tartalmazo alakra hozhaté. Ha z(t) > —1 (szamunkra csak ez az eset
érdekes), akkor tekintsiik a z(t) = e¥(!) — 1 helyettesitést. Ezzel 2/(t) =
eVl (t) és z(t — 1) = e¥=1) — 1. Igy az alabbi egyenletet kapjuk:

ey(t)y’(t) = —a (ey(t—l) _ 1) (1 4 ev® _ 1) 7

melybdl egyszeriisités utan:

y'(t) = —a (ey(t—l) — 1) ) (1)

Tetsz6leges indulofiiggvény és a < 1.5 esetén ismert [41], hogy a tra-
jektoria oszcillalva konvergal a nulldhoz.

Wright azt is allitotta, hogy a moddszerét tovabb folytatva a < S—Z
is elérhets, és esetleg még o < 1.567 is. Ma mar azt is tudjuk, hogy
a = F-ben a nulla megoldas elveszti a stabilitdsat (igynevezett bifurkacio
torténik), és megjelennek periodikus megoldasok, melyekhez tartanak a
megoldasok. Az 1955-6s eredeti Wright-sejtés azt mondja ki, hogy az
Osszes megoldas nulldhoz konvergél az a < 7 értékre, mely a korabbi
numerikus eredmények alapjan sejthets volt, hogy igaz is.

Bar maga az egyenlet latszolag egyszerd, de a késleltetéses z(t — 1)-es
tagja miatt, valamint a nemlinearitds miatt a sejtés tovabbra is nyitott
volt. Annak ellenére, hogy az ilyen differencidlegyenletekkel foglalkozd
kutatok mindegyike el6tt nagyon jol ismert volt a probléma, még a Wright

3 37

altal allitott o € [3, 37] esetet sem sikeriilt igazolni. S6t a 80-as években

még hibas bizonyitasok is megjelentek.

1.1. A sejtés bizonyitasa

Megmutatunk 14j és a kordbbinal erésebb korlatfiiggvényeket, amelyek
alkalmasak a periodikus megoldasok szélsGértékeinek korlatozasara.

Ez a technika koveti Wright eredeti 6tletét, de egyben 1j 6tleteket is fel-
hasznél. Tekintsiink egy periodikus megoldést és legyen a harom egymas
utani zéruspontja to, ¢ és t;. Definidljunk ezen periodikus megoldashoz
korlatfiiggvényeket, melyeket az 1. dbran lathatunk.

Ebbdl a hat korlatfiiggvénybdl levezetiink erésebb, hasonlé korlat-
fiiggvényeket. Az tjonnan kapott korlatfiiggvényeket és az eredetieket
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(upper) (upper)
(inc,1) (dec,n)

///(lower)
/9 (inc,1)

(dec, 1)

\\\ (upper) /,’/t”
N y(dec,l) . 0

(lower) (lower)
(dec,1) (inc,n)

1. abra. A trajektoriat korlatozo fliggvények, melyeket szaggatott vonallal
jeloltiink.

Osszevetve erésebb korlatfliggvényt kaphatunk. Majd ezen Osszefiiggése-
ket egy iterativ eljarasba 6tvozziik, melyben elGszor jobb korlatfiiggvénye-
ket adunk az (inc,1) szakaszra az (inc,n) szakasz korlatjaibol, majd az
(inc, 1)-bol a (dec, n)-re és igy tovabb. Mivel periodikus megoldast vizs-
galunk, igy az eredmény korldtokat hasznalhatjuk ebben az iterdciéban
indulési korlatokként is. Ezen 1j korlatfiiggvények megkonstrualasakor
alkalmazhatjuk Wright eredeti Gtletét. Kezdetben a felsg korlatfiiggveé-

nyek lehetnek konstans M-ek, mig az als6 korlatok konstans (—m)-ek,

kivéve az yg(::ir)) és az ygsf 5 61;) fiiggvényeket, melyek 0-ak. Minden itera-

cios 1épés utan ellendrizziik az alabbi feltételeket:
(upper) ¢ 1) > M és — > (lower) " 1
Y(ine,1) (to+1) > Més —m > Y(dee,1) (to+ 1),
és ha valamelyik nem teljesiil, akkor mondhatjuk, hogy az adott o, M és

(—m) paraméterekkel nem létezik periodikus palya.
Krisztin Tibor eredményét az alabbi tételben foglalhatjuk Gssze:

1. Tétel. Léteznek olyan Ky(a) és K (), figguények, melyekhez nem
létezik periodikus palya egyik M € [0, Kpr(«)] és m € [0, K, ()] szélséér-
tékekkel sem.

Ezen eredmény elegendd lenne a bizonyitashoz, ha minden a-ra K ()
és K, () elegendd nagyok lennének, de sajnos ezen fiiggvényekre

lim Ky (a) =0 és lim K,,(a) =0.

i ™
a—=% a—=%
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18l M > log (2 +1)

1.4} M< —a(e™—1)

1k Szamitogépes rész
0.8f

061

0.4

0.2H

Elméleti rész m

2. abra. A szamitogépes és elméleti rész kapcsolata a bizonyitasban.

A Wright féle eredményekbdl kénnyen levezethets, hogy elegendd az
alabbi intervallumot vizsgalni szamitogéppel:

M € [K)y(a),n/2] és m € K], (), 6],

ahol

Khm)zmm{KMmmbg(fﬁf%+Q}

és

K%m%:mm{Km@%—bg<%ﬁ%)+1>}.

Az el6z6ekbdl kovetkezden elegendd az alabbi intervallumot vizsgalni
szamitogéppel az 1.5 < a < /2 értékekre (a 2. abra illusztralja a két rész
kapcsolatat):

M € K} (a),n/2] és m € [K],(a),6].

1.2. Eredmények

A megoldashoz implementaltunk egy 1j parhuzamositott korlatozés
és szétvalasztas eljarast, mellyel hatékonyan tudtunk részeket bizonyita-
ni a sejtésbsl. A korabbi szamitasi kapacitdsainkkal az o < 1.5706-ra
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teljesen sikeriilt bizonyitani a Wright-sejtést [7]. Az eredményekrdl a 3.
abra ad egy Osszefoglalot. Késébb a maradék tartoményra is készitet-
tiink numerikus eredményeket [8]. Ezekbdl a numerikus eredményekbdl
lathato, hogy bar elvi szinten hatarértékben a sejtés a teljes tartomé-
nyon bizonyithato lenne, a szamitasi igények drasztikus névekedése miatt
a m/2 = 1.5707963267 ... értéke kivarhato idében elérhetetlen.

v =logA
a = 1.5000 a = 1.5420 a = 1.5680
2

a=15705
=1.5702 a = 15706 . u=—log (5 —a)

—los 2 — R
Corollary 4.2 v=logZ —u
~4 F59.33% 96.05% £ 99.16% S99.58%:
230 sccondsi 6 hours 12 days 37 days: : 3 days
: : : £ 99.72%
78 days®

3. abra. Az elért eredmények Gsszefoglalasa.

A tisztan szamitogépes eredmények segitségével az is bizonyithato,
hogy nincs periodikus megoldas egyetlen o < 7/2 értéknél, ha

m > 0.04 és M > 0.04.

désével és elvi szinten a 0 is tetsz6legesen megkozelithets. Azaz bizonyi-
tasunk egyetlen problémas része a 7/2 kozeli a 0 koriili szélsGértékekkel
rendelkez$ periodikus megoldasok nem létezésének a bizonyitasa.

Megjegyzendd, hogy pont ezt a részt és csak ezt a részt tudta Jan Bou-
we és Jonathan Jaquette [37] tisztan matematikai eszkozokkel bizonyitani.
Ezt a bizonyitast ki tudtak terjeszteni a 0.04-es értékig, igy az altalunk
kifejlesztett szamitogépes résszel, illetve az altaluk megalkotott matema-
tikai bizonyitassal teljessé valt a Wright-sejtés bizonyitasa. Tovabba a
szamitogépes részben megtaldlhaté modszert felhasznéltak a Jones-sejtés
bizonyitésa soran is [22].
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2. Kaotikus mozgasok vizsgalata az inga kény-
szerrezgése soran

J. H. Hubbard 1999-ben publikalta cikkét [21], amelyben behatoan
tanulmanyozta a fékezett inga kényszerrezgését, mint egyszeriinek tekint-
het6 dinamikai rendszert. Vizsgalatai egy sejtés megfogalmazaséara sarkal-
tak, miszerint az altala bemutatott inga periodikus mozgaspélyéi mellett
kaotikusak is vannak. Bar az iras megjelenése utan tébb publikacié is
sziiletett a téméban, azonban az tgynevezett kaotikus trajektoridk léte-
zésének formalis bizonyitasa [5] csak joval kés6bb, majd tiz évvel a sejtés
kozlése utan keriilt publikadlasra. Hubbard az eredeti cikkében a kaoti-
kus viselkedésen feliil azt is targyalta, hogy érdekes lenne egy kaotikus
rendszer kontrolljat megkonstrualni. Ingéval kapcsolatos kontrollok mar
korabban is léteztek, de jelen rendszerre nem létezett ilyen modszer.

A Kkényszerrezgéses fékezett inga egy 1 szabadséagi fokkal rendelkezd
mechanikai rendszer. Egy m tomegl pontszeri test 16g egy [ hosszu
salytalan, merev radon. A vizsgalt ingara harom er§ hat. Az egyik a
gravitacio, amelynek nagységa g és fiiggélegesen lefelé hat. A masik a
légellenallas, amelynek nagysaga a test sebességétdl fligg, és iranya ellen-
tétes a pontszeri test mozgasanak irdnyaval. A forgasi sebesség és ezen
er6 hanyadosa legyen konstans, és jeloljiik ezt (—v)-val, ahol v > 0. A
harmadik egy periodikus kiils6 ers, amely hat az inga sebességére az inga
minden poziciojaban. Ez az erd legyen A cost, ahol A egy konstans és ¢
az id6. Ekkor a rendszer felirhat6 egy masodrendii differencidlegyenlettel:

miz" (t) = —mgsinz(t) — yla'(t) + Acost,
ahol x az inga fiigg6legessel bezart szoge, és z’ az inga forgasi sebessége.

A tomeget egységnyinek valasztva és az inga hosszaval (1) leosztva az el6z6
egyenletet, az alabbi egyenlethez jutunk:

A
2 (t) = —% sinz(t) — yx'(t) + 7 cost.

A tovabbi szabad paraméterek megvalaszthatok agy (g = 1 és A = 1),
hogy az alabbi egyenletet kapjuk:

2" (t) = —sinz(t) — 0.12'(t) + cost.

Ez az egyenlet fogja vizsgalataink targyat képezni.
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2.1. A kényszererss fékezett inga stabilizalasa

bilizalaséval probalkozunk. Legyen a fékezett inga kényszerrezgésének a
fels6 instabil periodikus megoldasanak a szoge az id§ fliggvényében (t).
Az el6z6 eredmények alapjan sejthetd, hogy egy &(t) iranyt és % sin(pt)
értékkel gyorsulo felfliggesztési ponttal rendelkezd fékezett inga kényszer-
rezgésének stabilizalodik a felsé instabil egyensilyi palyaja valamely a és
p paraméterek mellett. Ebben az esetben a kozéppont fiiggsleges iranyt
gyorsulasa:

8 2

cos(Z(t)) P sin(pt) = wy,
a vizszintes irdnyu gyorsuldsa pedig:
8 2

sin(#(4) "L sin(pt) = w,.

Ekkor az alabbi forméban irhaté fel a differenciadlegyenlet:
2" (t) = (-1 — wy) sin(z) + w, cos(z(t)) — 0.1z + cos(t).

Az a = 0.5 és p = 4 paraméterekkel kiovetkezett be egy stabilizalo-
das. Ezt mutatja a 4. dbra. A 4(a) abran az inga szogének alakulasat
lathatjuk az id6 fiiggvényében a felsd instabil allapotban. A kontrollal ezt
az allapotot szeretnénk stabilizalni. Egy kozeli allapotbdl inditott inga
szogének alakulasat lathatjuk a 4(b) dbran. Majd ugyanezen allapotbol a
kontrollal ellatott rendszer alakulasat mutatja a 4(c) abra. Sejthetd, hogy
a kontrollalt inga szbge tart a felsé palyahoz és ez a kontroll stabilizélja a
tekintett palyat.

A bizonyitashoz a Poincaré-metszeteken alkalmazott multiplikator mod-
szert alkalmaztuk [6].

Kétféle stabilizalasi eljarast ismertet a szakirodalom. Az egyik az,
amikor a dinamikai rendszer allapotatol fliggéen befolyasoljuk a rendszert.
Ezt vagy folytonosan, vagy diszkrét id6kozonként tehetjilk meg. Ez a
tipusi kontroll, melyet ,visszacsatolasos technikdnak” is neveznek, a kezdg
allapotok sokkal szélesebb korére stabilizalja a kivant allapotot. A masik
eljaras az, amikor a dinamikai rendszer éppen aktualis allapotatol nem
fligg a rendszerre haté er6. Ebben az esetben a kezdd allapotok sokkal
kisebb halmazara tapasztalhaté a stabilizalodés.

Vegyiik észre, hogy az wy és az w, gyorsuldsok nem fiiggnek az ép-
pen aktualis inga allapotaitél — sem a sebességétdl, sem a szogétsl. Ezen
fliggvényekben csak a fels6 instabil palya megoldasa szerepel, melyet akar



banhel yi . bal azs_224 24

10 20 30 t 40 50 60

(a) Felss instabil pélya.

10 20 30 t 40 50 60 0 10 20 30 t 40 50 60

(b) Kontroll nélkiili kaotikus mozgas. (c) Kontrollalt mozgéas.

4. abra. Az inga kényszerrezgésének stabilizdlodasa.

elére kiszamithatunk és eltarolhatunk. Tehat a jelen problémén alkalma-
zott kontroll a nem visszacsatolasos technikdk korébe tartozik.

3. Optimalis korfedés megtalalasa sokszogeken

A pakolasi problémékat régota nagy figyelem o6vezi, ezeket még napja-
inkban is sokat vizsgaljak. Egyik népszerti feladat ebben a témakorben a
korpakolas [28]. Ennek célja adott szami egybevago, paronként diszjunkt
kornek az egységnégyzetbe vald legstirtibb elhelyezésének megadésa.

A feladat dualisanak tekinthet probléma a korfedés. Ez a probléma
sokkal nehezebbnek bizonyul, melyet a témaban elért eredmények mennyi-
sége is tiikr6z. Ebben az esetben adott szami egybevago korrel az egy-
ségnégyzet legritkabb lefedését keressiik, ahol legritkabb alatt azt értjiik,
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hogy a lehets legkisebb sugara korokkel fedjiik le a négyzetet.

3.1. Az ellenérzd eljaras

A tekintett korfedési feladatban a korok kozéppontjait adottnak vesz-
sziik. A koroket jeloljik O; = (x;, y;, 7;)-vel, melyek kozéppontja x;,y; és
a sugara ;. A koroket tartalmazoé halmazt jelslie O = {O;} (i=1...n).
A vizsgalataink soran csak a sugarak nagysagara koncentralunk, melyek
nem feltétleniil azonosak minden kérre.

Az eljarasunk alkalmas minden zart, véges és Osszefiiggd teriiletfedési
probléma megoldasara. A megbizhatosag elérése érdekében a szamito-
géppel segitett bizonyitas soran intervallum-aritmetikat fogunk hasznéalni.
Az ellendrzést egy intervallumos korlatozas és szétvalasztas alapu eljaras-
sal végezziik. Az ellen6rizendd feltétel az, hogy minden p = (z,y) € T
pont valamely O; korben benne van, azaz d ((x,y), (x;,y;)) < r;. Ezt a
tulajdonsagot jeloljitk a késébbiekben T-vel. Ezen tulajdonséag intervallu-
mos kiterjesztésén azt értjik, hogy P = (X,Y) kétdimenzios intervallum
minden egyes pontjara teljesiil a 7 tulajdonsag.

Az eljaras helyességét és végességére vonatkozo tulajdonsagait a ko-
vetkezd tételekben foglaljuk Gssze.

2. Tétel. Tegyiik fel, hogy rendelkezésre dall a T tulajdonsdg intervallumos
kiterjesztésére eqy ellendrzd eljdrds, tovdabbd az ellendrzd rutin azt az ered-
ményt adja, hogy a T minden pontjira teljesil a T tulajdonsdg. Ekkor az
ellendrzd rutin az ellendrizendd tartomdny koré irt (I) kiinduldsi inter-
vallumnak eqy olyan felosztasdt dllitja eld, hogy minden részintervallumra
teljestil, hogy

1. vagy ennek a részintervallumnak nincs kozos pontja a vizsgdlt T tar-
tomdnnyal,

2. vagy ennek a részintervallumnak minden pontja bemne van valamely
inputként kapott korben.

Ez a tétel azt jelenti, hogy az algoritmus helyes. Fzek utan nézziik
meg, hogy az algoritmus valéban képes-e eldonteni, hogy a T tartomany
rendelkezik-e a teljes lefedési tulajdonsaggal.

3. Tétel. Tegyiik fel, hogy rendelkezésre dall T tulajdonsdg egy interval-
lumos kiterjesztése, mely minden pontra és annak valamely kis méretd
kornyezetére képes eldinteni, hogy teljesiil-e a T tulajdonsdg, tovibbd az
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algoritmus € paramétere nulla, és a T tulajdonsdg fenndll. Ekkor az el-
lendrzd rutin véges sok iterdcios lépés utdn megdll pozitiv eredménnyel.

A fent emlitett eljaras miikodéséhez fontos egy olyan algoritmus meg-
valositasa, mely képes megbizhatéan eldonteni egy v kétdimenzids inter-
vallumroél, hogy

e van-e kozos pontja a T tartomannyal, és
e teljesiil-e minden pontjara a T tulajdonsag.

Az els6 kérdés eldontése egyszerii azokban az esetekben, amikor az in-
dulési intervallum minden egyes pontja benne van a tekintett tartomany-
ban, azaz az olyan 2 dimenziés intervallumok esetén, amiknek az oldalai
parhuzamosak a tengelyekkel. Ekkor minden, az algoritmus altal gene-
ralt v kétdimenziés intervallumnak van kozos pontja a T tartomannyal.
Altalanos esetben szitkségiink van egy olyan eljarasra, mely képes eldon-
teni egy tetszGleges zart, véges és Osszefiliggs teriiletrdl, hogy van-e kozos
pontja a v intervallummal. Ez gyakorlatilag a "pont a poligonban" algo-
ritmus intervallumos kiterjesztése. A T tulajdonsagot, azaz, hogy a korok
unioja lefedi-e a vizsgalt v tartomanyt, ugy tudjuk eldénteni, hogy meg-
vizsgaljuk, hogy a kétdimenzios intervallum minden pontja benne van-e
valamely korben, azaz minden pont tévolsaga valamely kor kézépponttol
kisebb, mint az adott kor sugara.

3.2. Az optimalizalé eljaras

Az optimum megtalalédsa céljabol itt egy korlatozas és szétvalasztés
alapu eljarast alkalmazunk. A szétvalasztas soran azon konfiguracio hal-
mazok keriilnek be a listaba, melyek als6 sarka nem megfelel6 konfiguracio,
mig a fels§ sarka megfelels konfiguracio. A hatékony keresés miatt mindig
azt a halmazt vessziik ki, mely a legjobb als6 korlatot adja a halmazon
1év6 célfiiggvény értékére. Ha a felhasznalo altal megadott pontossaggal
megtalaltuk a globalis optimumhoz kézeli megoldast, akkor megallunk és
kiiratjuk azt. A bemutatott eljaras a hagyomanyos intervallumos globalis
optimalizalo algoritmus tletén alapszik [24, 25]. Sajnos az ott kifejlesztett
gyorsito technikak nagy része nem alkalmazhato, mert azok tobbsége (pl.
az intervallumos Newton-modszer) a célfiiggvény derivaltjanak ismeretén
alapszik, mely jelen esetben nem 4ll rendelkezésiinkre [40].

Azt, hogy valéban a globalis optimum egy kozelitését talaljuk meg, az
alabbi tétel mondja ki.
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4. Tétel. Tételezziik fel, hogy rendelkezésiinkre dll eqy ellendrzd eljdrds,
mely megbizhatoan eldonti, hogy egy konfigurdcio megfelelé-e. Ekkor az
algoritmus mindig olyan eredménnyel tér vissza, amely egy megfeleld kon-
figurdcid, tovabbd nincs mdsik, az ellendrzd eljards dltal megfeleléként ér-
tékelt konfigurdcid, mely € %-kal jobb célfiigguényértékkel rendelkezne.

A megvalositas sordn a célfiiggvény értékekre vonatkozo alsé korlatot
agy kapjuk meg, hogy intervallum aritmetikaval kiszamoljuk a célfiigg-
vény értékét. Az alkalmazott technika révén igy egy garantalt befoglalast
kapunk a célfiiggvény értékére. Ennek az als6 szélét hasznéalhatjuk meg-
bizhato alsé korlatként, ami alapjan rendezhetjiik a konfiguracié halma-
zainkat. Mivel mindig a legkisebb alsé korlattal rendelkezé konfiguracié
halmazt vizsgaljuk, ennek hatékony megtalalasa érdekében a halmazokat
prioritéasi sorban taroljuk, mely mindig a legkisebb elemet tartalmazza a
lista elején.

Az algoritmus bizonyos szazalékos pontossaggal talélja meg az opti-
malis megoldést. Azért valasztottuk a relativ, szazalékos megoldést, mert
béar a kicsinyitésre és nagyitasra az optimalis megoldas és a szazalékos
eltérés sem érzékeny, de az abszolut eltérés mar igen.

4. Neuralis halok megbizhatosaganak vizsga-
lata

A mesterséges neuronhalok tanitasa soran kéztudottan hasznalnak op-
timalizalast. De van egy masik teriilet is a neuronhélékkal kapcsolatban,
ami a mai szakirodalomban egyre nagyobb hangsilyt kap, és melyben
dgyszintén megtalalhaté az optimalizalds. Ez a neuronhaldk verifikalasa,
robusztussaguk vizsgéilata. Ez a témakor egyre hangsulyosabbéa fog valni,
koszonhetSen a neuronhéalok rohamos terjedésének és fejlédésének. A fel-
hasznalok elvarjak, hogy minél megbizhatobbak legyenek az alkalmazott
neuronhalok, igy a feladat kutatasa fontos teriiletté valhat. Mivel verifiké-
lasrol van sz, igy a verifikalok megbizhatosaga is kulcsfontossagu szerepet
tolt be ezen a teriileten. Mutatok egy konstruktiv modszert, mellyel ki-
hasznaljuk a jelenlegi legelfogadottabb verifikald eljaras gyenge pontjat,
azaz ,meghekkeljik” azt, ezzel ravilagitva a rendszer hianyossagara.

4.1. Adverzalis tAmadasok neuronhaldk ellen

Az adverzalis tamadéasokat, melyeket szokas ellenséges példaknak is
nevezni, elGszor 2013 kornyékén kezdték vizsgalni tobbek kozt Szegedy és
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tarsai [29]. Ahogy a cikkben leirjak, ilyen példa alatt olyan perturbalt,
kicsit megvaltoztatott bemenetet kell érteni, amely képes megtéveszteni
a neuralis halot, azaz nem a kivint osztalyba sorolni az inputot. Ilyen
esetben, ha példaul képfelismers halordl van szo, a modositas egyaltalan
nem lathato.

Az adverzalis tamadéast tobbféleképpen is lehet kategorizalni. Az egyik
szempont, hogy a tdmadas célzott-e vagy nem. A nem célzott (untarge-
ted) esetben a {6 cél az, hogy a neuralis halo rossz eredményt adjon az
adott példara, vagyis masik osztalyba sorolja be, mint amibe az érintetlen,
nem perturbalt bemenet eredetileg volt. A masik, azaz a célzott esetben
pedig azt is el szeretnénk érni, hogy nem csak hogy rossz eredményt ad-
jon a hélézat, hanem pont olyan osztalyba sorolja be a példat, amit mi
megadtunk. AlapvetSen ez az eset tiinik veszélyesebbnek, de az el6z6 sem
elhanyagolhato.

4.2. Neuronhaldk verifikalasa

Legyen egy lehetséges bemenet z. Jelolje G(x) azoknak a bemenetek-
nek a halmazat, amelyeket hasonlénak tekintiink x-hez abban az értelem-
ben, hogy G(z) 6sszes pontjara ugyanazt a cimkét kapjuk, mint z-re. A
G(x) halmazt altalaban x koriili gombként definialjuk valamilyen megfe-
lel6 vektornorma altal meghatarozott metrikus térben.

Adott a bemeneti tartomany, amelyet figyelembe kell venniink, mint
G(x) N Xyatid, ahol az X, 41i4 az érvényes bemeneti pontokat jeloli. Pél-
daul Xyaia = [0,1)™, ha a bemenet egy m pixeles kép, ahol minden pixel
a [0,1] intervallumbol vesz fel értékeket. Meg kell fogalmaznunk azt a
tulajdonsagot, amelyet ebben a tartomanyban szeretnénk tartani. Valo-
jaban azt szeretnénk, ha a G(x) N X414 tartomany minden egyes pontja
ugyanazt az osztalyozasi cimkét kapna, mint az x.

Jelolje A(z) az z valodi cimkéjét. Legyen f(z;Q) : R™ — R™, ahol
Q jeloli a paraméterezett neurdlis halozatot. Ez a haldzat n kimenettel
rendelkezik, amelyek minden x bemenetet n osztilyba sorolnak. Az x
cimkéjét az arg max; f(x; Q); adja.

Mindezt Osszevetve a verifikalasi probléma ugy fejezhets ki, hogy ke-
ressiik azt a legb&vebb G(x) halmazt, amire igaz, hogy a

' € (G(z) N Xparia) A (A(z) # arg max fxo;92),), (2)

képlettel definialt 2’ ellenséges példat nem tartalmaz. Ha a (2) megszori-
tas megvalosithato, akkor van olyan z’, amely sérti a tulajdonsagot. Ha
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nem létezik ilyen x’ (feltéve, hogy G(z) N Xyariq nem iires), akkor az x
input G(z) kérnyezete robusztus.

4.3. Ellenséges halo

A MIP Verify megbizhatatlansagat igazolo ellenséges halonkat a lehetd
legegyszertibb formajaban mutatjuk be. Leirunk egy ellenséges halozatot,
melyre hibés kimenetet ad a MIP Verify. A vezérelviink az, hogy kihasznal-
juk azt a tényt, miszerint a kiilonb6z6 nagységrendi szamok Osszeadasa
pontatlanna vilhat a lebeg&pontos aritmetikiban. Téamadéasunk dént&en
attol fiigg, hogy milyen sorrendben adjak Ossze a bemeneteket és a bi-
as értékeket egy neuronon beliil. Feltételezziik, hogy a kimend értékek
kiszamitasakor mindig a bias értéket adjak utolsoként hozza.

Az ellenséges halozatunk legegyszeriibb formaja az 5. abran lathato.
Ez a halozat binaris osztalyozast hajt végre az x € [0, 1] bemeneten. A
konstrukeiobol tudjuk, hogy y; € [0,1]. A MIPVerify tobb osztalyba so-
rol6 modellt és igy legaldbb két kimenetet var. Ezért hozzdadunk még
egy 1o technikai kimenetet, gy, hogy az két osztalyt y; < ys és y1 > yo
hatarozzon meg. Ezenkiviil létrehozunk egy neuront allandé nulla beme-
nettel.

Az empirikus értékelés azt mutatja, hogy a tdmadés sikeres volt. A
MIP Verify-t kisérletképpen tobb eszkozzel is kiértékeltiik. Tobbek kozott
két kereskedelmi optimalizalé algoritmus: a Gurobi [20] és a CPLEX [12]
hasznalataval, valamint egy nyilt forrasa megoldassal, a GLPK-val [19].
Az értékelések soran kiilonboz6 w és o értékekkel kisérleteztiink, hogy
megtudjuk, hogy az ellenséges halézataink megtéveszthetik-e a MIP Veri-
fy megoldasat. Véletlenszertien 500 értéket generaltunk o-ra a [—15, —2]
intervallumbol és az Gsszes altalunk tesztelt mintavételi o értékre az w ér-
tékek rendre 254,255 ... 270 yoltak. Minden paraméter beallitasnal meg-
vizsgaltuk, hogy ha a bemeneti pont x = 0,75, akkor van-e ellenséges
példa az 1 sugara koéron beliil. Emlékezziink vissza, hogy az érvényes be-
meneti tartomany x € [0, 1], {gy valojaban a problémat a teljes érvényes
bemeneti tartomanyban értékeltiik. Egyértelmt, hogy a helyes vélasz az
hogy a (2) egyenletben szerepld feltétel megvalosithatd. Mégis azt talal-
tuk, hogy mindharom megoldd szdméara a probléma megoldhatatlan az
Osszes kiprobalt paraméterkombinéciéra. Vagyis a mi egyszertd haloza-
tunk megbizhatéan becsapja a MIPVerify modszerét. Ezzel igazoltuk,
hogy a MIP Verify mesterséges neuronhélé verifikalo moédszer nem minden
esetben dont helyesen.
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5. dbra. Egy naiv ellenséges halozat.

5. A GLOBAL algoritmus fejlesztése és alkal-

mazasai

Az optimalizalo szoftverek tobbnyire hasonld elven mtikodnek. A méar
meglévs informéaciok alapjan lehetséges optimum pontot hataroznak meg,
kiértékelik a célfiiggvényt, majd az eredménnyel bévitik a tudasbézist. A
GLOBAL multistart tipust optimalizalé. Sztochasztikus modszert alkal-
maz, a keresési térben egyenletes eloszlassal véletlenszerd pontokat va-
laszt. A pontokbol lokalis kereséseket indit, amik az adott vonzaskorzet
optimumaba konvergéalnak. Vonzaskorzet alatt azokat a pontokat értjiik,
amelyekbdl lokalis keresést inditva az adott optimumba jutunk. Amennyi-
ben t6bb lokalis keresés eredménye ugyanabba az optimumba vezet, a
globalis optimum megtalalasahoz nem jutunk kozelebb, a redundéns sza-
mitasokkal eréforrast pazarolunk. A rendelkezésre all6 informaciok alap-
jan a jelenséget mérsékelni tudjuk, a GLOBAL klaszterezés segitségével
csOkkenti az ilyen esetek szamat. A klaszterezés lényege, hogy az ismert
lokalis optimumok vonzaskorzetét a véletlen minték segitségével feltérké-
pezziik. Ha egy mintapont mér ismert klaszterben talédlhaté, abbol nem
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inditunk lokalis keresést, mivel az nagy valoszintiséggel az adott klaszter
optimumaba konvergalna.

5.1. Teljesen elosztott GLOBAL

A ParallelGlobal megmutatta, hogy a GLOBAL péarhuzamositasanak
van létjogosultsaga, ha az optimalizalasi probléma mérete elég nagy [42].
A naiv megkozelités azonban nem teszi lehet6vé a GLOBAL-ban imple-
mentalt meglatasok atvételét. A SerializedGlobal célja, hogy a GLOBAL-
ban alkalmazott technikdkat minél jobban megtartsa, mikézben kihasznal-
ja a parhuzamositas nyujtotta elényoket is. Az tj megkozelitésnek tamo-
gatnia kell a mintavételezés, redukalas, klaszterezés, lokalis keresés, jabb
klaszter képzés folyamatokat. Ezzel a kozos tarolok szdama jelent&sen bo-
viil és a klaszterezési stratégia atgondolasa is sziikséges.

A GLOBAL folyamatai (mintavételezés, klaszter keresése, lokalis ke-
resés) kozotti fiiggetlenségnek tovabbra is fenn kell 4llnia. Az 0j megko-
zelitésben a kovetelmények miatt sziikség van a GLOBAL féazisainak joval
nagyobb foku atgondolésara tobb szalas kornyezetben. Véaltozast jelent
az iteraciok alkalmazasa, a mintak redukélasa és a klaszterezés kiilon fa-
zisként értelmezése. A szalak feladata egy mintapont feldolgozéasa helyett
egy algoritmus elem végrehajtasa lesz. Algoritmus elem alatt a fazisok-
ban talalhaté munkaegységeket értjiik, amelyekbdl egy fazison beliil t&bb
is lehet. A feladatok munkaegységekre bontasaval elérhets, hogy bonyo-
lultabb algoritmusok is parhuzamosithatok legyenek az eredetihez nagyon
hasonl6é miikddéssel, relative egyszerti megoldasokat alkalmazva.

A SerializedGlobal eljaras implementalasihoz a felajitott GLOBAL
algoritmus egy mikodési elemét kiilon figyelemmel kell kezelniink. A
klaszterezés és a lokalis keresés fazisok nagyon szoros kapcsolatban &ll-
nak egymassal. A minél jobb hatékonysag érdekében a lokalis keresések
eredményei azonnal visszacsatolasra keriilnek a klaszterezdbe. A klaszte-
rez6 azonnal feldolgozza az 4j informéciot, majd csak ezutan indul tjabb
lokalis keresés. Ez parhuzamos esetben konfliktushoz vezethet, mivel min-
den klaszterezés utan csak egy mintan indulhatna lokalis keresés, ami nem
elfogadhat6. A konfliktust az informéacio egyidejtileg kétiranya aramlasé-
nak megsziintetésével érjiik el. Alapesetben a lokalis keresések eredményei
folyamatosan visszakeriilnek a klaszterezébe, amit a klaszterezés azonnal
fel tud dolgozni. Amikor nem maradt klaszterezési feladat, a mintak egy
része atkeriil a lokalis keres6be. Ez a mechanizmus tobb szalon szimulalja
a GLOBAL algoritmusanak hatékony megoldasat.

Természetesen a parhuzamos miikodés informaciovesztéssel jarhat a
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GLOBAL esetén is. Lehetséges, hogy két kozeli minta egyszerre keriil
be a helyi keresési modulba, mikézben az egyiket majd klaszterezhetjiik
a kornyezetbdl inditott masik keresés eredményének felhasznalaséval. Ez
sziikségtelen helyi keresésekhez vezethet, igy a program tobb szamitast
végez, rontva a hatékonysagot. Ez a tobblet eréfeszités minimélis lesz,
ha a keresési teriilet mérete nagy a generalt mintdk szamahoz képest.
Ez annak koszonhetd, hogy két mintdnal nagyon kicsi a valdszintisége,
hogy kis kornyezetben keriiljenek be, azaz a tavolsdguk kisebb legyen a
kritikus tavolsagnal. Fiiggetleniil attol, hogy milyen nehéz a célfiiggvény
kiszamitasa, a felesleges helyi keresésekre forditott futéasi idé jelentéktelen
lesz, hacsak a végrehajtott iteraciok szdma nem rendkiviil alacsony. Ha
kevesebb iteracioval foglalkozunk, akkor érdemes ugyanazt a mintat tobb
iteracié kozott elosztani. Mas széval novelni kell az iterdciok maximélis
szamat.

Az algoritmus megallasi kritériumainak tullépése a helyi keresésekben
tovabbi veszteségekhez vezethet. Ezt a jelenséget az egyszalas valtozatok-
nal is megfigyelhetjiik, de parhuzamositasban ez halmozottabban elGjohet
a szalak szamaval aranyosan novekedve.

5.2. GLOBAL hasznosulasa egyéb teriileteken

A GLOBAL eljarast els6 izben a kaotikus régiok keresésére hasznal-
tuk. A kdosz létezésének harom geometriai feltétele hasonld részhalmaz
vizsgalaton alapul. A korabban publikalt [13] algoritmus képes eldonteni,
hogy egy adott rendszer rendelkezik-e a fenti geometriai tulajdonsagokkal.
Rendelkeztiink egy teljesen automatizalt ellenérzé eljarassal, igy lehetgsé-
glink van azt egy optimalizalo eljarassal kombinalni, mellyel egyiitt képes
lehet 4j kaotikus tartomanyok keresésére. Ennek az optimalizalo eljaras-
nak a paraméterei adltalaban a négyszogek csticspontjainak koordinatai, de
lehetnek akar a leképezés paraméterei is. A célfiiggvény pedig egy olyan
nemnegativ biintetéfiiggvény, mely megmutatja, hogy mennyire sérti meg
az adott konstrukcio a kiosz létezésének feltételeit.

Ezzel az eljarassal kapcsolatban két nehéz feladatot emelnék ki, ame-
lyekrél kordbban nem volt fellelhets eredmény a szakirodalomban. Mind
a kett6 az Hénon-leképezéssel kapcsolatos. Az els6 esetben az Hénon-
leképezés mésodik iteraltjat vizsgaltuk. Zgliczynski korabbi megkozelité-
sével sikertelen volt — a klasszikus paraméterek mellett — a kaotikus régio
keresése a mésodik és negyedik iteraltakra. Ezért az el6bb emlitett, al-
talanosabban alkalmazhato technikit probaltuk meg hasznélni ezekre az
esetekre. Az eljarasunk a nehezebbnek vélt mésodik iteraltra is az elgzk-
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ho6z hasonléan mind a 8 csticspont keresésével talalt optimalis megoldast.

A masodik esetben egy olyan Hénon-leképezést vizsgaltunk, amelyik
tertilettarto, ekkor a B paraméternek 1-nek kell lennie. Az A paramétert
szabadon megvalaszthatjuk. A kisérleteinkben azt tapasztaltuk, hogy mi-
nél nagyobb ez a paraméter, annél laposabb az instabil sokasag, és igy
kénnyebb befoglalni négyszogekkel a kaotikus régiot.

Késtébb az Hénon-leképezés klasszikus paraméterek melletti Gsszes ite-
raltjanak kaotikus viselkedésével foglalkoztunk. Smale adott egy tisztan
elméleti bizonyitast arra, hogy az Hénon-leképezés 6sszes magasabb ite-
raltjainak létezik L-R tipust kaotikus tartoméanya [27]. A bizonyitasban
csak azt mondta ki, hogy egy elég nagy iteraciés szam utan biztosan lé-
tezik ilyen régi6. De ezen iteracié nagysagara konkrét értéket nem adott
meg. A GLOBAL eljarassal a Smale bizonyitasdban szerepld feltételeknek
megfelel6 régiokat sikeresen megtalaltuk, mellyel bebizonyitottuk, hogy a
tizenkettedik iteraltja utdn mindegyik rendelkezik L-R tipust kiosszal.

Ez a modszer alkalmas volt az Hénon-leképezés entropiajanak vizs-
galatara is. Galias és Zgliczyriski 2001-ben publikalt [18] egy rosszabb
alsé korlatot az Hénon-leképezésre. A technikajuk teljes mértékben em-
beri beavatkozason mult, ,kézzel tortént”. A periodikus pontok és a stabil
sokasag elhelyezkedésének ismeretében probaltak elhelyezni olyan régio-
kat, melyek rendelkeznek az elvart atfedési tulajdonsagokkal. A periodi-
kus pontok ismeretében tobb kisérletet is tettiink arra, hogy optimalizalé
eljarasunkkal kiilonbo6z6 atmenetmatrixoknak megfelels négyszogeket ke-
ressiink. Az akkor publikalt legjobbal azonos als6 korlatot tudtunk talalni
a teljesen automatizalt eljarasunkkal.

Jelenleg a fizika teriiletén tobb olyan probléma van, mikor egy-egy 14j
otlet 6nmagéban nem elegendd, hogy a benne rejlé lehetGséget bemutassa.
Sok esetben egy 1j struktira amely jobb az el6djeinél, alapesetben nem
mutatja ezt a hatékonysagot. Tobbnyire a struktira megfelel6 paraméte-
reinek a megtalalasa is nagy feladat. Ezeket a problémékat, a kordbbi. az
elméleti matematika teriiletén fellelt problémakhoz hasonléan, optimali-
zalasi problémakka konvertaltuk. A numerikus optimalizalas a GLOBAL
eljarassal, mig a célfiiggvény kiértékelése, illetve a feltételek teljesiilésének
ellenérzése a COMSOL Multiphysics program segitségével tortént.

Az elsé fejlesztést igényls feladatban az volt a cél, hogy maximalizaljuk
a szupravezetd nanovezetékes egyfotondetektorok (SNSPD) polarizéacios
kontrasztjat [15]. Az SNSPD-k négy kiilonb6z6 nanoszal mintazati, egy-
dimenzios periodikus plazmonszerkezettel integralt rendszerek, melyek ké-
pesek a p-polarizalt foton-szelektivitast kbzvetiteni a nidobium-nitrid szup-
ravezetd felé. Ezen szupravezets segitségével képesek a detektélas tényét
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rogziteni. Optimalizalasi szempontbol a maximalis aranya detektélas el-
érése mellett t6bb kiilonbozd kritérium teljesiilését kellett ellendrizni. A
cél szempontjabol hasonléd feladat volt, amikor harom kiilonb6z6 homo-
ra eziist mag-héj nanorezonator konfiguracioé geometriajat optimalizaltuk.
A cél az volt, hogy egyidejtleg javitsuk a bedgyazott szilicium iiresedési
(SiV) gyéméant szinkozpontok gerjesztését és kibocsatasat [30]. A kovetke-
z6 feladatban az optimalizalonak a f6 célja nem egy maximalis érték eléré-
se volt, hanem egy olyan jelenség keresése, amelynek még az el6fordulasa
sem volt bizonyitott a szakirodalomban. Mint lathaté volt, kordbban nem
tudatosan, de ilyen jelenségeket talaltunk mas rendszereknél is. Bar ak-
kor az eredeti célokat jobban teljesité rendszerek kivételesen hoztak ilyen
jelenségeket, nem tudatosan kerestiik 6ket. De pont az optimalizald, agy-
mond black-box-ként val6 alkalmazasanak érdeme volt ez, mivel ratalalt
ezekre a ritka, kirivoan jol viselkedd rendszerekre [34].

De ezeken feliil szamos tovabbi cikk jott 1étre hasonlé technikai meg-
oldasokkal [16, 31, 33, 35, 36, 38, 39|.
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