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El0szo

Az értekezés két témakorben elért eredményeket targyal. Ezek a témakorok a meg-
bizhat6 szamitdsok, illetve az optimalizalasi eljarasok fejlesztése és alkalmazdsa. Mar a
doktori képzésem alatt is ezekkel a szakteriiletekkel foglalkoztam, s6t ez a két teriilet sok
esetben Ossze is ért, mivel mind a kettd sziikséges volt bizonyos eredmények eléréséhez.
A PhD képzés sordn értem el az els6 komolyabb eredményeimet a kdosz keresésben az
optimalizdlas alkalmazdsaval. Ezeket a témdkat Garay Barna és Csendes Tibor ismertette
€s szerettette meg velem. Az els6 eredményeket a klasszikus Hénon-leképezés kaotikus
régidinak vizsgalataval értem el [9, 28]. Ezekben a munkdkban az optimalizalast kaotikus
régiok bizonyitdsdhoz sziikséges geometriai alakzatok keresésére hasznaltam.

A doktori képzés alatt a megbizhat6 szdmitasok teriiletét tovabb erdsitette a Hatva-
ni LaszIl6 ltal megismertetett probléma, mely a kényszerrezgéses fékezett inga kaotikus
viselkedésének a bizonyitdsa volt. Az eredeti cikkben John Hubbard csak egy sejtést fo-
galmazott meg, matematikailag elfogadhato teljes bizonyitdst nem tudott adni [47]. Ennek
a problémanak a megoldasa [12, 27] olyan élmény volt szdmomra, hogy a mai napig kere-
sem az igazin érdekes, masok altal felvetett megoldatlan problémadkat. Ezért els6 ranézés-
re a doktori utdni témavdlasztdsaim kaotikusnak tlinhetnek, de tulajdonképpen mindegyik
egy-egy érdekes probléma, melyeken az dltalam ismert eszkdzok jol alkalmazhatok és
veliik magasabb szintli eredményeket lehet elérni.

Az elsé ilyen kiemelked6 munkdmnak a Wright-sejtés [93] igazoldsdhoz vezetd ered-
ményiink rdm esd részét tartom. A problémat Krisztin Tibor altal ismertem meg. Ezen
a teriileten mar a doktori képzés alatt is értem el kisebb eredményeket, melyek akkor
még nem igazan tlintek igéretesnek [6]. Az attorés 2010-ben tortént, mikor mar latszo-
dott, hogy a sejtés egy j6 részét tudjuk bizonyitani, jéval tovabb menve a Wright altal
feltételezhet6en megoldott tartomdnyon. A probléma nehézségét és szamitasi igényét jel-
zi, hogy a teljes munkank kozel 5 évbe telt [14]. A megoldds értékét jol illusztrdlja a
cikkel elnyert, az intervallum analizis alkalmazdsaért odaitélt nagy presztizsti nemzetkozi
Moore-dij, melyet a tarszerz6immel 2016-ban vehettiink 4t. Az ezzel kapcsolatban vég-
zett munkamat az 1. fejezetben mutatom be.

A PhD dolgozatomban szerepelt a kényszerrezgéses fékezett inga kaotikus régidja 1é-
tezésének megbizhat6 bizonyitdsa, de tobb kérdés nyitva maradt ezzel kapcsolatban. Ilyen
példaul a régio kaotikus trajektoridinak megkeresése, illetve a rendszer lehetséges kont-
rolljai. Az el6bbit megoldé eljardst doktorandusz hallgatdmmal, Lévai Baldzzsal kozosen
publikaltuk [55], melyhez dgyszintén a megbizhaté szamitdsok és az optimalizalas kel-
lett. Az utébbit Csendes Tibor és Hatvani Laszl6 tarsszerz6immel publikaltuk [13], az
ehhez kapcsol6dd eredményemet a 2. fejezetben mutatom be. Lévai Baldzzsal €s Palati-
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nus Endrével k6z6s munkéank az optimélis korfedés teriiletén elért eredményiink is [17],
melyet a 3. fejezetben mutatok majd be. Ebben ismét az optimalizdldsnak és a megbizhat6
szamitasoknak van fontos szerepe.

A kovetkezd, negyedik fejezetben a jelenleg is aktivan kutatott teriiletemet mutatom
be, ami a mesterséges neuronhaldk verifikdldsa. Elso halldsra ez a probléma csak tavolrdl
csatlakozik a kordbbi kutatési teriileteimhez, de a verifikdlds sordn tobb megbizhat6 el-
jérast, illetve a gyorsitdshoz optimalizalast alkalmaznak, igy a kordbbi tapasztalataimnak
nagy hasznat veszem. Az elsd nagyobb eredményiink ezen a teriileten kimondottan a ta-
pasztalataimon alapult, miszerint az MIT kutatoi dltal megbizhatonak mondott verifikalo
[80] sebezhetdségére hivtuk fel a szakmai kozosség figyelmét [96]. Ennek a hidnyossag-
nak a teljes értéki kimutatdsidban nagy szerepe volt doktorandusz hallgatémnak, Zombori
Dénielnek. Az ezzel kapcsolatos eredményeket a 4. fejezetben fogom bemutatni.

A kutatdsok sordn el6szor még a - masok altal fejlesztett - GLOBAL algoritmust hasz-
naltam, mely C nyelven irédott. Mar ekkor lattam, hogy ez az algoritmus mely teriilete-
ken lehet hatékony, de észrevettem azt is, hogy a kor szoftverfejlesztési szellemének ez
mar nem tesz eleget. Az algoritmus implementacidja elavult volt, az egyedi igényekre
valé hangolédsa pedig sok esetben nehézkes, vagy inkdbb lehetetlen volt. Az évek so-
rdn tobb esetben is nagy szamitdsigényi feladattal taldlkoztam, igy a parhuzamositdsra
is egyre nagyobb hangsulyt fektettem, mellyel kapcsolatban jelentek meg publikaciéim
[4,7, 18]. Az eredeti GLOBAL optimalizal6 algoritmus egy erdsen szekvencidlis eljaras,
de a problémadkon elért eredmények miatt dltalam rengeteget haszndlt eljaras lett. Ennek
a parhuzamositisara tobb megoldast is elkészitettiink Zombori Déniel doktorandusz hall-
gatémmal [16, 95], melyek eredményeként az 5. fejezetben tdrgyalt algoritmus bizonyult
a leghatékonyabbnak az altalam vizsgalt problémakra. A fejezet végén tobb olyan ered-
ményt is bemutatok, melyet a GLOBAL-lal értem el, illetve pér olyan értékes eredményt
is, amelyek véleményem szerint a GLOBAL parhuzamos valtozata nélkiil nem jottek vol-
na létre azok extrém nagy szamitdsi igénye miatt. Ezeknek a feladatoknak a nagy részét
fizikus tarszerz6im vetették fel, melyekhez sok esetben a parhuzamositdson kiviil tovab-
bi médositasok is sziikségesek voltak a GLOBAL-ban. Ezek a véltoztatdsok ebben az 1j
elméleteken alapul6 implementdcioban konnyedén megvaldsithatok voltak.
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1. fejezet

A Wright-sejtés bizonyitasaval
kapcsolatos eredmények

Jelen részben egy bo fél évszazada felvetett [93], egyszerlinek tlind problémat fogunk
megvizsgélni. Feladatunk azt eldonteni, hogy egy, a differencidlegyenletek jobb oldaldn
szerepld paraméter fliiggvényében hogyan viselkedik a differencidlegyenlet megoldésa,
trajektoridja. Hasonld, de paratlan fiiggvénnyel adott jobboldali esetekre mar 1éteznek
eredmények [52, 53], de jelen nem paratlan esetekkel kapcsolatban tobb még bizonyitan-
do feltételezés volt.

Ez a probléma kiilonosen felkeltette az érdeklddésemet, mellyel még a doktori kép-
z€s alatt taldlkoztam. Kicsit szkeptikusan dlltam hozzé ehhez a feladathoz, hogy van-e az
eszkoztdramban barmi, ami el6rébb vihet a megolddsban. A kényszerrezgéses inga kaoti-
kussdgaban szerzett tapasztalataimon felbuzdulva nem teljesen vetettem el a problémat.

Az évek sordn tobb lehetséges utat is kiprobaltunk Krisztin Tibor és foként Arnold
Neumaier otletei alapjan. Sajnos ezek az otletek egyike sem hozta a vart eredményt, s6t
még a Wrigth altal allitott, nem kidolgozott, csak sejtett értéket sem tudtuk elérni a pa-
raméterben. De minden egyes kisérlet egyre kozelebb vitt ahhoz a gondolathoz, hogy a
trajektoridk zérushelyeinek lokalis vizsgélata nem elegend6 az érdemi eldre 1épéshez.

Sajnos a késleltetett differencidlegyenletek megolddsara nem volt ismert olyan nume-
rikus eljards, mely matematikai bizonyitdsokban is haszndlhat6. Hagyomanyos differenci-
alegyenletekre voltak megbizhat6 eljarasok, ugy mint példaul a VNODE [62, 63], COSY
[57] vagy a régebbi AWA és hasonlo eljarasok [35, 56]. Az ezekben az algoritmusokban
alkalmazott mdédszer kiterjeszthetd bizonyos megkotésekkel a jelenlegi késleltetett diffe-
rencidlegyenletiink megoldasara is.

A Kirisztin Tibor 4ltal felvazolt lehetséges részeredmények kiterjesztése soran tobb
kisérletet is tettiink a bizonyitds elérésére. Ezek sordn kifejlesztettem a jelen esetiinkre
egy megbizhato eljarast [6] a késleltetett differencidlegyenletiink megolddsanak befogla-
lasara. Ezzel a mddszerrel, illetve a jelenlegi fejezetben bemutatdsra keriil6 zérushelyek
Osszekapcsoldsara vonatkozé otletem sordn kapott jobb korldtozé fiiggvényekkel sikeriilt
olyan eljarast kapnunk, melyet sikeresen alkalmaztunk az adott problémadra.
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1.1. Wright-sejtés és eredete

Sir Edward Maitland Wright (1906-2005) angol matematikus a szamelmélet egyik ki-
emelkedd alakja volt. Legismertebb munkdja a G.H. Hardy-val kozos Bevezetés a szam-
elméletbe (An Introduction to the Theory of Numbers) cimi konyve, mely az 1938-as
els6 kiadasa ota hat uj kiadasban jelent meg [44]. Az 1940-es években sok matemati-
kus foglalkozott a primszamtétel elemi bizonyitasdnak lehetoségével. Hadamard és de la
Vallé-Poussin francia matematikusok 1896-ban mar megmutattik, hogy 7(n), ami a prim-
szamok szamat jelenti n-ig, aszimptotikusan n/ log(n), azaz a hanyadosuk egyhez tart, ha

n tart végtelenbe:
m(n)
n

log(n)

A bizonyitds a komplex analizis és a Riemann-féle zéta-fliggvény eszkozein alapult, és
nem volt nyilvdnval6 kapcsolata a primszdmok hétkoznapi értelemben ismert tulajdonsé-
gaival.

Elemi bizonyitast Erd6s [36] és Selberg [73] adtak 1949-ben, de az egyik legbiztatébb
elképzelés egy valdszintiségszamitasi megkozelités volt. Lord Cherwell felvetését kovet-
ve Wright feltételezte a primszamok eloszldsdnak bizonyos véletlenszerl tulajdonsigét,
€s belatta, hogy ekkor a primszamtétel éppen azt jelentené, hogy a

lim =1.
n—inf

Z(t)=—az(t—1)(1+2(t)), « € RT

differencidlegyenlet -1-nél nagyobb megolddsai mind nulldhoz konvergilnak az o =
log(2) esetben. Wrightnak annyira megtetszett ez a differencidlegyenlet, hogy egy egész
cikksorozatot szentelt neki, amiben 1946 €s 1960 kozott szamos érdekes tulajdonsagot
bizonyitott be az egyenlettel kapcsolatban. Ez az egyenlet kés6bb a Wright-féle késlel-
tetett differencidlegyenlet néven terjedt el. Bar ezt az egyenletet kordbban Hutchinson
vezette be €s késleltetett logisztikus egyenletnek hivtdk. Ez az egyenlet nagyon egyszerd,
nemlinedris differencidlegyenlet id6késleltetéssel. Az egyenlet egy végtelen dimenzids di-
namikai rendszer, melynél a fazistér egy fiiggvénytér, a [—1, 0]-4n folytonos fiiggvények
Banach-tere. A népszerliségét talan annak is koszonheti, hogy latszélagos egyszeriisége
ellenére nagyon bonyolult a viselkedése és megoldasainak jellemzése nehézkes.

A megfeleld dtalakitasokkal a Wright-féle késleltetett differencidlegyenlet egy masik,
vele ekvivalens, de a jobb oldalon mér csak késleltetést tartalmazé alakra hozhaté. Ha
z(t) > —1 (szémunkra csak ez az eset érdekes), akkor tekintsiik a z(t) = e¥®) — 1
helyettesitést. Ezzel 2/(t) = e/®y/(t) és z(t — 1) = e¥(*~1) — 1. Igy az aldbbi egyenletet
kapjuk:

ey(t)y’(t) - — (ey(t—l) — 1) (1 +ev® _ 1) 7

melybdl egyszerisités utan:

y'(t) = —a (¥ —1). (1.1)
Tetszoleges induléfiiggvény és av < 1.5 esetén ismert [93], hogy a trajektoria oszcil-
lalva konvergal a nulldhoz (1dsd az 1.1(a) dbrat az v = 1.5 és ¢(s) = —11 induldfiiggvény

esetére).
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(a) Az o = 1.5 eset.

(b) Az a = 2.0 eset.

s

1.1. abra. Kozelitd dbrak az (1.1) egyenlet trajektoridjara.

Wright azt is allitotta, hogy a médszerét tovabb folytatva o < % is elérhetd, és eset-
leg még o < 1.567 is. Ma mdr azt is tudjuk, hogy o = Z-ben a nulla megoldds elveszti
a stabilitdsat (agynevezett bifurkaci6 torténik), és megjelennek periodikus megoldasok,
melyekhez tartanak a megoldasok (lasd az 1.1(b) abrit az o = 2.0 és ¢(s) = —11 eset-
re). Az 1955-0s eredeti Wright-sejtés azt mondja ki, hogy az 6sszes megoldas nulldhoz
konvergdl az o < 7 értékre, mely a korabbi numerikus eredmények alapjan sejthetd volt,
hogy igaz is.

Bar maga az egyenlet latsz6lag egyszerd, de a késleltetéses z(¢ — 1)-es tagja miatt, va-
lamint a nemlinearitds miatt a sejtés tovabbra is nyitott volt. Annak ellenére, hogy az ilyen
differencidlegyenletekkel foglalkozé kutatok mindegyike el6tt nagyon jol ismert volt a

3 37

probléma, még a Wright 4ltal allitott o« € [5, ﬂ] esetet sem sikeriilt igazolni. S6t a 80-as

években még hibas bizonyitdsok is megjelentek.

A Wright-sejtés bizonyitdsdnak moddszere az ugynevezett globdlis attraktorok meg-
addsdn és teljes jellemzésén alapult. A 7-nél nagyobb paraméterekre a globdlis attrakto-
rokrol sokat tudunk, de tovdbbra sem ismert a teljes jellemzésiik. A tarsszerz6im egyik
elméleti eredménye az, hogy a Wright-sejtés igazoldsdhoz elegendd a lassan oszcilldlé
periodikus megoldasok 1étezését kizarni. Ez egyébként korabban nem volt ismert, Wright
sem tudott réla. A lassan oszcillalé periodikus megolddsok egyszerli megolddsok, ame-
lyeknek a periédusat harom egymads utdni zéréhely hatdrozza meg, és a zérushelyek ta-
volsaga 1-nél nagyobb. De a periodikus megoldds nemlétezésének igazoldsa nehéz, még
kozonséges differencidlegyenletekre is. Késleltetett differencidlegyenletekre a nemline-
aris fliggvény bizonyos tulajdonsdga mellett volt mar ilyen bizonyitds, de nem gyakori
a szakirodalomban. A bizonyitasunk sordn a Wright-féle végtelen dimenzids dinamikai
rendszernek a periodikus megolddsainak nemlétezését sikeriilt véges dimenzids feladatta
redukdlni. A nemlétez€s problémadjat bizonyos paramétertartomanyra intervallumaritme-
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tikai eszkozokkel sikeriilt igazolni. Melyet a fejezet tovabbi részében mutatok be.

1.2. Wright médszerén alapulé bizonyitas az o < 1.0 eset-
re

Tekintsiik a Wright-féle késleltetett differencidlegyenletet az alabbi formédban:
y'(t) = —a (e’ —1). (1.2)

Bizonyitani fogjuk, hogy nem létezik a konstans nulldn kiviil mas periodikus pélya.
Abban az esetben, ha nem létezik ilyen, a konstans 0-t6l eltér6 periodikus pélya, akkor
egyéb eredményekbdl tudjuk, hogy a szdmunkra érdekes esetekben nulldhoz fog tartani
a megoldas. A nem azonosan nulla periodikus pédlydk nem létezését indirekten fogjuk
bizonyitani.

Kezdetben vegyiik észre a differencidlegyenlet trajektéridjanak néhany hasznos tu-
lajdonsagét. Tételezziik fel, hogy 1étezik periodikus pélya és tekintsiink egy ilyet. Ha
y(t —1) < 0és a > 0, akkor az (1.2) képletbdl kovetkezik, hogy v/(t) > 0. Pozitiv deri-
valt esetén kétfajta trajektdria lehetséges: a fliggvény nem marad végtelen hosszu ideig a
negativ tartomdnyban, vagy alulrél konvergal egy nem pozitiv szimhoz. Mivel egy peri-
odikus megoldast tekintiink, igy csak az elso eset lehetséges. Ha y(t — 1) > 0 és a > 0,
akkor az y/'(t) < 0. Az el6z6hdz hasonl6 gondolatmenettel igazolhatd, hogy a pozitiv tar-
tomédnyban sem maradhat végtelen hosszu ideig egy periodikus megoldas. Az utébb két
észrevételbdl kovetkezik, hogy a periodikus palydknak a nulla pont koriil kell oszcilldlni-
uk. Feltehetjiik, hogy a periodikus pélya széls6értékei M, illetve (—m) (M, m > 0), azaz
a fiiggvény minden ¢ idépontjra igaz, hogy

(—m) < y(t) < M. (1.3)

Mivel a fiiggvény a nulla koriil oszcilldl, igy 1étezik olyan zéruspontja, melynek kor-
nyezetében y(t) eljelet valt. Legyen ¢, egy ilyen idGpillanat, azaz y(ty) = 0 és legyen a
fliggvény ¢, el6tt negativ, mig ¢, utdn pedig pozitiv. Az (1.2) képletbdl kovetkezik, hogy
a (to + 1) pontban az y/(t) elgjelet valt. Ezen tulajdonsdg miatt a (¢, + 1) pont egy ma-
ximumpont, azaz y(to + 1) = M. Az el6z8 gondolatmenethez hasonléan ldthat6, hogy
ha az y(ty) = 0 és a ¢y kornyezetében y'(t) < 0, akkor y(top + 1) = —m, mely egy
minimumpont.

Eldszor ismerjiik meg Wright bizonyitdsdnak [93] 1ényegét az o < 1.0 esetben. Vizs-
galjuk meg, milyen feltételeket kaphatunk a periodikus palya széls6értékeire.

1.1. Allitas. A periodikus pdlydk szélsoértékeire az aldbbiak igazak:

- (e*m - 1) ; (1.4)

M
m « (eM — 1) . (1.5)

1 <
2. <

Az 1.2. dbran lathatjuk az allitas Osszefiiggéseit az o = 1.0 esetben. Az 1.3. dbra a
fiiggvény alakuldsat mutatja a (¢o + 1) idSpontig. A figgvény a ¢, pont el6tt a satirozott
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0.8 1.4+
m

0.6

) / . /
0.4 ”///—Ct' (e=m —1)

— 0.6 //
- M
~ /
- 0.4 ~
02 = —
// 02 _~
0 02 04 06 038 1 0 02 04 06 038 1
m M
(a) m eset. (b) M eset.

1.2. abra. Korlatok az o« = 1.0 esetben.

M

to to+1

—m

1.3. dbra. A bizonyitas lényege az o < 1.0 esetben.

teriiletben kell, hogy legyen. A t, id6pillanatban a fiiggvény értéke nulla. Ha a ¢, el6tti
szakaszt (—m)-mel korlatozzuk alulrél, akkor az integralaskor a ¢, utdni résznek egy felsd
korlatjat kapjuk. A feltétel szerint a (¢o + 1) idGpillanatban ezen felsG becslésnek legaldbb
M-nek kell lennie.

Mint lathatd, a M értékére felsé korlatot ad m, és forditva. Az (1.4) feltételbe behe-
lyettesitve az (1.5) feltételt egy fels6 korlatot kapunk M-re M fiiggvényében:

M < —a (aa(eM*l) _ 1) . (1.6)

Ezt a M-et korldtoz6 fiiggvényt az 1.4. dbran lathatjuk. (A megfeleld behelyettesitéssel
egy hasonl6 Osszefiiggést kaphatunk m-re.)

Ez a feltétel barmilyen periodikus pdlyéra igaz, azaz olyan M-et kell taldlni, mely
esetén a jobb oldal nem ad kisebbet, mint M. Az 1.4(a) dbran lathato, hogy az o < 1.0
esetben csak a M = 0 elégiti ki ezt a feltételt, amibdl kovetkezik az is, hogy m = 0.
Az 1.4(b) abrabdl sejthetd, hogy az o > 1.0 esetben 1éteznek olyan M, m > 0 szdmok is,
melyekre igazak a megfelel feltételek. Ezeket az észrevételeket Wright elméleti eszko-
zokkel bizonyitotta.



banhel yi . bal azs 224 24

DOKTORI ERTEKEZES
M M
09t P g 0.9 -
08l e 08f 77
// —a (efa(e”—l) _ 1) //
0.7t M=M - 0.7t gt
06 o 06l i
056 /// "o (eftl(c‘”—l) _ 1> 05F ///
P S M=M
0.4F 7 041 e
03 g 03 -
02r 02f o -
011 o1t 27
% 02 04 06 08 i % 02 04 06 08 ’
(a) a = 1.0 eset. (b) @ = 1.1 eset.

1.4. abra. Korlatok M -re kiilonbozé o értékek mellett.

1.3. Wright médszerén alapul6 bizonyitas az o < 1.5 eset-
re

Wright er6sebb feltételeket is adott a periodikus palya széls6értékeire. Ezek segitségé-
vel a sejtést bizonyitotta az o < 1.5 esetre is. A tovdbbiakban ezen, er6sebb feltételek
levezetését ismertetjiik.

1.2. Allitas. A periodikus pdlydk szélséértékeire az aldbbiak igazak:

I. ha —m>a(e™—1), akkor M < —a(e™™ = 1)+ (—m)-5—= —1; (1.7)

2. M<a- % (1.8)
3. m<a(eM—1) - Mg +1. (1.9)

Az 1.3. dbrdhoz hasonldan a jelen bizonyitds lényegét az 1.5. dbra illusztrdlja. A M
esetén két kiilonbozd korlatot kaptunk ((1.7), (1.8)). A derivalt segitségével a periodikus
megoldasra kapott Gj korlét, és az eredeti y(t) > —me-es korldt metszéspontjanak elhe-
lyezkedése alapjan kaptuk a targyalt két esetet. Kis m-ek esetén e metszéspont a (ty — 1)
utdn van, ekkor kaptuk az (1.7) esetet. Ha a metszéspont a (¢ — 1)-nél kordbban van, akkor
a derivaltbol jovo korlatot hasznaltuk, igy kaptuk az (1.8) korldtot. A m becslése esetén
a to pont el6tti fiiggvényre adott korlatok mindig a (ty — 1) pont utdn metszik egymast,
ezért csak az els6 eset alkalmazhaté.

Az 1.4. dbrédn lathatd, hogy csak kicsi M és kicsi m esetén nem miikodott az o < 1.0
esetben haszndlt mddszer. Ezért vizsgéljuk meg kiilon ezt az esetet. Kicsi m esetén a
—m > «a(e”™ — 1) igaz, és az (1.7) korlétot hasznélhatjuk. Azaz alkalmazzuk egymads
utan az (1.7) és az (1.9) korlatokat. Ezzel egy korlatot kapunk a M értékére a M fiiggvé-
nyében. Az 1.6. 4brdbdl sejthetd, hogy ez a korlat csak az o« = 1.5-ig igazolja a sejtést.
Ha nagyobb a-ra is bizonyitani akarjuk a sejtést, akkor még er6sebb korlatokat kell ki-
dolgoznunk.
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to to+1

—m

1.5. dbra. A bizonyitas lényege az o < 1.5 esetben.

1.4. A periodikus palyak tovabbi szamithat6 korlatai

Tekintsiink egy tetsz6leges y(t) periodikus megoldast. Vegyiik a gorbe ¢, zéruspontjai
és a (to + 1) maximumpontok kozotti részeit. Az ilyen egységnyi hosszii, monoton novs
részeket nevezzik ,,(inc, 1)”-nek. Ezutdn tekintsiik a fiiggvény csokkend részét a kovet-
kezd zéruspontig, melyek hosszat nem tudjuk pontosan meghatarozni. Ezeknek a szaka-
szoknak a neve legyen ,,(dec, n)”. Az el6zbekhez hasonléan az egy hosszisagi csokkend
részeket ,,(dec, 1)”-nek és az utdna kovetkezd novekvd részeket ,,(inc, n)”-nek nevezziik.

Definidljuk az alabbi korlatfiiggvényeket az y(t)-re:

yégfz Z’;) (t) : felsé korlataty — 1 <t < t{ esetben,

g lLower) (t) : als6 korlata t; — 1 <t < ¢ esetben,

(inc,n)

yéz.ff . i;) (t) : egy felsd korldt a tq < t <ty + 1 esetben,

y&'xeﬂ) (t) : alsé korldta ty, <t < t; + 1 esetben.

yéfzzuel? (t) : alsé korldta tq <t <ty + 1 esetben,

Y (¢) « felsS korldta ty < ¢ < t) + 1 esetben.

A definici6 szerint ezen y fliggvények korlatot adnak a megfeleld részen a periodikus
megoldasra. A t, t;, és t, legyenek rendre egymast kovetd zéruspontjai a periodikus meg-
olddsnak. Mivel a vizsgélt megoldds periodikus, igy #,-t tetszéleges olyan zéruspontnak
tekinthetjiik, amelyben a fiiggvény monoton nd.

Tudjuk, hogy a periodikus megoldas (dec, 1) és (inc, 1) szakaszai egységnyi hosz-
szuak, mig a (dec,n) és az (inc,n) szakaszrol nem ismert hasonlé informacio. Ezeknek
a szakaszoknak a hossza legyen rendre pyy, illetve p,,,. Ekkor (1 + pas) és (1 + p,,) a két
zéruspont kozotti tdvolsdg, azaz a t(, = (to + 1 + pas) ésaty = (t + 1 + pm).

Mivel a (dec, n) és (inc,n) hosszat nem ismerjiik, igy a (py; — 1), illetve a (p,, — 1)
eldjelét sem ismerjiik. Tobb fels6 korlat is ismert rdjuk, de ezek szamunkra nem hasz-
ndlhatok. Ezen p értékekre jelen esetiinkben csak az 1 koriili értékek lesznek idedlisak,
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(c) a = 1.55 eset. (d) a = 7/2eset.

1.6. abra. Er6sebb korlatok M -re kiilonb6z6 o értékek mellett.

igy felmeriilhet a kérdés, hogy egydltaldn 1étezhetnek-e szamunkra j6l hasznélhaté érté-
kek erre a két paraméterre. Varhatd, hogy igen, mivel a 7/2-nél egy 4 hosszid periédus
jelenik meg. Egy teljes peridédusrdl pedig tudjuk, hogy (1 + p,,, + 1 + pas) hosszd, igy a
(pm + par)-re egy 2-hoz kozeli értéket kaphatunk. Tehdt a (p,, és a pyy) értékek varhatéan
1 koriiliek.

Ezen hat korlatfiiggvénybdl levezetiink hasonld, de er6sebb, szlikebb halmazt megen-
gedd korlatfiiggvényeket. Az tjonnan kapott korlatfiiggvényeket az eredetiekkel 6sszevet-

ve er6sebb korlatfiiggvényt kaphatunk. Az ygf ” ‘i;)-b(ﬂ és az yéﬁﬁ?-b(ﬂ levezetiink egy
(upper) (u

tarre) korldtot, valamint az y(;7+)-bs] egy-egy korldtot az y(, -7
(upper)

Y(dee1) -Te- Ezutdn levezetiink hasonlé médszerrel korldtokat az ygff:")) -re az ygil‘;fjr))—béil

Uj helyes y -re és az

10
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(upper) (upper)
(inc,1) (dec,n)

1.7. dbra. A periodikus megoldast korlatozo fiiggvények (szaggatott vonallal jelolve).

(upper) (upper)
('mc 1) (dec n)

(lower) (lower)
Y(dec,1) (inc,n)

1.8. dbra. A korlatok Osszefiiggései.

és az y((gep . i;)-b(’il, valamint az y((;f . 1)) re és az yémc 1)) -re az y(fﬁ:" -bél. Osszefoglalva:
(upper) (lower) (upper)
(inc,1) N (upper) N y(dec,l) N (lower) N (inc,1)
(lower) y(dec,n) (upper) y(inc,n) (lower)
y(inc,l) y(dec,l) y(inc,l)

Az el6z6 korlat javitasi sorrendet mutatja az 1.8. dbra. Ezeket az 6sszefiiggéseket sorban
egymds utdn alkalmazzuk, és mivel periodikus megoldést vizsgalunk, igy az eredményiil
kapott korldtokat haszndlhatjuk az iterdciéban indulasi korlatokként is. Mutatunk helyes,
pontosabb korlétfiiggvényeket, majd ezeket alkalmazva a 1étrejott korldtsorozatrdl belat-
juk, hogy annak barmely eleme érvényes korlat.

Kezdetben vehetjiik az yégf . ig)—et és a yEﬁZZel;)—et azonosan 0-nak, mig a tovabbi felsd
korldtokat azonosan M -nek és az alsé korldtokat azonosan (—m)-nek. Az (inc, 1) részen

az y(to + 1) pontban a fiiggvény értékérdl azt tudjuk, hogy az a M értéket veszi fel,

igy az Yii f Cp 1)) fiiggvényértéknek a (to + 1) pontban M-nél nagyobbnak vagy egyenl&nek

kell lennie (ygf . i;) (to+1)>M > . Hasonl6 gondolatmenettel kapjuk, hogy y((iloelcuelr)) (to+

11
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1) < —m-nek is teljesiilnie kell. Abban az esetben, ha ezen egyenlGtlenségek valamelyike
nem teljesiil a megoldés fiiggvényre, akkor nem létezhet ilyen széls6értékekkel periodikus
palya.

Lathaté majd, hogy a (dec, n) szakaszon nincs sziikség als6, mig az (inc, n) szakaszon
fels6 korlatok kiszdmitdsara. Koztes szamitdsok sordn kapni fogunk ilyen korldtokat, de
ezeket nem hasznaljuk ki, igy nem tériink ki ezek vizsgdlatara.

1.5. A megoldas erosebb korlatjai az 1 hossza szakaszokon

Kezdetben adjunk meg korrekt ygjf . (ig) és yﬁﬂﬁ? korldtozo fiiggvényeket a t, és 1

elotti értékekbdl. Ez az elv Wright kordbban emlitett médszerén alapul.

1.3. Allitas. Az aldbbi médon definidlt korldtfiiggvények helyesek:

R0
@) =ming chateltoto+1],  (110)
—a [ elnem @ 1 g
to—1
lower
yédec,l)) (t)
G (t) = max 1 oo ,hat e [t),t) +1]. (1.11)
—a [ eYdeen @) _1dz
-1
Bizonyitas. El8szor megmutatjuk, hogy az y((ﬁf;c”fs) (t) fiilggvénybdl hogyan kaphatunk a
periodikus pélyéra egy felsd korldtot az (inc, 1) intervallumon. Mivel az y((f;;ffs) egy alsé
korlétot ad¢ fliggvény, igy teljesiil, hogy
Yimwel) (t) < y(t), minden t < to-ra, (1.12)

Integraljuk az y'-t ty-tdl t-ig (tg < t < to + 1). Ekkor a Riemann-integralt felhasznalva
azt kapjuk, hogy:

t t—1

y(t) = y(t) —y(to) = —a/ey<“> —ldr=—-a / V@ _ 1 du.

to to—1
A y(x) becsléséhez haszndljuk fel az (1.12) becslést:
t—1 t—1
(@) Yo (@)
y(t) = —« eV —1dr < —a e’linen) ¥ — 1 d.
to—1 to—1

Az eredeti €s az Gjonnan kapott korlatokat 6sszevetve kapjuk az dllitdsban szerepld djabb,

erSsebb 4 "PP°") korlétot a ¢ > t, esetben.
y(znc,l)

12
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(lower)

Hasonldan kaphatunk egy jobb korlétot az Yidee,1)

-re, mellyel az éllitast igazoltuk. m

Most vizsgaljuk meg, hogy milyen médon kaphatunk egy helyes alsé korldtot az
(inc, 1)-en, illetve egy felso korldtot a (dec, 1)-en.

1.4. Allitas. Az aldbbi médon definidlt korldtfiiggvények helyesek:

lower
((z'nc,l)) (t)
gl (1) = max b Chat € [tofo + 1, (L13)
M+« [ eYtnen @ _ 1 dz
-1
(upper)
y(dff,l) ()
Giseeny (t) = min 0§ o chate[thty+1].  (114)
’ upper
—m+a [ eacen @) _ 1 dz
=1

Bizonyitas. Integréljuk az ¢’ fiiggvényt t-tSl (to + 1)-ig (¢ € [to, to + 1]):

to+1 to
yto+1) —y(t) = —a / /@D 1 dr = —a / V@ 1 dx <
t =1
to
< —a / Vlinem) @) — 1 da.
=1

(lower)

Mivel y(ty + 1) = M, igy az dllitdsban szerepl jobb korlatot kapjuk az Yine.1) Te-

Hasonl6 gondolatmenettel kaphatjuk a jobb felsé korlétot az y((gf . ig) -re is, mellyel az

allitast igazoltuk. [ |

(upper) upper) (lower)

Tehadt az y 4. ) -bol kaphatunk egy helyes erésebb y((deql) , illetve y(fieql)
(lower) korlétfiiggvényt.

(inc,n)

korlatfiigg-

(lower)
(inc,1)

(upper)

(ine.1) > illetve y

vényt, mig az y -bdl kaphatunk egy erdsebb y

1.6. A periodikus palyak hossza

A vizsgdlatainkban fontos szerepe van a (dec,n) és az (inc,n) nem 1 hosszi szaka-
szok hosszéanak, azaz a p,,, illetve p); ért€keknek. Ezek nagysdgdra adunk egy-egy ga-
rantélt befoglalast. Ezen eljaras eredményeként kapunk a maximumhely és minimumbhely
utdni szakaszra a megolddsra egy felsd, illetve alsé korlatot.

A pp,, illetve pys értékek befoglaldsét a trajektoria megbizhatd kovetésével hataroz-
zuk meg. Tudjuk, hogy a Lagrange-féle maradéktaggal ellatott Taylor-polinom az aldbbi
forméban alkalmazhat6 a trajektéria kovetésére (n = 1 eset, Euler-mddszer):

Y(2) =Y (2o) + YW ([wo, a])(x — o),

13
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= —~ 7t6:t0+1+PM

|
to to+1 Py, s t

gl
S

1.9. dbra. A trajektdria kovetése a kovetkezd zérushely megtaldldsa céljabol.

Y ([, a]) = Y (20) + YW (o, 2])([0, 2 — z0]).

Vegyiik észre, hogy a trajektoria kovetéséhez sziikségiink van 1 hosszan a trajektdria be-
foglaldsara, valamint a végpontban a fliggvényérték befoglaldsara. Ezekre az informéci-
Okra tdmaszkodva mar megbizhatéan kovetni tudjuk a trajektoriat.

Mivel az (inc, 1) szakaszon ismert egy alsé és egy felsd korldtja a periodikus megol-
dasnak, igy az (inc, 1) szakaszokra ismert egy garantélt befoglaldsa ezen megolddsnak.
A (top + 1) pontban a fiiggvény értéke M. Hasonldan a (dec, 1)-re is megkaphatjuk ezen
sziikséges informdciokat. Ezek az adatok elegendbek a trajektéria megbizhat6 kovetésé-
hez.

Most nézziik meg, hogy hogyan kaphatunk meg egy befoglalést a p,,, és a pys értékekre
a trajektoria kovetése sordn. Ezen kovetés a (to + 1), illetve (¢; + 1) pontbdl indul. A
trajektoria befoglaldsa valamelyik 1épésben tartalmazni fogja a nulldt. Ekkor az eddigi
trajektoriakovetés hossza a py,, illetve a p,, értékek also korlétja lesz. Az vérhatd, hogy a
trajektoridt tovabb kovetve, a befoglalds egy 1d6 milva nem fogja tartalmazni a nullat. Az
eddig eltelt id6 egy felsd korlatot ad a p,,, illetve a p,, értékekre. Ezt a gondolatmenetet
lathatjuk megjelenitve az 1.9. dbran.

Elméleti eredményekbdl tudjuk, hogy ezen értékek nem lehetnek nagyobbak 2-nél,
igy ha a kovetés a (to + 1) ponttél hosszabb lenne mint 2, akkor befejezhetjiik a kovetést,
€s a megfeleld p érték felsd korlatja 2. Ebbdl az is kovetkezik, hogy egy megbizhatéd
eljards az alsé korldtra sem adhat 2-nél nagyobb értéket.

Jeloljik a p,,-re adott befoglalast P,,-mel, illetve py;-ét Py;-mel, a P, intervallum
alsé és felsé végpontjait P, -mel és P,,-mel, valamint a Py, intervallum alsé és felsé
végpontjait P ,,-mel, illetve P j;-mel.

1.7. A megoldas erosebb korlatjai a nem 1 hossza szaka-
szokon

Tekintsiik els6é megkozelitésben a (dec, n) szakaszt. Korabbi ismereteink alapjan van
egy felsd korlatunk az (inc, 1) szakaszon. A trajektériakovetés eredményébdl pedig ka-
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punk egy fels6 korldtot a ¢, utdni szakaszra, melyet az 1 hosszi szakaszok becsléseibdl
és a trajektoria kovetésébdl kapunk. Definici szerint azonban az 31852 fs) a kovetkezd zé-
ruspont (t) el6tti részére ad felsé korlatot. Mivel nem tudjuk a p), pontos értékét, igy
e kovetést nem tudjuk kozvetleniil felhasznélni. Ezért azt sziikkséges megvizsgalni, hogy
a to utani részt hol haszndlhatjuk a ¢, el6tti részen. Tovabba az 1 hosszi szakaszok erd-
sebb korlatainak szdmitdsa sordn csak a [t — 1, ;] intervallumot hasznéljuk, azaz a ¢,
el6tt 1év3 szakaszon a periodikus megoldés korlétjait csak a [t — 1, t{,] intervallumon kell
ismerni. Ismertetiink egy a Wright 6tletén alapul6 lehetdséget a tdvolabbi felsd korlatok
kihasznaldséra a hasznos intervallumon.

1.5. Allitas. A Py, szdmitdsa sordn keletkezett trajektoria befoglalds [to,to + 1] részét
haszndlhatjuk a

[t — (P + 1)ty — Pl
intervallumon, mig a [ty + 1,to + 1 + P,,] részét a

intervallumon egy t, eldtti korldtfiiggvény meghatdrozdsdhoz, ahol t{, a kdvetkezd zérus-
pont, azaz a (to + 1 + py) idbpont.

Bizonyitas. Tekintsiik a trajektoria befoglaldsat a [to, to + 1 + P;] szakaszokon. Ehhez
kell a trajektdriakdvetés kezdGpontja eldtti 1 hosszi szakaszon is a befoglalds. A trajek-
téria kovetés eredményét jeloljiik Y (t)-vel, a fels6 hatdrét pedig Y (¢)-vel.

Egy tetsz6leges monoton novo fiiggvény esetében tudjuk, hogy

y(t) > y(t — At), ha At > 0.
Hasonl6an, egy monoton csokkend fiiggvényre az teljesiil, hogy:
y(t) > y(t — At), ha At < 0.

A trajektoridrdl tudjuk, hogy az (inc, 1) és az (inc, n) intervallumokon szigortian mono-
ton novs, mig a (dec, 1) és a (dec, n) intervallumokon szigordan monoton csokkend.

Vegyiik azt az (inc, 1) szakaszt, amelyen a megoldds szigordan monoton novdé. Itt a

(upper)
(inc,1)

Y (t) egy felsé korlét lesz a periodikus palydra a [to, to + 1] intervallumon. Mivel py; <
Py, igya

trajektoriakovetés sordn hasznilt kezdeti y bdl kapunk egy felsé korlétot, azaz az

At = (to+ 1+ Py) —t; > 0.

Az eddigi informdcidkat 6sszegezve:
Y(t) > yt) >yt —At) =y (t— ((to+ 1+ Pu) —tg)) -
Ebbdl a reldciobol ldtszik, hogy az Y'(¢) egy felsd korldtja az y(t)-nek a
[to— ((to+ 1+ Purr) —tg) to+1— ((to+ 1+ Puy) —ty)] =
= [to— (Pu+1) ,ty — Py

15



banhel yi . bal azs 224 24
DOKTORI ERTEKEZES

intervallumon. Mivel a ¢}, zéruspont nem lehet nagyobb, mint to+1+ Py, ezért a [to, to+1]

upper)

dec.n) korlathoz a

intervallumot felhasznalhatjuk egy jobb y
[t — (P + 1),y — Pl
intervallumon.

Vegyiik a trajektoriakovetés (to + 1) kezdGpont utdni részét. Ebbdl kapunk egy felsd
korlatot az y(t)-re a [ty + 1,29 4+ 1 4+ P,,| idGintervallumon. Mivel itt szigortian monoton
csokkend a fiiggvény, és P,, < pys, ezért

Y(t) 2 y(t) 2 y(t — At) =y (t — ((to + 1+ Pyy) — 1))
teljesiil.

Ebbdl szintén lathatd, hogy felsd korlét lesz a

[to+1—((to+1+Py) —ty) to+ 1+ Py — ((to+ 14+ Pyy) —tg)] =
= [t6_£M7t6]

intervallumon is. [ ]

Ezen eredményt a kdvetkez6 mddon is magyardzhatjuk. Az elsd esetben a periodikus
megoldast eltoljuk tgy, hogy az eredeti t[, zéruspont a (t, + 1 + P,;) pontba keriiljon.
Ekkor a monoton nové (inc, 1) szakaszon az eltolt fiiggvény az eredeti értéknél nem
vesz fel nagyobb értéket, azaz az eredeti periodikus megoldas fels6 korlatja felsé korlatja
marad az eltolt megoldasnak is. Ezt az otletet illusztrdljuk az 1.10(a) dbran.

A madsodik esetben a periodikus megoldast tgy toljuk el, hogy az eredeti ¢, zérus-
pont a (t, + 1 + P,,) pontba keriiljion. Igy a monoton csokkend (dec,n) szakaszon az
eltolt fiiggvény az eredeti értéknél nem vesz fel nagyobb értéket. Ezért az eredeti perio-
dikus megoldas felsd korlatja fels6 korlatja marad a periodikus megoldasnak a ¢{, pontot
megel6z6en is. Ezt lathatjuk az 1.10(b) dbran.

Az el6z8 két btletbdl és az y((;‘f . is) -bdl kaphatunk egy felsd korldtot a zéruspont eldtti
részre. Hasonl6an kaphatunk egy uj als6 korldtot a ¢ elStti részre is.

Most nézziik meg, hogyan kaphatunk egy erdsebb korlétot a (dec,n) és az (inc,n)

7

szakaszok [t; — 1, ;] intervallumdra az el6z6 korlatok (¢, — 1) el5tti részeibdl.

1.6. Allitas. Az aldbbi médon definidlt korldtfiiggvények helyesek:

( (upper) )
(dff,n) ( )
g (t) =minQ chate[th— 1,8, (1.15)
’ 0 (um)e?")(x)
a [ el —1 dy
\ t—1
és
( lower )
Einc,n))( )
o) () =maxq chate -1t (116)
’ lower
« f Yinem) (W) 1 dy
\ t—1 Y,

16
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to to+1 P, to+1+Py ty to+1+Py

(b) A P, eset.

1.10. abra. A trajektdria kovetésbdl kapott felsé korlatok.

Bizonyitas. ElGszor tekintsiik a (dec, n) esetet. Ekkor tudjuk, hogy

Yt > y(t).

Integraljuk az y'-t t-t8l t(-ig (¢, — 1 <t < t)):

) t—1
—y(t) =y(ty) —y(t) = —a/ey(xl) —ldr = —a / V@ — 1 dz.
t t—1
Ebbdl
t—1
(upper)
y(t) < a / eYacem) @ _ 1 dg.
t—1
Ezzel megkaphatjuk az 4llitdsban szerepld fels6 korlatot.
Hasonléan az y((iqolffs) esetén:
t—1
(lower)
y(t) > « / eYlinen) — 1 du,
t—1
melybdl kovetkezik az allitdsban szerepld mésodik 4llitas. [ |
(upper) (lower)

Osszefoglalva, az Y(ine.1) » illetve az Yine,1) korlatfiiggvényekbdl kaphatunk egy ga-
rantalt trajektoriakovetést, melybdl meghatarozhatunk egy helyes felsé korlatfiiggvényt.
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E korlatfiiggvény tdvolabbi értékeit felhasznalhatjuk a kovetkez6 zéruspont eldtti 1 hosszu

szakaszon a periodikus megoldds erdsebb korlatainak meghatdrozasahoz. Ezen 1 hosszu

szakasz korldtja sziikséges az yE Lppe )) illetve az y((fiower)) pontosabb korlatfiiggvények ki-

szamitdsdhoz. Hasonl6 elv miikodik az y((mc n)) esetén is.

1.8. A periodikus korlatokat szamito eljaras

Az y((zlflfig) y((gf ” i;) ygjf ” i;) és az yg y lcuel)) korlatfiiggvények csak 1 hosszan értelme-
zettek a [tg, to + 1], illetve a [t),t; + 1] idGintervallumokon. Az y((i:é}is) és az y((gf ” fs)

fiiggvények szdmitdsa sordn azonban (¢, — 1)-nél, illetve a (¢; — 1)-nél kisebb értékek-
re is sziikségiink van, igy ezeket hosszabban taroljuk. E rész til hosszu taroldsa szintén
nem hasznos, igy e részt 2 hosszan fogjuk tarolni, amely a kordbbiak miatt nem okozhat
gondot.

Mind a hat korlatfiiggvény esetében az egységnyi hosszui szakaszt egyenld részekre
osztjuk fel. A szamitogép pontossagit kihaszndlva minden esetben egy 2" alaku szdmot
vélasztunk ezen részek szamadra, ahol n € N. Jeloljiik az igy kapott idGszeleteket ¢;-vel,
ahol i € (1,...,2"), illetve (dec,n) és (inc,n) esetén i € (1,...,2""!) a zérusponttdl
vett tavolsaguk szerint sorszdmozva. Azaz a (dec, n), illetve az (inc, n) részekben vissza-
felé, mig az (inc, 1) és a (dec, 1) részekben el6refelé szamozzuk meg az idGszeleteket.
Egy ilyen szakasz hossza 27", mely szamitogépen pontosan dbrdzolhatd, nem til nagy
n-ekre. Ezeken az iddintervallumokon minden esetben egy konstans értéket vesznek fel
a korlatfiiggvényeink. Ilyen konstrukcioval egy 1épcsds fiiggvényt kapunk, mely minden
pontban megfelelden becsli a periodikus fiiggvényiinket. Ezen 1épcss fiiggvényt jeloljiik
Y -nal.

A 1épcsos fliggvényen az integralok numerikus szadmitdsara mar alkalmazhatjuk a tég-
lalap médszert. Az eljards korrektségének megtartdsa érdekében egy ¢; id6szakaszban a
fiiggvényérték meghatarozdsiahoz a (¢; — 1) id6szakaszra es6 téglalap teriiletét is be kell
szdmitanunk a téglalap modszerbe.

fgy az Y fiiggvénybél az aldbbi médon lehet kiszdmolni az V. "?*%"(t,) (i =

(inc,n) (inc,1)

1,...,2") értéket az (1.10) képlet alapjan:
- (upper y (tower) (tan_j41) n. upper
Vi (t;) = min {—a > (elomeny ) — 1) jon y e )<ti>} S
Az (1.11), az (1.13) és az (1.14) esetén is hasonldan kapjuk, hogy

« ~ (Lower (upper) n_; n ower
Y((dlec,l))<t> max{—ozZ(e (dec,n) (B2n—j1) _ >/2 . dlecl))(t>}> (1.18)

_ (lower) . ower
}/(El;)czf)f)r) (t ) — max {M _|_ o Z (e (inc,n) (t27l7]+1 _ ) /2" (ffnc 1 (tl)} 5 (1.19)

_] =1
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1. Algoritmus. A periédushossz szdmitdsa.

s: M vagy (—m), mely a periodikus pdlya szélsGértéke,
a: a vizsgdlt differencidlegyenlet paramétere,

— 2" az egységnyi szakasz felosztdsanak darabszdma,

— L, U: az 1 hosszu szakasz also6 és felso korlatja.

A nem 1 hosszu szakasz hosszanak befoglaldsa,

— atrajektoria befoglaldsa a kezdd zérusponttol.

Input:

Output:

1. 1épés: Foglaljuk be az Y (¢;)-be (i = 1,...,2") az 1 hosszi szakaszon a periodikus
megoldast az U és az L fiiggvények segitségével.

2.1épés: Legyen j = 2" + 1 és legyen Y, = s.

3.1épés: Foglaljuk be az Y (¢;)-ta (Yias + (—a (e¥=2) — 1)) - [0, 1/2"]) képlettel.

4.1épés: Legyen Vi, = Yigs + (—a (e — 1)) /2n.

5.1épés: Haaz Y'(t;_,) befoglalds nem tartalmazza a 0-dt és az Y (¢;) igen, akkor a nem
1 hosszu szakasz hosszédra vonatkozo also korlat a 2J—n — 1.

6.1épés: Ha az Y (¢;_) befoglalds tartalmazza a 0-dt és az Y (¢;) nem, akkor a nem 1
hosszu szakasz hosszara vonatkozo felsé korlat a ;—n — 1, és STOP.

7.1épés: Legyen j = j + 1.

8.1épés: Ha j < 3 - 2", akkor folytassuk a 3. 1épéssel, egyébként a felsd korlat legyen
L —1és STOP.

271
_ (upper)
Y(ngle)r) (tz) = min {—m +« Z <6Y(d:fn) (tan_j41) _ 1) /271; Y((d?ézzﬂle)r)(ti)} . (1_20)

j=i

A fenti formuldkkal megadunk egy befoglalast az (inc, 1), illetve a (dec, 1) szakaszo-
kon a periodikus megoldasra. Tudjuk, hogy ezen szakaszok végeinél a periodikus megol-
das felveszi a sz€ls6értékeket. Ezutan egy egyszert eljarassal kovethetd a trajektoria (1asd
az 1. Algoritmust), mely sordn azt kell ellendrizni a p,, és a p,; értékek befoglaldsanak
megaddsihoz, hogy a trajektoria jelenlegi és el6z6 befoglaldsa tartalmazza-e a O értéket.
Abban az esetben, ha az egy 1épéssel kordbbi befoglalds még nem tartalmazta a 0-at, de a
jelenlegi mér tartalmazza, akkor a jelenlegi idéintervallumon a periodikus megoldas elér-
hette mar a zéruspontot. Hasonldan, ha az el6z6 befoglalds tartalmazta a 0-at, a jelenlegi
pedig nem, akkor a trajektoria biztos, hogy mar dthaladt a zérusponton. E két tulajdonsag
egylitt egy garantalt befoglaldst ad a maximumpont és a zéruspont kozotti tdvolsagra. To-
vabba az eljardsnak eredménye (a tdvolsdgon feliil) egy-egy befoglaldsa a trajektéridnak
a [to, to + 1+ Py, illetve a [t), t{ + 1 + P,,] intervallumon.

Vizsgéljuk meg, hogy hogyan alkalmazhatjuk a trajektdria kovetésénél kapott befog-
lalds felsd értékeit az Y/((dt]; p;)r ) fiiggvény javitdsdra, mely utébbi egy 3 hosszid kozbiilss
szamitasokhoz haszndlt korlatfuggvény. ElGszor tekintsiik az (inc, 1) szakasz felsd kor-
latjat, mely az Y (;) trajektoria kovetés felsS korldtja az i € (1,...,2") részen. Az 1.5.

Allitds alapjan ezt a részt kell felhaszndlni az Y(Sf; p;; ) fiiggvényben a ¢; idSintervallu-
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mokon, ahol i € ([2"Py| +2",...,[2"Py;| +1). Az alabbi képlet adja a beillesztés
modjat:

(upper) : % Cupper)
TG (0) = win {7 (g, v i YO 0}

aholi € ([2"Py] + 1, [2"Py| +27). (1.21)

Most nézziik meg, hogy hogyan hasznélhat6 a trajektoria kovetésbdl a maximum pont
utdni szakaszra kapott eredmény. Az Y (¢;) fiiggvény tartalmazza ezen haszndlhat6 kor-

latokat az ¢ € (2" + 1,2" + |2"P,,|) szakaszon. Ezeket kell felhaszndlni az Y((“pp er)

dec,n)
fliggvényben a t; idGintervallumokon, ahol i € (|2"P,,],...,1). Az 1.5. Allitas alapjan
az alabbi képlet adja a beillesztés mddjat:

}7(51?;?;;) (t;) = min {?<tLBM*2"J+2"+1—i)S Y(S;?;;) (tl)} ,

aholi € (1,...,[2"Py, ). (1.22)
Ha P); < 1, akkor a 3 hosszii intervallumon tarolt Y(Sf; " ) fiiggvény t)-t6l Py +1-nél

tdvolabb esd pontjaiba 0-4t is irhatunk fels6 korlatnak, azaz
Yo (t;) = 0, ahol [2"Py] +2" +1<i<3-2" (1.23)

Az el6z6 gondolatmenetek alapjan az y tower) fiiggvényre a kovetkezSt kapjuk:

(inc, n)

lower lower
Yv(gnc n) : ( ) min {Y(t ’(2’”?771,—‘ +2"+1—i); Yv(gnc,n) : (tl) } )

aholi € ([2"Py| +1,[2"Py]| +27), (1.24)
> (lower) lower
Yr(inc,n) (t ) min { ( "2”]3 -|+2”+1 z (mc n) }
aholi € ([2"P,,| + 1, (2"Pm} +2"), (1.25)
Yo (1) = Y (t1p, son 420 41-i), aholi € (1,...,[2"P,,]). (1.26)
Miut4n meghatdroztuk az erésebb ?(“p P er) és ?(lowﬂ) fiiggvényeket, nézziik meg, ho-

gyan szamithatok a ,,tdvoli” korlatokbol pontosabb Y( d“’; i )(t;) és Yéff;”;; )(t;) korlto-

z6fiiggvények, ahol i € (1,...,2"). Ezeket a fiiggvényeket az elézGekhez hasonléan
megkaphatjuk az (1.15) és az (1.16) képletekbdl:

27l
o (upper)
’?ﬁff?(Z>::IHHI{CY§E:(6””$;’(]2" 1) /2" ;ffr<u>}’ (1.27)
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illetve

27L
— o-(lower) ¢, ~ (lower
Y’(El:gs;) <t1> = max {OJZ (eY(inc,n) (tj—an) 1) /2n, Y’(Elnqn))(tn} ) (128)

j=i

Ezzel egy szamitdsi mddszert adtunk a korldtsorozatok elddllitdsara. Tudjuk, hogy a
periodikus megoldas értéke az y(ty + 1)-ben az (inc, 1) szakaszon M, illetve a (dec, 1)
szakaszon (—m). Igy a korlétfiiggvényre az aldbbiaknak kell teljesiilnie:

Y (2n) = M.,

illetve

lower
}/E(clec,l) )(t2n> S —m.

A kovetkez6kben ismertetjiik a 2. Algoritmust, mely egy adott a-ra, M-re, illetve m-
re eldonti, hogy létezhet-e periodikus megoldds M, illetve (—m) szélsGértékekkel. Az
eljards soran haszndlhatjuk az o < 1.5 esetben levezetett Osszefliggéseket is.

Ezen eljaras miikodik akkor is, hogy ha a, M és m intervallumok. Ebben az eset-
ben a korlatozé fiiggvények az intervallumok minden értékére korldtozzak a periodikus
palyéakat.

1.9. A sejtés bizonyitasa tovabbi o értékekre

Az egyszerlibb szamitdsok végett az (1.4) és az (1.5) feltételeken fogjuk bemutatni
a teljes bizonyitds vazlatit. Az er6sebb (1.7), (1.8) és (1.9) feltételekkel is hasonléan
szamithatok a kovetkezOkben leirt allitasok.

A korabbi szamitogépes eljarasok egyik problémadja az, hogy csak véges nagy inter-
vallumokra miikodnek. Lassuk be az aldbbi allitast, melyben feliilr6l korlatozzuk a lehet-
séges M-eket és m-eket.

1.7. Allitas. Egy periodikus megoldds esetén a lehetséges M értékek nem lehetnek na-
gyobbak 7 /2-nél, mig az m értékek 6-ndl.

Bizonyitas. Tekintsiik az (1.4) feltételt. Mivel egy hatvanyfiiggvény sosem lehet negativ,
igy igaz a kovetkezd Osszefiiggés:

M<—ale™—-1)<—a(0-1) =

Mivel minket csak az o < 7 eset érdekel, igy bizonyitottuk az allitast az M-re. Most

tekintsiik az (1.5) feltételt. Mivel tudjuk, hogy M < 7 és o < 7, 1gy
mga(eM—l) ga(e%—1)§6,

amivel bizonyitottuk az allitast. [

Krisztin Tibor eredményét az alabbi tételben foglalhatjuk ossze:

21



banhel yi . bal azs 224 24
DOKTORI ERTEKEZES

2. Algoritmus. A periodikus pélya létezésének ellendrzése.

Input:  — M és (—m): a periodikus palya szélséértékei,

— «a: avizsgalt differencidlegyenlet paramétere,

— 2" az egységnyi szakasz felosztdsanak darabszdma,

—  cikl, 0. a korlatozo sorozat maximalis hossza.
A megdllapitds, miszerint 1étezhet-e periodikus palya a megadott szél-
soértékekkel.

Output:

0. 1épés: Ellendrizziik adott m-re, illetve M-re az (1.7), (1.8) és (1.9) feltételeket. Ha
barmelyik feltétel hamis, akkor nem 1étezik periodikus megoldas, és STOP.

1. 1épés: Legyen c = 0 ésmindeni = 1,...,2"-re:
upper lower
az Yv(gnlc)f)l) )<tl> = M’ az Yv(Eiec,l) )(tl) = —-m,
lower 2 upper
az Y(gnc,n J(t;) = 0és az Y((de’ff) J(t;) =0,
valamint mindeni = 1, ..., 2" lre:
upper D lower
az Y () = M., és Y20 (t;) = —m.
2. 1épés: Szamoljunk ki egy-egy er8sebb korlatfiiggvényt az Y(EZIZ g f)r) -re és az Y(Sif;”f)r ) re
az Y7 -bél az (1.17) és az (1.19) képletek felhasznlasaval.
3.1épés: Ha az y((luf . i;) (tan) < M, akkor nem létezik periodikus pélya és STOP.
4.1épés: Szamoljunk ki a trajektdria kovets eljarassal egy-egy befoglalast a trajektoria-

ra.
5.1épés: Készitsiink a trajektoriakovetésbdl kapott eredménybdl egy erésebb fels6 kor-
ldtot az Y""P7)-re az (1.21-1.23) és az (1.27) képletekkel.

(dee,n)
6. 1épés: Javitsuk az Y((dls:’f; ) és az Y((d?; P f)r) korlat fiiggvényeket az Y((diﬁ p;; ) b6l az (1.18)

és az (1.20) képletek felhasznalasdval.
7.1épés: Haaz y(, o) (1) > —m, akkor nem létezik periodikus pélya és STOP.
8. 1épés: Készitsiink a trajektdriakdvetésbdl kapott eredménybdl egy erGsebb also korla-

tot az Y")-re az (1.24-1.26) és az (1.28) képletekkel.

inc,n)

9. 1épés: Ha c > cikl, .., akkor 1étezhet periodikus megoldas és STOP.
10. 1épés: Legyen ¢ = ¢ + 1, és folytassuk a 2. 1épéssel.
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1.8. Tétel. Léteznek olyan Ky («) és K, (), fiiggvények, melyekhez nem létezik perio-
dikus pdlya egyik M € [0, Kp(a)] ésm € [0, Ky, ()] szélséértékekkel sem.

Ezen eredmény elegends lenne a bizonyitdshoz, ha minden a-ra K/ («) és K, («)
elegendd nagyok lennének, de sajnos ezen fiiggvényekre
lim Ky (o) =0 és lim K,,(«) = 0.
a—g a—g
A bizonyitds csak akkor lehet sikeres, ha az ellenérizendé M és m intervallumok egyike

sem tartalmazza a nullat. gy ldssuk be a kovetkezd llitast, mely kovetkezik az eddigi
elméleti eredményekbdl.

1.9. Allitas. Léteznek olyan K v(a) és K| («) fiiggvények, melyek esetében nem létezik
periodikus pdlya egyetlen M ¢ [K},(«),7/2] és m ¢ [K/ («), 6] szélséértékekkel sem
(m, M > 0).

Bizonyitas. Legyen

Kiy(a) = min { Kiy(a).tog (2250 1)

K' (a) = min {Km(a), —log (fif‘jr(/(;) + 1) } .

Belatjuk, hogy a fent definialt konstansokra az eddigi elméleti eredményekbdl kovet-
kezik az 4llitds. Ha M > 7/2, vagy m > 6, akkor az 1.7. Allitasbél kivetkezik, hogy
nincs periodikus megoldas ilyen szélsGértékekkel. Ha M < K, («) és m < K/ («), ak-
kor a minimumképzés miatt M < Ky, () és m < K, (), és ebben az esetben az 1.8. Al-
litdsbdl tudjuk, hogy nincs periodikus megoldas.

Mir csak az aldbbi intervallumokra kell beldtni, hogy nem tartalmaznak lehetséges
szélsdértékeket:

és

e M e (Kj(a),n/2)ésm € (0,K] (a)),

e M€ (0,K)(a)) ésm € (K| (a),6).

A tovabbiakban belatjuk az els6 allitast. Vegyiik az (1.4) korlatot:
M< —ale™—1),

majd rendezziik 4t az egyenlStlenséget és nézziikk meg, hogy m-re milyen korlatot kapunk:
M
m>—log| —+1].
-
A vizsgdlt rész miatt M > K, («), tovdbbd a minimumképzés miatt M > K, («), tehdt

az eldbbi feltétel alapjan:
K
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M

vl Mg (2 1)

14k M< —a(em™—1)

1k Szamitégépes rész
0.8+

0.6

0.4r

0.2

4 6 8 10

Elméleti rész m

(a) Az a < 1.0 esetben hasznalt feltételek esetében.
M
0.9+
0.8
0.7
0.6

0.5F

EXs PP ;
0 Szamitégépes rész

0.3

0.2

0.1r

0

15 2 25 3 3.5 4
Elméleti rész m

(b) Az oo < 1.5 esetben hasznalt feltételek esetében.

1.11. 4bra. Elméleti eredmények és a szamitdgépes rész kapcsolata (a részek nagysiga
csak illusztacio).

aminek eleget tevd pont nincs a vizsgdlt m tartomdnyban. A mdésodik 4llitds igazoldsat
hasonldan végezhetjiik az (1.5) korlatbol. [ |

Az el6zb6ekbdl kovetkezben elegendd az alabbi intervallumot vizsgalni szamitégéppel
(lasd az 1.11(a). abrat):

M € [Kly(a), /2 ésm € K, (), 6].

Ahogy a szakasz elején is emlitettiik, ezeket a szamitasokat a gyengébb feltételekkel
kaptuk. Azonban az erésebb (1.7), (1.8) és (1.9) feltételekkel is szimolhatunk, mely eset-
ben sokkal kisebb szdmitégéppel ellen6rizendd intervallumot kapunk (lasd az 1.11(b).
abrat). De sajnos ha @ — /2, akkor ezen szamitégéppel ellendrizendd tartomdny nd.
Tovéabba a szamitogépes eljards szamitdsi igénye egyre nagyobb, ha a tartomédnyok alsé
hatdra a nulldhoz kozelit.
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A korédbbi szamitési kapacitdsainkkal a szdmitégépes eljardsunk a 1.5 < o < 1.5706
értékekre bizonyitotta az aldbbi allitast:

1.10. Allitas. Az o € [1.5, 1.5706] értékeire nem létezik periédikus megoldds
M € [Ky(a),m/2] ésm € [K],(a),6]
szélsoértékekkel.

Ezzel sikeriil a Wright-sejtést az o € [1.5,1.5706] aldbbi intervallumra kiterjeszteni
[14]:

1.11. Tétel. Az o € [1.5, 1.5706] paramétertartomdnyban a
y () =—a (V1)

Wright-féle késleltetett differencidlegyenletnek csak a konstans nulla globdlisan vonzo
megolddsa létezik, és minden megolddsa tart a 0-ba, ha t — oo.

Ezen eredményekrdl az 1.12. dbra ad egy osszefoglalét. KésGbb a [1.5706, 7 /2] tarto-
manyon is probaltunk elérni numerikus eredményeket, melyek az 1.1. tdblazatban lathatok
[15]. Ezen eredmények szamoldsa egy 12 magos, 24 szdlat alkalmazé szerveren tortént.
Ezekbdl a numerikus eredményekbdl az 14thatd, hogy bar elvi szinten hatdrértékben a sej-

PR

miatt a 7/2 = 1.5707963267 . . . értéke kivarhat6 id6ben a médszeriinkkel elérhetetlen.

v=log4 o =1.5705
o = 1.5000 o = 1.5420 o = 1.5680 o = 1.5702 o =1.5706 u=—log (5 —a)
1 2 3 4 2

vzlog%fu

—4 F 059.33% © 96.05% - 99.16% - 99.58%:

2 30 secondsé 6 hours 12 days 37 days; 23 days
: : : : 2 99.72%
: 78 days*

1.12. 4dbra. Az elért eredmények Osszefoglaldsa.

A tisztan szamitogépes eredmények segitségével az is bizonyithatd, hogy nincs perio-
dikus megoldas egyetlen o < 7 /2 értéknél sem, ha

m > 0.04 és M > 0.04.
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Intervallum CPU id6 (6ra)
1.57060, 1.57061 56.9
1.57061, 1.57062 64.9

1.57063,1.57064 119.4

[ ]
[ ]
[1.57062, 1.57063] 83.7
| ]
[1.57064, 1.57065) 141.2

1.1. tdblazat. A sziikséges CPU 1d0 kiilonboz6 « intervallumok bizonyitdsdhoz.

1.12. Allitas. Az o € [1.5706, 7 /2] értékeire nem létezik periédikus megoldds
M € [0.04,7/2] és m € [0.04, 6]
szélsoértékekkel.

Természetesen ez a 0.04-es érték csokkenthetd a szamitasi igény novekedésével és elvi
szinten a 0 is tetszOlegesen megkozelithetd lehet. Azaz bizonyitdsunk egyetlen nyitott
része a /2 kozeli és 0 koriili szélsGértékekkel rendelkezd periodikus megolddsok nem
létezésének a bizonyitasa.

Megjegyzendd, hogy pont ezt a részt és csak ezt a részt tudta Jan Bouwe és Jonathan
Jaquette [85] tisztdn matematikai eszkozokkel bizonyitani. Ezt a bizonyitést ki tudtdk ter-
jeszteni a 0.04-es m, M értékig, igy az altalunk szamitégéppel igazolt esetek, és az 4ltaluk
megalkotott matematikai bizonyitas kellett a Wright-sejtés teljes bizonyitasdhoz. Tovab-
ba a szamitogépes részben megtalalhaté modszert felhasznaltik a Jones-sejtés bizonyitasa
soran is [49].

1.10. Osszefoglalas

A Wright-sejtéssel kapcsolatban a megjelenését kovetd 50 évben tobb eredmény is
sziiletett, de ezek egyike sem tudott a sejtéssel kapcsolatban teljes érték{i érdemi elbre-
haladést felmutatni. Azonban ezen eredmények koziil tobb is kellett a fejezetben targyalt
eredmények eléréséhez, illetve a probléma mélyebb megismeréséhez. Ilyenek példaul, a
Krisztin Tibor altal bizonyitott 0 kozeli széls6értékes eredmények, mivel ezt a részt a
szamitogépes algoritmusunk nem képes bizonyitani. Tovabba a bizonyitds szdmitogépes
része is haszndl a Wright eredeti bizonyitdsaban szerepld elméleti eredményeket is a ha-
tékonysag érdekében.

A jelenlegi fejezet f6 eredménye egy megbizhaté numerikus algoritmus kidolgozasa a
Wright-sejtés véges dimenzids véltozatdnak a megoldasara. Az algoritmus két kulcsfon-
tossagu, altalam kifejlesztett, rész€t emelem ki. Az egyik a kordbban publikalt trajektéria
kovetd eljardasom [6], mely sziikséges volt, hogy djabb korldtokat tudjunk mondani a tra-
jektoridra vonatkozéan. Ebben még nem haszndltam ki a zérus pontokat, és az ezeken
alapul6 ciklikussdgot. A masik eredmény az az dj otletem volt, hogy a zéruspont kor-
nyékén 1év6 korlatokbol indulé trajektdria kovetés eredményét felhaszniltam més zérus-
pontok kornyékén 1évo trajektoria korldtozasara. Ez az otletem sziikséges volt az érdemi
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eldrelépéshez a sejtés bizonyitdsa sordn. Itt még egyszer megjegyezném, hogy a teljes ki-
dolgozasban €s a hatékony megvaldsitdsban az elméleti matematikai eredmények is sziik-
ségesek voltak. Ezen elméleti matematikai részeket ebben a fejezetben nem mutattam be
részletesen.

Ezzel a javasolt megbizhat6 eljarassal sikeriilt a sejtést bizonyitani az o < 1.5706
[14], parhuzamositdssal az o < 1.57065 értékekre [15]. Az eljardsunknak ez nem az el-
méleti hatdra, de a sziikséges CPU id6 nagymértékd novekedése miatt ez a médszer nem
alkalmazhat6 hatékonyan a bizonyitds teljes egészére. Pontosabban, a cikkiinkben publi-
kalt matematikai eredményekhez sziikséges informatikai eljaras emberi 1éptékben mérhe-
t6 1ddn beliil nem képes bizonyitani a teljes sejtést. A kapcsoldédo cikkben kozoltiink to-
vabbi részeredményeket, melyet az dltalam kifejlesztett algoritmussal el lehetett érni. Az
egyik ilyen részeredmény felhasznédldsdaval, a matematikai részt kiegészitve, Jan Bouwe
van den Berg és Jonathan Jaquette teljes egészében bizonyitotta a Wright-sejtést. Tovabba
az altalam kifejlesztett megbizhat6 eljardst az utdbbi szerz6k alkalmaztdk a Jones-sejtés
bizonyitdsa sordn is.
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2. fejezet

Kaotikus mozgasok vizsgalata az inga
kényszerrezgése soran

J. H. Hubbard 1999-ben publikalta cikkét [47], amelyben behatéan tanulmanyozta a
fékezett inga kényszerrezgését, mint egyszertinek tekinthet6 dinamikai rendszert. Vizsga-
latai egy sejtés megfogalmazdsara sarkaltdk, miszerint az dltala bemutatott inga periodi-
kus mozgédspdlyédi mellett kaotikusak is vannak. Bér az irds megjelenése utan tobb pub-
likaci6 is sziiletett a témdban, azonban az ugynevezett kaotikus trajektoridk létezésének
formadlis bizonyitdsa [12] csak joval késobb, majd tiz évvel a sejtés kozlése utan keriilt
publikdldsra. Ebben a cikkiinkben mar tobb, kordbban publikalt technikat kellett 6tvoz-
niink a differencidlegyenletek trajektoridjanak megbizhato befoglaldsara szolgdlé maod-
szerrel.

A kdosz 1étezése igazoldsara szolgdlé megbizhat6 technikat mar tobb, az Hénon leké-
pezés kaotikus régidival kapcsolatos allitds bizonyitasara alkalmaztuk. De mig az Hénon-
leképezés egy egyszerlinek mondhat6 kétdimenzids leképezés, addig a fé€kezett inga kény-
szerrezgése egy differencidlegyenlettel adott mechanikai rendszer, azaz az eljardsunkat
erre az esetre boviteniink kellett az allitdsok bizonyitdsdhoz. Tovdbba Hubbard éllitasa
nem egészen illeszkedett a Hénon-leképezésnél megszokott eljardsdhoz. A Hubbard-féle
kaotikus viselkedés megfogalmazdsaban az inga specidlis viselkedései szerepeltek. Ezért
sziikség volt a klasszikusnak mondhat6 kdosz bizonyitds, €s a Hubbard-féle definici6 ek-
vivalencidjanak a bizonyitdsara is. Ennek bizonyitdsdra szintén egy megbizhat6 eljarast
valésitottam meg.

Bar tarsszerz6immel belattuk e nehezen megfoghaté tulajdonsag egzisztencidjat, ma-
gukrol a kaotikus trajektoridk kezdSpontjairdl, vagy azok megtaldldsdnak lehetséges mod-
szereirdl nem esett benne sz6. Ezzel kapcsoltban publikdltuk az eredményeinket Lévai
Balazs doktoranduszommal [55]. Ebben a cikkiinkben bemutattunk egy olyan megbizhat6
eljarast, mely optimalizalas segitségével képes volt az adott véges sorozatokhoz megfele-
16 kezdd pontot keresni.

Hubbard az eredeti cikkében a kaotikus viselkedésen feliil azt is targyalta, hogy ér-
dekes lenne egy kaotikus rendszer kontrolljat megkonstrudlni. Ingdaval kapcsolatos kont-
rollok mér kordbban is 1éteztek, de jelen rendszerre nem létezett ilyen mddszer. Ebben a
fejezetben az altalam megkonstrudlt kontroll rendszert fogunk bemutatni a kaotikus féke-
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zett inga kényszerrezgéseire.

2.1. A fékezett inga kényszerrezgéseinek matematikai mo-
dellje és a kaosz definicidja

Jelen fejezetben a fékezett inga kényszerrezgéseit vizsgdljuk, mely egy 1 szabadséagi
fokkal rendelkezé mechanikai rendszer. Egy m tomegli pontszerd test 16g egy [ hosszu
sulytalan, merev riadon (ldsd a 2.1. dbran). Ez azt jelenti, hogy a pontszer( test egy kor
mentén mozoghat, melynek sugara [. A vizsgélt ingdra harom erd hat. Az egyik a gravitd-
cid, amelynek nagysédga g €s fiiggblegesen lefelé hat. A masik a 1égellendllds, amelynek
nagysdga a test sebességétol fiigg, és irdnya ellentétes a pontszer( test mozgasanak irdny4-
val. A forgdsi sebesség és ezen erd hanyadosa legyen konstans, €s jeloljiik ezt (—v)-val,
ahol v > 0. A harmadik egy periodikus kiilsd erd, amely hat az inga sebességére az inga
minden pozicidjaban. Ez a kényszerer$ legyen A cost, ahol A egy konstans és ¢ az idG.
Ekkor a rendszer felirhat6 egy masodrend differencidlegyenlettel:

mlz” (t) = —mgsinz(t) — yla'(t) + Acost,

ahol = az inga fiiggllegessel bezart szoge, és =’ az inga forgasi sebessége. A tomeget
egységnyinek vélasztva és az inga hosszaval (/) leosztva az el6z6 egyenletet, az alabbi
egyenlethez jutunk:

A
2" (t) = —% sinz(t) — ya'(t) + 7 cost.

A tovabbi szabad paraméterek megvélaszthatok ugy (g = [ és A = [), hogy az aldbbi
egyenletet kapjuk:
2"(t) = —sinxz(t) — 0.12'(t) + cost.

Ez az egyenlet fogja vizsgdlataink targyat képezni. Kordbbi, a kapcsolodé irodalombeli
eredményekbdl tudhatd, hogy az ilyen rendszerek numerikus megolddsai nagyon érzéke-
nyek néhany pont kozelében [19].

2.1. abra. A fékezett inga kényszerrezgése.

A fenti egyenletet felirhatjuk az aldbbi formaban is:

71(t) = (1),
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zo(t) = —0.1z5(t) — sinxq(¢) + cost,

ahol x; az inga szoge, mig x5 az inga szogsebessége.

A kdosz bizonyitdsdhoz az egyik eszkoz a Poincaré-leképezés. Mivel a kényszererd
27 periodikus, igy a Poincaré-képeket a t = 2nm id6pillanatokban vessziik, ahol n egy
egész szam. Az ezen idGpillanatok kozott kialakult leképezések azonosak. Igy a trajektéria
kovetéséhez elegendd a Poincaré-leképezést (P : R? s R?) iterdlni, melyet az aldbbi
moédon definidlhatunk:

P (2(0),2'(0)) = (z(27),2'(2m)).

Megjegyzendd, hogy ez a Poincaré-leképezés x-ben 27 periodikus, mivel az inga sz6-
ge is 27 periodikus, és egyik erd sem fiigg a korbeforduldsok szaméatdl. De amig a hagyo-
manyos inga szimmetrikus z-ben is, a mi rendszeriink nem az, mivel a kényszerer6 nem
szimmetrikusan hat az inga szimmetrikus szogeiben.

Hubbardnak a tekintett inga kaotikussdgara vonatkozoé tételének ismertetése el6tt ve-
zessiik be az aldbbi jeloléseket:

o Jeloljiik a [2km, 2(k 4 1)7| idGintervallumot [;-val.
* ez gy szimbélum, melynek értékkészlete {©, ®, @ }.

* - Haaz [} idGintervallumban az inga az dra jdardsdval megegyezd irdnyban pon-
tosan egyszer haladt at az alsé ponton, akkor azt mondjuk, hogy az inga az
€ = © szerinti mozgast végezte.

— Ha az I idSintervallumban az inga nem haladt at az als6 ponton, akkor azt
mondjuk, hogy az inga az €, = ® szerinti mozgast végezte.

— Ha az I, id6intervallumban az inga az dra jdardsdval ellentétes irdnyban pon-
tosan egyszer haladt at az alsé ponton, akkor azt mondjuk, hogy az inga az
€ = P szerinti mozgast végezte.

Megjegyzendd, hogy az alsé pont alatt azt értjiikk, hogy az inga szdge egyenld 2km-vel,
valamilyen egész k-ra. Ekkor az inga nincs egyensulyban, mint ahogy ez a korabbi ered-
ményeinkbdl lathatd. Azt is érdemes megjegyezni, hogy az ¢, szerinti mozgéason kiviil
1éteznek egyéb tipusti mozgésok is. Példdul amikor az [, idintervallum alatt az inga tobb-
szOr 1s 4tmegy az alsé ponton. Most az ilyen tipusi mozgdsokat figyelmen kiviil hagyjuk,
a kaotikus viselkedést csak a hdrom definialt tipust tartalmazo trajektéridkra mondjuk ki.

2.1. Tétel. [Hubbard] Az dsszes, mindkét irdnyban végtelen hosszii €, € {6, ®, G }-val

megadott sorozathoz létezik olyan (x(0),2'(0)) kezddérték, amelyre az inga az Iy iddin-
tervallumok alatt az €, szerinti mozgdst végzi.

Ez azt jelenti, hogy tetszGlegesen eldirhatjuk azt, hogy az inga az egymds utdni 27
hosszu iddintervallumok alatt melyik irdnyba haladjon 4t az alsé ponton, vagy azt, hogy
ne haladjon 4t az adott id6 alatt ezen a ponton. Példdul el6irhatjuk azt a sorozatot, mely
szerint a [0, 27| 1d alatt balra, mig a [27, 47| idG alatt jobbra, majd a [4, 67 id6 alatt ne
haladjon at, és végiil a [87, 107] id§ alatt megint jobbra haladjon &t az als6 ponton. A tétel
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szerint ezt a sorozatot tetszdlegesen folytatva is 1étezik az ingdnak olyan kezdeti szdge és
sebessége, melybdl elinditva ezt az elbirt sorozatot irja le.

Hubbard a cikkében [47] kimondta a tételt, de egzakt matematikai bizonyitdst nem
tudott adni rd, habar a bizonyitas egy lehetséges menetét leirta. Ezen alapult a kordbbi,
[12] cikkben szerepld bizonyitas.

A kaotikussdgot bizonyité geometriai tulajdonsdgokat mutaté régiok keresése csak a
Poincaré-metszeteken alkalmazhat6. Jelen esetben ezen Poincaré-metszetek az inga szo-
ge és sebessége terében vannak. A viselkedést mutat6 régidkat rendre L, M és R szim-
bolumokkal fogjuk jeldlni, és ezt a teret szimbolikus térnek fogjuk nevezni. Kaotikus
viselkedésének a 1€tét az alabbi tétel segitségével bizonyithatjuk.

2.2. Tétel. Ha az (x, x") szimbolikus térben léteznek olyan L, M és R halmazok, amelyek-
re igaz a kdosz létezésének a feltétele, azaz tetszoleges {Q-, }, ., (ahol vy, € {—1,0,1}
és Q-1 =L, Qo = M, Q1 = R) sorozathoz mutathatunk egy pontot a szimbolikus tér-
ben, melynek a trajektoridja épp az adott sorozatot jdarja be, akkor a rendszer rendelkezik
kaotikus régioval.

A Poincaré-metszeteken megbizhat6 szamitogépes modszerekkel sikeriilt bizonyitani
a fenti tételt, igy mar tudtuk, hogy a rendszer kaotikus, de a 2.1. Tétel ennél er6sebbet allit.
A tételben szerepld események a két Poincaré-metszet kozott bekovetkezett ingamozga-
sokat frjak eld. A kovetkez6 1épésben megmutattuk, hogy a kaotikus pontok ilyen tipusu
mozgasokat fognak végrehajtani a 27 hosszud id6 alatt. Azaz a bizonyitasunk kovetkezd
részében az aldbbi allitast bizonyitottuk:

2.3. Tétel. Igaz, hogy az (x,x') szimbolikus térben kimutatott kdosz ekvivalens az ingdn
definidlt kdosszal, azaz az L, M, R szimbolumok rendre ekvivalensek az €, = ©, ¢, = ®,
€ = P tipusi mozgdssal.

Ezen két tétel bizonyitdsaval sikeriilt a Hubbard eredeti sejtését teljes egészében bizo-
nyitani.

2.2. A periodikus pontok

A kaotikus viselkedésben fontos szerepet jatszanak a periodikus pontok. Ezek helyé-
nek és stabilitdsanak vizsgalata sziikséges a kdosz bizonyitdsahoz. Korabbi eredmények-
bdl tudhaté [58], hogy ilyen rendszereknek legaldbb egy periodikus megolddsa van, de
ennél tobbre lesz sziikségiink.

Jelen részben csak a Poincaré-leképezés fixpontjaival foglalkozunk, ugyanis léteznek
olyan periodikus pontjai is az ingdnak, melyek 27 id6k6zonként ugyanazt az allapotot
veszik fel, de kozben legalabb egyszer korbefordulnak. Sejthetd, hogy egy bizonyos ér-
téknél nagyobb sebességgel mozgd inga nem lehet periodikus. Durva szdmitdsokkal az
alabbi fels6 korlatot kapjuk a kaotikus inga sebességére:

2m
|za] < / (1 — cost)e® dt < 10.1.
0
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45 5 55 6 _65 7 75 8 85 24 26 238 3 3.2 3.4 36
T T

(a) Az alsé periodikus pdlya. (b) A fels6 periodikus pdlya.

2.2. dbra. A periodikus palyék.

A periodikus pontok kereséséhez egy egyszer(i megbizhat6 korlatozas és szétvalasztas
(B&B) eljarast alkalmaztunk. A keresési teriilet az

(z,2') € [0,27] x [~10.1,10.1]

kezdé intervallum volt. A B&B eljardsunk olyan 2 dimenzids intervallumokat (/;) generéal
a kezdd intervallumbdl, melyekre igaz az alabbi allitasok valamelyike:

1. az I; intervallumnak nincs kozos pontja a P(1;) és P~1(I;) legaldbb egyikével, vagy

2. az I; intervallum kicsi (a felhasznal6 4ltal beallitott méretti), és van kozds pontja a
P(I;)-vel és a P~(I;)-vel is.

A periodikus pontok csak a masodik allitdsnak megfelel6 halmazban lehetnek. Kovetkez6
1épésként az ezen csoportban 1évd kozos ponttal rendelkezd intervallumokat 0sszevonjuk
egy nagyobb intervallumba, amely tartalmazza mindkét kisebb intervallumot. Ezt mind-
addig csindljuk, mig van ilyen intervallum a csoportban. Ezzel feltehetGen pontosan annyi
intervallumot kapunk, mint ahdny periodikus pontja van a rendszernek, és mindegyiknek
egy-egy garantdlt befoglaldsat nyerjiik. Sajnos ez a technika egyel6re nem zarja ki, hogy
egy-egy ,,dobozban” tobb vagy akér egy periodikus pont se szerepeljen.
Esetiinkben ezen 2 dimenzids intervallumok az alabbiaknak adddtak:

(z,2'), = ([2.634272, 2.634274], [0.02604294, 0.02604485]) ,

(z,2"), = ([4.236893, 4.236894], [0.3926964, 0.3926973]) .
Megvizsgdlva a trajektoridkat, azt sejtettiik, hogy az els6 egy felso egyensulyi palyét, mig
a masodik egy alsé egyenstlyi palyat feltételez (1asd a 2.2. dbrit).
A létezés €s az egyértelmiiség igazoldsdhoz a karakterisztikus multiplikatort fogjuk
haszndlni. Ezt az tigynevezett variaciés egyenlet mddszerrel hatirozzuk meg. Ehhez sziik-
ségiink van a jobboldalak x; és =5 szerinti derivéltjaira, melyek a kovetkezok:

(-«i@@ _31)'
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Vegyiik észre, hogy az x/,-nek az x; szerinti derivéltja tartalmazza az x,-et, igy sziik-
ségiink van a megoldésra is, melyet csak numerikusan befoglalva tudunk megadni. Igy az
alabbi differencidlegyenlet-rendszert vizsgaljuk:

alt) = z(),

zo(t) = —0.129(t) — sin zy(t) + cost,
23(t) = z(t),
2(t) = —0.124(t) — 23(t) cos z((1).

A 21 és z, teljesen azonos az x1-gyel, illetve x,-vel, és ezek fogjak a megoldast minden
iddpillanatra kiszdmolni, mig a 23 és z4 a multiplikatorokat tartalmazz4k.

Az eljards sordn a differencidlegyenlet z1, zo kezddértékei legyenek az elsd fixpont
koordinatai, valamint 23(0) := 1 és 24(0) := 0. Ezekkel az értékekkel kiszamolt Poincaré-
leképezés 23 és z4 értékei legyenek egy A; 2 x 2-es matrix els6 oszlopa. Az A; matrix
masodik oszlopdt hasonléan szamoljuk ki, csak a z3(0) := 0 és z4(0) := 1. Az igy ad6dé
MAtrix:

A — ([169.6369, 169.6370] [168.7925, 168.7926])
L\ [152.9595, 152.9597]  [152.2012,152.2014] )

melynek sajatértékei befoglalasa:
ol = [321.8363,321.8368],
a2 = [0.001421,0.001894].

Mivel abszoliit értékben az egyik nagyobb, mint 1, a masik pedig kisebb, ezért az (z, 2’),
intervallum pontosan egy instabil fixpontot tartalmazhat.
Hasonl6an a masik intervallumra:

A — [—0.7426217, —0.7426218]  [0.09101517,0.09101522]
27\ [-0.04890921, —0.04890920] [—0.7123905, —0.7123904] ) ’

melynek sajitértékei

al = [~0.7275062, —0.7275061] + /[—0.01689209, —0.01689190),

a2 = [—0.7275062, —0.7275061] — 1/[—0.01689209, —0.01689190].

Mivel a sajatértékek abszolut értéke mindkét esetben kisebb mint 1, igy ez egy stabil
fixpontot tartalmaz.

2.3. Az egyszeri inga stabilizalasa

Ismert az a tény, hogy az egyszer( inga fels6 egyensilyi dllapota instabil. Bizonyi-
tott [3], hogy a felfiiggesztés megfelel6 mozgatdsdval ezt stabilld lehet tenni. Egy ilyen
eredményt érhetiink el a felfiiggesztési pont adott periddust €s nagysagu fiiggbleges ird-
nyu oszcilldlé mozgatasdval. Ennek a mozgasnak a gyorsulédsa legyen

Sap?

sin(pt),
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2.3. abra. A sajatértékek valos részének alakuldsa.

ahol a a kitérés amplitidéja, [ az inga hossza, és p a kitérések szdma 27 id6 alatt. Ekkor a
hagyomanyos inga differencidlegyenlete az aldbbi formdban irhat6 fel:

2
2" (t) = (—% + 8alp sin(pt)) sinz — v’

A stabilitds vizsgélatdhoz alkalmazhatjuk a kordbban is haszndlt varidcids egyenlet
moédszerét. Jelen esetben ismert, hogy az ingdnak két fixpontja van, melyek koziil az
egyik stabil (az als6 egyensulyi éllapot), a mésik pedig instabil (a felsd egyensilyi al-
lapot). Vizsgdlataink most a felsd egyensulyi allapotra koncentrdlédnak €s ezt szeretnénk
stabilld tenni. A fenti egyenlet periddusideje %’r, azaz ilyen hosszan fogjuk vizsgdlni a
varidcios egyenletrendszert. Ez 1d9 alatt a stabilizdland6 periodikus pélya ismert (az inga
szo0ge konstans 7, szogsebessége (), igy nincs sziikségiink a pdlya kiszamitasara. Ezen
észrevételekkel az egyenletrendszer az alabbi médon adhaté meg:

Zé (t) = 24 (t)>
24(0) = (=4 + 2 sin(pt) ) z5(t) = y2(0)

Tovabbi vizsgdlatainkban a kaotikus fékezett inga kényszerrezgéséhez legjobban ha-
sonlité rendszert vizsgaltuk, azaz v = 1 és [ = g = 9.81. Megvizsgdltuk, hogy milyen
gyorsan kell mozgatni a felfiiggesztési pontot, ha azt szeretnénk, hogy a felsd egyensilyi
allapot stabilizdlédjon. Ehhez az kell, hogy teljesiiljon az, hogy a fent emlitett differencidl-
egyenlet-rendszerrel kapott métrix sajatértékeinek abszolut értékei 1-nél kisebbek legye-
nek. Konstans a = 1 és kiilonb6z6 p paraméterek mellett a 2.3. dbra jeleniti meg ezen
értékeket.

2.4. A fékezett inga kényszerrezgésének stabilizalasa
Az el6z6 mddszer analdgidjara, a kaotikus inga stabilizdlasdval probdlkozunk. Legyen

a fékezett inga kényszerrezgésének a felsd instabil periodikus megolddsdnak a szdge az
id6 fuggvényében z(t). Az el6z8 eredmények alapjdn sejthetS, hogy egy Z(t) irdnyd és
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8“lp2 sin(pt) értékkel gyorsulé felfiiggesztési ponttal rendelkezd fékezett inga kényszer-

rezgésének stabilizalodik a felsd instabil egyensilyi palydja valamely a és p paraméterek
mellett. Ebben az esetben a kozéppont fiiggbleges iranyu gyorsuldsa:

2

cos(z(t)) 8alp

sin(pt) = wy,
a vizszintes irdnyu gyorsuldsa pedig:

S8ap?

sin(@(t)) =

sin(pt) = wy.
Ekkor az aldbbi formdban irhaté fel a differencidlegyenlet:
2"(t) = (=1 — wy) sin(x) + wy, cos(z(t)) — 0.1a" + cos(t).

Az a = 0.5 és p = 4 paraméterekkel kovetkezett be egy stabilizdlodas. Ezt mutatja
a 2.4. dbra. A 2.4(a) dbran az inga szogének alakuldsat lathatjuk az id6 fiiggvényében a
felsd instabil allapotban. A kontrollal ezt az dllapotot szeretnénk stabilizdlni. Egy koze-
li allapotbdl inditott inga szogének alakuldsat lathatjuk a 2.4(b) dbrdan. Majd ugyanezen
allapotbdl a kontrollal elldtott rendszer alakuldsat mutatja a 2.4(c) dbra. Sejthetd, hogy a
kontrollalt inga szdge tart a felsd palydhoz és ez a kontroll stabilizdlja a tekintett palyat.

A bizonyitdshoz a Poincaré-metszeteken alkalmazott multiplikdtor médszert alkal-
mazzuk. Ezen vizsgélathoz a kényszererd periddusdnak, és a kozéppont gyorsuldsanak
periddusanak O0sszemérhetonek kell lennie. Ez jelen esetben igaz, és a minimalis k6zos
periodus 27.

A sajatértékek meghatarozdsahoz az alabbi rendszert hasznaltuk:

#4(t) = 2(t),

25(t) = —=0.125(t) — sin (21(t)) + cos(t),

z(t) = 2(t),

2(t) = (—1 — cos (z1(t)) 8alp sin(pt)) sin(23(t)) +

Sap?

+ (sin (z1(1))
z(t) = z(t),

) = (1 costaa(t) L sinip) ) costea(0)-
- (sin(21 (1)) 3.

sin(pt)) cos(z3(t)) — 0.124(t) + cos(t),

2

sin(pt) sin(pt)) sin(zg(t))) z5(t) — bzg(t).

Az 1-2. egyenlet a fels6 instabil megoldds kovetéséhez sziikséges. Itt a kezdd értékre a
korédbbi fixpontos mddszert alkalmazzuk. A kapott értékek tartalmazzdk az instabil meg-
oldast. A 3-4. egyenlet a stabilizalt trajektoériat szamolja ki. Az itt kapott eredmények az
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(b) Kontroll nélkiili kaotikus mozgés. (c) Kontrollalt mozgis.

2.4. abra. Az inga kényszerrezgésének stabilizdlddasa.

instabil megoldassal stabilizdlt megoldést foglaljdk be. Ezt is a fixpontos kezd$ dobozzal
inditjuk. A 5-6. egyenlet pedig a matrix elemeit szdmoljak.
Ekkor a két sajatérték:

A1 = [—0.41408955, —0.41383926] + [0.60060509, 0.60292339] i,

Ay = [—0.41408955, —0.41383926] — [0.60060509, 0.60292339] i,

azaz ez a palya a kontrollal stabil.

Kétféle stabilizalasi eljarast ismertet a szakirodalom. Az egyik az, amikor a dinami-
kai rendszer allapotatdl fiiggéen befolyasoljuk a rendszert. Ezt vagy folytonosan, vagy
diszkrét id6kozonként tehetjiik meg. Ez a tipusi kontroll, melyet ,,visszacsatoldsos tech-
nikdnak” is neveznek, a kezdd édllapotok sokkal szélesebb korére stabilizélja a kivéant 4l-
lapotot. A masik eljards az, amikor a dinamikai rendszer éppen aktudlis allapotat6l nem
fligg a rendszerre hat6 er6. Ebben az esetben a kezdd éllapotok sokkal kisebb halmazéra
tapasztalhaté a stabilizal6das.
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Vegyiik észre, hogy az w; és az w, gyorsuldsok nem fiiggnek az éppen aktudlis inga
allapotait6l — sem a sebessé€gétdl, sem a szogétdl. Ezen fiiggvényekben csak a felsd insta-
bil palya megoldésa szerepel, melyet akar eldre kiszamithatunk és eltarolhatunk. Tehat a
jelen problémén alkalmazott kontroll a nem visszacsatoldsos technikdk korébe tartozik.

2.5. Osszefoglalas

Hubbard cikke alapjan varhat6 volt a fejezetben targyalt fékezett inga kényszerrezgé-
sének kaotikussdga [47], de a sejtés egzakt bizonyitdsa ismeretlen volt. Kordbban adtunk
erre a sejtésre egy megbizhaté mddszerekkel segitett bizonyitést [12], valamint a kaotikus
trajektoridk keresésére is készitettiink egy megbizhat6 eljarast [S5]. Ezen feliil Hubbard
az eredeti cikkben felvetette a kaotikus rendszerek kontrolljdnak problémadjat is, de erre
nem tudott megoldést javasolni.

A jelen fejezet f6 eredménye egy olyan megkonstrudlt kontroll, mely stabilizdlja a
kaotikus inga instabil megoldasat. A rendszer dltalam konstrudlt kontrollja a Kapica-inga
otletén alapszik. Ez a kontroll az inga aktualis allapotétdl teljesen fiiggetlen, az inga fel-
fliggesztési pontjdnak periodikus mozgatdsdn alapszik, mely elére megmatirozhatd. A
fejezet elején a technika alapotletének a hatterét és a periodikus palydkat mutattam be.
A kiindulasi otlet egy egyszer(i fékezett inga stabilizaldsa volt. Ezen a rendszeren be-
mutattuk a matematikus tarsszerz6immel kifejlesztett megbizhaté technikankat, melyre
tdmaszkodva képesek vagyunk matematikai értelemben is bizonyitani az eljards helyessé-
gét. A késobbiekben bemutattuk ennek a technikdnak a kiterjesztését a vizsgalt rendszer-
re, illetve azokat a numerikus eredményeket, melyek igazoljak, hogy a rendszer instabil
megoldasa stabilizalodik [13].
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3. fejezet

Optimalis korfedés megtalalasa
sokszogeken

A pakolési problémdkat régéta nagy figyelem Ovezi, ezeket még napjainkban is sokat
vizsgéljak. Egyik népszer( feladat ebben a témakorben a korpakolds [76]. Ennek célja
adott szamu egybevago, paronként diszjunkt kornek az egységnégyzetbe vald legstiriibb
elhelyezésének megadasa.

A feladat dudlisdnak tekinthet6 probléma a korfedés. Ez a probléma sokkal nehezebb-
nek bizonyul, melyet a t¢émaban elért eredmények mennyisége is tiikkr6z. Ebben az esetben
adott szamu egybevagd korrel az egységnégyzet legritkdbb lefedését keressiik, ahol leg-
ritkabb alatt azt értjiik, hogy a lehet6 legkisebb sugart korokkel fedjiik le a négyzetet.

A tekintett témakban kétféle eredményt szoktak publikdlni. Az egyik, amikor megpro-
balnak minél jobb fedést/pakoldst elérni, de a valédi optimumrél nem mondanak semmit.
A masik eset, amikor ténylegesen prébaljak bizonyitani egy elhelyezési struktirara, hogy
az a tekintett korok szamdaban optimadlis. A korfedési probléma eddig ismert legjobb ered-
ményei megtaldlhatok a [37] weblapon. Tovabbi numerikus eredményeket taglal a [65]
publikicid, bar megjegyzendd, hogy az ebben kozolt eredmények azon feliil, hogy opti-
malitdst nem bizonyitanak, nem tekinthet6k megbizhaténak sem, mivel a kozolt pontok a
szamitogép pontatlansdgat nem veszik figyelembe.

A megbizhat6sdg érdekében mi az intervallum-aritmetikat hasznaljuk fel annak el-
dontésére, hogy a korok egy adott elrendezése teljesen lefedi-e a tekintett sokszoget. A
kérdés eldontésére egy korlatozds és szétvalasztas alapu eljarést fejlesztettiink ki.

Az eljardsunk hatékonysagit egy telekommunikéciés feladaton mutatjuk be. A f6
radidado-tornyok pozicidinak ismeretében hatdrozzuk meg Magyarorszdg radidadasok-
kal valé optimadlis lefedését. Az egyes radidadd-tornyok altal kibocsdjtott radidhullamok
jO kozelitéssel kor alaku teriileteket fednek le, és ezen teriiletek Osszegét szeretnénk mi-
nimalizalni, mely ardnyos a rddiéadd-torony sugdrzasi energidjanak nagysagdval. Ennél a
problémandl a korok sugarai kiillonbozéek is lehetnek. Az optimadlis sugarméretek meg-
hatdrozdsara egy korlatozas és szétvalasztis alapi megbizhat6 optimalizal6 eljarast alkal-
mazunk. Hasonl6 problémakat oldottak meg a [32]-ben, azonban nem megbizhaté szdmi-
tasokat alkalmaztak.

39



banhel yi . bal azs 224 24
DOKTORI ERTEKEZES

3.1. Az ellenorzo eljaras elméleti hattere

Jelen fejezetben egy korfedési problémat vizsgdlunk. A tekintett feladatban a korok
kozéppontjait adottnak vessziik. A koroket jeloljik O; = (z;, y;, r;)-vel, melyek kozép-
pontja z;, y; és a sugara r;. A koroket tartalmazé halmazt jelslje O = {O;} (i=1...n).
A vizsgélataink sordn csak a sugarak nagysdgara koncentrdlunk, melyek nem feltétleniil
azonosak minden korre. Vezessiik be az aldbbi jelolést.

3.1. Definicié. Jelolje r = (11,79, ...,7,) a korok sugdrhosszait tartalmazé vektort. Ezt
a tovdbbiakban konfigurdcionak fogjuk nevezni.

Az eljardsunk alkalmas lesz minden zart, véges és Osszefliggd teriiletfedési probléma
megoldasdra. Ezért a késébbiekben ezen teriilet pontjainak halmazat jeldljik T-vel. Ez
a teriilet a leggyakrabban vizsgdlt esetekben négyzet, de el6fordulnak téglalapok ([46]),
korok ([45]), szabalyos haromszogek ([64]) és egyéb alakzatok is. Most definialjuk, hogy
mikor mondjuk azt, hogy a korok lefedik a tekintett T sikidomot.

3.2. Definicié. Egy r konfigurdciot megfelelének neveziink, ha az dltala reprezentdlt ko-
rok lefedik a tekintett teriiletet ('T ), azaz minden (x,y) € T ponthoz létezik olyan O; € O,
melyre d ((x,y), (z:,4:)) = \/(x — 2:)% + (y — vi)? < 1. Ellenkezd esetben a konfigurd-
ciot nem megfelelonek nevezziik.

A megbizhatésag elérése érdekében a szamitdégéppel segitett bizonyitds sordn inter-
vallum-aritmetikat fogunk haszndlni. Egy intervallumon két valds szdmot és azok kozott
1évd valds szamok halmazat értjiik:

X=[X.X]={reR|X <a<X},

ahol X az intervallum als6, mig az X a felsé végpontjat jelenti. Egy n dimenzids in-
tervallumon az X = (X, Xs,...,X,) vektort értjik, ahol X; (i = 1,...,n) egy-egy
egydimenzids intervallum.

Az intervallumok halmazat [-vel, mig az n-dimenzids intervallumok halmazat ["-nel
jeloljiik.

Az egydimenzios X intervallum szélességén a

wid(X) = X — X,
mig egy n-dimenzids intervallum szélességén a

wid(X) = max (X; — X,)

i=1,..., n
értéket értjiikk. Egy n-dimenzids intervallum kozéppontjat a

mid(X) = %(g +X)

kifejezéssel hatdrozhatjuk meg, ahol X = (X,,..., X, ) é X = (X1,..., X,).
Az intervallumos szamitdsok esetén valds szamok helyett intervallumokat hasznalunk,
melyekre igy definidlni kell a miiveleteket is. A valds szamokon értelmezett elemi miive-

letek (€2) intervallumos kiterjesztését az alabbi alakban adjuk meg:
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3. Algoritmus. Az ellendrz6 eljaras

Input: — ¢ arészintervallumok felhasznalo altal beallitott minimalis mérete,
— T: avizsgalt halmaz.
Output: — A geometriai feltétel teljesiil az adott T halmaz minden pontjdra, vagy

— mutat egy olyan e-ndl kisebb méretli intervallumot, mely megsérti az
adott feltételt.

1. 1épés Hatarozzuk meg a kezd§ intervallumot, mely befoglalja T-t.
2. 1épés Tegyiik be ezt az intervallumot a verembe.

3.1épés Vegyiink ki egy v = (X, Y) intervallumot a verembdl.

4. 1épés Hatarozzuk meg a v intervallum legszélesebb oldalat.
5.1épés Haa T Nwv # (0, ésa T tulajdonsdg v-re nem teljesiil, akkor

ha a v intervallum szélesebbik oldala kisebb, mint a felhasznalé altal adott érték,
akkor

* Kkifrjuk v-t és STOP,
egyébként

* felezziik el v-t a szélesebbik oldala mentén, rakjuk be a két részinterval-
lumot a verembe, és folytassuk a 3. 1€péssel.

6. 1épés Ha a verem iires, akkor irjuk ki, hogy a bizonyitas sikeriilt és STOP. Egyébként
folytassuk a 3. 1épéssel.

3.3. Definicié. Az elemi miiveletek intervallumos kiterjesztése:
AoB={aob|aec Aésbe B}, aholA,B el oec.

A fenti definici6 alapjan két nem nulla szélességii intervallumon végzett elemi m-
velet elvégzéséhez végtelen sok valds szdmon elvégzett szamitds sziikséges. Konnyen
l4athatd, hogy bizonyos miveletek esetében — a monotonitds miatt — a definicid szerinti
eredmény véges szadmu valos mivelettel is kiszdmithatd. Az intervallum-aritmetikdrol to-
vabbi informdacidk olvashatdak az [1, 2] kozleményekben. A szamitogépes megvaldsitas
sordn a C-XSC konyvtarat hasznaljuk [25].

Az ellendrzést egy intervallumos korldtozas és szétvalasztds alapu eljardssal végez-
ziik. Az ellendrizend? feltétel az, hogy minden p = (z,y) € T pont valamely O; kor-
ben benne van, azaz d ((z,y), (x;,y;)) < r;. Ezt a tulajdonsdgot jeloljiik a késGbbiekben
T -vel. Ezen tulajdonsag intervallumos kiterjesztésén azt értjiik, hogy P = (X, Y) kétdi-
menzids intervallum minden egyes pontjara teljesiil a 7 tulajdonsag.

Az eljaras helyességét és végességére vonatkozo tulajdonsigait a kovetkezd tételek-
ben foglaljuk Ossze.

3.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy rendelkezésre dll a T tulajdonsdg intervallumos kiterjesz-
tésére egy ellendrzd eljdrds, tovdbbd az ellendrzd rutin azt az eredményt adja, hogy a T
minden pontjdra teljesiil a T tulajdonsdg. Ekkor az ellen6rzd rutin az ellendrizendd tarto-
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mdny koré irt (I) kiinduldsi intervallumnak egy olyan felosztdsdt dllitja el6, hogy minden
részintervallumra teljesiil, hogy

1. vagy ennek a részintervallumnak nincs kozos pontja a vizsgdlt T tartomdnnyal,

2. vagy ennek a részintervallumnak minden pontja benne van valamely inputként kapott
korben.

Ez a tétel azt jelenti, hogy a 3. Algoritmus helyes. Ezek utdn nézziik meg, hogy az
algoritmus valéban képes-e eldonteni, hogy a T tartomdny rendelkezik-e a teljes lefedési
tulajdonsaggal.

3.5. Tétel. Tegyiik fel, hogy rendelkezésre dll ‘T tulajdonsdg egy intervallumos kiterjesz-
tése, mely minden pontra és annak valamely kis méretii kornyezetére képes eldonteni,
hogy teljesiil-e a T tulajdonsdg, tovdbbd az algoritmus € paramétere nulla, és a T tu-
lajdonsadg fenndll. Ekkor az ellendrzd rutin véges sok iterdcios lépés utdn megdll pozitiv
eredménnyel.

Vizsgaljuk meg, hogy abban az esetben, ha nem teljesiil az adott halmazra a geometriai
feltétel, akkor a 3. Algoritmussal milyen eredményre szdmithatunk.

3.6. Tétel. Tegyiik fel, hogy rendelkezésre dll a T tulajdonsdg egy intervallumos kiter-
Jesztése, tovdbbd az algoritmus € paramétere nulla, és van olyan p € T pont, hogy a T
tulajdonsdg nem teljesiil rd. Ekkor az ellendrzd rutin nem tud véges lépésben megdllni, és
nem ad eredményt arra vonatkozoan, hogy a tulajdonsdg teljesiil-e.

A fenti tételek bizonyitdsa hasonléan torténik, mint a [28] cikkben megtaldlhat6 ha-
sonl¢ tételek bizonyitasa.

3.2. A fedést ellenorzo eljaras megvalositasa

A fent emlitett eljards miikodéséhez fontos egy olyan algoritmus megvaldsitasa, mely
képes megbizhatdan eldonteni egy v kétdimenzids intervallumrdl, hogy

* van-e kozos pontja a T tartomdnnyal, és
* teljesiil-e minden pontjara a 7 tulajdonsag.

Az elso kérdés eldontése egyszerli azokban az esetekben, amikor az indulési interval-
lum minden egyes pontja benne van a tekintett tartomdnyban, azaz az olyan 2 dimenzids
intervallumok esetén, amiknek az oldalai parhuzamosak a tengelyekkel. Ekkor minden,
az algoritmus 4ltal generalt v kétdimenzids intervallumnak van kozos pontja a T tarto-
mannyal. Altalanos esetben sziikségiink van egy olyan eljardsra, mely képes eldonteni
egy tetszoleges zart, véges és Osszefiiggd teriiletrdl, hogy van-e kdzds pontja a v interval-
lummal. Ez gyakorlatilag a "pont a poligonban" algoritmus intervallumos kiterjesztése.
A megval6sitds sordn (lasd a 4. Algoritmust) azt vizsgaljuk, hogy a tekintett kétdimen-
zi6s intervallumtol balra 1év6 sdvon mennyi tovabbi él megy 4t. Ha ez pdaratlan, akkor
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4. Algoritmus. Intervallum a poligonban

Input: - P:poligon, mely a hatarpontjaival adott,
— w: avizsgdlt kétdimenzids intervallum.
Output: — A v tartomanynak van-e kozds pontja a poligonnal.

1.1épés Ha a P poligon barmely oldaldnak van k6zos pontja a v tartomdnnyal, akkor a
valasz igen és vége az eljarasnak.

2. 1épés Az m szamlald legyen 0.

3. 1épés Vizsgaljuk meg a P poligon minden €lét.

Ha a v intervallumbdl balra a végtelenbe inditott sdvba a poligon egy éle "alulrdl
1ép be", és a rakovetkezd tovabbi élek "feliil 1ép ki", vagy forditva, akkor az
m szamlalét noveljilk 1-gyel.

4.1épés Ha az m szamlal6 paros, akkor nincs kozos pontja az intervallumnak és a poli-
gonnak (kiviil van), egyébként igen (beliil van).

5. Algoritmus. Intervallum valamely korben

Input: - (rj,x;,y;)(i = 1...,n): az aktudlis korok sugardnak nagysdga és ko-
zéppontjai,
— w: avizsgdlt kétdimenzids intervallum.
Output: — A v tartomany benne van-e valamely korben.

1. 1épés Vizsgéljuk meg az 6sszes korre az alabbi tulajdonsagot.

Ha a v intervallum és a vizsgalt kor kozéppont tdvolsdgainak maximuma kisebb,
mint a kor sugara, akkor igen (beliil van).

2.1épés Ha egyik korre sem volt igaz az el6z6 éllitds, akkor nem tudtuk eldonteni, hogy
a v intervallum minden pontja benne van-e valamelyik korben.

benne van, egyébként nincs kozos pontja a poligonnal. Az intervallumos kiterjesztés ko-
vetkezménye lehet, hogy a vizsgalt kétdimenzids intervallumnak vannak belsd, illetve
kiilsd pontjai is. Ez akkor kovetkezik be, mikor a poligon valamely éle metszi a vizsgalt
intervallumot.

A T tulajdonsagot, azaz, hogy a korok unidja lefedi-e a vizsgalt v tartomdnyt, Ggy
tudjuk eldonteni, hogy megvizsgaljuk, hogy a kétdimenziés intervallum minden pontja
benne van-e valamely korben, azaz minden pont tdvolsidga valamely kor kozépponttdl
kisebb, mint az adott kor sugara. Matematikailag megfogalmazva, 1étezik-e olyan O; € O,
amelyre minden (,y) € v pontra igaz, hogy \/(z — x;)2 + (y — y:)%) < ry.

Mint l4thatd, az 5. Algoritmus olyan eset eldontésére nem alkalmas, mikor a vizsgdlt
tartomany nem egyetlen kor altal van lefedve, hanem tobb kor fedi le egyiittesen. Tovabba
olyan Osszetett kérdéseket sem tudunk eldonteni azonnal, hogy a vizsgalt kétdimenzids
intervallum poligonba esd része le van-e fedve korokkel. A 4. Algoritmus is csak azt képes
eldonteni, hogy van-e olyan pont a vizsgalt intervallumban, melyet fedési szempontbdl
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vizsgélni kell. De azt, hogy melyek ezek a pontok, azt nem hatdrozza meg az algoritmus.
Azonban a 3. Algoritmus azokat az intervallumokat fogja tovabb darabolni, melyekre méar
igaz lehet a megfeleld tulajdonsdg. A koroket nyitottnak tekintettiik, azaz a hatarvonaluk
nem szamit lefedettnek. gy igaz az, hogy barmely pontra és annak kis kérnyezetére tudjuk
igazolni a lefedettséget. Megjegyzendd, hogy zart korokre nem lenne igaz, mert ekkor a
korvonal hatarpontjaira nem lenne teljesiil, hogy kis kdrnyezetére is tudjuk bizonyitani a
megfelel6 tulajdonsagokat.
Mivel a 3.5. Tétel feltételei teljesiilnek, igy igaz az aldbbi tétel.

3.7. Tétel. Ha a tekintett p poligon le van fedve kordokkel, akkor a 3., 4. és 5. Algoritmusok
e = 0 paraméterrel véges lépésben megdllnak pozitiv eredménnyel.

Az algoritmusok csak a pozitiv eredmény igazoldsara alkalmasak. Azaz, ha nem fedik
a korok a tekintett sikidomot, akkor az algoritmus nem 4ll meg véges 1épésben, ahogy azt
a 3.6. Tétel kimondja. Természetesen, ha az € # 0 és elegendden kicsi a pozitiv vdlaszhoz,
akkor véges 1épésben megall az algoritmus. Ha az e paraméter pozitiv értéket vesz fel,
akkor a futds eredménye lehet sikertelen is, de ez nem minden esetben jelenti azt, hogy
matematikai értelemben nem teljesiil a geometriai feltétel.

3.3. Az ellenorzo eljaras futasa

Most vizsgaljuk meg, hogyan alakulhatnak a szdmitégépes eredmények. A 3.1. dbrdn
lathat6 két futds eredménye. Mind a két dbrdn Magyarorszag hatdrainak a korvonala l4t-
hatd, mely a példankban a lefedend® teriilet. Mindkét esetben a nagy befoglal6 téglalap az
indulési kétdimenzids intervallum, mely tartalmazza a lefedendd poligon minden egyes
pontjat. Ezt darabolja az ellen6rz6 eljards mindaddig, mig van k6zos pontja a lefedendd
poligonnal, vagy a részintervallum nincs teljes egészében lefedve egyik kor altal sem. Pél-
ddul a generdlt intervallumok koziil a bal fels6k olyanok, melyeknek nincs k6zos pontja
a poligonnal.

A 3.1(a). abran egy olyan eset lathatd, amikor az algoritmus sikeres eredménnyel 4llt
meg. Ekkor az dbrdn lathaté daraboldst kaptuk, melyre igaz a vizsgdlt feltétel. Lathato
az is, hogy a keletkezett, a lefedendd poligonnal k6z6s ponttal rendelkezé intervallumok
olyanok, melyek legaldbb egy kor éltal teljesen le vannak fedve. Azaz igaz, hogy a vizsgalt
poligon teljesen le van fedve. A 3.1(b). dbran lathat6 egy olyan futds képe, mikor az
algoritmus sikertelen eredménnyel 4llt meg. Ekkor az algoritmus egy, a paraméteriil kapott
e értéknél kisebb méretii intervallumot adott vissza, mely nincs teljes egészében lefedve,
de van koz0s pontja a lefedendd teriilettel. Ezt az intervallumot az dbrdn egy kis korrel
jeloltiik a jobb felsd sarokban. Mint lathaté az algoritmus nem azonnal taldlta meg ezt az
intervallumot.

A futdsi id6 a fenti esetekben csupan par masodperc. Tovabba az ellen6rzd algoritmus
parhuzamos valtozatat is megvaldsitottuk, mellyel kozel linedris gyorsulast tudtunk elérni
a magok szdmatdl fiiggden [17]. Ez mar elegendden gyors ahhoz, hogy egy Osszetettebb
algoritmusba illeszthessiik. Péld4aul egy optimalizalo eljarast helyezziink az ellen6rzé el-
jaras folé, mellyel képesek lesziink optimalis lefedést taldlni kiillonb6z6 problémaékra.
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3.1. abra. Az ellendrzd eljaras altal generdlt intervallumok.

3.4. Az optimalizalo eljaras

Tobb probléma esetén az alkalmazott eszkdozok erdforrdsigénye az altaluk lefedett
teriilet sugardnak négyzetével ardnyosan alakul. Ilyen tulajdonsdggal rendelkeznek az al-
talunk vizsgalt szenzorok és sugarzok is. Igy a felhaszndlt sugdrzési energia négyzetesen
nd a lefedett teriilet sugardval. A célunk az eszk6zokhoz rendelt sugarak négyzetosszegét
minimalizalni:

f(ri,ra, ... m)) :er — min (3.1)
i=1

A feladatunk olyan megfelel6 konfigurdcié megtaldldsa, amelyre a (3.1) célfiiggvény ér-
téke minimalis.

Most bebizonyitunk néhany, a konfiguracidkhoz kapcsolddé egyszerd allitast, melye-
ket az optimalizélds sordn felhaszndlunk.

3.8. Allitas. Ha egy r = (11,72, ...,7) konfigurdcié megfelel, akkor bdrmely r' =
(ry,rh, ..., 1) konfigurdcio is megfeleld, ha r; > r; minden i-re (ldsd a 3.2(a) dbra).

Bizonyitas. Mivel az r konfiguracié megfeleld, igy az éltala reprezentalt korok lefedik a
vizsgalt poligont. Ha ezen korok koziil barmelyiknek megnoveljiik a sugardt, akkor a ka-
pott korok szintén lefedik azt. Az utébbi gondolatot ismételve minden i-re 1athatd, hogy
r’ is megfelel6 konfiguracio. [

Hasonl6t mond ki a nem megfeleld konfiguracidkra is a kovetkezo allitas.

3.9. Allitas. Ha egyr = (1,2, ...,T) konﬁgurcicio’ nem megfeleld, akkor bdarmely ' =
(ry,rh, ..., r") konfigurdcio is nem megfeleld, ha r; < r; minden i-re (ldsd a 3.2(b) dbra).
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Bizonyitas. Hasonl6an az el6z6 allitas bizonyitdsahoz. [

A fenti allitdsokban lathatd, hogy a kiemelt konfigurdcidk jellemzik az Osszes ezek-
nél nagyobb, illetve kisebb sugarakkal rendelkezd konfiguracidkat. Ezért a konfiguracié
halmazokat érdemes egységesen kezelni.

3.10. Definici6. Jelolje C = ([c1, 1], .., [cn, Cn)) azon konfigurdciok halmazdt, ame-
lyek i-edik komponense a [c;, G| intervallumba esik. A C' halmaz két kitiintetett szerepit
konfigurdcidja a kovetkezd: C = (c1, ..., cp) €s C = (c1,...,6) (ldsd a 3.2(c) dbrt).

Most vizsgéljuk meg, hogy ezen konfiguracié halmazbdl, mely konfiguraciok lehetnek
optimaélisak.

3.11. Allitas. Ha egy C halmaz C és C kitiintetett konfigurdcidi nem megfeleléek, akkor
az optimdlis megoldds nem lehet a C' halmazban.

Bizonyitas. Mivel a C' konfigurdcié nem megfelels, a 3.9 Allitasbél kovetkezik hogy a
C" = ([0,¢],...,]0,¢,]) halmaz 6sszes konfigurdcidja is nem megfeleld, mely tartal-
mazza C' 6sszes elemét. Azaz a C' halmaz minden eleme nem megfeleld konfiguracid. Az
optimélis megoldds azonban egy megfeleld konfiguracid, igy nem lehet eleme a C' hal-
maznak. [ |

Hasonl6 4llitast mondhatunk ki a megfelel6 konfiguracidkra is.

3.12. Allitas. Ha egy C halmaz C és C kitiintetett konfigurdcidi megfeleléek, akkor az
optimdlis megoldds nem lehet a C' halmazban.

Bizonyitas. A C'halmazon a (3.1) célfiiggvény a C' pontban veszi fel a minimumat, mivel
C' egy megfelel$ konfiguracid. Ebbdl kovetkezik, hogy az optimdlis megoldds nem lehet
a megadott halmazban. Nyitott korok esetén a C konfiguracié sem optimélis, ugyanis
létezik olyan kis € > 0, hogy C. = (c1 — €,...,c, — €) is megfelel6 konfiguracio és

f(C) < f(Q). =

A kovetkezd allitdsban megmutatjuk, hogy az aldbbi elrendezés nem lehetséges az
altalunk vizsgalt esetben.

3.13. Allités._Nem létezik konfigurdciok olyan C' halmaza, amelynek C' konfigurdcidja
megfeleld és C konfigurdcioja pedig nem megfeleld.

Bizonyitas. Mivel a C konfiguracié megfeleld, a 3.8 4llitisbol kivetkezik, hogy a C' is
megfeleld konfigurdcid, ami ellentmondas. [

A kordbbi megdllapitdsokat az aldbbi tételben foglaljuk Ossze.

3.14. Tétel. Csak olyan C' halmaz tartalmazhatja az optimdlis megolddst, amelynek C
konfigurdcioja nem megfeleld, és C konfigurdcioja megfeleld (ldsd a 3.2(d) dbrdit).
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(c) A definiélt konfigurdci6 halmaz és kitiintetett (d) Az optimumot tartalmazé konfigurdcié hal-
pontjai. maz.

3.2. dbra. Konfigurdcidk halmaza és jésaguk viszonyai.

A fenti tétel dltalanosabban is alkalmazhat6. A tétel dltalanositasahoz sziikséges fel-
tételek, hogy a célfiiggvény szigordan monoton legyen, illetve hogy a feltétel is egyféle
monotonitdsi tulajdonsdggal rendelkezzen. Ekkor a fenti dllitdsok igazak maradnak és igy
a tétel is alkalmazhat6. Azaz példaul egy gombfedésnél is alkalmazhat6 a tétel, ahol a
célfiiggvény nem négyzetes, hanem kobos is lehet.

Az optimum megtaldldsa céljabdl itt egy korlatozas €s szétvalasztds alapu eljarast
alkalmazunk. A szétvalasztds sordn azon konfiguraci6 halmazok keriilnek be a listaba,
melyek als6 sarka nem megfelel6 konfiguracid, mig a felsd sarka megfeleld konfigurd-
ci6. Mint tudjuk a 3.14. Tételbdl, csak ezek tartalmazhatjak az optimdlis megoldast. A
hatékony keresés miatt mindig azt a halmazt vessziik ki, mely a legjobb alsé korlétot ad-
ja a halmazon 1évo célfiiggvény értékére. Ha a felhaszndlé altal megadott pontossaggal
megtalaltuk a globdlis optimumhoz kozeli megoldast, akkor megéllunk és kifratjuk azt
(6. Algoritmus). A bemutatott eljaras a hagyomanyos intervallumos globalis optimalizal6
algoritmus 6tletén alapszik [67, 72]. Sajnos az ott kifejlesztett gyorsitd technikdk nagy ré-
sze nem alkalmazhatd, mert azok tobbsége (pl. az intervallumos Newton-mddszer) a cél-
fliggvény derivaltjdnak ismeretén alapszik, mely jelen esetben nem 4ll rendelkezésiinkre
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6. Algoritmus. Az optimalizal6 eljarés

Input: - e akivant pontossag a globdlis optimumhoz képest %-os eltérésben,
— C: asugarak lehetséges nagysagai.
Output: — A globalis optimumnal maximum €%-kal rosszabb megoldas.

1. 1épés Tegyiik be a C tobbdimenzids intervallumot a verembe, ha C megfelel$ konfi-
gurici6 (egyébként nincs megfelels konfiguracié C-ben).

2.1épés Vegyiik ki azt a C intervallumot, mely a legkisebb célfiiggvényérték alsokorlattal
rendelkezik.

3. 1épés Hatarozzuk meg a C' intervallum legszélesebb oldalat és szamoljuk ki a C' inter-
vallumon a célfiiggvény értékeinek a befoglalasat, F'-et.

4.1épés Ha F intervallum szélessége €%-ndl kisebb az F' legnagyobb értékéhez (szupré-
mumadhoz) képest, akkor

* kifrjuk C-t és STOP,
egyébként

* Felezziik el C-t a szélesebbik oldala mentén és legyen C' az alsé és C', a fels6
intervallum.

* Ha a (', megfelel megoldas, akkor tegyiik be a verembe.
* Ha a ', nem megfelel6 megoldds, akkor tegyiik be a verembe.

5.1épés Folytassuk a 2. 1épéssel.

[88].
Azt, hogy valéban a globdlis optimum egy kozelitését taldljuk meg, az aldbbi tétel
mondja ki.

3.15. Tétel. Tételezziik fel, hogy rendelkezésiinkre dll egy ellendrzd eljdrds, mely megbiz-
hatoan eldonti, hogy egy konfigurdcio megfelelé-e. Ekkor a 6. Algoritmus mindig olyan
eredménnyel tér vissza, amely egy megfeleld konfigurdcio, tovdabbd nincs mdsik, az ellen-
0rz0 eljdrds dltal megfeleloként értékelt konfigurdcio, mely €%-kal jobb célfiiggvényér-
tékkel rendelkezne.

Bizonyitas. Tételezziik fel, hogy a globalis optimdlis konfiguracié tobb mint e%-kal
jobb, mint az algoritmus altal visszaadott. Az algoritmus a 4. 1€pésben csak azokat a
konfiguracié halmazokat nem teszi vissza a listdba, melyek a 3.14. Tétel szerint nem tar-
talmazhatjak a globdlis optimumot. A felosztds miatt minden konfiguracié vagy eldobdsra
keriil (mert nem optimélis), vagy bekeriil a listdba valamely konfigurdci6é halmazban. Az-
az az algoritmus megalldsakor a listaban kell lennie a globalis optimumnak.

A 3. 1épésben meghatéarozott F' befoglal6 intervallum szélessége kisebb mint €%-a a
maximalis értéknek. Az algoritmus 4ltal visszaadott C' konfiguricié célfiiggvényértéke
biztosan nem nagyobb, mint ezen F intervallum felsé értéke. Igy az itt kapott alsé korlat
€%-kal kevesebbel lehet jobb, mint a visszaadott célfiiggvényérték.
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A feltételezés szerint a globdlis optimum tobb mint €%-kal jobb, mint az dltalunk
visszaadott érték. Azaz, a listdban 1év6 konfiguracié halmazokra vonatkozé alsé korlat-
nak kisebbnek kell lennie, mint az utoljdra kivettnek. Azonban mivel a minimalis értékkel
rendelkez6t vessziik ki a 2. Iépésben, igy ellentmonddsra jutottunk. Azaz a tétel igaz. m

A megval6sitds sordn a célfiiggvény értékekre vonatkozd alsé korldtot dgy kapjuk
meg, hogy intervallum aritmetikdval kiszdmoljuk a célfiiggvény értékét. Az alkalmazott
technika révén igy egy garantdlt befoglaldst kapunk a célfiiggvény értékére. Ennek az also
sz€lét hasznalhatjuk megbizhat6 alsé korlatként, ami alapjan rendezhetjiik a konfiguracié
halmazainkat. Mivel mindig a legkisebb alsé korlattal rendelkezd konfigurdcié halmazt
vizsgéljuk, ennek hatékony megtaldldsa érdekében a halmazokat prioritsi sorban tarol-
juk, mely mindig a legkisebb elemet tartalmazza a lista elején.

Az algoritmus bizonyos szdzalékos pontossdggal taldlja meg az optimdlis megoldést.
A 4. 1épésben a megallasi feltételt kicserélhetnénk abszoliit korldtra is, ekkor az algorit-
mus altal adott megoldastdl a globdlis optimum maximum e értékkel lehet jobb. Azért
valasztottuk a relativ, szdzalékos megoldast, mert bar a kicsinyitésre és nagyitdsra az op-
timdlis megoldas és a szdzalékos eltérés sem érzékeny, de az abszolt eltérés mar igen. A
kovetkezd alfejezetben targyalt tesztesetek is elég nagy nagysagrendi eltéréseket mutat-
nak.

Az optimalizal6 eljaras egy futdsdnak eredményét jelenitjiik meg a 3.3. dbran. Itt egy
egységnégyzet 2 korrel valé optimalis lefedését kerestiik. A generalt ry és ry sugaru in-
tervallumok lathatok az dbrdn. A sotét sziirke konfigurdcié halmazok azok, melyeket az
algoritmus azért dobott el, mert a felsd sarkuk nem volt megfeleld konfiguricid, mig a
vildgos sziirkéket azért, mert az alsé sarkuk megfeleld volt. Korrel jeloltiik az algorit-
mus 4ltal megtaldlt megoldast. Az optimalizalé altal taldlt megoldassal azonos célfiigg-
vényértékkel rendelkezd megolddsokat a vastag {vvel jeloltik. Amennyiben mégsem ez
az optimdlis megoldas, a valddi optimdlis megoldés a fehér négyzetek — a korivnél jobb
értékekkel rendelkez6 — pontjaiban lehet.

3.5. Eredmények

Az algoritmusunk illusztralaséara kétféle feladatot oldottunk meg. Mindkét esetben be-
mutatunk néhany érdekes €s jellemzd eredményt az optimalizal6 eljardsunk hasznélatara.
Az optimum megtaldldsat 1%-os pontossaggal kerestiik. Az elsd esetben az egységnégy-
zetet fedtiik le optimalisan kiillonbozé adott kozéppontokkal. Ezen futdsok koziil néhanyat
lathatunk a 3.4. dbran.

A 3.4(a) 4dbran lathatjuk azt az esetet mikor az egységnégyzetet két dtellenes cstcs-
pontjabol szeretnénk lefedni. Ekkor az algoritmus dltal taldlt optimélis sugarak 1.12890625
€s 0.48046875. A nagyobb sugdr az étellenes oldalt koriilbeliil 0.52-nél metszi, igy a ko-
rok ténylegesen lefedik a négyzetet. A sugarak négyzetosszege 1.50527954 . .. A vizsgalt
esetben az elméleti optimum az (1 + (1 — )?) + 22 fiiggvény minimuma lenne (zart ko-
roket feltételezve), ahol 2 € [0, 1] a kisebbik kor sugara. Atrendezve a 2(x — 0.5)? + 1.5
fiiggvényt kapjuk, melynek minimuma x = 0.5-nél van és értéke 1.5. Erre 1.5/1.5052 ~
0.9965, azaz az édltalunk megadott megoldds valéban 1%-ndl kozelebb van az optimélis
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27,,2

3.3. dbra. Az optimalizalé eljaras altal generdlt intervallumok.

megoldashoz.

Tovébbra is ez a 2 koros lefedés marad az optimélis, ha egy harmadik csicspontot is
bevesziink a lehetséges korok kozéppontjai kozé. Ezt 1athatjuk a 3.4(b). dbran. Ekkor a
harmadik kor sugara 0.00390625 az algoritmus 4ltal adott megolddsban. Az algoritmus
a konfigurdcié halmaz felsd csicspontjit adja vissza, amely elméletileg a felezgetések
soran sosem lesz 0. Ezt a hatast lathatjuk ebben az eredményben. Természetesen ezzel
egylitt is belefér az dltalunk megadott szdzalékos korldatba. Az optimalizal6 eljards altal
generdlt intervallumok lathatok ezen feladat esetében a 3.3. dbrén.

Tovébbi csicspont hozzdaddsa mar jelentdsen javit az optimum értékén, mint ahogy
az a 3.4(c) 4bran is lathat6. A nagyobb sugarak nagysdga egyontetlien 0.783203125, mig
a kisebbeké 0.359375000. A célfiiggvény értéke koriilbeliil 1.50671, ami latszik, hogy
rosszabb, mint a kordbbi elméleti 1.5-es eredményiink. Ebben a konstrukciéban az elmé-
leti optimum a 2z% + 2 ((v/2/2 — z)? + (v/2/2)?) fiiggvény minimuma lenne, ahol z a

kisebbik kor sugara. Atrendezve a 4 (w -2/ 4)2 + 1.5 fiiggvényt kapjuk, melynek 1.5
a legkisebb értéke, azaz megegyezik a korabbi 2 €s 3 csucspontos esettel. Ezen a példan
lathat6 (bér itt az optimumok megegyeznek), hogy ha a szdzalékos eltérésiink megen-
gedi, egy a globdlis optimumtdl teljesen eltérd struktirdji megoldést ad az algoritmus.
Természetesen a korlatot sziikitve ezek a félrevezetd struktirdk kiesnek és csak a globalis
optimumot tartalmaz6 struktirdk maradnak a vizsgdlandé listdban. Jelen esetben a kordb-
bi 2 koros konstrukeid is a listdban volt, csak a szdmitdsok sordn éppen ennél volt az els6
eset, amikor a megadott korlat ald keriiltiink.

A negyedik esetben bevettiik a négyzet kozéppontjat is a lehetséges kozéppontok ko-
z€. A megoldas a 3.4(d) abran lathatd. Ekkor a kisebb korok sugara 0.095703125, mig a
kozépsdé 0.64453125. A sejtésiink az, hogy az a struktira az optimélis, mikor egy nagy
kor van. Azonban az optimum értéke ekkor kisebb mint 0.4520569, mig az 1 korés megol-
dasban az optimum 0.5. Tehat az 4ltalunk megadott megoldas jobb, mint a megoldasunk-
bdl sejtett kozelités. Az elméleti optimumok egyébként ebben a struktirdban a 0.1 és a
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v/0.41 nagysdgu sugarakkal rendelkezd korok lennének, amikor 0.45 az optimum értéke.

A 3.4(e) és a 3.4(f) esetekben megprébalkoztunk mds, a csicspontoktol eltéré ponto-
kat felvenni a korok kozéppontjainak. Mint 14that6 itt az altalunk talalt optimélis megoldas
egyetlen, a kozéppontbdl indulé nagy kor.

(a) Két atellenes csticsbdl valo le- (b) Harom csticsbdl valé lefedés. (c) Négy csicsbol valé lefedés.
fedés.

(d) Négy cstcsbdl és  a(e) Négy belso- és a kozéppont- (f) Oldalfelezd- és a kdzéppont-
kozéppontbdl vald lefedés. bdl vald lefedés. bdl val6 lefedés.

3.4. dbra. Az egységnégyzet lefedésének néhany érdekes esete.

A kovetkezd esetben bemutatunk néhdny mar a kordbban emlitett Magyarorszagot jelké-
pezd poligont lefedd esetet. Ebben az esetben a kozéppontokat szintén a futds elején haté-
roztuk meg véletlenszertien (tobb magyarorszagi nagyvarosbdl vélasztottunk véletlensze-
rien). A 3.5(a)-3.5(c) dbrdkon bemutatunk 3 Magyarorszdgot lefedd optimalis megoldést
4, 5, illetve 6 kor esetén. A 3.5(d) dbrdn pedig egy olyan esetet latunk, amikor 5 korrel
probaltuk lefedni, de az optimalis megoldas csak 2 kort hasznal.
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(a) Négy korrel val6 lefedés. (b) Ot korrel valé lefedés.

(P

(c) Hat korrel valo lefedés. (d) Két kort hasznald lefedés.

3.5. dbra. Magyarorszag lefedésének néhany érdekes esete.

3.6. Osszefoglalas

A szakirodalomban tobb, a kiilonb6z6 pakolési, illetve fedési feladatok megoldasa so-
ran folmeriilé geometriai tulajdonsag ellendrzésére szolgald algoritmust adtak meg. Saj-
nos az intervallum-aritmetika alapu befoglal6 fiiggvényekkel ezek az eljardsok jellem-
z6en nem voltak kiegészitve, ez a megfelel eszkoztar nem allt rendelkezésre. Igy valédi
megbizhaté médszerek nem voltak elérhetdk. Példdinkban egy a megbizhaté megoldas te-
kintetében viszonylag bonyolult geometriai esetet oldottunk meg. Kordbban, mér a kdosz
1étezésének bizonyitdsa sordn, egyszeriibb geometria tulajdonsagok ellendrzésére szolga-
16 eljarasokat ki kellett fejlesztenem, azonban a jelenlegi eredmények ezeken tdlmutatnak.
Tovéabbd a megbizhatésdg mellett az eljarasok hatékonysdgara is tigyelnem kellett, mert
tobb paraméter véltoztatdsa mellett, az optimalizélas célfiiggvényére alkalmaztuk ezt az
eljarast.

Ebben a fejezetben bemutattam egy olyan hatékony és megbizhaté optimalizalédsi
modszert, mely képes megtaldlni tetsz6leges (¢ > () pontossdggal az optimdlis korok
sugarainak nagysagat egy tetszéleges poligon alakzat lefedéséhez. A szokvanyos optima-
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liz4lasi algoritmusokkal ellentétben itt bizonyitottan a globdlis optimumot taldljuk meg, a
probléma bonyolultsdgidhoz képest viszonylag hatékonyan. Tébb fedési példan bemutat-
tuk az algoritmus hasznélhatdsagat.
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4. fejezet

Neuralis halok megbizhatosaganak
vizsgalata

A mesterséges neuronhdldk tanitdsa sordn koztudottan haszndlnak optimalizaléast. De
van egy mdsik teriilet is a neuronhaldkkal kapcsolatban, ami a mai szakirodalomban egy-
re nagyobb hangsilyt kap, és melyben tgyszintén megtaldlhaté az optimalizalds. Ez a
neuronhdlok verifikdlasa, robusztussaguk vizsgdlata. Ez a témakor egyre hangsilyosabba
fog valni, koszonhetden a neuronhdlok rohamos terjedésének és fejlédésének. A felhasz-
nalok elvarjdk, hogy minél megbizhatébbak legyenek az alkalmazott neuronhdlok, igy
a feladat kutatdsa fontos teriiletté valhat. Mivel verifikdldsrdl van sz6, igy a verifikdlok
megbizhatdsaga is kulcsfontossdgu szerepet tolt be ezen a teriileten. A fent emlitett két
témdban szerezett tapasztalataimat felhaszndlva kezdtiink a teriilet mélyebb kutatdsanak
doktorandusz hallgatdommal, Zombori Déniellel. Ebben a fejezetben ismertetni fogom a
kutatott teriiletet, valamint mutatok egy konstruktiv mddszert, mellyel kihaszndljuk a je-
lenlegi legelfogadottabb verifikalo eljards gyenge pontjét, azaz ,,meghekkeljiik” azt, ezzel
ravilagitva a rendszer hidnyossagara.

4.1. A mesterséges neuralis halok fejlodése

Manapsag egyre inkabb elterjedt megolddsnak szamit kiilonbozd gépi tanulési problé-
makra a mesterséges neurdlis hdlé haszndlata. Meglep6 moédon a neurdlis hdlok elméleti
hétterét mar a 20. szdzadban kidolgoztdk. A neuronok alapjit képezd Perceptron-modellt
mar 1958-ban megalkotta Frank Rosenblatt, a tobb réteget haszndlé halozat pedig mér
1965-ben megjelent [48]. A backpropagation algoritmussal pedig tdbben is [33, 51] fog-
lalkoztak a *60-as évek kornyékén. A 2000-es évek elbtt megsziiletett az elsd konvolucids
halé is, aminek alapvetden a modern véltozathoz hasonlé konvoliicids és pooling rétegei
voltak.

Ezek utdn azonban egy j6 ideig nem tortént semmilyen elérelépés sem a neurdlis ha-
l6kat, sem a mesterséges intelligencidt tekintve. Ezt az id6szakot nevezték a mesterséges
intelligencia telének (Al winter).

A kovetkezd nagyobb el6relépés a 2010-es években tortént, ekkor ugyanis két olyan
probléma is megsziint, ami addig hétréltatta a neurdlis halok elterjedését. Ahhoz, hogy
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a neurdlis halok hatékonyak legyenek, nagy mennyiségli adatra van sziikség, valamint
egy megfeleld erdsségli hardverre, amely ezt az adathalmazt képes feldolgozni és ezzel
tanitani a neurdlis hal6t. Ebben az id6szakban kezdtek megjelenni az okostelefonok, okos-
eszkozok és veliik egyiitt a kiillonboz6 alkalmazdsok, tovabba a 20. szdzadhoz viszonyitva
jelentdsen megndtt a tdrolokapacitds is. Ezeknek kdszonhetden a tarolt adatmennyiség
nagysdga dramai novekedésnek indult. Szintén erre az iddszakra tehetd az adatok parhu-
zamos feldolgozdsara, illetve a neurdlis halok hatékony tanitdsdra alkalmas (és viszonylag
olcson, nagyobb mennyiségben) elérheté GPU (Graphical Processing Unit) hardver meg-
jelenése is.

4.2. Adverzalis tamadasok neuronhalok ellen

Az adverzdlis timaddsokat, melyeket szokds ellenséges példaknak is nevezni, el6szor
2013 kornyékén kezdték vizsgalni tobbek kozt Szegedy és tarsai [77]. Ahogy a cikk-
ben leirjdk, ilyen példa alatt olyan perturbalt, kicsit megvaltoztatott bemenetet kell érteni,
amely képes megtéveszteni a neurélis hdlot, az az nem a kivant osztdlyba sorolni az inpu-
tot. Ilyen esetben, ha példaul képfelismerd halordl van sz, a modositds egyéltalan nem
lathato.

Az adverzdlis tdmadast tobbféleképpen is lehet kategorizdlni. Az egyik szempont,
hogy a tdmadas célzott-e vagy nem. A nem célzott (untargeted) esetben a f6 cél az, hogy
a neurdlis hdlo rossz eredményt adjon az adott példara, vagyis mésik osztilyba sorolja be,
mint amibe az érintetlen, nem perturbédlt bemenet eredetileg volt. A mésik, azaz a célzott
esetben pedig azt is el szeretnénk érni, hogy nem csak hogy rossz eredményt adjon a ha-
16zat, hanem pont olyan osztdlyba sorolja be a példat, amit mi megadtunk. AlapvetSen ez
az eset tlinik veszélyesebbnek, de az el6z6 sem elhanyagolhat6.

Egy masik megkozelités a halé hozzaférhetdségét teszi a kozéppontba. Ez alapjan
beszélhetiink white box és black box tdmadasokrol. Az elébbi esetben hozzafériink a hdlé
modelljéhez és az alapjan konstrualjuk meg az adverzalis timaddast, a masik esetben pedig
nincs hozzaférésiink a neuronhaléhoz, a legjobb esetben is csak kiértékelni tudjuk az adott
példakat.

Egy adverzalis tdimadds generdldsa sordn alapvetden azt szeretnénk elérni, hogy a pél-
dat, amit dtadunk, egy adott osztdlyba soroljuk be. Majd ez alapjan definidlhatunk egy
koltségtiiggvényt:

]- A =
_Hygoal - ’y(l’)“%,
2

ahol az y,., az elérni kivant kimenetet jelenti, az ¢(Z) pedig a neuronhal¢ 4ltal vissza-
adott kimenetet. Ha a hal6zat sulyait és biasat konstansnak vessziik, akkor a paraméter,
amit tudunk optimalizdlni az a bemeneti vektor lesz. Az igy generdlt bemenet egy zajos
kép lesz, mivel csak az a cél, hogy egy adott osztilyba soroljuk be az inputot, ezért a
koltségfiiggvényen kicsit modositani kell a kovetkezképpen:

1 - -
3 1Wg0at = JE@I5 + AT = wiarged|
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Ebben az esetben azt is figyelembe vessziik a megfelelé = bemenetiink megkeresése
kozben, hogy az hasonlitson egy mdsik bemenetre. Ezdltal generdlhatunk olyan bemene-
tet, amely nagyon hasonlit egy adott osztalyra, azonban a hal6 masképpen fogja osztilyoz-
ni, mint ahogyan elvarnank. Egy mdsik megkozelitése az adverzalis példa generdlasanak,
ha egy méar meglévd példat modositunk tigy, hogy megtévessziik a hilézatot.

Az ellenséges példa generdldsara haszndlhaté egyik white box moédszer a FGSM,
vagyis Fast Gradient Sign Method. A mddszer 1ényege, hogy az adott inputhoz ki kell
szamitani a gradienst majd ennek az eldjeles egész részét (Sign) megszorozva egy 7 -val,
ad egy zajt, amit hozzdadva az eredeti bemenethez megkapjuk az adverzalis példat [42].
Egy ilyen mddszerrel 1étrehozott példa 14that6 a 4.1. dbrén.

+.007 x =
. f T+
T sign(VzJ(0,z,y)) esign(VaJ (6, z, 1))
“panda” “nematode” “gibbon”
57.7% confidence 8.2% confidence 99.3 % confidence

4.1. abra. Az eredeti és perturbdlt kép (nem sajat kép, interneten szabadon fellelhetd).

Lathatd, hogy amit a hdldzat eredetileg egy pandéanak ismerne fel 57.7%-os bizonyos-
saggal, azt egy kismértéki zaj hozzdaddsa utdn mar gibbonnak ismeri fel 99.3% bizonyos-
saggal. Ez a mddszer kiterjeszthetd iterativ algoritmussa is azaltal, hogy minden 1épésben
kis mértékd zajt adunk a képhez.

Egy masik, szintén white box tdmadds, a PGD vagyis a Projected Gradient Descent.
Ennek a médszernek a 1ényege, hogy az adverzalis példa keresést egy korlatos optimaliza-
1asi feladatként kezeli, maximalizdlja a modell koltségfiiggvényét (hibas osztalyozas mér-
tékének nagysagit) egy adott inputon, mikdzben a perturbaciot egy meghatarozott (vala-
milyen norma szerinti) € értéknél alacsonyabban tartja. Az algoritmus 1épései hasonldk,
mint a kordbban targyalt (iterativ) Fast Gradient Sign Method esetén, annyi kiilonbséggel,
hogy van egy extra projekcids 1épés. Ez 1ényegében annyit jelent, hogy a mddositas utan,
ha sziikséges, ugy valtoztatjuk az inputot/zajt, hogy az a korlatnak megfeleljen.
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P(robin) = 0.65 P(cleaver) = 0.02 P(waffle iron) = 1.00

4.2. dbra. PGD modszerrel generdlt zaj és ellenséges példa (nem sajit kép, interneten
szabadon fellelhetd).

Az el6z6 moddszerek, mint irtam, white box mddszerek, vagyis ismerjiik a tdimadni
kivant neurdlis halézat stlyait és a bias-okat. Valds helyzetben azonban altaldban nincs
ilyen mély ismeretiink a modellrdl, csak arra van lehetdségiink, hogy példdkat adjunk a
modellnek és megnézziik a kimenetét, vagyis csak black box tdmadésokat hajthatunk vég-
re. Ehhez haszndlhat6 technika az Adversarial Transferability [68]. Egy modell becsap-
hat6 akkor is, ha nem fériink hozza a bels6 szerkezetéhez, elég egy ugy nevezett substitute
(helyettesit) modellt 1étrehozni, amely ugyanazt a feladatot 14tja el, mint a célmodell. A
substitute modellhez 1étrehozott ellenséges példak aztin hasznalhatok az eredeti modell
ellen is, még akkor is, ha az architektirajuk kiillonbozik. S6t, tobb kiilonbozo struktiraja
modell egyesitése (Ensemble) sem akaddlyozza meg ezt a jelenséget.

Ez pedig problémdkhoz vezethet. Manapsdg ugyanis egyre tobb teriileten alkalmaz-
nak kiillonboz6 gépi tanuldsos modszereket. Egy okostelefon kamerdjanal, ami egy kép
készitése utdn becimkézi (osztdlyozza) a fotékat, nem feltétleniil probléma, ha bizonyos
képek nem megfeleld cimkét kapnak. Azonban vannak olyan teriiletek is, ahol fontos,
hogy egy ilyen biztonsagi rés ne legyen kihasznalhatd. A neurdlis hal6zatokat komolyabb
hasznélatuk el6tt mindenképp robusztussa kell tenni az adverzalis timaddsokkal szemben
is.

Az adverzélis tdimaddsok ellen nem konny(i védekezni, azonban vannak bizonyos le-
het&ségek, amelyek csokkentik az ilyen irdnyud sebezhetséget. Az egyik ilyen lehet&ség
az, hogy a kiilonb6zé maédszerekkel (példdul a kordbban emlitettekkel) generalt példakat
is hozzétessziik a tanité adathalmazunkhoz, ezéltal egy robusztusabb hil6t kapunk ered-
ményiil. Ezt a médszert adversarial trainingnek nevezik. Hatrdnya ennek az eljarasnak,
hogy az éltala biztositott robusztussag korlatozddik a vélasztott adverzdlis példdkat ge-
neralé mdédszerre, igy mads tipusu tdmadasokra nézve még mindig sebezhet6 marad. Egy
masik védekezési lehetdség, mely szintén a tanitdsi fazisban torténik, a defensive distil-
lation [69]. Papernot és szerzGtarsai szerint a hdl6zatban taldlhaté nagyobb (adverzilis)
gradiensek megkonnyitik az ellenséges példdk generdldsat, ezért azokat kell dgymond
jobban elsimitani (smooth-ta tenni a halézatot). Igy a halézat kevésbé lesz érzékeny a
kisebb perturbaciokra, roviden robusztusabb lesz.

Itt csak néhany példat emlitettem, de lathatd, hogy viszonylag sok lehetdség van arra,
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hogy adverzalis példat generdljunk egy hédl6zathoz. A kiillonbozé védekezési mddszerek,
melyek jelenleg elfogadottak, nem kiilondsebben biztonsdgosak, ezért fontos ezzel a te-
riilettel foglalkozni, kutatni.

4.3. Neuralis halok

Ahogy kordbban is emlitettem, a mesterséges neuron modelljét mar jéval a neurdlis
halok elterjedése el6tt megalkotta Frank Rosenblatt, €s Perceptron-modellnek nevezte el.
A modell 1ényege, hogy a biolégiai neuronhoz hasonléan alakitottdk ki, ez a hasonlé-
sdg a 4.3. abran is lathat6. Egy mesterséges neuronnak van valahdny sulyozott bemenete
(dendrit) és altaldban egy kimenete (axon). Ezen feliil tartozik hozza egy aktivacios fiigg-
vény is, amely az inputok szummadjan lesz végrehajtva.

dendrites " 1
\ £ > nucleus
P ._I"(‘_a:z"_-__— _ y -
5 S~cell KK
axon
| terminals
in,
. out
z f
in
n
bias

4.3. dbra. A bioldgiai- €s a mesterséges neuron (nem sajat kép, interneten szabadon fel-
lelhetd).

Ez még az eredeti modell esetén egy egyszer kiiszobolést jelentett, és igy a neuron
kimenete bindris volt (-1 vagy 1). Ha a neuron kimeneti értéke 1 volt, akkor igymond
tiizelt/aktivalodott a neuron. Egy neuronnal alapvetSen egy kétosztdlyos osztdlyozasi fel-
adatot lehet megoldani abban az esetben, ha a feladat linedrisan elvalaszthaté. Ebben a
kontextusban az 1-es kimenet jelentette azt, hogy az adott osztidlyhoz tartozik az input, a
-1-es pedig azt, hogy nem tartozik ehhez az osztdlyhoz (igy a masik osztalyhoz kell, hogy
tartozzon). Ennek a vizualis dbrazolasa lathaté a 4.4. abran.
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Feature 2

Feature 1

4.4. dbra. Linedrisan elvalaszthat6 osztaly (nem sajat kép, interneten szabadon fellelhetd).

A neuron miikodését a silyok €s a bias hatdrozzdk meg, ezért egy tanitds sordn ezeket
a paramétereket akarjuk megtanulni, vagyis igy meghatdrozni az értékiiket, hogy a halé-
zatunk minél tobb példat soroljon be j6 osztidlyba, vagy visszautalva a grafikus példara,
minél pontosabban tudjuk elhelyezni a két osztilyt elvalaszté egyenest. Ehhez Rosenblatt
meg is fogalmazott egy tanitdsi algoritmust, melynek a 1ényege, hogy alapvetéen addig
megyiink végig a tanitd példankon és mddositjuk a sulyokat, ameddig a predikcionk meg
nem egyezik minden egyes esetben az adott példdhoz tartoz6 osztilyértékkel.

A valé életben azonban ritka, hogy egy osztilyozasi feladat pontosan elvdlaszthato,
ezért dltaldban egy j6l miikodS hibafiiggvény optimalizdldsdra/minimalizdldsra szoktak
torekedni. Ilyen hibafiiggvény (melyet a szakirodalomban error mellett loss vagy cost
function-nek is neveznek) lehet példaul a Mean Squared Error

B(w) = v Yt —o)*

vagyis az atlagos négyzetes hiba, ahol a ¢; az adott példan elvart (target) értéket, az o;
pedig a kapott értéket (output) jelenti. Egy masik ismert hibaftiggvény a Cross-Entropy

N
- Z y; log 1;,
i=1

amelyet leginkabb osztilyozasi feladatokndl szoktak haszndlni. A formuldban az N az
osztalyok szamat, az ; a hal6zat altal josolt értéket az 7. osztdly esetén, az y; pedig az
ehhez tartozo elvart értéket jeloli.

Egy ilyen fliggvény minimum helyének a megkeresését a Gradient Descent algoritmus
teszi lehetové. A mddszer 1ényege, hogy iterativ médon csokkenti a célfiiggvény értékét
az adott fiiggvény derivaltjdnak (vagy gradiensvektoranak) meghatdrozasaval. Az algorit-
mus hatranya, hogy érzékeny arra, hogy honnan inicializaljuk (csak lokalis minimumot
taldl meg), illetve hogy milyen a tanulési rita beallitdsa ("mekkorat 1épjen a csokkenés
irdnyéba"). Egyik sem trividlis feladat. Megallasi feltétel tobbek kozott lehet egy adott
maximalis iterdcids szdm, vagy példdul a gradiensvektor nagysédga.

Gradient Descent:
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while etaxabs (gradient (x)) > eps:
X = x — etaxgradient (x)

4.4. Mesterséges neuralis halok

Mivel egy neuron reprezenticios ereje viszonylag alacsony, ezért hdlézatot kell bels-
liikk épiteni ahhoz, hogy ne csak lineérisan elvédlaszthat6 (bindris) osztalyozasi feladatok
legyenek megoldhatok, hanem tobbek kozt a tobbosztalyos problémdk is. Az ilyen halo-
zatokat nevezziik (mesterséges) neurdlis hal6(zato)knak, vagy csak egyszerlien neuronhé-
16knak. A dolgozat sordn ezeket az elnevezéseket fogom majd haszndlni. Egy neuronok-
bl épitett mesterséges neurdlis hdl6 a kovetkezd, 4.5. abran lathatd. AlapvetSen tobbféle
neuronhdld is 1étezik, az dbran 1év6t, amelyik felépitését tekintve az egyik legegyszertibb,
FeedForward Neural Network-nek nevezik. Egy ilyen hal6 felépitését és tulajdonsdgait
fogom részletezni a kovetkez8kben.

Input Hidden Output
layer layers layer
X1
Xy f— Y1
= =y
X4

4.5. dbra. Neurdlis halozat példa (nem sajit kép, interneten szabadon fellelhetd).

A neuronok rétegeket alkotnak, és a rétegek megfelelGen 6sszekapcsolva adjak azt,
amit neurdlis hdlénak neveznek. Rétegtipusonként mashogy alakul, hogy hdny neuron
taldlhat6 egy rétegben, ezen tipusok bemutatdsa esetén majd lesz is sz6 errdl.

Az els6 (az abran input layer-ként hivatkozott) réteg a bemeneti réteg, a neuronok sza-
ma itt megegyezik a megoldandé (osztalyozasi) feladat attribitumainak szamaval. Ahogy
a neve is mutatja, ezen rétegen keresztiil keriil be az adat a hdlézatba. Egy mésik fontos
réteg a kimeneti réteg (output layer), ebben az esetben a neuronszam (osztalyoz4si feladat
esetén) az osztilyok szdmatdl fiigg. A kimeneti értékek éltaldban valds szamok (bizonyos
esetben valdszindiségi értékek, ez mutatja, hogy a hdlézatnak beadott példa milyen mér-
tékben tartozik az egyes példidkhoz. Ebben a rétegben amelyik neuronnak a legnagyobb a
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kimeneti értéke, ahhoz az osztilyhoz tartozik a példa. Az utolso tipus a rejtett réteg, amely
szintén fontos része a neuronhdlénak, a be- és kimeneti réteg kozott helyezkedik el. Ezen
rétegek szdma, illetve a benniik taldlhaté neuronok szdma nincs elére meghatarozva, nem
fiigg kozvetleniil az adott feladatt6l. Ezen paraméterek meghatdarozasara vannak kiilonbo-
70 moddszerek, de a legegyszerlibb megoldéds addig modositgatni a paramétereket, amed-
dig el nem érjiik a kivant eredményt. FeedForward hdlézat esetén (ahogy ez a fenti dbran
is lathat6) egy adott réteg neuronja dssze van kotve a kovetkezd réteg minden neuronjaval,
igy egy neuron bemenete a hdloban az el6z6 rétegben taldlhaté neuronok kimenete lesz.

Ha van egy neurdlis hdlonk, melyet megfelel6en betanitottunk és van egy példank,
amirdl el akarjuk donteni, hogy melyik osztalyhoz tartozik, akkor egy Feedforward ne-
urdlis hél6 esetén a Feedforward neural network kodrészleten lathaté miveleteket kell
elvégezni:

Feedforward neural network:
output = input
for 1 in layers:
# (mdtrix)szorzadsa az adott réteg sulyaival
# bias hozzéadéasa
output = output @ 1.W + 1.b
# aktivacids fliggvény hasznédlata
output = l.act_fun (output)

A miveletek elvégzése utdn kimeneti rétegiink neuronszamétdl fiiggd szamu kiilon-
bozd eredményiink lesz, melyek azt fogjdk meghatarozni, hogy az adott példa mennyire
tartozik egy adott osztdlyhoz. Ez alapjan ahol a legnagyobb az érték, az lesz az adott példa
osztélya.

4.5. Aktivacios fiiggvények

Az aktivacios fiiggvény (Activation/Transfer function) egy fontos része a neurdlis ha-
l6zatoknak. Alapveten a neuron bemenetei mellett ettdl is fiigg, hogy a neuron "tiizelni"
fog-e. A Perceptron modellben hasznélttal ellentétben a manapsag hasznalt aktivacids
fliggvények nem bindris kimenetliek, hanem egy adott intervallumon beliil akdrmilyen
értéket felvehetnek. Emellett még fontos az is, hogy a fiiggvény derivéltja szamithat6
legyen, ennek a tanitdsndl van szerepe.

Egy neuronhél6 esetében fontos szempont, hogy milyen aktivécids fiiggvényt vélasz-
tunk. Kiilonboz6 feladatokhoz mas-mas fiiggvény lehet a megfeleld, emellett a hdlézat
szerkezete szintén befolydsold tényez6 ebben a dontésben. Ugyanis nagyobb rétegszdm
mellett megjelenik a vanishing gradient (eltiind gradiens) problémadja, ami lényegében azt
jelenti, hogy a visszaterjesztés (back propagation) sordn, ahogy megyiink végig a rétege-
ken, meg van rd az esély, hogy egyre kisebb gradiens értékeket kapunk, ezdltal a tanulas
lelassul, ellehetetleniil. A kutatds sordn egy aktivacids fiiggvényt hasznéltam, amely a
ReLU (Rectified Linear Unit) volt.

Eszrevehets, hogy a gradiens értékének jelentéktelenné vildsa egy olyan probléma,
amely megneheziti a mélyhalok tanitdsat. A ReLLU ebben jelent nagy elérelépést, ugyanis
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ennél az aktivicids fiiggvénynél mar nem jelenik meg ez a probléma, igy hatékonyan
alkalmazhat6 tobb réteggel rendelkezd neurdlis hdlézatok esetén. A kordbbi aktivacios
fliggvényekhez képest jobban tanithat6 az ilyen fliggvényt hasznalé neuronhald, és jobb
altaldnosit6 képesség érhetd el vele. A fiiggvény (f(x) = max(0,z)) egy kiiszobolést
hajt végre a bemeneten, ha az 0-nél kisebb, akkor 0 lesz kimenet, mas esetben pedig a
bemenetet adja vissza. A jobb/gyorsabb tanitds tobbek kozott annak is koszonhets, hogy
nem sziikséges sem hatvanyozdst, sem osztast szdmitani [66].

4.6. Neuronhalok verifikalasa

Fogalmazzuk meg eldszor a verifikdcids problémat, nevezetesen annak az ellendrzé-
sét, hogy az input egy adott tartomdnydban a neuronhdlé kimenetete azonos-e. A Tjeng
altal haszndlt jelolést alkalmazzuk [80]. Legyen egy lehetséges bemenet z. Jelolje G(z)
azoknak a bemeneteknek a halmazat, amelyeket hasonlénak tekintiink xz-hez abban az
értelemben, hogy G(x) Osszes pontjara ugyanazt a cimkét kapjuk, mint z-re. A G(x)
halmazt altaldban x koriili gombként definidljuk valamilyen megfeleld vektornorma altal
meghatdrozott metrikus térben.

Adott a bemeneti tartomény, amelyet figyelembe kell venniink, mint G(z) N X,azi4,
ahol az X 4,4 az érvényes bemeneti pontokat jeloli. Példaul X,q;,4 = [0, 1]™, ha a beme-
net egy m pixeles kép, ahol minden pixel a [0, 1] intervallumbdl vesz fel értékeket. Meg
kell fogalmaznunk azt a tulajdonsdgot, amelyet ebben a tartomédnyban szeretnénk tartani.
Val6jdban azt szeretnénk, ha a G(x) N X, 44 tartomdny minden egyes pontja ugyanazt az
osztalyozasi cimkét kapnd, mint az z.

Jelolje A(z) az = valdédi cimkéjét. Legyen f(z;€2) : R™ — R™, ahol (2 jel6li a para-
méterezett neurdlis hdl6zatot. Ez a hdlézat n kimenettel rendelkezik, amelyek minden x
bemenetet n osztdlyba sorolnak. Az = cimkéjét az arg max; f(x; 2); adja.

Mindezt dsszevetve a verifikdldsi probléma gy fejezhetd ki, hogy keressiik azt a leg-
bdvebb G(x) halmazt, amire igaz, hogy a

7' € (G(x) N Xyaria) N (A(x) # arg max f(x;2),), (4.1)

képlettel definidlt =’ ellenséges példat nem tartalmaz. Ha a (4.1) megszoritds megvaldsit-
hat6, akkor van olyan z’/, amely sérti a tulajdonsagot. Ha nem 1étezik ilyen z’ (feltéve,
hogy G(x) N Xyaiq nem iires), akkor az z input G(z) kornyezete robusztus.

Szamos megkozelités van a probléma kezelésére. Kereshetiink példaul az adott tertii-
leten egy megfelel6 z’-t heurisztikus optimalizdlasi médszerrel [20, 22, 42, 54, 61]. Ha
a keresés sikeres, akkor tudjuk, hogy x kdrnyezete nem robusztus, kiilonben nem tudunk
donteni. Mas modszerek megprobélnak bizonyitékot taldlni a fenti egyenlet megvaldsit-
hatatlansdgara, de azok nem garantéljdk a bizonyitést. Ilyenek példaul [40, 71, 74, 91, 92].
Ha taldlunk egy bizonyitést a fenti egyenlet kielégithetetlenségére, akkor el tudjuk donteni
a robusztussagot, de az ilyen mdédszerek néha hidnyosak, nem megbizhaték [21, 80].

Ilyen médszer példaul a Reluplex [50], ami egy SMT-megoldén alapulé mdédszer, to-
vabba szamos hitelesité alapul példaul MILP-megoldékon [23, 34]. A MIPVerify [80]

63



banhel yi . bal azs 224 24
DOKTORI ERTEKEZES

szintén MILP optimalizalést és szdmos tovabbi technikdt haszndl a hatékonysag javitasa-
ra. Az intervallumos szimbolikus szamitdsokat Wang és munkatérsai javasoltdk a ReLU
hal6zatokhoz. A ReluVal-ban [90], illetve az azt haszndlé Neurify-ban [89] a szimbdlikus
intervallum-aritmetikdt hasznaljék a lineéris relaxacié hatdrainak szikitésére. Az NNE-
NUM egy tovabbi geometriai modszer, amely estében a robusztussdg ellendrzés zonoid
geometria alakzatokon és azokon végzett elemi miveleteken alapszik [5].

4.7. MIP Verifyer

A MIPVerify [80] vegyes egészértéki linedris programozason (MILP) alapul. Mind-
addig, amig a G(z) N X,qq tartomany halmaza egy poliéder és az f(x,(2) hdlézat az
x szakaszonként linedris fiiggvénye az () paramétereivel, addig a 4.1. egyenltlenségben
szerepld feltétel megvaldsithatosdga MILP feladatként fogalmazhaté meg.

G(x) éltaldban gombként definidlhaté egy megfelel6 normaban x kdzépponttal. Az
inf vagy az 1 normakban G () egy kocka. Ezenkiviil az X4 dltaldban egy doboz (tobb-
dimenzids intervallum) vagy dobozok halmaza, tehét a tartomany altaldban valéban egy
poliéder. A neurdlis hdlozat szakaszonként linedris mindaddig, amig a hasznélt nemli-
nearitdsok azok, azaz az altalunk vizsgélt ReLU-s aktivicios fliggvényekre teljesiil ez a
tulajdonség.

A MILP formalizaléds esetén a neuronok kimenetei linedris kombindciéi a bemeneti
véltozoknak. Azaz ez a rész egyszerlien felirhaté linedris képletekkel. Bonyolultabb a
ReLU aktivacios fiiggvény formalizdldsa. A ReLU megfogalmazdsa sordn legyen y =
max(z,0), és | < z < u. Hau < 0, akkor y = 0. Azt mondjuk, hogy egy ilyen neuron
stabilan inaktiv. Hasonl6képpen, ha [ > 0, akkor y = x. Azt mondjuk, hogy egy ilyen
neuron stabilan aktiv. A tobbi esetben a neuron instabil. Minden ilyen instabil neuron
esetén bevezetiink egy Uj a indikdtor dontési véltozét. Az y = max(x,0) ekvivalens a
(4.2) linearis feltételek altal definialt halmazok metszetével:

(y<o—I(1—a).(y=a)(y<u-a),(y>0),(ac{01}). &2

A 4.1 feltétel az adverzdlis példa 1étére egy kielégitési probléma. Az elvart és a tobbi
osztaly kimeneti neuronjainak értékeit kell vizsgdlni. Pozitivnak kell lenni a paronkénti
kiilonbségiik maximumanak, azaz:

'Lr;il)\a(}w{) (y(i,out) - y()\(x),out)) ’ (43)
ahol y(; our) @ kimeneti rétegekhez tartozé valtozok. Ez a maximum egy uj véltozo beve-
zetésével felirhato linedris feltételekkel.

Altaldban a feladatot optimalizéldsi problémaként szoktdk megfogalmazni. Itt két le-
hetdség a legelterjedtebb. Az egyik, hogy a G(x) N X, a4 halmazban keressiik a "legers-
sebb" ellenpéldt, azaz azt az x’ inputot, ahol a 4.3 képlet a legnagyobb. A masik esetben
az x-hez legkozelebbi ellenpéldat szoktak keresni (linedris tavolsagfiiggvénnyel). Mind a
két esetre lathatd, hogy a bindris véaltozok miatt vegyes egészértéki linedris optimalizalasi
feladatrdl beszélhetiink.
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Fontos, hogy a MIPVerify el6feldolgozasi 1épést alkalmaz, amely nagymértékben no-
veli a hatékonysdgat. Ebben a 1épésben megprobaljuk sztikiteni a probléma véltozéinak
hatdrait. Ha ebben a 1épésben kideriil, hogy egy ReLU bemenete mindig nem pozitiv, ak-
kor a kimenet dlland6 nullaként rogzithetd. Ha a bemenet mindig nem negativ, akkor a
ReLU-t reprezentald feltételek eltavolithatok a modellbdl, mivel ezeknek nem lesz ha-
tdsa. Az el6feldolgozé 1€pés harom megkozelitést alkalmaz progressziv médon. El6szor
is egy gyors, de pontatlan intervallum-aritmetikai megkozelitést végeznek. Az igy kapott
hatarokat a MILP-problémara tovabb javitjak egy relaxalt feladattal. Ha ez sem volt sike-
res, akkor végiil a teljes MILP-problémat megoldjak. Ezt az eljarast alkalmazzak minden
neuronra rétegrdl-rétegre haladva, majd az utolsé rétegre a teljes modellt alkamazzak a
fent emlitett valamely vizsgdlt esetre.

4.8. Ellenséges halo

A MIPVerify megbizhatatlansdgat igazol6 ellenséges halonkat a lehetd legegyszer(ibb
formdjdban mutatjuk be. Leirunk egy ellenséges hédlézatot, melyre hibds kimenetet ad
a MIPVerify. A vezérelviink az, hogy kihasznéljuk azt a tényt, miszerint a kiilonbozd
nagysdgrenddi szdmok 6sszeaddsa pontatlannd vélhat a lebeg6pontos aritmetikdban. T4-
maddsunk dontden attdl fiigg, hogy milyen sorrendben adjdk 0ssze a bemeneteket €s a
bias értékeket egy neuronon beliil. Feltételezziik, hogy a kimend értékek kiszdmitasakor
mindig a bias értéket adjak utolséként hozza.

Tudjuk, hogy az ellendrzésre inputként kapott hdlézat 1étrehozdja irdnyithatja a hals-
zat eredményét a tényleges alkalmazdsokban az inputok tulajdonsagaival, mivel a verifi-
kalas csak a szerkezetre vonatkozik, és nem a kiért€kelés minden egyes részletére. Pél-
ddul az 6sszeadds Osszes lehetséges sorrendje az egyes neuronok esetében nincs kezelve.
Mindazonaltal azt is sejtjilk, hogy barmelyik fix Osszeaddsi sorrendet, vagy barmilyen,
a sorrend meghatarozasara szolgél6 fix algoritmust hasonloképpen ki lehet hasznélni a
tdmadasokban. Olyan megkozelitésekben, mint a MIPVerify, amely az egyik legmoder-
nebb kereskedelmi optimalizdl6 algoritmusra, a Gurobira timaszkodik a MILP feladatok
megolddsa sordn, a tényleges szamitds leképezése — példaul az Osszeadds sorrendje — a
megoldo 4ltal végzett szdmitdsokhoz nem trividlis és nehezen ellendrizhetd. Ez a problé-
ma egyébként szamos (jellemzden szabadalmaztatott, tehat fekete doboz) heurisztikat és
technikét alkalmaz6é MILP megoldoéra jellemzd.

Az ellenséges hdlozatunk legegyszerlibb formdja a 4.6. dbran lathaté. Ez a hal6zat
bindris osztdlyozést hajt végre az = € [0, 1] bemeneten. A konstrukciébdl tudjuk, hogy
y1 € [0, 1]. A MIPVerify tobb osztdlyba sorolé modellt és igy legaldbb két kimenetet var.
Ezért hozzdaadunk még egy y» technikai kimenetet, ugy, hogy az két osztalyt y; < y, és
Y1 > Yo hatdrozzon meg. Ezenkiviil 1étrehozunk egy neuront dlland6 nulla bemenettel.

A neuronok (amelyeket korokkel jeloltiink) a ReLLU aktivacios fiiggvényeket, a sza-
mok a korokben a bias értéket, a kapcsolat feletti szamok pedig a sulyokat jelolik. Felté-
telezziik, hogy az érvényes bemeneti tartomany x € [0, 1]. A o paraméter hatdrozza meg
a régidban az dtmenet meredekségét, mig w a ,,nagy sily” paraméter. Négy kiilonbozd
neuron kimenete lathaté az x fiiggvényében, feltételezve, hogy o = —3 és w = 10'7.

A hdlézat kulcseleme a C' neuron a 4.6. dbran. A C'(z) maximalis értéke w — w + 1,
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4.6. dbra. Egy naiv ellenséges haldzat.

amelynek a kiszdmit4sa kerekitési hibdhoz vezethet, ha w til nagy, €s ha a szamitas soran
nem az 1 az utolsé hozzdadand¢6 tag. Példdul a 64 bites lebeg&pontos dbrdzolds haszné-
latakor, ha w > 253 akkor kerekitési hiba lehetséges. Ekkor 27°3 a gép epszilonja, az a
legkisebb pozitiv szam, amit az egyhez hozzdadva egynél nagyobb gépi szdmot kapunk.
Ebben az esetben a kerekitési hiba miatt w + 1 — w nulla, azaz C(x) =0, = € [0, 1. Ez azt
jelenti, hogy y1(z) = 0,z € [0, 1] hibds kimenetet kapunk. Mas sz6val, dgy tiinik, hogy a
teljes beviteli tartomany az y, > y; osztdlyba tartozik. A kerekitési hiba tehét elfedi azt a
tényt, hogy vannak olyan bemeneti pontok, amelyek a valdsdgban a masik osztdlyba tar-
toznak. Ezt a tulajdonsédgot a kés6bbiekben arra hasznaljuk, hogy hatsé ajtét (backdoor)
adjunk egy meglévé haldzathoz.

A o szerepe finomabb. Meghatérozza a B(x) dtmeneti tartomany meredekségét. Ugy
kell bedllitanunk a o értéket, hogy a B(z) tartomdny a [0, 1] intervallumon legyen. Ez
azt jelenti, hogy o < —2 kell, hogy legyen. Hangstilyozni kell, hogy a kerekitési hiba
drasztikusan megvéltoztatja a hidlézat viselkedését. A példankban a cél nem az, hogy kis
zavart keltsen €s ezzel a hal6zat tallépjen egy dontési hatdron. Létrehozunk egy kapcsol6t
két nagyon eltéré dontési értékkel, amely be- vagy kikapcsolhat6 attdl fiiggéen, hogy a
kerekitési hiba el6fordul vagy sem.

Az empirikus értékelés azt mutatja, hogy a tdmadds sikeres volt. A MIPVerify-t ki-
sérletképpen tobb eszkozzel is kiértékeltiik. Tobbek kozott két kereskedelmi optimaliza-
16 algoritmus: a Gurobi [43] és a CPLEX [24] haszndlatdval, valamint egy nyilt forrdsa
megoldassal, a GLPK-val [41]. Az értékelések sordn kiillonb6z6 w €s o értékekkel kisérle-
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teztiink, hogy megtudjuk, hogy az ellenséges hildzataink megtéveszthetik-e a MIP Verify
megoldésat. Véletlenszerdien 500 értéket generéltunk o-ra a [—15, —2] intervallumbdl és
az osszes altalunk tesztelt mintavételi o értékre az w értékek rendre 2°4, 2%° ... 270 vol-
tak. Minden paraméter bedllitdsnal megvizsgaltuk, hogy ha a bemeneti pont z = 0, 75,
akkor van-e ellenséges példa az 1 sugaru koron beliil. Emlékezziink vissza, hogy az érvé-
nyes bemeneti tartoméany = € [0, 1], igy valdjdban a problémat a teljes érvényes bemeneti
tartomdanyban értékeltiik. Egyértelm, hogy a helyes vdlasz az hogy a (4.1) egyenletben
szerepld feltétel megvaldsithatd. Mégis azt taldltuk, hogy mindhdrom megoldé szaméra a
probléma megoldhatatlan az dsszes kiprobalt paraméterkombindcidra. Vagyis a mi egy-
szer( hal6zatunk megbizhatéan becsapja a MIPVerify mddszerét. Ezzel igazoltuk, hogy a
MIPVerify mesterséges neuronhdld verifikdlé médszer nem minden esetben dont helye-
sen.

4.9. Ellenséges halé hasznalata backdoor-ként

Most bemutatjuk, hogy az altalunk leirt ellenséges hdlézat backdoor-ként felhasznal-
haté egy nem trividlis hdl6zat kiterjesztésére. Azaz a kiterjesztett hdlézat pontosan ugy
megy 4t az ellendrzésen, mint az eredeti hdlézat. Azonban a gyakorlatban lesz egy hatsé
ajtd, amivel a halézatban ki lehet valtani egy tetszdleges viselkedést. Az otlet az, hogy
amikor a hatsé ajté mintdja jelen van a bemenetben, az integralt ellenséges hdlézatunk
egy ,.erdekes” tartomanyban fog miikddni, ahol a kerekitési hiba bekapcsolja a szamunk-
ra relevans részt, aminek hatdsara a halézat el fog térni a kordbbi viselkedéstdl. Ha a hat-
sO ajté mintdja nincs jelen az ellenséges bemenetben, akkor a haldzat a ,,hagyomanyos”
tartomanyban fog miikodni, ahol ennek a résznek a kimenete nulla lesz és a kerekitési
hibdnak nem lesz hatésa.

Az MNIST mintahalmazzal fogunk dolgozni, ez tobb tizezer kézzel irt szdm képét
tartalmazza. A hatsé ajté mintdjat gy rogzitjiik, hogy a bal felsé pixel legyen nagyobb,
mint 0,05 (feltételezve, hogy a pixelek értékei a [0, 1] intervallumban vannak). Figyelembe
vessziik, hogy az MNIST adatkészletben a bal felsd pixel minden példaban O.

Vizsgdlatainkhoz egy MNIST-et osztdlyoz6 hélét vélasztottunk, amelyet Wong és
Kolter ir le [92], és ezt is haszndltdk a MIPVerify értékelésére. Erre a hdlézatra WK17a
néven hivatkoznak. A hal6zatnak két konvolucios rétege van, 16-0s és 32-es méretii sziird-
vel (méret: 4x4), majd egy teljesen dsszekapcsolt réteg kovetkezik 100 egységgel. Minden
rétegben ReLLU aktivadldsokat haszndlnak. A hélézatot Gigy alakitottdk ki, hogy robusztus
a 0,1 sugard tdimadéasokkal szemben az inf norméban.

A hétso ajté konstrukcidja a 4.7. abran l4that6. Az alapotlet az, hogy beillesztjiik az
ellenséges hédlézatot kapcsoloként, amelyet a bemenetben 1évd minta miikodtet. A hatsé
ajté akkor aktivalodik (vagyis a kerekitési hiba hat), amikor a bal felsd pixel nagyobb,
mint 0,05. Ennek eléréséhez az A neuronnak a 4.6. abran lathaté paraméterei voltak az
egyszerl hdlozatban.

A 4.7. abra egy elvi diagram. A valdsdgban az ellenséges hdlozat teljes mértékben in-
tegralva van a WK17a konvoluciés architekturdjaba. Ehhez egy tovabbi sziir6t kell 1étre-
hozni a megfeleld réteg minden egyes neuronjahoz. Minden ilyen neuron kimenete vissza-
nyerhetd a kiszdmitott 4j jellemzStérképrdl, és haszndlhaté a kovetkezd rétegekben. A két
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4.7. abra. Az MNIST hélézat diagramja egy hatsé ajtoval bdvitve.

nagy bemeneti stllyal rendelkezd neuron mar 6ssze van kotve a kovetkezd réteggel, igy
egyszerlien hozzdadhat6 a struktira kovetkez0 rétegéhez (Fully Connected). Ez a neu-
ron mindossze a két funkcidnak megfeleld neuronhoz van kotve, amelyek megfelelnek
a bemeneti pixel két dllapotdnak. Az ellenséges hal6zat utolsé rétegében 1€vé neuronok
hozzdad6dnak a WK17a logikai rétegéhez.

Amikor a hatsé ajté aktiv, akkor 1étrehozott halézat eltolja az osztdlyozast egy érték-
kel. Ehhez két extra réteget kell hozzdadni a logikai réteg utdn a WK17a-hoz, valamint
a WK17a logikai rétegét is kicsit modositani kell. Az 4j sulyokat empirikusan hataroz-
tuk meg. A sulyok abszolut értéke az eredeti WK17a logikai rétegében minden esetben
kisebb, mint 1000. Tehat az dj egységek bias-4t 1000-re noveltiik. Ez az érték elég nagy
ahhoz, hogy biztositsa az 0sszes értékre a pozitiv eredményt. Ez azt jelenti, hogy a ReLU
aktiv, azaz nem modositja ezeket az értékeket.

A kovetkezd réteg egy Uj réteg, amibe bemdsoljuk a WK17a logikai réteg eredmé-
nyét és egy eltolt véltozatit ugyanannak a logikai eredménynek. A mdsolést nulla bias
értékekkel és 1 bemeneti silyokkal valositottuk meg. Az eltolds az egységek eltolt min-
tdzatd huzalozasdval torténik. Az ellenséges haldzat ezt kovetden az eredeti masolat vagy
az eltolt mdsolat elnyomadsara szolgdl. Ha a hétsé ajté be van kapcsolva, akkor az eredeti
példanyt, ellenkez6 esetben az eltolt példanyt nyomja el. Az elnyomds esetén kivonunk
2000-et az Osszes bemenetbdl, igy azok biztosan negativak lesznek és a ReLU aktivitdsa
miatt a kimenet nulla.

Az utols6 rétegben Osszeadddnak az el6z0 rétegben 1évo eredeti és eltolt neuronok.
Ezek koziil pontosan az egyik lesz elnyomva, azaz az utolsé réteg megegyezik az eredeti
réteggel vagy az eltolt réteggel. Ezutdn softmax normalizdlast alkalmazunk, hogy meg-
kapjuk a megjosolt y cimkeeloszldst. Ha a hatsé ajté nem aktiv, akkor az eloszlasa meg-
egyezik az eredeti MNIST hdlozat altal kiszamolttal, kiilonben megegyezik az eltolttal.
Azaz, ha az eredeti joslat i cimke volt, akkor az eltolt cimke ¢ + 1 mod 10. Vegyiik fi-
gyelembe, hogy a hitso ajté tetszbéleges viselkedést is kivdlthat, az eltolast csak példaként
hasznéltuk.

Ellendriztiik a WK17a hatsé ajtoval kibdvitett ellenséges halézatot a MIP Verify elja-
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rassal. A MIPVerify a Gurobi optimalizal6t hasznalta az optimalizalasi problémédk megol-
déasara. A tesztelést az MNIST tesztkészleten végeztiik 0,1-es sugar és inf norma mellett.
Az ellen6rzés eredménye megegyezett a kordbbi eredményekkel, azaz 4,38% robusztus-
sagi hibét kaptunk, hasonléan a hédts6 ajté nélkiili esethez. A helyes vélasznak erre az
esetre 100%-nak kellett volna lennie, mert a tervezés szerint a hatsé ajté mechanizmus
minden esetben miikodik az ellendrzott hal6zatokndl. A hatsé ajté bekapcsoldja legfel-
jebb 0,05 tavolsagra van, azaz joval a 0,1 sugdron beliil. Ha a hatsé ajt6 aktiv, akkor a
cimke garantéltan eltért a WK17a eredeti cimkéjétdl. Ez azt jelenti, hogy ha az eredeti
cimke helyes volt, akkor a hédts6 ajté miatt minden input egy ellenséges példat tartalmaz

a 0,1-es kornyezetben.

4.10. Osszefoglalas

Ebben a fejezetben bemutattam egy olyan neuronhdlé darabot, melyet mas neuronha-
16kba beépitve képes a manapsag legelterjedtebb verifikdl6 eljarast félrevezetni. Ennek a
rész-neuronhdlénak a megkonstrudldsa soran a verifikéldsi technika ismeretén feliil sziik-
ség volt az optimalizdlds és megbizhat6 szamitdsok sordn szerzett tapasztalatok 6tvozésé-
re. Bar ezzel a médszert nem javitottuk meg, de a teriilet kutatéinak felhivtuk a figyelmét
egy fontos kérdésre, melyet tobb esetben figyelembe is vettek. A szoftveres megvaldsi-
tdsban €s a numerikus eredmények elérésében Zombori Déniel doktorandusz hallgatom,
mig a publikéldsban Jeleasity Mérk kollégam volt segitségemre.

Jelenlegi kutatdsaink sordn megprébélkozunk ezen modszertan javitasaval. Mind meg-
bizhat6sdg, mind gyorsasag teriiletén vannak oGtleteink és részeredményeink, melyek ki-
dolgozdsaban jelenleg is aktivan tevékenykediink.
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5. fejezet

A GLOBAL algoritmus fejlesztése és
alkalmazasai

A GLOBAL eljarasnak [26, 29], mint globalis optimalizdldsi feladatok megoldasara
szolgalo algoritmusnak, tobb korabbi eredményemben is fontos szerepe volt. Sajnos min-
den esetben a megvaldsitds elavultsdgaval kellett szembesiilnom. Egy ilyen algoritmus
teljes djrairdsa ugy, hogy megfeleljen a kor kovetelményeinek, egy relative elég nagy
feladat, ezért ennek egyediil nem lett volna értelme nekidllni. Két doktorandusz hallga-
tommal kozosen dontottiik el, hogy a gyakori haszndlat miatt érdemes lenne megirni az
eljaras egy Ujabb véltozatit. Valamint ezt a valtozatot érdemes lenne gy elkésziteni, hogy
a javitasdra felmertiilt 6tleteket konnyedén meg tudjuk benne valdsitani.

Mig a teljes fejlesztés 6sszefogdsa, menedzselése a nevemhez flizédik, addig termé-
szetesen a megvaldsitds és a megvaldsitds sordn felmeriilt 6tletek egy része a doktorandusz
hallgatéimhoz kotédik. Mig az alapkornyezet megvaldsitdsdban a f6 érdem Lévai Baldzs
hallgatémhoz kothets, addig a parhuzamositas irdnyédba tett erdfeszitésekben Zombori
Dénielnek volt kiemelkedd szerepe.

Ebben a fejezetben, a tobb parhuzamos megvaldsitds koziil azt mutatom be, mely ma
a legtobb eredmény elérésében a segitségemre van. Az alapvéltozatban eszkdzolt médo-
sitdsokat és a tovabbi eredményeket, akdr a parhuzamositas teriiletén, akar egyéb mas
teriileten végzett valtoztatdsok eredményeit nem targyalom ebben a fejezetben.

5.1. Globalis optimalizalasi feladat

A széleskori felhaszndlds magdval hozza a megoldandé feladatok véltozatossagét is.
A hatékonysag érdekében kiilonboz6 feladattipusokra a hozzdjuk illeszkedd specializalt
optimalizdlokat haszndljuk. Ebben a dolgozatban globdlis optimalizéldsi probléma alatt a

Jnin, F(x),

feladatot értjiikk, ahol az F'(x) valés szamok halmazdn értelmezett, n-dimenzids, foly-
tonos, nemlinedris fiiggvény minimum pontjat keressiik. A keresés feltétele, hogy az x
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véltozo vektor az a és b vektorok 4ltal kijelolt teriileten maradjon, formalisan:

x; € [ai,bi], 1= 1,2,...,71.

5.2. A GLOBAL algoritmus

Az optimaliz4l6 szoftverek tobbnyire hasonl6 elven miikddnek. A mar meglévd infor-
maciok alapjan lehetséges optimum pontot hatdroznak meg, kiértékelik a célfiiggvényt,
majd az eredménnyel bdvitik a tudasbazist. A GLOBAL multistart tipusd optimalizal6.
Sztochasztikus mddszert alkalmaz, a keresési térben egyenletes eloszldssal véletlenszeri
pontokat valaszt. A pontokbdl lokélis kereséseket indit, amik az adott vonzaskorzet op-
timumaba konvergalnak. Vonzaskorzet alatt azokat a pontokat értjiik, amelyekbdl lokdlis
keresést inditva az adott optimumba jutunk. Amennyiben tobb lokalis keresés eredménye
ugyanabba az optimumba vezet, a globdlis optimum megtaldldsdhoz nem jutunk koze-
lebb, a redunddns szamitdsokkal er&forrast pazarolunk. A rendelkezésre 4116 informaciok
alapjdn a jelenséget mérsékelni tudjuk, a GLOBAL klaszterezés segitségével csokkenti
az ilyen esetek szamat. A klaszterezés 1ényege, hogy az ismert lokdlis optimumok von-
zaskorzetét a véletlen mintdk segitségével feltérképezziik. Ha egy mintapont mar ismert
klaszterben taldlhatd, abbol nem inditunk lokalis keresést, mivel az nagy valdszintiséggel
az adott klaszter optimumaba konvergdlna. A klaszterhez tartozast a felhasznalt "Single
Linkage Clustering" mddszer szerinti

do=(1-av)""

képlet segitségével vizsgéljuk, ahol n az F'(x) fiiggvény dimenzidinak szdma, N a mdr
klaszterezett és a jelenleg klaszterezend$ mintdk Gsszege, o € [0; 1] paraméter. A min-
taponttdl vett d. tdvolsdggal kiiszoboljiik a klaszterezett pontokat, az els6 d.-nél kisebb
tavolsagra 1évd pont klaszteréhez adjuk hozza a mintapontot. A tavolsdgot Eukleidészi
norma helyett végtelen normdval mérjilk. Az o paraméter novelésével szigoritjuk d,.-t,
a mintdk szdmdval egyre gyorsabban konvergdl 0-hoz. A d. kiiszobtavolsdg a keresési
térhez igazitast igényel, ezt a célfiiggvényen elvégzett skdldzassal valdsitjuk meg, az

e [-1,1]",

megkotéssel és
b—a

radius = ,

; a+
center = ——
2 )

x = radius - ¥’ + center

behelyettesitésekkel. A GLOBAL az x’ valtozén optimalizal, a keresési tér mindig a

[—1; 1]™ intervallum. Az algoritmus pontosabb leirdsét a 7. Algoritmusban mutatjuk be.
A 8. Algoritmus a javitott klaszterezési stratégia modszerét mutatja be [16]. Az itt

kozolt algoritmus kddszervezéssel egyszertsitett valtozat, funkcionalitdsa nem valtozott.
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Miikodése azon a megfontoldson alapul, hogy a klaszterezésre dtadott mintdk kozott a
kritikus tdvolsadgndl kozelebbi parok lehetnek. Amennyiben a par egyik tagjat sikeresen
klaszterezziik, a masik is elég kozel keriil a klaszterhez. Az ilyen parok klaszterezéséhez
egy ideiglenes tarol6t vezetiink be (newly-clustered), ami a frissen klaszterezett pontokat
tartalmazza. A klaszterezetlen pontok vizsgdlata utdn lehetnek olyan parok, amik egyik
tagjat éppen klasztereztiik, masik tagja még mindig nincs klaszterben. Ezek kiszliréséhez
a frissen klaszterezett halmaz tagjaihoz keressiik a még klaszterezetlen pontokat. Eszre-
vehetjiik, hogy ez a folyamat sem sz{ir ki mindent, a masodik klaszterez¢€s is hatrahagyhat
parokat. Megoldasként addig vizsgéljuk ujra a frissen klaszterezett pontok halmazat, amig
az iires nem lesz.

A 8. Algoritmus 1-9 1épései az inicializacios szakasz. Ennek keretében 1étrehozzuk a
taroldkat, kinyerjiik a klaszterezett mintdkat és meghatdrozzuk a kiiszobtavolsagot. A whi-
le ciklus biztositja, hogy minden klaszterezetlen-klaszterezett pontpar vizsgdlata megtor-
ténjen, a halmazok véltozasat figyelembe véve. A 20-27 utasitasok végzik el a klaszterhez
rendelés feladatat.

A klaszterezés utdn nem klaszterezheté pontok maradnak, ezeken helyi keresést vég-
ziink. A Matlab verzidig ez azt jelentette, hogy a klaszterezetlen mintdkon elvégezziik
a lokalis keresést, majd az optimumokat a klaszterez6 feldolgozza. A Java verzié ehhez
képest jobban kihaszndlja a rendelkezésre all6 adatokat. Minden lokdlis keresés utdn fel-
dolgozza az optimum pontot, majd a még klaszterezetlen mintédkat is tjra feldolgozza. Ez
a technika még hatékonyabban sziiri a redunddns szamitdsokat.

Miutén elfogytak a klaszterezetlen mintak, az algoritmus megvizsgalja a kilépési fel-
tételeket. Alkalmazasunktdl fiiggéen véaltozatos indokok lehetnek az optimalizalas ledl-
litdasara, igy a GLOBAL implementécidja tobb lehetdséget kindl. Lehetdségiink van id6-
keretet megadni, hogy az optimalizalds biztosan ne tartson til sokdig. Ez hasznos lehet,
ha adott id6 alatt szeretnénk minél jobb eredményt elérni. Bedllithatjuk a kiértékelések,
mintapontok, iteraciok és lokalis keresések maximalis szamat is, igy a fliggvény igénye-
ink szerinti mértékben lesz felderitve. Ezen feliil a helyi keresd sajét kilépési feltételekkel
rendelkezik, amelyekkel tovabb finomithatjuk a felderités jellegét. Sok mintaponttal és
rovid lokalis keresésekkel dltalanos képet kaphatunk a fiiggvényr6l, mig kevesebb minta-
ponttal és hosszu lokdlis keresésekkel a megtaldlt optimumok pontosabbak lesznek.

A 9. Algoritmus a javitott GLOBAL miikodését mutatja be. A 7-10 utasitdsok a min-
tdk generdlasaért és elsddleges szliréséért felelnek. A 12-25 utasitdsok a klaszterezés és
lokalis keresés szoros egyiittmiikodését valositjadk meg. A 12-es utasitds klaszterezi az uj
mintapontokat, a 14-24 utasitdsok lokalis keresést végeznek egy mintaponton €s feldol-
gozzdk annak eredményét.

5.3. A GLOBAL alkalmazhatésaga

A GLOBAL algoritmusaban szépen elkiiloniil a klaszterez6 és a lokélis keresé modul.
Elobbire jelenleg csak a Single-Linkage-Clustering technikdt alkalmazzuk, mig a lokdlis
keresd esetén tobb opcid is felmeriil, az optimalizalasi feladattol fiiggéen. A GLOBAL éal-
taldban az Unirandi nevii helyi keresdvel parosul. Ez sztochasztikus algoritmust hasznal.
Az Unirandinak nincs sziiksége derivaltakra, igy nem derivalhaté fiiggvényeken is miko-
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dik. Tapasztalatok alapjdn nagyobb dimenziészam €s szamitasigényes fliggvények esetén
érdemes haszndlni. Ha a célfiiggvény "lefolyo jellegli" vonasokkal rendelkezik, akkor az
Unirandi konnyen elveszti hatékonysagat. Ez a struktura egy sziik utvonalbdl és tagabb
vonzdaskorzetbdl all. Az Unirandi konnyen megtaldlja a "lefoly6t", de annak tipikusan
szk keresztmetszete miatt lassan, sok iterdcioval halad benne. Ilyen fiiggvény példaul a
Rosenbrock és a Sharpridge is, amelyeken az Unirandi rosszul teljesit [16]. Kvadratiku-
san jOl kozelithetd célfiiggvények esetén megéri a rdjuk specializalodott lokélis keresSket
alkalmazni. A GLOBALIJ lehet6vé teszi a gyors cserét. Egyrészt hasznalhatjuk az Uni-
randiCLS modult, ami az eredeti algoritmus irdny menti keres6jét teszi valaszthatéva, a
vonal menti keresot kvadratikus algoritmusra cserélve javithatunk a teljesitményen. Mé-
sik lehetdség, hogy az Unirandi helyett kvadratikus keres6t haszndlunk. Ahogy a [16]
konyv 2.3 és 2.4 tablazataibdl kiolvashatd, az dltalanossdgban rosszul teljesitd helyi ke-
resOk a fiiggvények egy szlik halmazan kiemelkedden j6 eredményeket érnek el. Ez jol
mutatja a tényt, hogy nem létezik dltalanossagban vett legjobb optimalizal6 algoritmus, az
adott problémadra specializalt modszer a legjobb valasztds. A GLOBALJ keretrendszerben
a modulok cseréje és paraméterezése egyszeri feladat [60].

5.4. Teljesen elosztott GLOBAL

A ParallelGlobal megmutatta, hogy a GLOBAL parhuzamositdsanak van létjogosult-
sdga, ha az optimalizdlasi probléma mérete elég nagy [95]. A naiv megkozelités azonban
nem teszi lehetdvé a GLOBAL-ban implementalt meglatasok atvételét. A SerializedGlo-
bal célja, hogy a GLOBAL-ban alkalmazott technikdkat minél jobban megtartsa, mikoz-
ben kihaszndlja a parhuzamositas nyujtotta elonyoket is. Az 4j megkozelitésnek tdimogat-
nia kell a mintavételezés, redukalds, klaszterezés, lokélis keresés, Gjabb klaszter képzés
folyamatokat. Ezzel a k6zos tarolok szama jelent6sen boviil €s a klaszterezési stratégia
atgondoldsa is sziikséges.

A GLOBAL folyamatai (mintavételezés, klaszter keresése, lokdlis keresés) kozotti
fiiggetlenségnek tovdbbra is fenn kell dllnia. Az 4j megkozelitésben a kovetelmények mi-
att sziikség van a GLOBAL fazisainak joval nagyobb foku dtgondoldsara tobb szdlas kor-
nyezetben. Valtozast jelent az iteraciok alkalmazdsa, a mintak redukéldsa €s a klaszterezés
kiilon fazisként értelmezése. A szalak feladata egy mintapont feldolgozésa helyett egy al-
goritmus elem végrehajtasa lesz. Algoritmus elem alatt a fazisokban taldlhaté munkaegy-
ségeket értjiik, amelyekbdl egy fazison beliil tobb is lehet. A feladatok munkaegységekre
bontédsaval elérhetd, hogy bonyolultabb algoritmusok is parhuzamosithatok legyenek az
eredetihez nagyon hasonlé miikodéssel, relative egyszerli megoldasokat alkalmazva.

A SerializedGlobal eljards implementédldsahoz a feldjitott GLOBAL algoritmus egy
miikodési elemét kiilon figyelemmel kell kezelniink. A klaszterezés €s a lokélis keresés
fazisok nagyon szoros kapcsolatban dllnak egymadssal. A minél jobb hatékonysag érde-
kében a lokalis keresések eredményei azonnal visszacsatoldsra keriilnek a klaszterezdbe.
A klaszterez6 azonnal feldolgozza az ) informdciét, majd csak ezutdn indul djabb lo-
kalis keresés. Ez parhuzamos esetben konfliktushoz vezethet, mivel minden klaszterezés
utdn csak egy mintdn indulhatna lokdlis keresés, ami nem elfogadhat6. A konfliktust az
informécio egyidejiileg kétirdnyd dramldsdnak megsziintetésével érjiik el. Alapesetben a
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lokélis keresések eredményei folyamatosan visszakeriilnek a klaszterez&be, amit a klasz-
terezés azonnal fel tud dolgozni. Amikor nem maradt klaszterezési feladat, a mintdk egy
része atkeriil a lokdlis keres6be. Ez a mechanizmus tobb szdlon szimuldlja a GLOBAL
algoritmusédnak hatékony megoldasat.

A 10. Algoritmus a SerializedGlobal egy szdldnak miikodését mutatja be. A szdlak
osztott tarolokon keresztiil kommunikélnak egymadssal. A samples a generalt mintaponto-
kat tartalmazza, a clusters és az unclustered a klaszterezével is megosztott, el6bbi a mér
1étrejott klasztereket tarolja, utébbiban a klaszterezendd mintdk vannak, az origins-ben
pedig a lokélis keresésre szant kiindulé pontok.

A szdl egy while ciklusban fut, amig egy kilépési feltétel nem teljesiil. A ciklusban
négy fazis van, amelyeket a folyamat szemsz6gébdl forditott sorrendben probalunk meg
végrehajtani, els6ként a lokdlis keresések fazisat vizsgaljuk. A fazisban minden kiindu-
16pont egy munkaegység, amin az algoritmust végre lehet hajtani. Ha van feldolgozhat6
kiindul6épont, azt kivessziik a tarolobdl és elvégezziik a lokélis keresést. Az optimalitasi
vizsgdlat utdn az optimumot a klaszterezd klaszter képzési algoritmusdval egy klaszter-
be helyezziik. Az adott munkaegység el lett végezve, igy a szdl megvizsgalja a kilépési
feltételeket, majd 4j munkaegységet keres.

A végrehajtas szempontjabol a masodik munkaegység a klaszterezés. A szl megvizs-
gdlja, hogy a klaszterez6 éppen aktiv-e. Amennyiben igen, belép a klaszterez6 modulba.
Amikor a klaszterez6 modulbdl visszatér, megvdrja az 0sszes ott 1év6 szdl kilépését. Ha
az adott szdlon kiviil mar nem volt senki a klaszterez&ben, klaszterezetlen mintdkat helyez
at lokélis kereséshez, majd felébreszti az 6sszes varakoz6 szélat.

Ez a fazis specidlis, mivel a GLOBAL iteracidinak minél jobb kozelitéséhez a szalak
futdsanak szinkronizdcidja sziikséges. A klaszterezésben egy munkaegység a klasztere-
z0 algoritmus futtatdsa, amit a kovetkez6 szekcidban targyalunk. Az algoritmusok kozti
egylittmiikodés megszabja, hogy a klaszterez6bdl akkor 1éphet ki egy szél, ha a klaszte-
rezési folyamatban mar biztosan nem tud részt venni. A GLOBAL algoritmusban akkor
kezdddik 4j iterdcid, amikor az 6sszes klaszterezendd minta feldolgozasra keriilt. Ez vagy
a minta klaszterbe keriilését, vagy a rajta végzett lokdlis keresést jelenti. Hogy a loka-
lis keresések €s a klaszterezés is parhuzamos lehessen, az iterdciok megtartdsa mellett
a klaszterezés végén a szdlaknak be kell varniuk egymadst. Amikor a klaszterezd teljesen
kitiriilt, a szdlak szamanak megfelel6 mennyiségi klaszterezetlen pont keriil at a kiindul6-
pontok halmazdba, majd az addig alvo szélak felébrednek. A lokalis keresések eredménye
azonnal bekeriil a klaszterezdbe, igy amint vannak j klaszterek, a helyi kereséssel vég-
706 szal mar tud klaszterezni. A két fazis parhuzamos miikodése akkor ér véget, amikor
a klaszterez6ben mar nincsenek mintdk. Ekkor 1j iterdcié kezdddik, a tovabbi fazisok
futtatdsaval.

A harmadik fazis a generdlt mintapontok sziirése. Ebben a fazisban iterdcionként
egy munkaegység van. Amennyiben a megfeleld szamu j mintapont rendelkezésre all, a
GLOBAL algoritmusat kovetve érték alapjan szlrjiik 6ket. Az 6sszes generdlt mintapon-
tot érték szerint rendezziik, majd a legkisebb fiiggvényértékkel rendelkezdket athelyez-
ziik a klaszterezetlen mintdk taroléjaba. Az dthelyezend mintdk szamat az iterdcionként
generdlt mintdk ardnydban hatdrozzuk meg. Miutdn megtortént a sziirés €s dthelyezés,
aktivaljuk a klaszterezét.
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Az utolsé fazis a mintapontok generdldsa. A folyamat egyszer, egy osztott tdroléba
generdlunk egy darab mintapontot, ha még nem értiik el az iterdcidonként generdlandd
mintdk szdmat.

5.5. SerializedGlobal klaszterezoé modulja

A ParallelGlobal implementaciéhoz hasonléan a worker szédlak algoritmusanak szigni-
fikans részét képezi a klaszterezés, igy megéri azt kiilon targyalni. A klaszterez6 feladata
tovdbbra is a mintdk klaszterekbe rendezése. Az adattarolok eléréseinek biztonsagos sze-
parécidja mellett sziikség van az algoritmus teljesitményének maximalizdlasdra, valamint
a GLOBAL miikodésének jo kozelitésére.

A klaszterezd algoritmus két feladatot 14t el. Egyrészt megprébal klasztert taldlni a
mintapontokhoz a serialized-clustering fiiggvénnyel, mésrészt a lokélis optimumok alap-
jén klasztereket hoz 1étre a SerializedGlobal clusterizeoptimum fiiggvényén keresztiil.

A klaszterez6 miikodését egy allapotvéltoz6 befolydsolja. A SerializedGlobal és a
klaszterez6 kozti viszonybdl adédik, hogy a klaszterez6bdl kilépd szdlak mar nem tud-
nak tujra belépni a klaszterezés teljes ledllasaig, igy csak akkor térhetnek vissza, ha mér
nincs feldolgozandé munkaegység. Amig aktiv a klaszterezés, a szdlak folyamatosan kér-
nek le klaszterezendd mintdkat, hogy feldolgozzak 6ket. Amikor a klaszterezd allapota
megvéltozik, a szalak 4j minta kérése helyett kilépnek.

A 11. Algoritmus elsé 1épéseként a belépd szdlat megvizsgdlja, hogy varakozik-e
minta 6sszehasonlitdsra. Amennyiben nem, a klaszterez6 allapotét dthelyezésre 4llitjuk.
Innentdl egy while ciklus folyamatosan ellendrzi az éllapotot, ha az aktiv, megkezdjiik
a klaszterezést. El6szor lekériink egy klaszterezetlen mintét a tdrolobdl. Megvizsgaljuk,
hogy minden klaszterezett ponttal megtortént-e az 0sszehasonlitds. Amennyiben igen, a
minta visszakeriil a taroloba és tjrakezdjiik a ciklust. Egyébként a Compare optimum to
clusters eljardssal klasztert keresiink (12. Algoritmus).

A Compare optimum to clusters eljards végigiterdl a klasztereken és a klaszterek
pontjain, a GLOBAL-hoz hasonléan. Meghatdrozza a klaszterezett pontok és a minta-
pont kozti tdvolsagot, ha az kisebb mint a kiiszobtavolsdg €s a mintapont fiiggvényértéke
nagyobb, mint a klaszterezett pontok minimuma, visszatér a klaszterrel. A kiiszobtdvol-
sagot a GLOBAL-t0l eltérden csak a klaszterezés induldsakor, valamint az optimum pont
klaszterezésekor kell meghatdrozni. A szdmoldsban az o paraméter, valamint a klaszte-
rezett és klaszterezetlen mintdk 6sszege jatszik szerepet. Az 0sszeg csak akkor valtozhat,
ha a klaszterezén kiviilrdl 4j mintdk érkeznek. Ez a klaszterezés kezdetekor €s optimum
pont klaszterezésekor torténhet meg.

Amikor az eljaras visszatér, megvizsgaljuk, hogy talalt-e klasztert. Zaroljuk a klasz-
terek modositdsat, igy mds szdlak nem hozhatnak létre vagy mddosithatnak klasztert.
Amennyiben nem taldlt klasztert, a mintat visszahelyezziik a klaszterezetlen mintdk taro-
16jaba, egyébként a megtaldlt klaszterbe keriil bele. Miutdn a mintat a megfeleld taroléba
tettiik, megvizsgaljuk, hogy a klaszterez6ben maradt-e feldolgozandé minta. Ha nem, az
allapotot 4thelyezésre éllitjuk. A zérolas felolddsa utan a ciklust elolrdl kezdjiik. A zaro-
lasra azért van sziikség, hogy helyesen nyomon lehessen kovetni a klaszterezdben elvég-
zend6 feladatok mennyiségét. El6fordulhat, hogy klaszterezés kozben végrehajtdédik egy
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lokalis keresés €s ezzel egyid6ben az optimum klaszterezése is megtorténik. Amennyi-
ben ez bekovetkezik, a klaszterez6ben 1év6, mar kiértékelt mintakat Gjra fel kell dolgozni,
hogy figyelembe vegyék az uj klaszterezett pontot.

A 12. Algoritmus az optimum pontok klaszterezését irja le. A lefutds utdn az optimum
pont biztosan egy megfeleld klaszterbe keriil. E16sz6r a Compare optimum to clusters el-
jéarassal prébalunk meg klasztert keresni. A keresés a GLOBAL-hoz hasonléan végigiteral
a klasztereken és a legkisebb fiiggvényértékkel rendelkezd ponttdl vald tavolsagot haté-
rozza meg. Amennyiben ez a tavolsag kisebb, mint a klaszterez6 aktudlis kritikus tavol-
sadganak tizede, az optimumot a klaszterbe tartoz6 pontnak tekintjiilk. Miutdn az eljards
megvizsgélta a klasztereket, zdroljuk a klaszter manipuldciokat. Ha nem sikeriilt klasz-
tert taldlni, Gjrainditjuk az eljarast, ami az esetlegesen djonnan 1étrejott klasztereket fogja
megvizsgélni. Ha ebben a fizisban sem sikeriilt klasztert taldlni, akkor a zdrolds miatt
madr biztosan nem lehetséges, ezért Uj klasztert hozunk 1étre, amit hozzdadunk a klaszte-
rekhez. Ekkor a keresés valamely fazisdban a cluster valtozdba egy klaszter keriilt, amibe
az optimum pontot €s a mintapontot betehetjiik. Miutdn a klaszterbe bekeriiltek a pontok,
frissitjiik a klaszterezd dllapotat, €s Ujra kiszamoljuk a kiiszobtavolsagot.

A klaszterezés sordn az aktudlisan klaszterezendd mintdk egy-egy iteratort tartanak
fent, igy amikor vizsgéljuk &ket, megjegyzik, hogy melyik mintakkal torténtek meg az
Osszehasonlitasok.

5.6. A parhuzamositas hatranyai

Természetesen a parhuzamos miikodés informacidvesztéssel jarhat a GLOBAL ese-
tén is. Lehetséges, hogy két kozeli minta egyszerre keriil be a helyi keresési modulba,
mikdzben az egyiket majd klaszterezhetjiikk a kornyezetbdl inditott mésik keresés ered-
ményének felhasznéldsaval. Ez sziikségtelen helyi keresésekhez vezethet, igy a program
tobb szamitast végez, rontva a hatékonysdgot. Ez a tobblet erbfeszités minimalis lesz, ha
a keresési teriilet mérete nagy a generalt mintdk szdmahoz képest. Ez annak kdszonhetd,
hogy két mintandl nagyon kicsi a valdszinlisége, hogy kis kornyezetben keriiljenek be,
azaz a tavolsaguk kisebb legyen a kritikus tdvolsdgndl. Fiiggetleniil att6l, hogy milyen
nehéz a célfiiggvény kiszamitdsa, a felesleges helyi keresésekre forditott futdsi id6 jelen-
téktelen lesz, hacsak a végrehajtott iteracidk szama nem rendkiviil alacsony. Ha kevesebb
iteraciéval foglalkozunk, akkor érdemes ugyanazt a mintat tobb iterdcié kozott elosztani.
Mas szoval novelni kell az iteraciok maximaélis szamat.

Az algoritmus megélldsi kritériumainak tillépése a helyi keresésekben tovibbi vesz-
teségekhez vezethet. Ezt a jelenséget az egyszdlas valtozatokndl is megfigyelhetjiik, de
parhuzamositdsban ez halmozottabban el6johet a szdlak szamdval aranyosan novekedve.

5.7. A GLOBAL implementaciok osszehasonlitasa

Az 0sszehasonlités célja, hogy feltarja a kiilonbségeket az eredeti GLOBAL és parhu-
zamos implementaciok kozott, elsddlegesen a fiiggvénykiértékelések szamara koncent-
rdlva. Ugyanigy konfigurdltuk az optimalizdl6kat, mikdzben a parhuzamos valtozatot
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egyetlen szdlon futtattuk, ahogyan az eredeti GLOBAL is fut. 3 kiilonb6z6 helyi keresési
algoritmust és 63 tesztfiiggvényt vizsgéltunk, hogy elegendd adatunk legyen. Mindegyik
konfiguracidt (globalis optimalizald, helyi keresd és teszt fiiggvény) 100-szor futtattuk.
Minden eredményt eldobtunk a 100 futdsbol, ha maximum 10° fiiggvényértékelés mellett
sikertelen volt a globdlis optimum megtaldldsa, majd a fennmarado6 értékek dtlagét vettiik.
Az optimum érték megengedett elérését az aldbbi képlet hatdrozza meg:

|F*(z) — F(z)] <1078 + |F(z*)] - 107°.

Az 0sszes futtatashoz képest a sikeres futdsok ardnyét nevezziik az optimalizédlds robusz-
tussagdnak. Csak azokat a konfigurdcidkat tanulmédnyozzuk, amelyek 100%-o0s robusztus-
sdggal rendelkeznek mindkét globdlis optimalizal6 szdmara.

A kapott két adatvektor kozotti korrelacié 99,87%. Az eredmények kozti kiilonbséget
szamos tényezd okozza. Az algoritmusok nem determinisztikusak, generdlt véletlen sza-
mok alapjdn futnak, amelyek néhany szdzalékos hibat okozhatnak. A két optimalizalé mas
modon dolgozza fel a keletkezett adatokat, ami szintén okozhat bizonytalansidgot. Ezeket
a kiilonbségeket a helyi keresdk jelentdsen felerdsithetik. Ha minden lokélis keresés meg-
bizhatéan konvergélna a globdlis optimumhoz, a fiiggvénykiértékelések szamat egy helyi
keresés adnd. Tobb helyi keresés esetén a pontos szam nagyon bizonytalan. Véletlenszer(
kezd6pontokkal és nem optimalizdlva a 1épéshosszt a helyi keresés kozel véletlenszert
helyi optimumhoz konvergél. A fiiggvénykiértékelések szama igy megkozeliti a helyi ke-
resések fliggvénykiértékeléseinek szamat, mely ezekben az esetekben instabil. Tovabba
a tesztfiiggvények kozott van olyan, amelynek sok helyi optimuma van. Igy a két adat-
halmaz kozotti er6s korreldcié megerdsit minket abban, hogy az eredeti GLOBAL és a
parhuzamos valtozat az alapvetd miikodésben hasonldan viselkedik.

Az esetek tobbségében a relativ kiilonbség elhanyagolhat6 (5.1. dbra), néhdny szaza-
1€k alatti. Az atlagos relativ kiilonbségek szintén nulldhoz kozelitenek, vagyis a mogottes
algoritmusvaltozatok alapvetéen azonosak. Az 5.1. dbrdn a legtobb relativ hibaeredmény
a [—2%, 3%)| tartomdnyba esik, mely azt mutatja, hogy a GLOBAL dtlagosan kevesebb
fliggvényértékelést haszndl, de a kiilonbség kicsi. A sz€ls6séges esetek a parhuzamos val-
tozatnak kedveztek, de ez valdsziniileg a véletlen mive.

5.8. A parhuzamositott GLOBAL elonyei

A futtatdsokkal két szempontbdl vizsgaltuk a rendszert. Egyrészt az a kérdés, hogy
a parhuzamositdssal sikeriilt-e novelni a teljesitményt. Masrészt, hogy a GLOBAL-hoz
képest sikeriilt-e gyorsitani az optimalizdlasi folyamatot. A fiiggvények nehézségét 1
€s 1000 kozott valtoztattuk 10 hatvanyaival, ami azt jelenti, hogy egy kiértékelés sordn
ennyiszer szamoltuk ki a fliggvényt. A szdlak szdma 1 és 16 kozott 2 hatvanyaival nott. A
kiértékelések maximdlis szama tovabbra is 10° volt. A jelen dolgozatban a két szélsGséges
esetet mutatom be.

A péarhuzamos vdltozat specidlis fliggvényeken sajnos rosszul viselkedik. Az 5.2. 4b-
ran a Zakharov 40 dimenzi6s tesztfiiggvény futasi eredményei lathatok.

Név: Zakharov Function
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5.1. dbra. A relativ kiilonbségek hisztogramja a fliggvényértékeléseinek szamdban a GLO-
BAL és a parhuzamos véltozat kozott.

Dimenzié: 40

Fiiggvény: f(z1,...,240) = >0 22 + (320, 0.5i2:) " + (321, 0.5i;)"
Keresési tér: —5 < zq,..., x4 < 10

Globalis minimum: f(0,...,0) =0

Mivel a fiiggvény egyetlen lokdlis keresés segitségével is megoldhatd, igy a GLOBAL az
elsé lokalis keresés utdn meg is taldlja az optimumot. A parhuzamos véltozatban az els6
lokalis keresés befejezddésével szintén megtaldltnak nyilvanitja az optimumot, azonban
minden szdl nagyjdbol egyszerre indit el egy lokalis keresést. A szdlak nem értesiilnek
id6ben az eredményrdl, ezért annyi lokalis keresés fut le, ahdny szdl van. A szdlak szama-
val megegyezd mennyiségli, /N darab keresés a kiértékelések szdmat kozel N-szeresére
noveli. A terhelés dinamikus novekedése miatt nincs lehetdségiink javitani az eredmé-
nyen, de a padrhuzamositast biztosité egyéb programrészek még tovabb lassitjak a futdst.

A kifejezetten el6nyods probléma, a Spikes-tesztfiiggvény futdsi eredményei az 5.3.
abran lathatok.

Név: Spikes Function
Dimenzié: 2

Fiiggvény:
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Zakharov—40
Fliggvényhivasok szamanak aranya Futasi sebesség aranya
16 0 T 2 0 T
10; hardness 10, hardness
= 10, hardness —*— = 10, hardness —*—
2 8 107 hardness —*— S 105 hardness —*—
0] 10” hardness —*— O : 10" hardness —*—
- -
g E F\%\
O] O]
g @ 8 o5 \
N N .
[ T N
o 1 [
»n 9
0.5 0.25
1 2 4 8 16 1 2 4 8 16
Worker szalak szama Worker szalak szama
5.2. abra. Osszehasonlitds a Zakharov-40 fiiggvényen.
. . 1
£ ) sin(2mzy) - sin(27xs) 4+ 1002, ha ||x — [15.25; 15.75]|]2 > )
€T1,T2) =

1000, egyébként.
Keresési tér: —40 < x1, 19 < 40
Globalis minimum: f(15.25;15.75) = 1000

A fiiggvény sok, azonos méretli vonzaskorzetl lokélis optimumbdl éll, amelyek koziil
egy kitiintetett a globdlis optimumot tartalmazza. A fiiggvény jellege miatt sok lokdlis ke-
resés sziikséges az optimum megtaldldsahoz. Igy a parhuzamos véltozat képes kihasznal-
ni a parhuzamositas elényeit. Az eredmények onmagukért beszélnek, mig a kiértékelések
szama a szdlak szamatol fiiggetleniil megegyezik a GLOBAL értékeivel, a futdsi sebes-
ségek a probléma nehézségétdl fiiggben jelentds javuldst mutatnak. Mivel a fiiggvények
nehezitése nem ardnyos a kiértékelési idokkel, a GLOBAL 1000-szeres futdsi id6 helyett
csak 15-szoros emelkedést tapasztalt. A futdsi id6k megfeleld skdldzasa mellett még jobb
eredményeket varhatunk.

5.9. A GLOBAL hasznosulasa a kaosz keresés teriiletén

A GLOBAL eljérast els6ként a kaotikus régiok keresésére hasznéltuk.
5.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy egy folytonos p : L U R — X leképezésre igaz, hogy
p(a) Up(d) C Or, ¢(b) Up(c) C O,
ésp(LUR) C X\ FE

(ldsd az 5.4. dbrdt). Ekkor o rendelkezik kaotikus régioval L U R-en.
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Spikes
Fliggvényhivasok szamanak aranya Futési sebesség aranya
2 B : 8 5 T
10, hardness 10, hardness
_ 10; hardness —*— _ 10, hardness —*— ,/
= 107 hardness —— 3 105 hardness —*— /
o 10° hardness —— o 4 r10° hardness —— /
O | O
g |
_f.g - - \ _f.g 5
2 © //\/
5] 5]
T i 1 R —
© ©
o ‘ o
0.5 : 0.5
1 2 4 8 16 1 2 4 8 16
Worker szalak szama Worker szélak szama

5.3. dbra. Osszehasonlitds a Spikes-fiiggvényen.

Mint az megfigyelhetd, a harom geometriai feltétel teljesen hasonlé részhalmaz vizs-
gdlaton alapul. A kordbban publikalt [27] algoritmus képes elddnteni, hogy egy adott
rendszer rendelkezik-e a fenti geometriai tulajdonsagokkal.

A patko 1étezéséhez az O, Og és F régiok csak segédteriiletek. Ezek segitségével
azt érjiik el, hogy az L és R régiok képei ,,atmenjenek™ az L és R régidkon. Vezessiik be
az alabbi, altalanosabb definiciét [70, 94]:

5.2. Definicio. Azt mondjuk, hogy az N; négyszog dtfedi az N; négyszoget az f leképezés
mellett (jelolés: N; == N), ha
1. N; f melletti képének nincs kozos pontja N ,,vizszintes” oldalaival, és

2. N; ,fiiggbleges” oldalainak f melletti képeinek nincs kézds pontja Nj-vel, tovdbbd
ezek N dtellenes oldalain vannak.

A konnyebb atlathatésdg kedvéért vezessiik be az aldbbi jelolést:

5.3. Definicio. Tekintsiik az Ny, ..., N, pdronként diszjunkt négyszogeket. Ekkor az A =
(@i ;)i j=1 négyzetes mdtrixot dtmenetmdtrixnak hivjuk, ha:

k
Qi i = k7 haNléN],
N 0, egyébként.

Egy leképezésnek az aldbbi dtmenetmadtrixszal kell rendelkeznie az L és R régidkra,
hogy a k. iteréltja kaotikus legyen:

L R
k k

L .
Rk k
Rendelkeziink egy teljesen automatizalt ellendrzd eljardssal, igy lehetdségiink van azt

egy optimalizal6 eljarassal kombindlni, mellyel egyiitt az képes lehet 1j kaotikus tartoméa-
nyok keresésére. Ennek az optimalizal6 eljarasnak a paraméterei dltaldban a négyszogek
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5.4. dbra. Az L, R halmaz és képeinek sziikséges viszonya.

csucspontjainak koordinatdi, de lehetnek akér a leképezés paraméterei is. A célfiiggvény
pedig egy olyan nemnegativ biintet6fiiggvényt, mely megmutatja, hogy mennyire sérti
meg az adott konstrukcio a kdosz 1étezésének feltételeit.

Ezzel az eljarassal kapcsolatban két nehéz feladatot emelnék ki, amelyekrdl korabban
nem volt fellelhetd biztos allitds a szakirodalomban. Mind a kettd az Hénon-leképezéssel
kapcsolatos.

5.4. Definicié. Az Hénon-leképezés:
H(z1, z2) = (1 — Az? + 29, Bxy).

Az els6 esetben az Hénon-leképezés masodik iterdltjat vizsgéltuk. Zgliczynski kordb-
bi megkozelitése sikertelen volt — a klasszikus paraméterek mellett — a kaotikus régié
keresése a masodik és negyedik iterdltakra. Ezért az el6bb emlitett, dltaldnosabban alkal-
mazhat6 technikat probéltuk meg haszndlni ezekre az esetekre. Az eljarasunk a nehezebb-
nek vélt masodik iteréltra is az el6z6khoz hasonléan mind a 8 csucspont keresésével talalt
optimélis megoldést (1asd az 5.5 4brat):

(—0.95008818, 0.38966840), VL = (—0.11192965, 0.33756351),
(—0.92886824, 0.25677498), VL' = (—0.13972836, 0.21535493),
)
)

(—0.01309659, 0.33113756), V.22 = (0.70239604, 0.18263519),
Vi = (—0.13451910, 0.20890361),  V;% = (0.63453236, 0.02108996).

A mdésodik esetben egy olyan Hénon-leképezést vizsgaltunk, amelyik teriilettartd, ek-
kor a B paraméternek 1-nek kell lennie. Az A paramétert szabadon megvalaszthatjuk. A
kisérleteinkben azt tapasztaltuk, hogy minél nagyobb ez a paraméter, annél laposabb az
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X9 A

5.5. abra. Az Hénon-leképezés masodik iterdltja.

5.6. abra. Kaotikus régi6 egy teriilettart6 Hénon-leképezés esetében.

instabil sokasdg, és igy konnyebb befoglalni négyszogekkel a kaotikus régiét. Ezen okok
miatt az A paramétert 6.2-nek vélasztottuk. Ezekkel a paraméterekkel a leképezés sokkal
korébbi fazisban is mutatja a kaotikus jelleget, igy a harmadik iterdlttal is megprobélkoz-
tunk.

A keresés sikeres volt [10], és az optimalizdl6 az aldbbi kaotikus régidt taldlta (lasd
az 5.6. abran):

VL = (0.37846661, 0.50), V: = (0.43276909, 0.50),
ViE = (0.26337142, 0.00),  V;= = (0.3449795, 0.00),
VE = (0.44094381, 0.50), VE = (0.57439378, 0.50),
VE = (0.41452329, 0.00), V;® = (0.49339729, 0.00).

Tudjuk, hogy az Hénon-leképezés masodik, negyedik, hatodik és hetedik iteraltja ren-
delkezik L-R tipusd kdosszal. A periodikus pontok szdmabdl ismeretes, hogy maga az
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—k
N H (N) H—k+1 (N)
N
H*(N) HEL(N)
(@) A H* és a H~F melletti képek. (b) A HF~1 ésaH 1 melletti képek.

5.7. abra. A Smale bizonyitdsaban szerepld atfedések szerkezete.

Hénon-leképezés nem rendelkezik hasonlé régidval, tovabbd a harmadik és 6todik ite-
raltak sem rendelkezhetnek. A sejtésiink az, hogy a hetedik iterdlt utdin minden iteralt
rendelkezik kaotikus tartomannyal.

Smale adott egy tisztdn elméleti bizonyitast arra, hogy az Hénon-leképezés Osszes
magasabb iterdltjainak 1étezik L- R tipust kaotikus tartomdnya [75]. A bizonyitdsban csak
azt mondta ki, hogy egy elég nagy iterdcids szam utdn biztosan létezik ilyen régié. De
ezen iterdcié nagysagara konkrét értéket nem adott meg.

Bizonyitasa sordn egy kétdimenzids régi6 (V) adott iterdltak melletti képeit és Gseit
vizsgdlta. Az éllitds igazoldsihoz ezen régié k-adik és (—k)-adik képének két atfedésének
kell lenni. Az étfedések a stabil €s az instabil sokasdg metszéspontjainél johetnek létre.
Az egyik ezek koziil biztosan a fixpont kornyezetében taldlhatd. A masik atfedési pontra
teljestilni kell, hogy a (k — 1)-edik és a (—k + 1)-edik iterdlt képei még nem érik el ezt
az atfedési régict. Igy ezen mdsodik dtfedést a stabil és instabil sokasdg mésodik met-
széspontjaban kell keresni. Ezt a szituédcidt lathatjuk az 5.7. dbran. Smale azt allitja, hogy
létezik ilyen tulajdonsagokkal rendelkezs régid, és ebben az esetben minden &' > 2k
iterdltra mindig 1étezik kaotikus régié. Bizonyitdsdban nem haszndlta ki a k és a (—k)
kozotti szimmetriat, igy nyugodtan vehetiink k-t és (—[)-et is. Természetesen ebben az
esetben a (k — 1)-edik és a (—[ + 1)-edik iterdltaknak nem szabad elérni az emlitett j
atfedési régiot.

A megfeleld sikidom csucspontjainak a fixpont kornyékén kell lennie. A fixpont ga-
rantalt befoglalasa:

([0.631354, 0.631355] , [0.189406, 0.189407]) .

E koriil fogjuk megkeresni a Smale bizonyitdsdnak megfelel6 sikidomot. Jelen probléma-
ndl is haszndlhatjuk a feltételek megfogalmazasahoz az atfedési tulajdonsagot. Vegyiik

észre, hogy az atfedési tulajdonsag szimmetrikus abban az értelemben, hogy ha V; L Ny,
akkor NV, is atfedi f(Vq)-et. Ezt a tulajdonsdgot felhaszndlva vezessiik be az alabbi (j je-
161€ést a fedésre:

(f(N): Na), ha Ny 2 N,
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Ezzel azt is tudjuk jelSlni, ha egy adott régidnak az Hénon-leképezés k-adik és (—1)-edik
képei fedik egymadst:
(H*(N); HTH(N)).

Smale bizonyitdsdban a megfelels régidk kétszeresen is étfedik egymdst. Igy e két
atfedés teriiletét azonositsuk ()1-gyel és (Q2-vel. A (), régid legyen a fixpont kornyezeté-
ben, mig a ()2 a k-adik és a (—[)-edik leképezésben kialakult metszéspont kornyezetében.
Jeloljiik a Q,-en kiviili teriiletet Q);-sal. Olyan kétdimenzids régiét (IV) kell tehat taldlni,
melyre az aldbbi feltételek igazak:

(HE(N) N Qi HTU(N) N Q1) (5.1)

(HF(N) N Qo HH(N) N Q2) (5.2)
HELHN) N Qo =0, HHH(N) N Qo = 0,

(HH(N) @) () (NN Q1) = 0.

A megfeleld sikidom csiicspontjainak a fixpont kornyékén kell lennie. A fixpont ga-
rantalt befoglaldsa:

([0.631354, 0.631355] , [0.189406, 0.189407]) .

E koriil fogjuk megkeresni a Smale bizonyitdsdnak megfeleld sikidomot. A kétszeres at-
fedéshez sziikséges (), és (- régidkat a stabil és instabil sokasag elhelyezkedése alapjin
a

VI = (0.50,0.25), V.9 =(0.70,0.25),
V= (0.50,0.13), V2 =(0.70,0.13),
VP = (0.55,0.13), V@ = (0.63,0.13),
V% = (0.55,0.07), V2 =(0.63,0.07)

csucspontokkal vettiik fel.
A GLOBAL eljarassal a keresésiink sikeres volt, és pu-re és v-re a 0.005 és a 0.0125
értékek megfelel6k, melyekkel a

VY = (0.621310, 0.195769), VN = (0.646011, 0.191917),

V¥ = (0.616698, 0.186896), V; = (0.641399, 0.183044)

négyszoget kaptuk (lasd az 5.8. dbran).

Ezzel bizonyitottuk, hogy az Hénon-leképezés tizenkettedik iterdltja utdn mindegyik
rendelkezik L-R tipust kdosszal. Igy mar csak a kilencedikre és a tizenegyedikre kellett
ezt megmutatni. Ezekre is sikeres volt a kordbban publikalt dltaldnos keresd eljards. Ezzel
bizonyitottuk, hogy az Hénon-leképezés Gsszes szoba johetd iterdltja rendelkezik L-R
tipusu kdosszal [11].
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stabil /

instabil

(a) A megfelel6 sikidom valamint a stabil és instabil sokasag el-
helyezkedése.

(c) A megfelels sikidom H® és H 1 melletti képei.

5.8. dbra. A Smale bizonyitasdnak megfeleld négyszogek €s ezek képei.
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5.10. A GLOBAL hasznosulisa az entropia szamitas terii-
letén

Galias és Zgliczyniski 2001-ben publikalt [39] egy alsé korlatot az Hénon-leképezésre.
A technikdjuk teljes mértékben emberi beavatkozdson mult, ,,kézzel tortént”. A periodi-
kus pontok és a stabil sokasdg elhelyezkedésének ismeretében probaltak elhelyezni olyan
régiokat, melyek rendelkeznek az elvart dtfedési tulajdonsdgokkal. Ebben a cikkben a leg-
jobb alsé korlatot ad6 szerkezetben 5 négyszoget (F;) vizsgaltak, melyek kozott az alabbi
atfedéseket talaltak:

P1 Pg P3 P4 P5
P 2
P2 2 2
Pyl 2 2
P, 1 3
P5 1

Ezzel a technikaval az entropidra egy 0.338-es also becslést kaptak. Ez az eljaras elég-
gé emberi erdforras igényes, igy mi megprobalkoztunk automatizdlni ezt az optimalizélds
segitségével.

A periodikus pontok ismeretében tobb kisérletet is tettiink arra, hogy optimalizalé el-
jarasunkkal kiilonb6z6 dtmenetmatrixoknak megfeleld négyszogeket keressiink. Az egyik

27 2z

legjobb, sikeres eredményt az entrépidra a kovetkez6 dtmenetmatrix alkalmazdsaval nyer-

tiik:
Q1 Q2 Q3 Q4
Q] 1 2
Q> 2 2 . (5.3)
Q3 22
Q| 2 2

A fenti dtmenetmatrixot és a beldle konstrudlhat6 0-1-es dtmenetmadtrixot illusztralja
az 5.9(b) abra és az 5.9(c) abra. A fenti fedési matrixhoz tartozé 0-1-es matrix karakte-
risztikus polinomja a

pA) =A% = AT = X N5 A3 N2

A matrix legnagyobb sajatértéke 1.465, azaz az entrdpia legaldbb 0.382.

Galias egy masik cikkében [38] publikalt tovabbi két, az el6z6 eredményénél jobb
eredményt az Hénon-leképezés entropidjara. Az eredményei tovdbbra is szamitogép nél-
kiil jottek 1étre. A gyengébb eredménye esetén Osszesen nyolc négyszoggel dolgozott,
melyek atmenetmatrixat illusztrdljuk az 5.9(a) dbran. Ehhez az dtmenetmatrixhoz tarto-
76 karakterisztikus polinom megegyezik a mi legjobb eredményiinkkel. fgy e két struk-
tirabdl kapott eredmény entrépidja megegyezik, mikozben a két dtmenetmatrix teljesen
kiilonb6z6 (1asd az 5.9(a) abrat €s az 5.9(c) abrat).

Galias a [38] cikkében megemlit még egy 29 régidt tartalmazo atfedés matrixot, mellyel
0.430-et kapott als6 korlatnak. Ez az érték mar kozel van a sejtett valodi entrépidhoz [39],
a 0.465-es értékhez. Az értékek alakuldsat lathatjuk az 5.10. dbrén.
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0 1
S 3./& S 1 SQ Q3 3
Q3 0
Sy & Ss 0 )
7 Q3 4
Se Ss
Qr @
(a) Galias eredményének atme- (b) Sajat eredménylink atmenet- (c) Sajat eredményiink kiterjesz-
netgrafja. grifja. tett &tmenetgrafja.

5.9. dbra. Azonos karakterisztikus polinomu dtmenetmatrixok.

0.346

0.338 0.357 0.382 0.430 0.465
I—— | | |
o | | |
ES L M B C

5.10. dbra. Az Hénon-leképezés entrépidjara bizonyitott alsé korlatok alakuldsa. Az E
érték Galias és Zgliczyriski elsd eredményét, S a H2-bdl kapott eredményiinket, L a lokalis
kereséssel kapott eredményiinket, M a Galias altal kapott €s az azonos eredményiinket adé
értéket, B az eddig ismert legjobb eredményt, mig C a sejtett értéket jeloli.

Osszegezve a technikdnk tjdonsagét, mig Galias az ellendrzéstdl a keresésig mindent
kézzel végzett, addig a mi mddszeriink esetében az ellendrzés teljesen automatizalt, és
a keresés is csak minimdlis emberi beavatkozast igényel, a feladat megolddsanak nagy
részét atvette az optimalizalas [8].

5.11. A GLOBAL hasznosulasa a plazmonika teriiletén

A plazmonika teriiletén tobb olyan probléma van, mikor egy-egy uj 6tlet Snmagdban
nem elegendd, hogy a benne rejld lehetdséget bemutassa. Sok esetben egy 1j struktira,
mely jobb az el6djeinél, alapesetben nem mutatja ezt a hatékonysagot. Sokszor a struk-
tira megfeleld paramétereinek a megtaldldsa is nagy feladat. Ezeket a problémaékat, a ko-
rdbbi matematika teriiletén fellelt problémdkhoz hasonl6an, optimalizaldsi problémdkka
konvertaltuk. A numerikus optimalizalas a GLOBAL eljardssal tortént, mig a célfiigg-
vény kiértékelése, illetve a feltételek teljesiilésének ellendrzése a COMSOL Multiphysics
program segitségével folyt.

Mivel sok esetben az optimalizdlandé probléma komoly informatikai nehézségeket
okozott, igy olyan keretrendszerre volt sziikségiink, mely konnyedén fejleszthets és a
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problémara hangolhaté. Az alapvetd probléma a COMSOL kiértékelések nagy iddigénye
volt, ezért is fektettiink nagy hangstlyt az optimalizadlonk parhuzamositdsara, de ezen
feliil tovébbi otletek is kellettek.

A GLOBAL alapvetden egy feltétel nélkiili optimalizal6 eljards. A problémdink egy-
t6l egyig tartalmaztak feltételeket. Egyszer(ibb esetekben ezek mér a paraméterekben je-
lentkeztek, de voltak olyan feltételek is, melyeket a modell kiértékelésével tudtunk el-
lendrizni. Mindkét esetben az optimalizalas teriiletén megszokott €s dltalunk mér korabb
tobbszor sikeresen alkalmazott biintet6fiiggvényes megoldast hasznéltuk. Ez azt jelenti,
hogy a feltételeket kiértékeltiik és amennyiben valamelyik feltétel nem teljesiilt, akkor a
célfiiggvény értékét noveltiik egy pozitiv konstanssal plusz egy a nemteljesiilés nagysa-
gaval ardanyos tényez6vel. Ha teljesiil, akkor az eredeti célnak megfeleld értéket veszi fel
a célfiiggvény. Az illusztracionkban legyen az adott paraméter x, mely mellett a feltétel-
ben szerepl$ c(x) szimuldcidval kapott értékre szeretnénk, ha C'-nél nagyobb lenne, mig
a g(z) értékét ezen feltétel mellett szeretnénk maximalizdlni, melyrdl tudjuk, hogy nem
lehet negativ. Ekkor a célfiiggvény:

C-c(x), hac(z)<=C

min : f(x) = {—g(X)a egyébként.

Ez a célfiiggvény szerkezet az optimalizal6t a megfeleld paramétertartomanyba tereli, igy
altaldban képesek vagyunk a feltételeknek megfeleld struktuirat taldlni.

A masik probléma az volt, hogy a COMSOL kiértékel6je elég nagy zajjal tudja csak
kiértékelni a fliggvényeket, és ennek a zajnak a csokkentése sok esetben a futdsi id6 nove-
kedésével érhetd csak el. Ezekben az esetekben az optimalizdl6 olyan irdnyu fejlesztésére
volt sziikség, amelynek segitségével az optimum keresése sordn kevésbé lesz érzékeny a
zajra, vagy a sziikséges pontossdgot automatikusan tudja hangolni a futds sordan. A zaj-
bdl eredd probléma foként a lokélis kereséknek okoz gondot. Ezek tipikusan hatékonyan
tudjak megtalélni a robosztus lokdlis optimumokat, de zajos fiiggvények esetén ezen lo-
kalis optimumok megtaldldsa nehezebb. Erre a szakirodalomban t6bb megoldas is van,
de sajnos ezek elég sok fiiggvénykiértékelést igényelnek [59]. Jelen esetben a problémat
az Unirandi nevi helyi keresd fejlesztésével oldottuk meg. Jelent6sen megemeltiik a haté-
kony irdny keresés megengedett probalkozdsainak szamat. Tovabbi hatékonysigot a vonal
menti keresés megallasi feltétel lazitasa hozott, ahol a zaj nagysdganak becsiilt mértékét
is figyelembe vettiik. Illetve a kiilonb6zd pontossdgi modellek esetében ezen vérhat6 zaj
nagysdga is valtozo volt, igy a keresés sordn a zaj mértéke is részben szabdlyozhaté volt,
természetesen a modell kiértékelési 1d6 rovdsara.

Talalkoztunk olyan problémakkal is, melyek esetében egy COMSOL-os kiértékelés
futdsi ideje tobb 6rdnyi volt. Szerencsére ezekben az esetekben nagyon jo kozelitd fiigg-
vénymodellek 1éteztek az optimalizdland6 célfiiggvényre. Azaz a globdlis viselkedése jol
leirhaté volt a fizikdabdl ismert kozelits fiiggvényekkel. Igy a sziikséges viselkedési val-
tozat megtaldldsdhoz a kozelit6 fiiggvény is alkalmas volt, de a szdmunkra érdekes vi-
selkedésnek nem volt ismert a képlete, igy megtaldlasdhoz mar sziikséges volt az eredeti
modell kiértékelése. Egy olyan helyi keresét fejlesztettiink, mely a valddi kiértékelést és a
kozelitd modellbdl szamitott kiértékelést hatékonyan tudta egyiittesen hasznélni. A loka-
lis keresés soran eleinte csak a kozelitd képletet hasznaltuk, mig mikor egyre kisebb volt
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5.11. 4bra. A vizsgélt négyféle detektor az optimalizdland6 geometriai paraméterekkel.

a 1épéskoz egyre tobbszor értékeltiik ki a modellt, mely kiértékeléseket a kozelité modell
illesztésére is tudtuk haszndlni.

Ezek a fejlesztések nélkiil tobb probléma szamunkra megoldhatatlannak bizonyult,
igy az adott feladat megkdvetelte a fenti fejlesztéseket, melyekkel aztan sikeresek voltunk.
Ezek a médszerek adott feladatokra lettek kifejlesztve, hasonlé problémédk megolddsara
szolgdl6 algoritmusok 6tletei alapjan. Mindegyik esetben az adott problémara lettek han-
golva, illetve sok esetben a modellek specidlis tulajdonsagait is kihasznaltuk. Emiatt a
megoldé mddszereink dltaldnos eljardsoknak nem tekinthetdk, a szakirodalomban fellel-
hetd hasonl6 eljardsokkal az 6sszehasonlitdsuk nem lehetséges.

Az elso fejlesztést igényld feladatban az volt a cél, hogy maximalizéljuk a szup-
ravezetd nanovezetékes egyfotondetektorok (SNSPD) polarizacids kontrasztjat [30]. Az
SNSPD-k négy kiilonboz6 nanoszal mintdzatd, egydimenzids periodikus plazmonszerke-
zettel integralt rendszerek, melyek képesek a p-polarizalt foton-szelektivitast kdzvetiteni a
niobium-nitrid szupravezeto felé. Ezen szupravezetd segitségével képesek a detektdlds té-
nyét rogziteni. Optimalizalasi szempontbdl a maximalis ardnyu detektdlds elérése mellett
tobb kiilonbozd kritérium teljesiilését kellett ellendrizni. Ezekhez méds modellek bedlli-
tasa és kiértékelése is sziikséges volt. A négy kapott struktirat é€s azok optimalizdland6
paramétereit az 5.11. dbran lathatjuk.

A kapott geometridkkal jobb polariziciés kontrasztot tudtunk elérni, melyek mind-
egyike jobb volt az addig publikélt legjobb eredményeknél.

A cél szempontjdbol hasonld feladat volt, amikor hdrom kiilonb6z6 homort eziist
mag-héj nanorezondtor konfigurdcié geometridjat optimalizaltuk. A cél az volt, hogy egy-
idejtleg javitsuk a bedgyazott szilicium tiresedési (S1V) gyémant szinkdzpontok gerjesz-
tését €s kibocsatasat [78]. Mint lathatd, itt a kettds, egymasnak ellentmond6 cél megfeleld
Osszehangoldsa is feladat volt. Ezen felil itt is feltételes optimalizalast végeztiink a SiV
szinkdzpontok 20-30—40 és 50%-os latszolagos kvantumhatékonysiganak (cQE) biztosi-
tasara. A feltételesen optimalizalt csatolt rendszereket a gerjesztés és az emisszio sugarza-
si sebességnovekedésének megfeleld szorzata jellemezte, amelyet P, faktorként jeloltiink
meg. Az optimalizélt, kozponti emittert tartalmazé gombmag-héj nanorezonator a kotési
dipoldris rezonancia révén képes jelentdsen novelni az emissziot.

A P, faktor 529-szeres 49,7%-os cQE-vel az emisszional. Az emitter decentralizalasa
magasabb rendii nem sugarzé tobbpdlusi médok megjelenéséhez vezetett, ez a jelenség
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korabban nem volt ismert. Az optimalizalt ellipszoid mag-héj rezonator transzverzdlis
és longitudindlis dipoldris rezonancidjat a gerjesztésre €s az emissziora hangoltuk, ami
6,2-10° P, faktort eredményezett. A rid alakd homort mag-héj nanorezondtorok hason-
16 transzverzélis és longitudinalis dipoléris rezonanciat aknaznak ki, riaddsul antennasze-
ri geometridjuknak koszonhetSen jelentSsen fokozzak a fluoreszcencidt. A 8,34 - 10°-es
javuldst mutaté P, tényezd elérhet6. Ennél a rendszernél tobb esetben uj fizikai jelensé-
get fedeztiink fel, mely a vizsgalt rendszerekben nem volt kordbban megfigyelt. Illetve a
korébbi feladatokhoz hasonldan, jobb értékeket tudtunk elérni a kordbban publikéltakhoz
képest. A talalt objektumok gerjesztését és emisszigjat az 5.12. dbrdn lathatjuk.
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5.12. dbra. A vizsgélt haromféle mag-héj nanorezondtorok.

A kovetkez6 feladatban az optimalizdlonak a f6 célja nem egy maximélis érték elérése
volt, hanem egy olyan jelenség keresése, amelynek még az el6forduldsa sem volt bizonyi-
tott a szakirodalomban. Mint lathaté volt, kordbban nem tudatosan, de ilyen jelenségeket
taldltunk mds rendszereknél is. Bar akkor az eredeti célokat jobban teljesitd rendszerek
kivételesen hoztak ilyen jelenségeket, nem tudatosan kerestiik 6ket. De pont az optimali-
zalo, igymond black-box-ként valé alkalmazasdnak érdeme volt ez, mivel ratalalt ezekre
a ritka, kirfvéan j6l viselked6 rendszerekre.

A jelen esetben egy- és tobbrétegii szubhulldmhosszi periodikus Babinet-komplemen-
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5.13. 4bra. A konvex-konkdv-konvex komplex mintazatrétegekkel felépitett haromdimen-
zi6s struktira.

ter mintdzatokat vizsgaltunk, amelyek lekerekitett nanoobjektum minitombokbdl allnak.
A konvex-konkdv-konvex komplex mintazatrétegekkel felépitett haromdimenzids struk-
turdk negativ torésmutatot eredményeztek a lathatd tartomany hatdran mind linedrisan,
mind korkorosen polarizalt fénymegvildgitasnal. Ennek az az oka, hogy a konvex nano-
objektumok dipoléris médusai rétegkozi csatolds révén szinkronizdlva vannak a homorud
nanoobjektumokon egyidejiileg 1étezd forditott dip6lusokkal. Ezen tulajdonsdgot mutatd
objektumok geometridjdnak megtaldldsan kiviil informatikai eszk6zokkel kellett vizsgalni
a szinkronizacioét is [82].

5.12. Osszefoglalas

A fejezetben targyalt GLOBAL algoritmus kordbban mar tobb problémat sikeresen
oldott meg. Jelen fejezetben egy olyan hidnypo6tlo fejlesztés egyik részletét mutattam be,
aminek a jelenlegi kutatdsaimban nagy hasznét veszem. Ez a GLOBAL Java valtozatdnak
hatékony parhuzamositdsa olyan esetekre, amikor a célfiiggvény kiszdmitdsa extrém kolt-
ségesnek mondhatd. A doktorandusz hallgatéimmal tobb fejlesztést is végrehajtottunk a
GLOBAL Java valtozatdn. A fejlesztés mennyiségébdl adéddan is tobb emberes munka
volt. A munka programozoéi részét foként a didkok végezték. A fejlesztés 0sszehangola-
sa, az alapvetd koncepcidk meghatarozdsa az én hozzdjaruldsom volt. Tobb parhuzamos
valtozat is késziilt, melyek otletei a fejlesztés sordn alakultak ki Zombori Déniel dokto-
randuszommal egyiittmiikodve. A jelen dolgozatban az egyik ilyen valtozatot irtam le,
amivel tobb nehéz feladatot is sikeriilt megoldanunk.

A fejezet végén bemutatok még par régebbi eredményt, melyeket a GLOBAL koréb-
bi véltozataival oldottam meg. Ezek az Hénon-leképezés kaotikus régidinak keresésére és
entrépia értékére vonatkoz6 eredmények. Ezen munkdim foként Garay Barna tarszerzom-
mel egyiittmiikodve valdsultak meg, amiben az 6 szerepe foként a matematikai hattérrel
vald megismertetés volt. A szamitogépes megoldast méar sajit eredményemnek tekintem.
Az utdbbi években a bemutatott parhuzamos algoritmust haszndlom és magam fejlesz-
tem az egyedi igényekhez igazitva, melyekbdl harom plazmonikaval kapcsolatos példat
roviden be is mutatok. De ezeken feliil szimos tovabbi cikk jott 1étre ezzel a valtozattal
hasonl¢ teriileteken, melyekben az informatikai vonatkozasu eredményeket magaménak
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tekintem, illetve timogatom a fizikus csapatot azon otleteimmel, hogy mik azok a kérdé-
sek, amik megvalaszolhatok informatikai eszkozokkel [31, 79, 81, 83, 84, 86, 87].

93



banhel yi . bal azs 224 24
DOKTORI ERTEKEZES

94



banhel yi . bal azs 224 24

Koszonetnyilvanitas

Eziton szeretném megkoszonni elsdsorban Csendes Tibornak, Garay Barnanak, Hat-
vani Laszlonak €s Krisztin Tibornak a segitségét, akik érdekes matematikai problémakkal
ismertettek meg, otleteket nyujtottak azok megolddsahoz, illetve megszerettették velem a
kutatast.

Koszonetet mondok tovdbba tarsszerz6imnek, akik a tudomanyos munkamat segitet-
ték, a kutatdsi eredményeim elérésében és publikdldsdban segédkeztek.

Kiilonosen hélds vagyok azoknak a didkjaimnak, akik a kutatdsaimban részt vettek és
sok feladatot elvégeztek ezekben. Tobb eredményem ezen segitség nélkiil a munkaigény
nagysdga miatt 1étre sem johetett volna. Kiilonosen két doktoranduszomat emlitem, akik
fiatal hallgat6 koruk 6ta részt vettek ezekben a munkékban és Gtleteikkel is segitettek.

Végiil, de nem utols6 sorban héldval tartozom sziileimnek, piromnak és gyerekeim-
nek, hogy tiirelmiikkel, megértésiikkel és segitségiikkel timogattak.
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7. Algoritmus. GLOBAL

Input

F:R* - R

a,b € R™: lower and upper bounds
Output

opt € R™: a global minimum candidate

1: i< 1, N < 100, A < 0.5, opt < o0

2: new, unclustered, reduced, clustered « {}

3: while stopping criteria is false do

new < new U generate N sample from [a, b] distributed uni formly
merged < sort clustered U new by ascending order regarding F’
last < i- N - A

reduced «+ select [0, ..., last] element from merged

x* + select [0] element from reduced

9:  opt < minimum of {opt, z*}

10: clustered, unclustered < cluster reduced

11:  new <+ {}

12:  while size of unclustered > 0 do

A A

13: x < pop from unclustered

14: x* + local search over F from z within [a, b]
15: opt < minimum of {opt, x*}

16: cluster z*

17: if z* is not clustered then

18: create cluster from {z*, z}

19: end if

20: end while
21: 1—i+1
22: end while
23: return opt
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8. Algoritmus. Recursive-single-linkage-clustering

Input

F': objective-function
Input-output

clusters: cluster-set

unclustered: sample-set

I: newly-clustered := create-set(type: sample, values: empty)
2: N := count(values: samples-of(clusters)) + size(unclustered)
3: critical-distance := calculate-critical-distance (sample-count: V)
4: clustered-samples := create-set(type: sample, values: empty)
5: for all cluster: cluster in clusters do
6:  for all sample: sample in cluster do
7: add(value: sample, to: clustered-samples)
8:  end for
9: end for
10: for all sample: cs in clustered-samples do
11:  for all sample: us in unclustered do
12: if distance(from: us, to: cs, type: co-norm) < critical-distance and F(cs) < F(us) then
13: move(value: us, from: unclustered, to: newly-clustered)
14: add(value: us, to: cluster-of(cs))
15: end if
16:  end for
17: end for
18: while size(newly-clustered) > 0 do
19:  buf fer := create-set(type: sample, values: empty)
20:  for all sample: us in unclustered do
21: for all sample: cs in newly-clustered do
22: if distance(from: us, to: cs, type: co-norm) < critical-distance
and F'(cs) < F'(us) then
23: move(value: us, from: unclustered, to: buf fer)
24: add(value: us, to: cluster-of(value: cs)
25: end if
26: end for
27:  end for

28:  newly-clustered := buf fer
29: end while
30: return clusters, unclustered
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9. Algoritmus. GLOBALJ
Input

F': objective-function
a: vector

b: vector
termination: criteria
clusterizer: module

local-search: module
Output
optimum-point: sample
optimum-value: float
1: optimum-value := oo, optimum-point := null, N := 100, A := 0.5
2: search-space := create-distribution(type: uni form, values: [a, b])
3: reduced := create-list(type: sample, values: empty)
4: clusters := create-list(type: cluster, values: empty)
5: unclustered := create-list(type: sample, values: empty)
6: while evaluate(condition: termination) = false do
7 new := create-list(type: sample,
values: generate-samples(from: search-space, count: N))
8:  add(values: new, to: reduced)
9: sort(values: reduced, by: F', order: descending)
10:  remove(from: reduced, range: create-range(first: 1, last: [i - N - A]))

11:  add(values: select(from: reduced, holds: in(container: new)),
to: unclustered)
12: clusters, unclustered := clusterizer.cluster(objective-function: F,

unclustered: unclustered, clusters: clusters)
13:  while size(unclustered) > 0 do

14: x := select(from: unclustered, index: 1)

15: x* := local-search.optimize(function: F, start: x, over: [a, b])

16: if F'(z*) < optimum-value then

17: optimum-point := x*, optimum-value := F(z*)

18: end if

19: clusters, unclustered := clusterizer.cluster(objective-function: F',
unclustered: {z*, x}, clusters: clusters)

20: if cluster-of (z*) = null then

21: cluster := create-cluster(type: sample, values: {z*, z})

22: add(value: cluster, to: clusters)

23: end if

24: clusters, unclustered := clusterizer.cluster(objective-function: F',

unclustered: unclustered, clusters: clusters)
25: end while
26: end while
27: return optimum-point, optimum-value
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10. Algoritmus. PGLOBAL

Input

Output

A ol T

O I I R R R e e N = e B
e T A AR S S ol S

29:
30:
31:
32:
33:
34
35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:

F:R™ — R; a,b € R™: lower and upper bounds; N: number of worker threads; mazSampleSize:
maximum number of generated samples; newSampleSize: number of samples generated for every
iteration; reducedSampleSize: number of best samples chosen from the new samples; batch size:
number of samples forwarded to local search after clustering (if O use the number of currently free
threads)

optimum: best local optimum point found

samples, unclustered, origins < {}
optimum <— maximum value

start N — 1 new threads

while true do

if check stopping criteria then
break
else if origins is not empty then
origin <— remove from origins
if origin is null then
continue
end if
localopt < local search over F' from origin within [a, ]
optimum < minimum of {optimum, localopt}
call clusterize optimum (origin, localopt)
else if check iteration count stopping criteria then
break
else if clusterizer is active then
call clustering samples (critical distance)
if this is last clustering thread then
origins < remove batch size from unclustered
if |unclustered| = 0 then
set clusterizer to inactive
increase iteration count
end if
end if
wait until all clustering threads reach this point
else if clusterizer is inactive and |samples| > newSampleSize then
lock samples
samples < sort samples by ascending order regarding F'
unclustered + remove [1, ..., reducedSampleSize] element from samples
update critical distance
set clusterizer to active
unlock samples
else if check sample count stopping criteria then
break
else
lock samples
samples < samples U generate a new sample from [a, b] distributed uniformly
optimum < minimum of {optimum, new sample}
unlock samples
end if

42: end while
43: return
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11. Algoritmus. Clustering samples

Input

critical distance: single linkage distance threshold
State before

clustered: previously clustered samples

unclustered: new samples to be clustered
State after

clustered: clustered U new clustered
unclustered: unclustered \ clustered

1: while clusterizer is active do

2 sample < remove from unclustered
3 if sample is null then

4 return

5:  endif

6:  if sample is fully examined then

7 sample — insert into unclustered
8

: continue

9:  endif
10:  insider < find next element in clustered which is not compared to sample
11:  cluster < null

12:  while insider is not null do
13: if ||sample — insider||2 < critical distance and sample value > insider value then
14: cluster « cluster of insider

15: break
16: else
17: insider <— get next element from clustered which is not compared to sample
18: end if

19: end while
20: lock all cluster modifications
21: if cluster is null then

22: sample — insert into unclustered

23:  else

24: sample, cluster — insert into clustered
25: if center point of cluster < sample then
26: center point of cluster <— sample

27: end if

28:  endif

29:  if all samples are examined then

30: set clusterizer to clean up

31:  endif

32: unlock all cluster modifications

33: end while

34: return
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12. Algoritmus. Compare optimum to clusters

Input
optimum: clusterizable optimum point

clusters: previously created clusters

critical distance: single linkage distance threshold

Return value

cluster: the cluster which contains the optimum
cluster < find next element in clusters which is not compared to optimum
while cluster is not null do

center < center point of cluster

if ||center — optimum||o < critical distance/10 then

return cluster

end if

cluster + find next element in clusters which is not compared to optimum
end while
return null

VRN RN

13. Algoritmus. Clusterize optimum

Input
origin: starting point of the local search which lead to optimum

optimum: optimum point to be clustered
State before
clusters: previously created clusters

clustered: previously clustered samples

critical distance: single linkage distance threshold
State after
clusters: clusters U new clusters
clustered: clustered U {origin, optimum}
critical distance: updated single linkage distance threshold
cluster < call compare optimum to clusters (optimum, clusters, critical distance)
lock all cluster modifications
if cluster is null then
cluster « call compare optimum to clusters (optemum, clusters, critical distance)
if cluster is null then
cluster <— new cluster
center point of cluster < optimum
cluster — insert into clusters
end if
end if
: origin, cluster — insert into clustered
1 optimum, cluster — insert into clustered
: if center point of cluster < sample then
center point of cluster < origin
: end if
: update critical distance
: unlock all cluster modifications

AN

[ o S S e e e T
N N
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