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Biralat Banhelyi Balazs MTA doktori értekezésérol

A doktori mi célkitlizése megbizhaté szamitasok és optimalizald eljardsok alkalmazasa
differencidlegyenletek vizsgalatara, kaotikus palyak létezésének igazolasara, fedési eljarasok
ellendrzésére, valamint neuralis halok megbizhatosdganak eldontésére.

A disszertacio Ot fejezetben mutatja be a szerz6 eredményeit, melyekbdl kettében
matematikai elméleti kutatdsokrol, kettében optimalizalassal kapcsolatos algoritmusokrél az
utolsoban pedig egy globalis szélséértékkeresd modszer elsésorban programozasi vonatkozasu
eredményeirdl olvashatunk.

Az 1. fejezet a szerz6 Wright-sejtés megoldasahoz vald hozzajarulasat mutatja be. A
sejtés szerint a z'(t)=-a z(t-1)(1+z(t)) differencialegyenlet megoldasai nullahoz tartanak o<m/2
esetén. A sejtést a primszdmtétel bizonyitdsa motivalja, Wright belatta, hogy bizonyos
véletlenszertiséget feltételezve a primek eloszlasarol, a primszamtétel kovetkezik abbol, hogy
a differencidlegyenlet -1-nél nagyobb megoldéasai mind nulldhoz konvergalnak a=log(2) esetén.
A szerz6 bemutatja, hogy a sejtés hogyan igazolhato a<1.5 esetén, majd ismerteti a sejtés teljes
bizonyitasanak menetét a= m/2-ig. A fejezet f6 eredménye egy megbizhatd numerikus
algoritmus kidolgozasa a Wright-sejtés véges dimenzios valtozatanak a megoldasara. Ennek
egyik lényeges eleme egy intervallum aritmetikdn alapuld trajektoria kovetd eljaras, mely
sziikséges volt a trajektoria pontosabb korlatainak levezetéséhez. Ezek segitségével és az
algoritmus parhuzamositasaval sikeriilt a szerzonek a sejtést igazolnia a < 1.57065 értékekre.
Ezen eredményekre épitve a sejtést m/2-ig mas szerzok igazoltak.

A 2. fejezetben egy fékezett inga kényszerrezgéseit leir6 masodrendli kozonséges
differencialegyenlet, X"(t)= cos(t)-sin(x(t))-0.1x'(t) kaotikus megoldasait vizsgalja a szerzo.
Hubbard sejtése szerint tetszdleges L, R, M sorozathoz megadhatd olyan kezdeti feltétel,
amelybdl indulé megoldas a sorozat szerint balra, jobbra, illetve nem halad 4t az als6 egyensulyi
helyzeten az egymdast kovetd 2mhosszusdgu iddintervallumokban. A szerzOnek
intervallumaritmetikat alkalmaz6 modszerrel sikeriilt igazolnia ezt a sejtést, amely lényegében
kaotikus megoldasok létezését jelenti. Ezutdn az instabil periodikus megoldds (amely a
gerjesztés nélkiili esetben a felsd instabil egyensulyi helyzetnek felel meg) stabilizalhatdsagat
(kontrolljat) mutatja meg olyan kiilsé erd segitségével, amely a felfiiggesztési pontot
periodikusan mozgatja. Ehhez 1ényegében egy hat valtozos differencialegyenlet-rendszer adott
periodikus megoldas koriili linearizalasdban a sajatértékek valosrészének negativitasat kell
megbizhaté numerikus szamitassal igazolni.

A 3. fejezet intervallumaritmetika alapi megbizhat6 fedési algoritmusok 1étrehozéasarol
¢és optimalizalasarol szol. A feladat egy sikbeli korlatos, zart €s 6sszefiiggd halmaz fedése adott
kozépponta korokkel. A korok sugaranak meghatarozasa a feladat. Ehhez elszor az adott
halmazt kell a koordinatatengelyekkel parhuzamos oldala téglalapokkal fedni, majd
intervallumaritmetikai szamitasokkal igazolni, hogy adott sugarak valasztasaval minden
téglalap fedve lesz valamelyik korlappal. Az alkalmazasok szempontjabol fontos lehet, hogy a
korsugarak négyzetdsszege minimalis legyen, ezért a megengedett megoldasok koziil az
algoritmusnak az optimalis megoldast kell kivalasztania. A szerz6 bebizonyitotta, hogy az altala
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kidolgozott algoritmus eldirt pontossaggal megtalalja az globalisan optimalis megoldést
tetszOleges kompakt 0sszefiiggd halmaz lefedésére.

A dolgozat 4. fejezetében a megbizhaté szadmitdsokra vonatkozd ismereteit arra
alkalmazza a szerzd, hogy mesterséges neuralis halozatok pontossagat osztalyozasi
feladatokban tesztelje. Ismert, hogy az osztalyozasban drasztikus hiba Iéphet fel, nevezetesen a
példékban az emberi szem 4ltal Iényegében azonosnak értékelt képet a halo két kiilonb6zd
osztalyba sorol, ezt nevezik ellenséges példanak, vagy adverzialis tamadasnak.) Ezek
kikiiszobolésére bizonyos feltételek teljesiilését kell ellendrizni, hogy egy bemenet egy
bizonyos kdrnyezetében azonos kimenetet ad-e a hald. Ez egészértékii linearis programozasi
feladatra vezet és a neuralis halo verifikalasanak nevezik. Erre tobb algoritmus ismert. A szerzd
ezek koziil az egyiket vizsgalta, és konstrudlt egy olyan neuralis halot, melyet més halokba
beépitve képes a verifikald eljarast félrevezetni. Ezen részhalo létrehozasa soran a verifikalasi
technika ismeretén tal sziikség volt az optimalizalas és megbizhatd szdmitasok soran szerzett
tapasztalatai 6tvozésére.

A dolgozat 5. fejezete a GLOBAL algoritmus parhuzamositasanak és alkalmazasainak
bemutatasaval foglalkozik. A GLOBAL eljaras egy alapvetd fontossagu feladatot, n-valtozos,
valos értekli fliggvények globalis szélséértékének kiszamitasat, oldja meg. A fejezet elsd
szakaszai az algoritmust mutatjdk be nagy vonalakban, amely a témdaval foglalkozo
szakértoknek szol. Az 5.4-5.6 szakaszokban a parhuzamositas nehézségeit ¢és
megvalosithatosagat targyalja a szerzd, majd két elméleti példan illusztralja a hatékonysagat.
Az eljaras fontos eleme, hogy a nehezen kiszamithatd optimalizaland6 fiiggvény minél
kevesebb hivasaval megtalalhatd legyen a szélsdérték. Az 5.9 és 5.10 fejezetekben a Hénon-
leképezés esetében a Smale-patkohoz hasonlo tartoméany keresésével illusztralja a GLOBAL
alkalmazhatdsagat. Végiil az 5.11 szakaszban fizikai modellekre alkalmazza az eljarast.

Az értekezéssel kapcsolatos kérdéseim a kovetkezok.
e Az 1. fejezet eredményei rendkiviil technikai jelleglick. Mennyire alkalmazhat6 a
kifejlesztett modszer altalanosabb kontextusban, pl. mas tipusu differencialegyenletekre?

e Mia2.2 és 2.3 szakasz konkluziodja a 2. fejezet kiinduld kérdése kapcsan? Allithatjuk, hogy
példaul p>3 esetén stabilizalhato a felsd egyensulyi allapot?

e A 3.5 fejezetben bemutatott eredmények mesterségesen generalt példakra vonatkoznak.
Van-e a jeloltnek tapasztalata az algoritmus alkalmazhatdsagarol nagy méretli fedési
feladatok megoldasa tekintetében, kiilondsen valamilyen gyakorlati kérdéssel
kapcsolatban?

A dolgozatban elirasok alig talalhatok, de a megértést a pontatlan megfogalmazas tobb helyen
neheziti. Ezekkel kapcsolatos észrevételeim a kovetkezok.
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Az 1.1 Allitas bizonyitdsa nincs bemutatva. Ennek nyilvanvalonak kellene lennie az
allitas utani dbrak alapjan, vagy az irodalomban valahol megtalalhat6? Az 1.2 Abra (b) részében
alfa el6tt nem kellene a negativ eldjel.

Az (1.6) egyenl6tlenség az abran illusztralva van, de jo lenne latni az elméleti
levezetését is.

Az 1.6 Abra alairasabol nem deriil ki, hogy mely fiiggvényeket mutatja. Az 1.2 Allitas
bizonyitasat az é&bra alapjan nyilvanvalonak tekintjiikk, vagy az irodalomban a kénnyen
kovethetd bizonyités elérhetd?

A 13. oldal aljan a fiiggvény argumentuméban az intervallum szerepel. Ennek a
jelolésnek a magyarazata fontos lenne a képlet bevezetése elott.

A 2.1 fejezetben miért valasztjuk a gamma=0.1 értéket?

J6 lenne irdanymutatast latni a 32. oldal aljan levé becslés levezetésére.

Mi indokolja a 2.4 szakaszban az a=0.5, p=4 valasztast? Lehet-e elméleti uton ilyen
értékhez jutni, illetve megadhat6-e ezen paraméterekre egy intervallum, amelyben a megfeleld
értékek vannak?

A 4. fejezet eredményei nagyrészt szamitogépes vizsgalatokon alapulnak, igy az olvaso,
aki a programok futdsit nem latta, a szoveges leirasbol nehezen tudja kdvetni a
gondolatmenetet.

A 4. fejezetben a (4.1) feltétel atfogalmazéisa a (4.2) és (4.3) egyenlOtlenségekre
részletesebb magyarazatot igényel.

A 4.6 Abra alairdsaban segitene magyarazat, hogy mihez tartozik a felsé és az also sor.

Az 5.1 szakasz elején a minimalizalandé fliggvény nem a valds szdmok halmazan,
hanem az n-dimenzios vektorok halmazan van értelmezve és valos értéki.

Az 5.1 Tételben a jeloléseket ismertetni kellene, igy nem kovethetd az allitas.

Az 5.4 Definicioban és az 5.5 Abran szerepld jeloléseket nem vezeti be a szerzé, igy a
hozzajuk tartoz6 magyardzat nem értheto.

Az 5.10 szakaszban nincs értelmezve az adott kontextusban az entropia jelentése, sem
a karakterisztikus polinomok szarmaztatasa. Igy az 5.10 Abran 6sszefoglalt eredmény nem
értelmezhetd.

Az 5.11 szakaszban bemutatott fizikai problémak verbalis leirasabol nem lehet a
vizsgalt matematikai feladatot azonositani, igy nem értékelhetd a dolgozatban szerepld leiras
alapjan az eredmény. A szakasz végén idézett [82] cikkben sem mutatjdk be a vizsgalt
matematikai modellt.

A fent ismertetett eredmények azt mutatjak, hogy a jelolt kutatdsai soran komoly
technikai eszkozkészlet segitségével erds és mély elméleti eredményeket ért el, és a gyakorlati
alkalmazasokban is hasznosithato sikeres vizsgalatokat végzett. A doktori mii magyar nyelven
késziilt, az elért eredmények bemutatasa sajnos sokszor nagy vonalakban torténik meg, az
olvaso, aki maga nem futtatta az algoritmusokat, nem érti meg a leirasbol a megoldas
gondolatmenetét. A magyarul irt tézisfiizet 6sszefoglalja az elért eredményeket, amelyeket 1)
tudomanyos eredménynek ismerek el. A doktori munka mintegy 100 hivatkozast tartalmaz,
jelezve a szerz0 tajékozottsagat kutatasi teriiletén.
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A jelolt kdzleményei tulnyomorészt folyoirat cikkek formajaban jelentek meg, mintegy
30 publikacidja szerepel a hivatkozasi listaban. Néhany publikacioja igen rangos nemzetkozi
folyoiratban jelent meg. Tobb dolgozata neves hazai kutatokkal kozos munka, mutatja, hogy
aktivan részt vesz a tudomanyos ¢életben

Osszefoglalva, az értekezés egy fontos, aktualis témaban mutat be értékes j
eredményeket, amelyek eléréséhez 1) mddszerek kidolgozasara, jelentds technikai nehézségek
legy6zésére volt sziikség. Banhelyi Balazs a megbizhato szamitasok, valamint az optimalizalasi
eljarasok vizsgalatanak elismert hazai képvisel6je. Szamos 0j eredményt publikalt a téma
folyoirataiban. Munkéssagéaval 1ényegesen hozzajarult e teriilet tovabbi fejlédéséhez.

Az értekezésben bemutatott eredmények megfelelnek az MTA doktori disszertaciokkal
szemben tamasztott kovetelményeknek, ezért javaslom az értekezés nyilvanos vitara bocsatasat,
¢s sikeres védés esetén az MTA doktora fokozat odaitélését.

Budapest, 2025. szeptember 26.
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