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Bár a gráfokat teljesen absztrakt módon lehet definiálni, egy gráfelmé-
lész mindig egy paṕırra vagy táblára rajzolt gráfot képzel el. Elmondható,
hogy a gráfok rajzolása és megjeleńıtése számos szempontból elengedhetetlen.
Többek között azért is, mert a valós életbeli problémák gyakran támaszta-
nak bizonyos gyakorlatban előforduló követelményt a lerajzolásra. Ez az
elmúlt évtizedekben számos érdekes fogalmat eredményezett. A śıkgráfok
vizuálisan a gráfelmélet legalapvetőbb objektumai. Kuratowksi tételével
mindenki találkozik egyetemi tanulmányai során. Azt mondja ki, hogy a
śıkbarajzolhatóság hatékonyan ellenőrizhető két speciális gráf, a K5 és a K3,3

topológikus részgráfként való keresésével. Az Euler-formula szerint bármely
n-csúcsú śıkgráf legfeljebb 3n− 6 élet tartalmazhat. Mivel a legtöbb gráfnak
ennél több éle van, ezért valamilyen fogalommal le kell ı́rnunk, hogy ezek
bonyolultságban milyen messze vannak a śıkgráfoktól.

A gráfelméletben az egyik legalapvetőbb kérdés a következő: Ha adot-
tak egy nagy gráf G és egy kis gráf H, akkor tartalmazza-e a G a H-t
részgráfként? Innen el lehet térni számtalan különböző irányba. Kereshetjük
az n-csúcsú G gráfok között az élek maximális számát úgy, hogy ne legyen
H részgráfja. Ez Turán-t́ıpusú problémákhoz vezet. A tartalmazási viszonyt
módośıthatjuk, és kereshetjük H-t minorként G-ben. Ez a lenyűgöző Gráf
Minor elmélethez vezet, amelyhez mi is hozzájárultunk rendḱıvül csekély
mértékben.

Mi a következő utat követjük. Feltételezhetjük, hogy G összefüggő gráf.
Legyünk mohók. A kombinatorika számos ágában létezik olyan meta-tétel,
mely szerint ha egy S struktúrában két példányt találunk egy adott R rész-
struktúrából, akkor S teljes felbontása lehetséges R példányaira. Találhatunk
a G gráfban sok diszjunkt H részgráfot úgy, hogy az egész nagy gráfot H
példányaival kitöltsük? Kronológiailag talán az első ilyen t́ıpusú kérdések
egyike teljes gráfok felosztása Hamilton-utakra vagy körökre. Walecki konst-
ruált teljes n csúcsú gráfokon Hamilton-felbontást páratlan n-ekre. Egy
ennél általánosabb probléma az Oberwolfach-sejtés, melyet Ringel vetett
fel. Természetes folytatás más gráfok keresése, melyek teljesen felbonthatók
kisebb gráfok példányaira. Mik a szükséges feltételek? Milyen gráfparamé-
terekkel van összefüggésben a felbontás létezése? A legegyszerűbb H, amit
figyelembe vehetünk, a K2. Nyilvánvalóan bármely G gráf felbomlik éleinek
uniójára. A következő legegyszerűbb H a 2-élű út, más néven cseresznye.
Ez már Kotzig egy kis eredménye, hogy minden G gráf, amely páros számú
élből áll, cseresznyékre bomlik. Még egy eredményt megemĺıtünk. Minden
2-szeresen élösszefüggő 3-reguláris gráf 3-élű utakra bomlik. Ez igaz még a
Petersen-gráfra is.
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2. Fejezet
Irányszám és geometriai vastagság

2002 körül gráfok egy speciális ábrázolását tanulmányoztuk, ahol az élek
egyenes szakaszok és csak az adott irányokban mehetnek [A]. Ez a korábban
vizsgált királynő-gráfok általánośıtása.

Legyen P (x1, y1) és Q(x2, y2) két különböző pontja az ℓ egyenesnek az

R2 valós śıkon. Az ℓ egyenes meredeksége M(ℓ) =
y2 − y1
x2 − x1

∈ R ∪ {∞}.
Legyen S ⊂ R∪ {∞} meredekségek egy halmaza. A śık bármely A halmaza
meghatároz egy gráfot a következő módon: Legyen P,Q ∈ A szomszédos ha
az ℓPQ meredeksége benne van S-ben. Ezt a gráfot jelölje G(A;S). A G gráf
S-irányú ha létezik egy A ponthalmaz úgy, hogy G ≃ G(A;S). Egy G gráf k-
irányú ha létezik egy k-elemű S meredekséghalmaz és egy A ponthalmaz úgy,
hogy G ≃ G(A;S). Adott G gráf esetén a minimális ilyen k-t irányszámnak
nevezzük és jele sl(G).

Egy gráf 1-irányú, ha minden komponense teljes gráf. Az ilyen gráfokat
h́ıvjuk ekvivalencia gráfoknak.

1. Tétel/Theorem 1. A következő álĺıtások ekvivalensek:
(i) a G gráf 2-irányú;
(ii) az E(G) élhalmaz 2-sźınezhető (piros és kék) úgy, hogy mindkét sźınosz-
tály élei egy ekvivalencia gráfot definiálnak;
(iii) a G gráf nem tartalmazza fesźıtett részgráfként a következőket: K1,3,
legalább 5 hosszú páratlan kör, K−

4 (a 4 csúcsú teljes gráf, melyből 1 élet
elhagyunk).

Egy gráf outerplanar, ha úgy rajzolható le śıkgráfként, hogy minden csúcs
a külső tartománnyal határos. Megmutattuk, hogy ezen gráfokra a kis maxi-
mum fokból következik hogy az irányszám is kicsi.

2. Tétel/Theorem 2. Ha G egy outerplanar gráf, melynek maximum foka
3, akkor sl(G) ≤ 3.

Néhány alapvető kérdést tettünk fel [A]-ban. Van-e olyan G gráf, melyre
sl(G) értéke tetszőlegesen nagy az n-hez képest? Korlátos fokú gráfoknak
korlátos-e az irányszáma? A témáról tartottam egy előadást az ETH Zürich-
en 2004-ben, és szerencsére Jirka Matoušek ott volt a közönségben. Bátoŕı-
tott arra, hogy olvassam el könyvének releváns oldalait, és alkalmazzam
az irányszámra. Két nap alatt eljutottunk a megoldáshoz. Kiderült, hogy
általában léteznek olyan gráfok, melyeknek az irányszáma jóval nagyobb a
csúcsszámnál.
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4. Tétel/Theorem 4. Minden ε > 0 és n > n(ε) esetén, létezik egy n-
csúcsú G gráf, melynek irányszáma

sl(G) ≥ n2

(4 + ε) log n
.

Korlátos fokszám esetén is nagy lehet az irányszám. Ha ∆ ∈ {5, 6, 7, 8},
akkor még lineárisnál lassabban nő n függvényeként.

5. Tétel/Theorem 5. Bármely ∆ ∈ {5, 6, 7, 8} esetén, minden olyan ε
esetén, melyre 0 < ε < ∆−4, és elegendően nagy n > n(∆, ε) esetén, létezik
∆-reguláris n-csúcsú G gráf, melyre sl(G) > n(∆−4−ε)/4.

Nagyobb ∆-ra viszont már lineáris a növekedés. Világos, hogy sl(G) ≤
n

2
∆, vagyis a következő eredmény közel optimális.

6. Tétel/Theorem 6. Bármely ∆ ≥ 9, ε > 0 és n > n(∆, ε) esetén, létezik
egy ∆-reguláris n-csúcsú G gráf, melynek irányszáma

sl(G) > 1
4
((1− ε)∆− 8)n.

A bonyolultabb gráfokat több szempontból hasonĺıthatjuk a śıkgráfokhoz.
Ezek közül két gyakori: a metszési szám, és az egy élen lévő keresztezések
száma. Most két másikat is megemĺıtünk, amelyeket [B]-ben használtunk.

Egy G gráf vastagsága az a minimális k szám, amelyre G felbomlik k
darab śıkgráf uniójára. Ez egy klasszikus, sokat vizsgált gráfparaméter. Ha-
sonlóan, egy lerajzolt D gráf lerajzolt vastagsága a minimálisan szükséges
D-beli śıkgráfok száma, amelyre D előáll ezek uniójaként. Minden śıkgráf
śıkbarajzolható úgy is, hogy előre rögźıtjük a csúcsok helyét. Ezért minden
k vastagságú G gráfnak van k lerajzolt vastagságú realizációja is. Viszont
ekkor lehet hogy nagyon kanyargós éleket kell a lerajzolásban használni.

Ez motiválja a geometriai vastagság fogalmának bevezetését. Egy ge-
ometriai gráf vagy geometriai śıkbarajzolás olyan realizációt jelent, ahol az
éleknek egyenes szakaszok felelnek meg a śıkon. Egy geometriai gráf mi-
nimum vastagságát geometriai vastagságnak h́ıvjuk. Képzelhetjük ezt úgy,
mint k geometriai gráfot, amelyet átlátszó lemezekre rajzolunk és egymásra
rakjuk. Ismert volt, hogy egy ∆ maximum fokú gráf vastagsága legfeljebb ∆

2
,

és ez éles. Eppstein azt kérdezte, hogy korlátos fokszámú gráfok geometriai
vastagsága korlátos-e? Erre negat́ıv választ ad a következő tételünk.

7. Tétel/Theorem 7. Bármely ∆ ≥ 9 és ε > 0, n > n(ε) és n ≥ c∆ esetén,
létezik ∆-reguláris n-csúcsú gráf, melynek geometriai vastagsága legalább

c
√
∆n1/2−4/∆−ε, valamilyen abszolút c konstansra.

A felsorolt eredmények bizonýıtásában közös, hogy a Milnor-Thom tételt
használjuk és reguláris gráfok leszámlálásáról szóló eredményeket.
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3. Fejezet
Élfelbontás adott fával izomorf részgráfokra

Jünger és tsai. 1985 körül tanulmányozta gráfok élfelbontását elő́ırt mé-
retű összefüggő részgráfokra. Többek között megmutatták a következőt. Ha
G egy 4-szeresen élösszefüggő m élű gráf, továbbá m1, . . . ,mk olyan pozit́ıv
egészek, melyek összege m, akkor létezik G éleinek egy E1, . . . , Ek felosztása,
ahol |Ei| = mi és minden G(Ei) részgráf összefüggő, ahol 1 ≤ i ≤ k. Azt is
bebizonýıtották, hogy minden 2-szeresen élösszefüggő 3k élű gráf felbontható
háromélű összefüggő gráfokra. Ezek: K1,3 (karom), C3 (háromszög) és P4 (a
3-élű út).
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Azonban nem vizsgálták külön a karom- és P4-felbontásokat. Ha valaki
tesztelni akar egy álĺıtást, akkor a gráfelmélet állatorvosi lova a Petersen-
gráf. T́ız csúcsa van, mindegyik csúcs foka 3, ami 15 élt eredményez. A
tesztünk a következő: Lehetséges-e a Petersen-gráf éleinek felosztása úgy,
hogy minden rész egyforma 3-élű összefüggő gráf legyen? Nyilvánvalóan nincs
háromszögekből származó élfelbontás. Másrészt, ha figyelembe vesszük az
alábbi ábrán látható pontozott vonallal jelölt utat, és 72 fokkal elforgatjuk
négyszer, akkor megkapjuk a Petersen-gráf felbontását 3-élű utakra.
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Amikor karom-felbontást keresünk, célszerű a karmok éleit a középpont-
ból a levelek felé iránýıtani.

Mivel a Petersen-gráf 3-reguláris, ı́gy ha létezne karom-felbontás, akkor
öt karom-középpont és öt nyelő (0 kifokú csúcs) lenne. A külső 5 hosszú
körön a középpontok és a nyelők váltakozva kell jöjjenek, ami lehetetlen.
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Legyen H gráfok egy halmaza. A G gráfnak van H-felbontása ha G élei
felbonthatók olyan részgráfokra, melyek mindegyike valamely H-beli gráffal
izomorf. Ha H = {H}, akkor azt ı́rjuk, hogy G-nek van H-felbontása.

A H-felbontások széles körben tanulmányozottak, ha G egy teljes gráf.
Ha G nem teljes, akkor nehéz lehet H-felbontásokat találni. Valóban, ha
H-nak legalább három éle van, akkor a G gráfban H-felbontás létezésének
eldöntése NP-teljes probléma. Azt mindig feltesszük, hogy H élszáma osztja
G élszámát, ez szükséges az élfelbontáshoz.

A következő kérdés, amelyet vizsgálhatunk, az alábbi. Minden összefüggő
gráf felbontható P4-ekre? Valósźınűleg bárki talál olyan gráfokat, amelyek
megmutatják, hogy a válasz nemleges.
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Ezen gráfok közös tulajdonsága az elvágó él létezése. Egy olyan él, mely-
nek eltávoĺıtása szétvágja a gráfot. Ezért a következő defińıció hasznos. Egy
összefüggő gráf k-szorosan élösszefüggő, ha bármely k−1 élét elhagyva még
összefüggő marad. Természetes kérdés, hogy milyen fokú élösszefüggőség
biztośıtja egy felbontás létezését.

Mely gráfoknak van P4-felbontása? Többen észrevették a következőt:
Minden 2-szeresen élösszefüggő 3-reguláris gráfnak van P4-felbontása.

Jünger és tsai. a következőt kérdezték. Legyen H az s élű 2-szeresen
élösszefüggő gráfok osztálya. Létezik-e élösszefüggőség (s függvényében),
amely garantálja egy gráf számára, hogy legyen H-felosztása?

Kérdésükre a válasz negat́ıv: nincs ilyen élösszefüggőség, mivel léteznek
tetszőlegesen nagy élösszefüggőségű és nagy derékbőségű gráfok. Ha elkép-
zeljük magunkat egy v csúcsban ülve és körülnézünk, a gráf lokálisan úgy
néz ki, mint egy fa. Ezért nincs 2-szeresen élösszefüggő részgráf, amely
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lefedi a v csúcsot. Ennek fényében, meg kell követelnünk, hogy H tartal-
mazzon erdőt is, ha olyan élösszefüggőséget keresünk, amiből következik a
H-felbontás létezése.
A vizsgálatok és technikák a következő nagyon általános sejtéshez vezettek.

Barát-Thomassen Sejtés. Minden T fára létezik egy kT természetes
szám úgy, hogy a következő teljesül: Ha G egy kT -szeresen élösszefüggő gráf,
melyre |E(G)| osztható |E(T )|-vel, akkor G-nek van T -felbontása.

A fenti sejtésben a karomra vonatkozó konstansot jelölje kc. Szoros kap-
csolat áll fenn karom-felbontások és az élek iránýıtása között. Ha v egy
iránýıtott gráf csúcsa, és d+(v) ≡ d−(v) (mod 3), akkor az iránýıtás ki-
egyensúlyozott v-nél (mod 3). A G gráf egy iránýıtása Tutte-iránýıtás, ha
minden csúcs kiegyensúlyozott (mod 3).

Ha egy gráfnak van sehol sem nulla 3-folyama (ebben minden él értéke
1 vagy 2), akkor úgy kapunk egy Tutte-iránýıtást, hogy a 2 értékű éleken
megford́ıtjuk az iránýıtást. Tutte 3-folyam sejtéséből következne, hogy min-
den 4-szeresen élösszefüggő multigráfnak van Tutte-iránýıtása. Jaeger ennek
a gyengébb változatát fogalmazta meg: Létezik egy legkisebb természetes
szám kt úgy, hogy minden kt-szeresen élösszefüggő multigráfnak van Tutte-
iránýıtása. A következő összefüggést igazoltuk.

10. Tétel/Theorem 10. Ha minden olyan 8-szorosan élösszefüggő gráfnak
van karom-felbontása, melyben az élek száma osztható 3-mal, akkor minden
8-szorosan élösszefüggő multigráfnak van Tutte-iránýıtása.
Röviden: ha kc ≤ 8, akkor kt ≤ 8.

Az ellenkező irányú összefüggést is bizonýıtottuk, hogy ha kt létezik, akkor
kc is. Ehhez érdemes általánosabb iránýıtásokat vizsgálni. Legyen G egy
multigráf, és w : V (G) → {0, 1, 2} egy elő́ırt súlyfüggvény a csúcsokon,

melyre
∑

v∈V (G)

w(v) ≡ |E(G)| (mod 3). Ha létezik G éleinek olyan iránýıtása,

melyre d+(v) ≡ w(v) (mod 3) minden v ∈ V (G) csúcsra, akkor G teljeśıti az
általános Tutte-iránýıtást, amit w ı́r elő.

Ha minden w : V (G) → {0, 1, 2} esetén van G éleinek olyan iránýıtása,
melyre d+(v) ≡ w(v) (mod 3) minden v ∈ V (G) csúcsra, akkor G teljeśıt
minden általános Tutte-iránýıtást.

5. Sejtés/Conjecture 5. Létezik legkisebb kg természetes szám, amelyre
minden kg-szeresen élösszefüggő multigráf teljeśıt minden általános Tutte-
iránýıtást.

Az eddig definiált konstansok következő ekvivalenciáját bizonýıtottuk.
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12. Tétel/Theorem 12. Ha kc, kt, kg közül valamelyik létezik, akkor a
többi is. Ebben az esetben, kg ≤ 2kt + 2, kc ≤ kg, és kt ≤ kc + 5.

Ha egy felületre rajzolt gráf 3-sźınezhető, akkor a duális gráfjának van
sehol sem nulla 3-folyama, ezért Tutte-iránýıtása is. Speciálisan, egy felület
minden háromszögelésének (kivéve K4), van Tutte-iránýıtása. A következő
általánośıtás ennél erősebb.

17. Tétel/Theorem 17. LegyenG ̸= K3, K4 egy tetszőleges felület bármely
háromszögelése. Ekkor G teljeśıt minden általános Tutte-iránýıtást.

Ha konstans feltétel helyett n-nel növekedő élösszefüggőség is megenge-
dett, akkor ismert a karomfelbontás létezése. Ezt az eredményt is általánośı-
tottuk.

21. Tétel/Theorem 21. Minden 4⌈log n⌉-szeresen élösszefüggő n csúcsú
multigráf teljeśıt minden általános Tutte-iránýıtást.

Gebner Dániellel megmutattuk, hogy elegendő a Barát-Thomassen sejtést
páros gráfokra igazolni.

24. Tétel/Theorem 24. Legyen T egy t élű fa. A következő két álĺıtás
ekvivalens.
(i) létezik egy kT természetes szám úgy, hogy bármely kT -szeresen élössze-
függő páros G gráfra, ha t osztja |E(G)|-t, akkor G-nek van T -felbontása.
(ii) létezik egy k′

T természetes szám úgy, hogy bármely k′
T -szeresen élössze-

függő G gráf esetén, ha t osztja |E(G)|-t, akkor G-nek van T -felbontása.

Az első fák, melyre sikerült a Barát-Thomassen sejtést bizonýıtani csil-
lagok és utak voltak. A következő eredményünk volt az első ezektől eltérő
példa.

26. Tétel/Theorem 26. Jelölje Y azt a fát, melynek fokszámsorozata
(1, 1, 1, 2, 3). Ha G egy 287-szeresen élösszefüggő gráf, melynek élszáma oszt-
ható 4-gyel, akkor G-nek van Y -felbontása.
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4. Fejezet
Kockák szétbontása

Vı́gh Viktor 2008 körül egy érdekes, térgeometriai kérdést vetett fel.
Tegyük fel, hogy egy nagy k × k × k-as kockát éṕıtettünk fel egységkoc-
kákból. Elvehetünk egy kis kockát a kupacból, ha pontosan 3 szomszédja
van. Meddig lehet ezt folytatni? Milyen konfiguráció lehet a maradék? Ah-
hoz, hogy a probléma szimmetrikusabb legyen, feltételezzük, hogy mindez
nulla gravitációban történik. Ez a probléma kapcsolatban áll a karomfel-
bontásokkal a duális Qn gráfon, ahol minden egységkocka egy csúcsnak felel
meg, a geometriai szomszédság pedig átfordul gráfelméleti szomszédságba.
Kapcsolatokat találtunk a kombinatorika más ágaival, nevezetesen latin négy-
zetekkel, mohó algoritmusokkal és bootstrap perkolációval.

Néha hasznos a ford́ıtott folyamatot tekinteni: ez az feléṕıtés. Tegyük
fel, hogy szeretnénk egy űrmodult tervezni előre gyártott elemekből. Ezek
a részek hagyományosan kocka formában készülnek. Tegyük fel, hogy van
egy kezdeti, szilárdan megéṕıtett konfiguráció a térben. Később új dobozt
adhatunk a modulhoz, ha három fix szomszédja van.

Minden lépés egy karomnak felel meg a duális gráfban, és egy szétbontás
egy karom-felbontáshoz tartozik. Egy lépés kiegyensúlyozott, ha a három
szomszéd három merőleges irányban van. Három dimenzióban egy teljes
szétbontás eredményeként n2 független csúcs marad, melyet megoldásnak
h́ıvunk. Ha egy megoldás csúcsainak megfelelő kockákat a három merőleges
irányba vet́ıtjük, akkor esetleg három teljes négyzetet kapunk. Ebben az
esetben a megoldások természetesen megfelelnek latin négyzeteknek, és a
megoldást perfektnek nevezzük.

Megmutattuk, hogy lehetséges mohó algoritmust használni annak ellenőr-
zésére, hogy kockák egy halmaza megoldást alkot-e. Minden n ≥ 2 esetén
legalább n perfekt megoldást találtunk.

A perfekt megoldások pontosan azok, amelyeket csak kiegyensúlyozott
lépésekkel lehet elérni. Minden perfekt megoldás természetesen felel meg egy
latin négyzetnek. Azonban azt kaptuk, hogy szinte minden latin négyzet
megfelelője nem megoldás.

Konstruáltunk imperfekt megoldások egy végtelen családját, és megmu-
tattuk, hogy ebben a három merőleges vetület teljes mérete aszimptotikusan
megegyezik a minimális lehetséges értékkel.

A Qn-beli kockák bármely halmaza egy konfiguráció, azaz egy fesźıtett
részgráf Qn-ben. A konfiguráció csúcsai fekete sźınűek, a többi csúcs fehér.
Egy fehér csúcs foka, a szomszédos fekete csúcsok száma.

Mivel a szétbontás alatt a konfiguráció felsźınének mérete változatlan,
ezért a végén legalább n2 kocka marad. Ha pontosan ennyi, akkor a maradék
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független csúcsoknak felel meg Qn-ben. Ezért n2 független csúcs halmazára
bevezetjük az alaphelyzet elnevezést. A következőt vizsgáljuk. Adott egy B
alaphelyzet. El tudjuk-e hagyni a fehér csúcsokat úgy, hogy mindig 3-fokút
hagyunk el? Ha a válasz igen, akkor B egy megoldás.

Egy konfiguráció konvex, ha Qn semelyik egyenese sem tartalmaz fehér
csúcsokat fekete csúcsok között. Speciálisan egy perfekt alaphelyzet kon-
vex. Egy konfiguráció minimális, ha nincs fekete csúcs, melynek pontosan
3 szomszédja van. Hiszen ilyenkor nincs lehetséges szétbontó lépés. Egy
konfiguráció maximális, ha nincs fehér csúcs melynek pontosan 3 szomszédja
van. Ilyenkor nincs több éṕıtkező lépés. Legfőbb érdeklődésünk a maximális
helyzetek és azon minimális poźıciók, melyek megoldások.

Egy szétbontás megadja nekünk Qn élfelbontását karommal izomorf rész-
gráfokra. Ford́ıtva azonban egy karom-felbontás létezéséből nem következik
egy szétbontás. Lehetséges, hogy egy (rész)gráfnak van felbontása, de min-
den csúcs foka nagyobb mint 3. Ilyenkor nincs lehetséges lépés.

A következő eredményünk meggyorśıtja a számı́tógépes kereséseket:

29. Tétel/Theorem 29. Legyen P egy konfiguráció. Nem lehet két kü-
lönböző maximális konfiguráció M1 ⊂ M2 úgy, hogy M1 és M2 is feléṕıthető
P -ből. Hasonlóan nem lehet két különböző minimális konfiguráció M1 ⊂ M2

úgy, hogy M1 és M2 is elérhető szétbontással P -ből.

Egy fontos folyomány a következő:

4. Következmény/Corollary 4. Egy alaphelyzet megoldás akkor és csak
akkor ha a mohó algoritmus végeredménye a teljes kocka.

A Qn gráf n szintből áll, minden szint egy n×n-es négyzet, ami egységkoc-
kákból áll. Természetesen azonośıthatjuk a csúcsokat az (x, y, z) hármasok-
kal. Az első szám a sor, a második az oszlop, a harmadik a szint indexe.
Megadunk egy jellegzetes megoldást, a ciklikus alaphelyzetet, amit Qn szét-
bontásával kaphatunk meg. A fekete csúcsok halmaza {(i, j, k) : i+j−k ≡ 1
(mod n)}. A legfelső szint a négyzet átlójának csúcsait tartalmazza. Minden
egyes további szint az előző szint eltolásával kapható meg, amint a következő
ábra is mutatja.
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Ekkor két tojástartóhoz hasonló felületet kapunk. Megjegyezzük, hogy az
alábbi tétel bizonýıtása lényegében azt követi, ahogy narancsokat pakolnánk
egymásra piramis alakba.

32. Tétel/Theorem 32. Bármely n ≥ 2 pozit́ıv egész számra, az n×n×n-
es kocka szétbontható a ciklikus alaphelyzetre.

Innen már természetesen adódik a következő általánośıtás.

33. Tétel/Theorem 33. A ciklikus alaphelyzet szintjeinek bármely ciklikus
permutációja szintén megoldás.
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5. Fejezet
Albertson-sejtés

Az élek helyett, a gráf csúcsait is feloszthatjuk diszjunkt osztályokra.
Különböző feltételeket fogalmazhatunk meg az osztályok által fesźıtett rész-
gráfokra. A legegyszerűbb feltétel az, hogy minden osztálynak független
halmaznak kell lennie. Ezt a gráf sźınezésének is nevezik. A kromatikus
szám a gráf azon paramétere, mely a sźınek számát minimalizálja.

Állandó az érdeklődés az olyan strukturális tulajdonságok iránt, amelyek
a nagy kromatikus számot okozzák. Egy Hajós Györgynek tulajdońıtott
sejtés a következőt álĺıtja: minden k-kromatikus gráf tartalmaz egy k csúcsú
teljes gráfot topológikus részgráfként. Bár ez nagy érdeklődést váltott ki,
a sejtés majdnem minden gráf esetében hamis. Teljes gráfokhoz kapcsolódó
másik ártatlannak tűnő és intuit́ıv sejtés a metszési számmal kapcsolatos.
Egy G gráf metszési száma cr(G) a metsző élpárok minimális száma G
bármely lerajzolásában. Szeretnénk a teljes n csúcsú gráf éleit görbékkel
ábrázolni a śıkban. Régi sejtés, melyet Hill fogalmazott meg és először Guy

publikált, hogy Kn metszési száma Z(n) =
1

4

⌊
n

2

⌋⌊
n−1

2

⌋⌊
n−2

2

⌋⌊
n−3

2

⌋
.

Albertson felismerte a két terület közötti finom kapcsolatot, és a követ-
kező sejtést fogalmazta meg: Ha egy G gráf kromatikus száma r, akkor a
metszési száma legalább annyi, mint a Kr metszési száma. (Persze ha G-ben
van topológikus Kr, akkor cr(G) ≥ Z(r).)

Albertson és tsai. bizonýıtották a sejtést r ≤ 12 esetén. Nekünk sikerült
még egy kis lépést tennünk, és a sejtést igazoltuk r ≤ 16 esetén.

35. Tétel/Theorem 35. Bármely r ≤ 16 esetén, ha χ(G) = r, akkor
cr(G) ≥ cr(Kr).

Bizonýıtási módszerünk összekapcsolja a kritikus gráfok strukturális tu-
lajdonságait és a metszési szám becslésének finom jav́ıtását extra információk
felhasználásával.

Két eredményünk mutatja, hogy az Albertson sejtés nagyságrendileg igaz.
Egyrészt, ha az élek száma több mint 3.57n, akkor az Albertson-sejtés igaz.
Másrészt, ha az élek száma kevesebb mint 3.57n, akkor a metszési szám
legalább Z(n)/4.
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6. Fejezet
A Wegner-sejtés és morzsás sźınezések

A G gráf csúcsai legyenek sźınezve pirosra és kékre. Nézzük most csak a
piros csúcsok által fesźıtett P részgráfot, majd a kék csúcsok által fesźıtett K
részgráfot, a többi élet felejtsük el. Természetes cél a következő. Sźınezzünk
úgy, hogy P és K minden komponense kicsi legyen. Ehhez hasonló sejtést
fogalmazott meg Thomassen. Motivációja az volt, hogy ebből következne a
Wegner-sejtés egyik esete.

12. Sejtés/Conjecture 12. Legyen G egy 3-szorosan összefüggő, 3-regu-
láris gráf. Ekkor G csúcsait kisźınezhetjük pirosra és kékre úgy, hogy a kék
csúcsok által fesźıtett részgráf független élekből és izolált csúcsokból áll, a
piros rész pedig nem tartalmaz 3 élű utat, de a minimum fok 1.

Mivel ez a sźınezés elég szabálytalan és a monokromatikus részek nagyon
picik, ezértmorzsás sźınezés-nek h́ıvjuk. Sikerült több végtelen osztályra iga-
zolni morzsás sźınezés létezését konstrukt́ıv módon. A Petersen-gráf különle-
ges eset a Wegner-sejtésben. Ezért természetes volt az általánośıtott Petersen
gráfokat vizsgálni.

38. Tétel/Theorem 38. Bármely k ≥ 2 esetén a GP (2k+1, k) általánośı-
tott Petersen gráfnak van morzsás sźınezése.

39. Tétel/Theorem 39. Bármely k ≥ 2 esetén a GP (4k, 2k − 1) általáno-
śıtott Petersen gráfnak van morzsás sźınezése.

Mivel nem találtunk ellenpéldát a fenti sejtésre és a kis fokszámok szerepét
lényegtelennek ı́téltük, ezért a következő általánosabb sejtést fogalmaztuk
meg.

13. Sejtés/Conjecture 13. Bármely legalább 7 csúcsú maximum 3 fokú
gráfnak van morzsás sźınezése.

Ezt sikerült fák esetén bizonýıtani.

40. Tétel/Theorem 40. Minden legfeljebb 3 maximális fokú T fának van
morzsás sźınezése.

Később ezt alkalmazni akartuk, és indukciós bizonýıtásokban szükség volt
a következő erősebb álĺıtásra.

41. Tétel/Theorem 41. Tetszőleges maximum 3 fokú T fának van morzsás
sźınezése úgy, hogy egy tetszőleges 2 fokú csúcs sźınét elő́ırhatjuk, kivéve ha
T = P3.

Egy fontos kiterjesztés lenne a következő.
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15. Sejtés/Conjecture 15. Minden maximum 3 fokú páros gráfnak van
morzsás sźınezése.

Ezt sikerült igazolni a következő esetben. Legyen egy G gráf minden
éle felosztva egy új csúccsal. Az ı́gy kapott S(G) páros gráfot a G gráf
1-felosztásának nevezzük.

46. Tétel/Theorem 46. Legyen S(G) egy 3-reguláris G gráf 1-felosztása.
Ekkor S(G)-nek van morzsás sźınezése.
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