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Bar a grafokat teljesen absztrakt mdédon lehet definidlni, egy grafelmé-
lész mindig egy papirra vagy tablara rajzolt grafot képzel el. Elmondhato,
hogy a grafok rajzolasa és megjelenitése szamos szempontbol elengedhetetlen.
Tobbek kozott azért is, mert a valds életbeli problémék gyakran tamaszta-
nak bizonyos gyakorlatban elofordulé kovetelményt a lerajzolasra. Ez az
elmult évtizedekben szdamos érdekes fogalmat eredményezett. A sikgrafok
vizualisan a grafelmélet legalapvetobb objektumai. Kuratowksi tételével
mindenki talalkozik egyetemi tanulményai soran. Azt mondja ki, hogy a
sikbarajzolhatésdg hatékonyan ellendrizhetd két specidlis graf, a K5 és a K33
topoldgikus részgrafként valo keresésével. Az Euler-formula szerint barmely
n-csucsu sikgraf legfeljebb 3n — 6 élet tartalmazhat. Mivel a legtobb grafnak
ennél tobb éle van, ezért valamilyen fogalommal le kell irnunk, hogy ezek
bonyolultsagban milyen messze vannak a sikgrafoktol.

A grafelméletben az egyik legalapvetobb kérdés a kovetkez6: Ha adot-
tak egy nagy graf G és egy kis graf H, akkor tartalmazza-e a G a H-t
részgrafként? Innen el lehet térni szamtalan kiilonbozo iranyba. Kereshetjiik
az n-csucsu G grafok kozott az élek maximalis szamat gy, hogy ne legyen
H részgrafja. Ez Turan-tipusu problémakhoz vezet. A tartalmazasi viszonyt
modosithatjuk, és kereshetjiilk H-t minorként G-ben. Ez a lenyligozé Graf
Minor elmélethez vezet, amelyhez mi is hozzajarultunk rendkiviil csekély
mértékben.

Mi a kovetkez6 utat kovetjiik. Feltételezhetjiik, hogy G Osszefliggd graf.
Legytink mohdk. A kombinatorika szamos agaban létezik olyan meta-tétel,
mely szerint ha egy S struktiraban két példanyt talalunk egy adott R rész-
strukturabol, akkor S teljes felbontasa lehetséges R példanyaira. Talalhatunk
a G grafban sok diszjunkt H részgrafot Ugy, hogy az egész nagy grafot H
példanyaival kitoltsiikk? Kronolégiailag talan az elsé ilyen tipust kérdések
egyike teljes grafok felosztdsa Hamilton-utakra vagy korokre. Walecki konst-
rudlt teljes n csicsu grafokon Hamilton-felbontast paratlan n-ekre. Egy
ennél altalanosabb probléma az Oberwolfach-sejtés, melyet Ringel vetett
fel. Természetes folytatas mas grafok keresése, melyek teljesen felbonthatok
kisebb grafok példanyaira. Mik a sziikséges feltételek? Milyen grafparamé-
terekkel van Osszefliggésben a felbontas létezése? A legegyszeriibb H, amit
figyelembe vehetiink, a K5. Nyilvanvaléan barmely G graf felbomlik éleinek
unidjara. A kovetkezO legegyszeriibb H a 2-élu ut, mas néven cseresznye.
Ez mar Kotzig egy kis eredménye, hogy minden G graf, amely paros szamu
élbdl all, cseresznyékre bomlik. Még egy eredményt megemlitiink. Minden
2-szeresen élosszefiiggd 3-regularis graf 3-éli utakra bomlik. Ez igaz még a
Petersen-grafra is.
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2. Fejezet
Iranyszam és geometriai vastagsag

2002 koriil grafok egy specialis abrazoldsat tanulmanyoztuk, ahol az élek
egyenes szakaszok és csak az adott irdnyokban mehetnek [A]. Ez a korabban
vizsgélt kirdlynd-grafok altalanositésa.

Legyen P(x1,y1) és Q(x2,y2) két kiillonboz6 pontja az ¢ egyenesnek az

279 ¢ RU {oo}.

Legyen S C RU {oco} meredekségek egy halmaza. A sikaérrriely A halmaza
meghatdroz egy grafot a kovetkez6 modon: Legyen P,Q € A szomszédos ha
az {pg meredeksége benne van S-ben. Ezt a grafot jelolje G(A;S). A G graf
S-irdnyi ha létezik egy A ponthalmaz gy, hogy G ~ G(A;S). Egy G graf k-
irdnyu ha létezik egy k-elemli S meredekséghalmaz és egy A ponthalmaz gy,
hogy G ~ G(A;S). Adott G graf esetén a minimalis ilyen k-t irdnyszdmnak
nevezziik és jele sl(G).

Egy graf 1-irdnyt, ha minden komponense teljes graf. Az ilyen grafokat
hivjuk ekvivalencia grdfoknak.

1. Tétel/Theorem 1. A kovetkezd allitasok ekvivalensek:

(i) a G graf 2-irdny;

(i) az E(G) élhalmaz 2-szinezhet6 (piros és kék) tigy, hogy mindkét szinosz-
taly élei egy ekvivalencia grafot definidlnak;

(ili) a G graf nem tartalmazza feszitett részgrafként a kovetkezOket: K3,
legalabb 5 hosszu pératlan kor, K, (a 4 csicsu teljes graf, melybél 1 élet
elhagyunk).

R? valds sikon. Az ( egyenes meredeksége M({) =

Egy graf outerplanar, ha ugy rajzolhato le sikgrafként, hogy minden csics
a kiils6 tartomannyal hataros. Megmutattuk, hogy ezen grafokra a kis maxi-
mum fokbdl kévetkezik hogy az irdnyszam is kicsi.

2. Tétel/Theorem 2. Ha G egy outerplanar graf, melynek maximum foka
3, akkor sl(G) < 3.

Néhény alapvetd kérdést tettiink fel [A]-ban. Van-e olyan G graf, melyre
sl(G) értéke tetszblegesen nagy az n-hez képest? Korlatos foki grafoknak
korlatos-e az iranyszama? A témarol tartottam egy eldadast az ETH Ziirich-
en 2004-ben, és szerencsére Jirka Matousek ott volt a kozonségben. Batori-
tott arra, hogy olvassam el konyvének relevans oldalait, és alkalmazzam
az iranyszamra. Két nap alatt eljutottunk a megoldéshoz. Kideriilt, hogy
altalaban léteznek olyan grafok, melyeknek az irdnyszama jéval nagyobb a
csucsszamnal.
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4. Tétel/Theorem 4. Minden ¢ > 0 és n > n(e) esetén, létezik egy n-
csucsu G graf, melynek irdnyszama

TL2

(4+¢e)logn’
Korlétos fokszam esetén is nagy lehet az irdnyszam. Ha A € {5,6,7, 8},
akkor még linearisnél lassabban né n fliggvényeként.

5. Tétel/Theorem 5. Barmely A € {5,6,7,8} esetén, minden olyan e
esetén, melyre 0 < ¢ < A—4, és elegendben nagy n > n(A,¢) esetén, 1étezik
A-regularis n-cstcsi G graf, melyre sl(G) > nA=479)/4,

sl(G) >

Nagyobb A-ra viszont mar linedris a novekedés. Vildgos, hogy sl(G) <

n
§A, vagyis a kovetkez6 eredmény kozel optimalis.

6. Tétel/Theorem 6. Barmely A > 9, > 0ésn > n(A, ) esetén, létezik
egy A-regularis n-csticsu G graf, melynek irdnyszama

SI(G) > L(1—)A — 8)n.

A bonyolultabb grafokat tobb szempontbdl hasonlithatjuk a sikgrafokhoz.
Ezek kozil két gyakori: a metszési szam, és az egy élen 1évo keresztezések
szama. Most két masikat is megemlitiink, amelyeket [B]-ben hasznaltunk.

Egy G graf vastagsiga az a minimdlis k szam, amelyre G felbomlik £
darab sikgraf uniéjara. Ez egy klasszikus, sokat vizsgalt grafparaméter. Ha-
sonldan, egy lerajzolt D graf lerajzolt vastagsiga a minimalisan sziikséges
D-beli sikgrafok szama, amelyre D el6all ezek unidjaként. Minden sikgraf
sikbarajzolhato ugy is, hogy eldre rogzitjiikk a csiucsok helyét. Ezért minden
k vastagsagi G grafnak van k lerajzolt vastagsagu realizacidja is. Viszont
ekkor lehet hogy nagyon kanyargos éleket kell a lerajzolasban hasznalni.

Ez motivalja a geometriai vastagsag fogalménak bevezetését. Egy ge-
ometriai graf vagy geometriai sikbarajzolas olyan realizaciot jelent, ahol az
éleknek egyenes szakaszok felelnek meg a sitkon. Egy geometriai graf mi-
nimum vastagsagat geometriai vastagsagnak hivjuk. Képzelhetjilk ezt ugy,
mint k geometriai grafot, amelyet atlatszo lemezekre rajzolunk és egymasra
rakjuk. Ismert volt, hogy egy A maximum foku graf vastagsdga legfeljebb %,
és ez éles. Eppstein azt kérdezte, hogy korlatos fokszamu grafok geometriai
vastagsaga korlatos-e? Erre negativ valaszt ad a kovetkezo tételiink.

7. Tétel/Theorem 7. Barmely A > 9ése > 0, n > n(e) és n > cA esetén,
létezik A-regularis n-csicsu graf, melynek geometriai vastagsaga legalabb

eV An'/?=4A=¢ yalamilyen abszolit ¢ konstansra.

A felsorolt eredmények bizonyitasaban kozos, hogy a Milnor-Thom tételt
hasznaljuk és regularis grafok leszamlalasardl sz6lo eredményeket.

4
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3. Fejezet
Elfelbontas adott faval izomorf részgrafokra

Jiinger és tsai. 1985 kortil tanulmanyozta grafok élfelbontasat eloirt mé-
retii Osszefliggd részgrafokra. Tobbek kozott megmutattak a kovetkezdt. Ha
G egy 4-szeresen élosszefliggd m éli graf, tovabba my, ..., my olyan pozitiv
egészek, melyek osszege m, akkor létezik G éleinek egy Fj, ..., E) felosztasa,
ahol |F;| = m; és minden G(F;) részgraf osszefiiggd, ahol 1 < i < k. Azt is
bebizonyitottdk, hogy minden 2-szeresen élosszefliggd 3k éli graf felbonthato
héroméli Osszefiiggd grafokra. Ezek: K 3 (karom), Cs (hdromszog) és Py (a
3-élii 1t).

Azonban nem vizsgaltak kiilon a karom- és Pj-felbontasokat. Ha valaki
tesztelni akar egy allitast, akkor a grafelmélet allatorvosi lova a Petersen-
graf. Tiz csticsa van, mindegyik csiucs foka 3, ami 15 élt eredményez. A
tesztiink a kovetkezo: Lehetséges-e a Petersen-graf éleinek felosztasa gy,
hogy minden rész egyforma 3-éli 6sszefiiggo graf legyen? Nyilvanvaléan nincs
haromszogekbdl szarmazd élfelbontas. Mésrészt, ha figyelembe vesszilk az
aldbbi abran lathaté pontozott vonallal jelolt utat, és 72 fokkal elforgatjuk
négyszer, akkor megkapjuk a Petersen-graf felbontasat 3-éli utakra.

Amikor karom-felbontast kerestink, célszerii a karmok éleit a kozéppont-
bdl a levelek felé iranyitani.

Mivel a Petersen-graf 3-regularis, igy ha létezne karom-felbontas, akkor
ot karom-kozéppont és 6t nyelé (0 kifokd csics) lenne. A kiils6 5 hosszi
koron a kozéppontok és a nyelok valtakozva kell jojjenek, ami lehetetlen.
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Legyen H grafok egy halmaza. A G grafnak van H-felbontdsa ha G élei
felbonthatok olyan részgrafokra, melyek mindegyike valamely H-beli graffal
izomorf. Ha ‘H = {H}, akkor azt irjuk, hogy G-nek van H-felbontdsa.

A H-felbontasok széles korben tanulméanyozottak, ha G egy teljes graf.
Ha G nem teljes, akkor nehéz lehet H-felbontasokat talalni. Valoban, ha
H-nak legalabb harom éle van, akkor a G' grafban H-felbontas létezésének
eldontése NP-teljes probléma. Azt mindig feltessziik, hogy H élszama osztja
G élszamat, ez sziikséges az élfelbontashoz.

A kovetkez6 kérdés, amelyet vizsgalhatunk, az alabbi. Minden 0sszefiiggo
graf felbonthaté Py-ekre? Valdszintileg barki taldl olyan grafokat, amelyek
megmutatjik, hogy a valasz nemleges.

Ezen grafok kozos tulajdonsdga az elvagd él létezése. Egy olyan él, mely-
nek eltavolitasa szétvagja a grafot. Ezért a kovetkezod definicié hasznos. Egy
osszefiiggd graf k-szorosan élosszefliggd, ha barmely k—1 élét elhagyva még
osszefligegd marad. Természetes kérdés, hogy milyen fokiu élosszefiiggoség
biztositja egy felbontas 1étezését.

Mely grafoknak van Pj-felbontasa? Tobben észrevették a kovetkezot:
Minden 2-szeresen élosszefliggd 3-reguléris grafnak van Py-felbontéasa.

Jinger és tsai. a kovetkezot kérdezték. Legyen H az s élii 2-szeresen
élosszefiiggd grafok osztalya. Létezik-e élosszefiiggbség (s fliggvényében),
amely garantalja egy graf szamara, hogy legyen H-felosztasa?

Kérdésiikre a valasz negativ: nincs ilyen élosszefiiggdség, mivel 1éteznek
tetszolegesen nagy élosszefiiggoségli és nagy derékbdségii grafok. Ha elkép-
zeljitk magunkat egy v csticsban ilve és koriilnéziink, a graf lokalisan ugy
néz ki, mint egy fa. Ezért nincs 2-szeresen élosszefiiggd részgraf, amely

6
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lefedi a v csicsot. Ennek fényében, meg kell kovetelniink, hogy H tartal-
mazzon erdot is, ha olyan élosszefiiggiséget keresiink, amibol kovetkezik a
H-felbontas létezése.

A vizsgalatok és technikak a kovetkezd nagyon altalanos sejtéshez vezettek.

Barat-Thomassen Sejtés. Minden T fara létezik egy kr természetes
szam ugy, hogy a kovetkezo teljesiil: Ha G egy kr-szeresen élosszefiiggd graf,
melyre |E(G)| oszthaté |E(T)|-vel, akkor G-nek van T-felbontésa.

A fenti sejtésben a karomra vonatkozd konstansot jelolje k.. Szoros kap-
csolat all fenn karom-felbontasok és az élek iranyitasa kozott. Ha v egy
irdnyitott graf csicsa, és d*(v) = d~(v) (mod 3), akkor az irdnyitds ki-
egyensilyozott v-nél (mod 3). A G graf egy irdnyitasa Tutte-irdnyitds, ha
minden csics kiegyenstlyozott (mod 3).

Ha egy grafnak van sehol sem nulla 3-folyama (ebben minden él értéke
1 vagy 2), akkor ugy kapunk egy Tutte-iranyitast, hogy a 2 értékd éleken
megforditjuk az irdnyitast. Tutte 3-folyam sejtésébdl kovetkezne, hogy min-
den 4-szeresen élosszefliggd multigrafnak van Tutte-irdnyitdsa. Jaeger ennek
a gyengébb valtozatat fogalmazta meg: Létezik egy legkisebb természetes
szam k; ugy, hogy minden k;-szeresen élosszefligeé multigrafnak van Tutte-
irdnyitasa. A kovetkezd Osszefliggést igazoltuk.

10. Tétel/Theorem 10. Ha minden olyan 8-szorosan élosszefiiggd grafnak
van karom-felbontasa, melyben az élek szama oszthaté 3-mal, akkor minden
8-szorosan élosszefliggd multigrafnak van Tutte-iranyitdsa.

Roviden: ha k. < 8, akkor k; < 8.

Az ellenkez0 irdny Osszefliggést is bizonyitottuk, hogy ha k; létezik, akkor
k. is. Ehhez érdemes altalanosabb irdnyitasokat vizsgdlni. Legyen G egy
multigraf, és w : V(G) — {0,1,2} egy eléirt stlyfliggvény a csicsokon,
melyre Z w(v) = |E(G)| (mod 3). Ha létezik G éleinek olyan irdnyitésa,

veV(Q)

melyre d*(v) = w(v) (mod 3) minden v € V(G) cstcsra, akkor G teljesiti az
daltaldnos Tutte-irdnyitast, amit w ir elé.

Ha minden w : V(G) — {0, 1,2} esetén van G éleinek olyan irdnyitésa,
melyre d*(v) = w(v) (mod 3) minden v € V(G) csticsra, akkor G teljesit
minden dltalanos Tutte-irdnyitdst.

5. Sejtés/Conjecture 5. Létezik legkisebb k, természetes szdm, amelyre
minden kg-szeresen élosszefiiggd multigraf teljesit minden altaldnos Tutte-
irdnyitast.

Az eddig definialt konstansok kovetkezo ekvivalenciajat bizonyitottuk.
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12. Tétel/Theorem 12. Ha k., k;, k, kozill valamelyik létezik, akkor a
tobbi is. Ebben az esetben, k, < 2k; + 2, k. < kg, és by < k. + 5.

Ha egy feliiletre rajzolt graf 3-szinezhetd, akkor a dudlis grafjanak van
sehol sem nulla 3-folyama, ezért Tutte-iranyitasa is. Specialisan, egy feliilet
minden haromszogelésének (kivéve K,), van Tutte-irdnyitdsa. A kovetkezd
altalanositds ennél erdsebb.

17. Tétel/Theorem 17. Legyen G # K3, K, egy tetszéleges feliilet barmely
haromszogelése. Ekkor G teljesit minden altalanos Tutte-irdnyitast.

Ha konstans feltétel helyett n-nel névekedo élosszefiiggdség is megenge-
dett, akkor ismert a karomfelbontds 1étezése. Ezt az eredményt is altalanosi-
tottuk.

21. Tétel/Theorem 21. Minden 4[logn|-szeresen élosszefiiggd n csicsu
multigraf teljesit minden altaldnos Tutte-iranyitast.

Gebner Déniellel megmutattuk, hogy elegend6 a Barat-Thomassen sejtést
paros grafokra igazolni.

24. Tétel/Theorem 24. Legyen T egy t éli fa. A kovetkezd két allitds
ekvivalens.

(i) létezik egy kr természetes szdm gy, hogy barmely kp-szeresen élossze-
fiiggé paros G gréfra, ha t osztja |F(G)|-t, akkor G-nek van T-felbontésa.
(ii) létezik egy k. természetes szam gy, hogy barmely k/-szeresen élossze-
fiiged G graf esetén, ha t osztja |E(G)|-t, akkor G-nek van T-felbontasa.

Az els6 fak, melyre sikertilt a Barat-Thomassen sejtést bizonyitani csil-
lagok és utak voltak. A kovetkezé eredményiink volt az els6 ezektél eltérd
példa.

26. Tétel/Theorem 26. Jeldlje Y azt a fét, melynek fokszdmsorozata
(1,1,1,2,3). Ha G egy 287-szeresen élosszefiiggd graf, melynek élszama oszt-
haté 4-gyel, akkor G-nek van Y-felbontésa.
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4. Fejezet
Kockak szétbontasa

Vigh Viktor 2008 kortil egy érdekes, térgeometriai kérdést vetett fel.
Tegyiik fel, hogy egy nagy k X k x k-as kockat épitettiink fel egységkoc-
kakbol. Elvehetiink egy kis kockat a kupacbdl, ha pontosan 3 szomszédja
van. Meddig lehet ezt folytatni? Milyen konfiguracié lehet a maradék? Ah-
hoz, hogy a probléma szimmetrikusabb legyen, feltételezziik, hogy mindez
nulla gravitacioban torténik. Ez a probléma kapcsolatban all a karomfel-
bontéasokkal a dudlis (),, grafon, ahol minden egységkocka egy csuicsnak felel
meg, a geometriai szomszédsag pedig atfordul grafelméleti szomszédsagba.
Kapcsolatokat taldltunk a kombinatorika mas dgaival, nevezetesen latin négy-
zetekkel, moho algoritmusokkal és bootstrap perkolacioval.

Néha hasznos a forditott folyamatot tekinteni: ez az felépités. Tegyiik
fel, hogy szeretnénk egy tirmodult tervezni elére gyartott elemekbdl. Ezek
a részek hagyomanyosan kocka formaban késziilnek. Tegyiik fel, hogy van
egy kezdeti, szilardan megépitett konfiguracié a térben. Késébb 1j dobozt
adhatunk a modulhoz, ha harom fix szomszédja van.

Minden 1épés egy karomnak felel meg a dudlis grafban, és egy szétbontas
egy karom-felbontdshoz tartozik. Egy 1épés kiegyensilyozott, ha a harom
szomszéd harom meroleges iranyban van. Harom dimenziéban egy teljes
szétbontds eredményeként n? fiiggetlen csics marad, melyet megolddsnak
hivunk. Ha egy megoldés cstucsainak megfelelé kockakat a harom meréleges
iranyba vetitjik, akkor esetleg hidrom teljes négyzetet kapunk. Ebben az
esetben a megoldasok természetesen megfelelnek latin négyzeteknek, és a
megoldast perfektnek nevezziik.

Megmutattuk, hogy lehetséges mohé algoritmust hasznalni annak ellenor-
zésére, hogy kockdk egy halmaza megoldast alkot-e. Minden n > 2 esetén
legalabb n perfekt megoldast talaltunk.

A perfekt megolddsok pontosan azok, amelyeket csak kiegyensilyozott
lépésekkel lehet elérni. Minden perfekt megoldas természetesen felel meg egy
latin négyzetnek. Azonban azt kaptuk, hogy szinte minden latin négyzet
megfeleloje nem megoldas.

Konstrualtunk imperfekt megoldasok egy végtelen csalddjat, és megmu-
tattuk, hogy ebben a harom meroleges vetiilet teljes mérete aszimptotikusan
megegyezik a minimalis lehetséges értékkel.

A Q,-beli kockak barmely halmaza egy konfigurdcio, azaz egy feszitett
részgraf (),-ben. A konfiguracié csucsai fekete szintiek, a tobbi cstics fehér.
Egy fehér cstics foka, a szomszédos fekete csticsok szama.

Mivel a szétbontas alatt a konfiguracié felszinének mérete valtozatlan,
ezért a végén legalabb n? kocka marad. Ha pontosan ennyi, akkor a maradék
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fiiggetlen csicsoknak felel meg @,-ben. Ezért n? fiiggetlen cstics halmazédra
bevezetjik az alaphelyzet elnevezést. A kovetkezot vizsgaljuk. Adott egy B
alaphelyzet. El tudjuk-e hagyni a fehér cstucsokat ugy, hogy mindig 3-fokut
hagyunk el? Ha a vélasz igen, akkor B egy megoldds.

Egy konfiguracié konvez, ha @), semelyik egyenese sem tartalmaz fehér
csucsokat fekete csicsok kozott. Specidlisan egy perfekt alaphelyzet kon-
vex. Egy konfiguracié minimdlis, ha nincs fekete csics, melynek pontosan
3 szomszédja van. Hiszen ilyenkor nincs lehetséges szétbonté lépés. Egy
konfiguracié maximadlis, ha nincs fehér csics melynek pontosan 3 szomszédja
van. Ilyenkor nincs tobb épitkezd 1épés. Legfébb érdeklodésiink a maximalis
helyzetek és azon minimalis pozicidék, melyek megoldésok.

Egy szétbontds megadja nekiink @, élfelbontasat karommal izomorf rész-
grafokra. Forditva azonban egy karom-felbontas létezésébdl nem kovetkezik
egy szétbontds. Lehetséges, hogy egy (rész)grafnak van felbontédsa, de min-
den cstcs foka nagyobb mint 3. Ilyenkor nincs lehetséges 1épés.

A kovetkez6 eredménytlink meggyorsitja a szamitogépes kereséseket:

29. Tétel/Theorem 29. Legyen P egy konfigurdcié. Nem lehet két kii-
16nb6z6 maximalis konfiguracié M; C M, gy, hogy M; és Ms is felépithetd
P-bol. Hasonldéan nem lehet két kiilonb6z6 minimalis konfiguracié M; C My
ugy, hogy M; és M, is elérhet6 szétbontassal P-bol.

Egy fontos folyoméany a kovetkezo:

4. Kovetkezmény/Corollary 4. Egy alaphelyzet megoldas akkor és csak
akkor ha a moh¢ algoritmus végeredménye a teljes kocka.

A @Q,, graf n szintbol 4ll, minden szint egy n X n-es négyzet, ami egységkoc-
kékbol all. Természetesen azonosithatjuk a csicsokat az (z,y, z) harmasok-
kal. Az els6 szam a sor, a masodik az oszlop, a harmadik a szint indexe.
Megadunk egy jellegzetes megoldést, a ciklikus alaphelyzetet, amit @), szét-
bontédsdval kaphatunk meg. A fekete csticsok halmaza {(i, 7, k) :i+j—k =1
(mod n)}. A legfelsé szint a négyzet atléjanak csucsait tartalmazza. Minden
egyes tovabbi szint az el6z0 szint eltolasaval kaphaté meg, amint a kovetkezo
abra is mutatja.

i LT
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Ekkor két tojastartéhoz hasonld feliiletet kapunk. Megjegyezziik, hogy az
alabbi tétel bizonyitdsa lényegében azt koveti, ahogy narancsokat pakolnank
egymasra piramis alakba.

32. Tétel/Theorem 32. Barmely n > 2 pozitiv egész szdmra, az n X n X n-
es kocka szétbonthaté a ciklikus alaphelyzetre.

Innen mar természetesen addédik a kovetkezd altaldnositas.

33. Tétel/Theorem 33. A ciklikus alaphelyzet szintjeinek barmely ciklikus
permutacidja szintén megoldas.

11
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5. Fejezet
Albertson-sejtés

Az élek helyett, a graf csucsait is feloszthatjuk diszjunkt osztalyokra.
Kiilonbozo feltételeket fogalmazhatunk meg az osztalyok altal feszitett rész-
grafokra. A legegyszeriibb feltétel az, hogy minden osztalynak fiiggetlen
halmaznak kell lennie. Ezt a graf szinezésének is nevezik. A kromatikus
szam a graf azon paramétere, mely a szinek szamat minimalizalja.

Allandé az érdeklsdés az olyan strukturalis tulajdonsagok irant, amelyek
a nagy kromatikus szamot okozzdk. KEgy Hajés Gyorgynek tulajdonitott
sejtés a kovetkezot allitja: minden k-kromatikus graf tartalmaz egy k csicsu
teljes grafot topologikus részgrafként. Bar ez nagy érdeklédést valtott ki,
a sejtés majdnem minden graf esetében hamis. Teljes grafokhoz kapcsolédo
masik artatlannak tiné és intuitiv sejtés a metszési szammal kapcsolatos.
Egy G graf metszési szdma CR(G) a metszé élparok minimdlis szdma G
barmely lerajzolasaban. Szeretnénk a teljes n cstcsi graf éleit gorbékkel
abrazolni a sikban. Régi sejtés, melyet Hill fogalmazott meg és eloszor Guy

blikalt, hogy K, metszési szama Z(n) = Linplnzlyn=2)|n=3
b ) HOBY B 412]] 2 2 2 |

Albertson felismerte a két teriilet kozotti finom kapcsolatot, és a kovet-
kezo sejtést fogalmazta meg: Ha egy G graf kromatikus szama r, akkor a
metszési szama legaldbb annyi, mint a K, metszési szama. (Persze ha G-ben
van topoldgikus K., akkor CR(G) > Z(r).)

Albertson és tsai. bizonyitottak a sejtést r < 12 esetén. Nekiink sikeriilt
még egy kis lépést tenniink, és a sejtést igazoltuk r < 16 esetén.

35. Tétel/Theorem 35. Bérmely r < 16 esetén, ha x(G) = r, akkor
CR(G) > Ccr(K,).

Bizonyitasi modszeriink osszekapcsolja a kritikus grafok strukturalis tu-
lajdonsagait és a metszési szam becslésének finom javitdsat extra informéaciok
felhasznaldsaval.

Két eredményiink mutatja, hogy az Albertson sejtés nagysagrendileg igaz.
Egyrészt, ha az élek szama tobb mint 3.57n, akkor az Albertson-sejtés igaz.
Masrészt, ha az élek szama kevesebb mint 3.57n, akkor a metszési szam
legalabb Z(n)/4.

12
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6. Fejezet
A Wegner-sejtés és morzsas szinezések

A G graf csicsai legyenek szinezve pirosra és kékre. Nézziik most csak a
piros csucsok altal feszitett P részgrafot, majd a kék csicsok altal feszitett K
részgrafot, a tobbi élet felejtsiik el. Természetes cél a kovetkezo. Szinezziink
ugy, hogy P és K minden komponense kicsi legyen. Ehhez hasonl6 sejtést
fogalmazott meg Thomassen. Motivacidja az volt, hogy ebbdl kévetkezne a
Wegner-sejtés egyik esete.

12. Sejtés/Conjecture 12. Legyen G egy 3-szorosan Osszefliggd, 3-regu-
laris graf. Ekkor G csicsait kiszinezhetjik pirosra és kékre gy, hogy a kék
csucsok altal feszitett részgraf fiiggetlen élekbol és izolalt cstcsokbdl all, a
piros rész pedig nem tartalmaz 3 éli utat, de a minimum fok 1.

Mivel ez a szinezés elég szabalytalan és a monokromatikus részek nagyon
picik, ezért morzsds szinezés-nek hivjuk. Sikeriilt tobb végtelen osztalyra iga-
zolni morzsas szinezés 1étezését konstruktiv moédon. A Petersen-graf kiilonle-
ges eset a Wegner-sejtésben. Ezért természetes volt az altalanositott Petersen
grafokat vizsgdlni.

38. Tétel/Theorem 38. Barmely k > 2 esetén a GP(2k + 1, k) éltalanosi-
tott Petersen grafnak van morzsas szinezése.

39. Tétel/Theorem 39. Barmely k > 2 esetén a GP(4k, 2k — 1) altaldno-
sitott Petersen grafnak van morzsas szinezése.

Mivel nem talaltunk ellenpéldat a fenti sejtésre és a kis fokszamok szerepét
lényegtelennek {téltiik, ezért a kovetkezd altalanosabb sejtést fogalmaztuk
meg.

13. Sejtés/Conjecture 13. Barmely legaldbb 7 csticsi maximum 3 foku
grafnak van morzsds szinezése.

Ezt sikeriilt fak esetén bizonyitani.

40. Tétel/ Theorem 40. Minden legfeljebb 3 maximélis foki T' fanak van
morzsas szinezése.

Késobb ezt alkalmazni akartuk, és indukciés bizonyitasokban sziikség volt
a kovetkezo erésebb allitésra.

41. Tétel/Theorem 41. Tetsz6leges maximum 3 foku 7" fanak van morzsés
szinezése gy, hogy egy tetszoleges 2 foku cstucs szinét eldirhatjuk, kivéve ha
T = Ps.

Egy fontos kiterjesztés lenne a kovetkezo.

13
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15. Sejtés/Conjecture 15. Minden maximum 3 fokd péaros grafnak van
morzsas szinezése.

Ezt sikeriilt igazolni a kovetkezd esetben. Legyen egy G graf minden
éle felosztva egy 1j cstucesal. Az igy kapott S(G) péros grafot a G graf
1-felosztasanak nevezziik.

46. Tétel/Theorem 46. Legyen S(G) egy 3-reguldris G graf 1-felosztasa.
Ekkor S(G)-nek van morzsas szinezése.

14
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