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Grafok élfelbontdsa és alkalmazasai
cimi doktori értekezésérol

A dolgozat f6 témdja grafok élhalmazdnak felbontdsa, bar mas grafelméleti
kérdéseket is targyal egves fejezetekben. Az értekezés olyan kérdésekkel foglalko-
zik, melyek mdr tobb évtizedes multra tekintenek vissza, és mali is aktiv kutatdsok
folynak ezeken a teriileteken. Tobb fejezetben hangsiilyos a grafelmélet és a geo-
metria kapcsolata, melynek vizsgalata Magyarorszdgon hagyomanyosan erds. A
témavalasztast jonak, korszeriinek gondolom.

A dolgozat egy néhany oldalas bevezetés utdan ot fejezetre tagozodik. A
vizsgalt problémék szépek, érdekesek, amit az is mutat, hogy némelyik fejezet
eredményeire 50 vagy annél is tobb fiiggetlen hivatkozdst mutat az MTMT. A
fejezetek mind Bardt Jdnos mar megjelent cikkeire tdmaszkodnak, Osszesen 8
cikkre, melyek dsszesen 20-ndl is tobb tételt tartalmaznak. Roviden ismertetem
az egyes fejezetek fobb eredményeit.

Az 1j tudomanyos eredmények:

A misodik fejezet grafok irdnyszdmaéval és geometriai vastagsagdval foglal-
kozik. Az irdnyszdmot az [A] jelil dolgozatban definidltdk Ambrus Gergellyel
és Hajnal Péterrel kizosen. Legyen G egy tetszéleges graf, amit gy akarunk
lerajzolni, hogy minden pontjinak a sik egy pontja felel meg, é&s minden éle egye-
nes szakasz, és ezen szakaszok meredekségeib6l minél kevesebb legyen. A mere-
dekségek optimalis szdma a graf irdnyszama. Tobbek kozott karakterizaltak azo-
kat a grafosztalyokat, melyeknek 1 vagy 2 az irdnyszdama. A [B] jelil cikkben azt
is belatték, hogy majdnem minden 7 csticsi graf irAnyszama nagy, Q(n?/ logn)-
es nagysagrendi, illetve hogy mar D > 5-re a D-reguldris grafok irdnyszama
akarmilyen nagy lehet. Az utébbi tételek bizonyitasa egzisztencialis, és nagyban
tamaszkodik a valds polinomok egy mély tulajdonsagéara, a Milnor-Thom-tételre.
Egy masik, a fejezetben vizsgélt tulajdonsdg a geometriai vastagsdg. Rajzoljuk
le a G grafot a sikra gy, hogy minden éle egyenes szakasz legyen. Ezt a leraj-
zolast felbonthatjuk sikgrafok éldiszjunkt unigjara. A G geometriai vastagséga az
a legkisebb k szdm, amire van k sikgraf unidjaként valé ilyen lerajzoldsa G-nek.
Az irdnyszamos tételek bizonyitdsdhoz hasonldéan megmutatjak, hogy ha D > 9,
akkor létezik olyan D-reguldris, n csucsu graf, melynek geometriai vastagsaga
tetszolegesen nagy lehet n fliggvényében.

A harmadik fejezet témdja egy klasszikus élfelbontési kérdés. Adva van egy
,nagy” G graf, n cstcesd, m éli, és egy ,kis” H graf, melynek h élszama osztdja mn-
nek. Milyen feltételekkel taldlhatunk m/h éldiszjunkt H-példanyt G-ben? Ugy is
mondjuk, hogy ilyenkor G-nek van H-felbontésa. Ha G-re osszefiiggoségi tipusi



feltételt koveteliink meg, akkor lesznek olyan G grafok, melyek derékbdsége nagy,
n-nek egy nové fiiggvénye (ez jol ismert, Erdds Pal egy régi eredménye), igy nem
véarhatjuk el, hogy a H graf tartalmazzon kért. Bardt Jdnos és Carsten Tho-
massen megfogalmaztak az alabbi nagyon szép sejtést: minden 7' fara létezik
egy olyan kp természetes szam, hogy ha G egy kr-élosszefliggd, m élii graf, T
élszama h és h|m, akkor G-nek van H-felbontasa. Egy specidlis eset az, amikor
H karom, azaz egy hdrom levelil csillag. A karomfelbontds szoros kapcsolatban
van a Tutte-irdnyitdssal és a sehol sem nulla folyamokkal. Tobb tételt is belattak
(részben Thomassennel, részben Gerbner Déniellel) a karomfelbontéssal, a Tutte-
iranyitdssal és annak édltaldnositasaval, illetve a Barat-Thomassen-sejtéssel kap-
csolatban. A sejtést végiil egy tobb szerzéi csoport altal jegyzett, egy évtizeden
athuzoédo cikk sorozat végén Bensmail és szerzétarsai bizonyitottak be.

A negyedik fejezet kérdését Vigh Viktor tette fel, térgeometriai, de visszavezet-
het6 karomfelbontasokra. Tekintsiink egy n x n x n-es kockat, mely egységkockak-
bdl épiil fel. Szabad egy egységkockat elvenni, ha pontosan harom lapszomszédja
van. Meddig lehet ezzel szabéllyal lebontani a kockét? Milyen konfiguracié ma-
radhat meg a végén? Hivjuk megoldasnak azokat a konfigurdcidkat, melyeket igy
megkaphatunk. Készitiink egy dualis grafot, ebben a csucsok az egységkockak, és
két cstics akkor szomszédos, ha a megfeleld kockak lappal érintkeznek. Kidertil,
hogy a megolddsok a dudlis grafban n® ponti fliggetlen halmazok, a szabdlyos
lépések pedig egy karom elvételének felelnek meg. Visszaforditva a lebontdst,
felépitést kapunk. Mutattak egy moho algoritmust, mely eldonti, egy adott hal-
maz megoldds-e. Emellett ez a mohé algoritmus pontosan akkor tud egy konfi-
guraciobdl teljes kockdt felépiteni, ha a kiinduldsa megoldds. Taldltak specialis
szimmetridji megoldds tipusokat is. Kitérnek a d-dimenzios dltalanositasra. Meg-
emlitendd, hogy a vizsgalt kérdésnek a bootstrap perkoldcion keresztiil fizikai vo-
natkozdsa is van, a kozlemény a Journal of Statistical Plysics folydiratban jelent
meg.

Az 6todik fejezet téméja az Albertson-sejtés, mely egy graf metszési szdma
és kromatikus szdma kozott teremt kapesolatot: ha a G graf kromatikus széma
7, akkor ¢r(G) metszési szdma legaldbb akkora, mint /<, metszési szdma. Meg-
jegyezziik, hogy az r = 5 eset ekvivalens a Négyszin tétellel. Az r = 6 esetet
Oporowski és Zhao lattdk be, mig Albertson, Cranston és Fox bebizonyitotték,
hogy a sejtés igaz, ha 7 < r < 12. Bardt Janos és Téth Géza belattak, hogy
az = 13,14, 15, 16 esetekben is helyes az Albertson-sejtés. A bizonyitdsban r-
kritikus grafokat, Kostochka és Stiebitz illetve Gallai egy-egy ezekre vonatkozo
eredményét, és Pach Janos és szerzétarsai altal a metszési szamra adott korldtokat
hasznaltak fel. Bizonyitdsi modszeriiket megtartva, egy metszési szamra kapott
javitdst felhaszndlva Ackerman nemrég r = 17, 18-ra kiterjesztette a tételiiket.

A hatodik fejezetben Thomassen egy Un. morzsas szinezési sejtését tekinti.
Eszerint egy 3-reguldris, 3-osszefiiggd G graf csicshalmaza szétvaghatod gy ket



részre, hogy az egyik részre megszoritva G-t a maximédlis foka 1, mig a masik
részen G minimalis foka 1, és emellett abban G nem tartalmaz 3 élii utat. A
sejtés azért is érdekes, mert kovetkezne beldle Wegnernek egy specidlis tipust
szinezésrl szolo sejtésének egy esete. Megjegyzendd, hogy ilyen graf széthontasok
lényegesek egyes bedgyazdsi problémakban is.

Barat Janos ifj. Blazsik Zoltdnnal és Damédsdi Gaborral tGbb nemtrivialis graf-
osztalyra, pl. ltalanositott Petersen-grafokra, 3 maximalis foki fakra és 3-reguldris
grafokbdl 1-felosztdssal kapott grafokra bebizonyitottdk, hogy létezik morzsas
szinezésiik. Megfogalmaztak t&bb sejtést is a témakorben, a paros grafokra vo-
natkozé tiinik témadhatébbnak. Ezeknél a sejtés irdnydba tett lényegesen na-
gyobb eldrelépésre nem lehet szamitani, mert Bellitto és tarsai nemrégiben adtak
ellenpéldat Thomassen sejtésére.

Osszefoglalé:

Az értekezés és a tézisfiizet j6l megszerkesztett, igényes munka. Az értekezés
angolul frédott, az angolsaga jo, megfogalmazasa vildgos, mindossze néhany saj-
tohibat talaltam. A magyar nyelvii tézisfiizet par tételénél éreztem csak, hogy az
az eredeti angol valtozathdl lett leforditva, és emiatt nehézkes a megfogalmazdsa.
Mindazonaltal ez az olvasést, a megértést lényegéhen nem zavarja.

Legfontosabbnak, legnagyobb hatdsinak a harmadik fejezet eredményeit, a
Barit-Thomassen-sejtést és az azzal kapcsolatos tételeit tartom. Ezt jél mutatja,
hogy évtizedes, tobb kutatoi csoportot foglalkoztaté munkat inditott el. melyben
Bardt Janos eredményei is lényegesen hozzdjarultak a sejtés megoldasahoz.

Kérdés a szerzohoz:

A 4. Tételben bebizonyitottdk, hogy létezik olyan n csucsi graf, melynek
irdnyszama Q(n?/logn)-es nagysagrendii. Létezik-e olyan strtt graf, melynek
irdnyszéma nagysagrendben ennél is nagyobb, példdul Q(n?/loglogn)-es, vagy
akar ¢ - n2es, ahol 0 < ¢ <« 17 Sejtenek valamit err6l? Esetleg lehet, hogy
O(n?/logn) az igazsag’

Az értekezés tézseit 1j tudomdnyos eredménynek kivétel nélkil elfogadom,
azokal elegenddnek tartom az MTA doktora cim megszerzéséhez. Az értekezés
nyilvdnos vitdra bocsdtdsdt és Bardt Jdnos szdmdra a cim odaitélését javaslom.

1T,

Szeged, 2025, szeptember 10. Dr. Csaba Béla



