Birdlat Keszegh Balazs
Geometriai hipergrafok és érintégrafok
cimil akadémiai doktori értekezésérol

Geometriai problémék vizsgalata soran nagyon gyakran a kozponti probléma,
hogy megértsiik a kérdésben szereplé objektumok metszési/illeszkedési tulaj-
donsagait. A kérdéskor egyik elsé mérfoldkove Koebe egy komplex fiiggvénytan
altal motivalt érme-grafok vizsgélatat targyalé 1936-os cikke. Egy mésik mérfoldk6
Davenport—Schinzel egy differencidlegyenletek vizsgdlata sordn felmeriilt kombi-
natorika problémat targyalé 1965-0s cikke. Ezek a cikkek és tovabbiak vezettek
el tobbek kozott reprezentacids tételekhez és a Szemerédi—Trotter sikgeometriai
pont /egyenes illeszkedéseket becsld tételéhez. A doktori mii ezen eredmények &ltal
elinditott kutatasok jelenlegi , dllapotat” gazdagitjak.

Osszefoglalva, a disszertacié téméja egy nemzetkozileg is sokak altal vizsgalt,
fontos teriiletet, amely gyokerei klasszikusak, de egyben nagyon friss, izgalmas
kérdéseket is tartalmaz.

A disszertacié egy bevezteté fejezet utdn rendszerezi, Osszefoglalja az
eredményeket, tisztdzza a disszertacié hatterét. A disszertacié kozponti fogalma geo-
metriai halmazok két rendszerének metszési paros grafja. A paros graf két osztalyat
csucsoknak, illetve éleknek tekintve egy hipergrafot kapunk. A hipergrafosztély per-
sze fiigg a geometriai hattértél. A természetes kérdések azaz a természetes geometria
kérdések mogott ,,megbiijé” halmazrendszerosztalyok egy bonyolult kapcsolatrend-
szerrel rendelkeznek. Ebben eligazodni is nehéz. A maésodik fejezet diagramjai
nagyban segitik az olvasét. Egyben mutatjak, hogy az opponens is milyen , nehéz
fdba vagja a fejszéjét”. Megjegyzem, hogy a tézisfiizet — amely szerepe egy tOomor
osszefoglalasa az elért eredményeknek — 32 oldalas.

A bevezetett halmazrendszerek kombinatorikus paraméterei (példdul a kroma-
tikus szdm, V-C-dimenzié, a halmazrendszerhez tartozé Delaunay-graf élszama)
fontos forrasai a doktori miinek. Ezek becslései alkotjdk a disszertacié legnagyobb
részét.

A tovabbi kilenc fejezet tartalmazza a szerzo elért eredményeit. 140 hivatkozas
zarja a dolgozatot. A tovabbiakban a fejezeteket részletezem és a teljesség igénye
nélkiil (véleményem szerint az opponensi vélemény tartalmat leir6 része ne legyen
hosszabb 3 oldalnél) emlitek eredményeket.

Az els6 eredményeket tartalmazdé fejezet olyan hipergrafokrdl szol, amelyek
Delaunay-grafja linearis méreti. Azaz olyan hipergrafokkal foglalkozik ahol a 2
nagysagu élek szama ,kicsi”. Ezekben az esetekben ad becsléseket a halmazrend-
szer kombinatorikus paramétereire. Egy jellemz6 eredmény:

3.1. Tétel (i): Legyen H = (V,E) egy n csicsi hipergraf. Tegyiik fel, hogy
vannak olyan ¢,¢ > 0 konstansok, hogy minden V' C V csicshalmaz esetén a V'
altal feszitett részhipergrafnak legfeljebb c|V’| — ¢ éle van. Ekkor x(H) legfeljebb
2c+1.

Megjegyezziik, hogy a becslések hatékony véletlen approximéciés algoritmu-
sokhoz vezetnek a megfelelé hipergrafra vonatkozé minimalis silyt lefogé halmaz
probléméra. Ez az eredmény korabbi algoritmikus eredményeket 6tvoz kombinatori-
kus becsléseivel. A kapott algoritmus természetesen egyszerii geometriai kornyezet-




ben is futtathaté és tisztan geometriai inputra szamol ki egy természetes geometriai
paraméter esetén egy kozelito értékét.

A kovetkez6 harom fejezet kiilonb6z6 geometria halmazcsaladok metszethi-
pergrafjairél sz6l. Mint irtam a felvetheté kérdések nagyon vaéltozatosak. A
disszertacio jol mutatja Keszegh Baldzs erejét, ahogy a kérdéseket rendszerezi ratalal
a természetes , tamadasi pontokra” és ezekben ér el jelentGs elorelépéseket.

Egy példa az itt taldlhaté eredmények koziil: 2.12. Tétel: Egy pszeudo-korlap
csaldd egy masik pszeudo-korlap csaladra vonatkozé metszethipergrafja kromatikus
szama legfeljebb 4.

Ez szamos korabbi eredmény kozos altalanositasa.

A 222, Tétel ezt az eredményt kiterjeszti az gy nevezett linearis unié-
bonyolultsdgi alakzatok csaladjanak egy pszeudo-korlap csaladra vonatkozé met-
szethipergrafjanak konstans sok szinnel valo j6 szinezésére.

A szinezések geometria kornyezetben természetesen meriilnek fel. A 4-szin-tétel
is a graflerajzolasok/geometria/topologia és a graf szinezések kapcsoléddsat mu-
tatja. Ha a szinezést mint hipergraf alaphalmazanak fiiggetlen halmazokra val6
particiondldsdnak gondoljuk, akkor a geometria jelentdség jobban megmutatkozik.

Végiill egy masik grafparaméterre vonatkozé becslést emlitiink ebbdl a
témakorbol: A 2.25. Tétel fels6 korlatot ad a ¢ méretii hiperélek szamara egy egye-
nescsaladnak egy pszeudo-korlap csalddra vonatkozé metszethipergréafjaban.

Majd két fejezet kovetkezik ABA- és ABAB-mentes hipergrafokrol szél. Akik
ismerik a Davenport-Schinzel-sorozatokat azok nem lepédnek meg a definicién: Egy
rendezett csicshalmazon a ‘H hipergraf ABA-mentes, ha H nem tartalmaz olyan A és
B hiperéleket, melyekre van harom z, y, z sorrendet kovet6 cstics, amely rendre csak
az A, csak a B és csak az A élben szerepel ezen két él koziil. A fogalom kiterjeszthetd
arra az esetre is, ha az alaphalmaz nem rendezett és az ABAB-mentesség is konnyen
formalizalhaté.

Ahogy a Davenport-Schinzel-sorozatokndl a fogalom mogott geometria dll: sok
példa adhat6 geometriai metszetgrafokra, amelyek rendelkeznek valamelyikkel a fen-
ti tulajdonsdgok kozil. Igy egy kombinatorikus eredmény tobb geometriai kovet-
kezménnyel bir. A kombinatorikus vizsgélatok tobbsége a kromatikus szam becslése.

Csak karakterisztikus eredményeket idézek: 2.32 és 2.33. Tétel: Minden m > 2
esetén létezik egy ABAB-mentes m-uniform hipergraf, amely nem jol 2-szinezheto.
Tovabba minden ABAB-mentes hipergraf jol 3-szinezhet6.

A geometriai kovetkezmények érdekesek. Természetesen az egyes esetekben a
kombinatorikus eredmény formalis alkalmazasanak hatarai vannak. Ekkor Keszegh
Balazs tovabbmegy és nem-ABA-mentes geometriai hipergrafok esetében is vizsgélja
a kérdést. A geometriai lényeg jobb megértésével kiterjeszti az eredményeket olyan
geometriai kornyezetre, ahol a kombinatorikus tulajdonsig nem teljesiil.

A disszertéacié utolsé hdarom fejezetben becsléseket lathatunk kiilonb6zé gorbe-
csaladok esetén az érint6 gorbeparok maximalis szamara (két gorbét érinti egymast
egy pontban, ha mindkett6 athalad a ponton és ebben a metszéspontban nem ke-
resztezik egymast). A probléma természetesen két gorbecsalddra is kiterjeszthet6 a
,» kereszt-érintkezések” vizsgalatara. A doktori mii ezen része harom cikken alapul,
amelyek Eyal Ackerman-nal és Palvolgyi Domotor-rel kozos munkék.

A kérdések publikalt sejtéseken alapulnak. Kiilonbozé gorbecsaladok meriilnek
fel. A teljes hatteret egy tablazat foglalja Gssze, amely 10 becslést tartalmaz és ezek
koziil csak kettd trividlis. A maradék nyolc eredmény tobbségét Keszegh Baldzs




publikdlta (tarsszerzokkel) és a disszertdciéban szerepel. Az eredményekre két jel-
legzetes példat adunk.

2.39. Tétel: Legyen C egy olyan, n z-monoton gorbébdl allé csalad, melyre C-
nek nincs harom gorbéje mely egy pontban metszi egymast, és C minden gorbeparja
pontosan egy pontban metszi egymast, amely vagy keresztezé pont vagy érinté pont.
Ekkor C gorbéi kozotti érintések szama legfeljebb 1160n.

A konstans mar sejteti, hogy a bizonyitas technikai. Valoban egy hosszii, Ossze-
tett, braviros analizisrél van szo.

2.42. Tétel: Adott egy n piros és kék gorbébdl all6, 1-metsz6 csalad, tigy, hogy
két azonos szinli gorbe nem metszi egymast, ekkor a gorbék kozotti érintések szama
O(n).

Keszegh Baléazsék észreveszik, hogy Pach egy korabbi z-monoton gorbékre vo-
natkozé konstrukciéja egy Q(nlogn) darab érintéssel rendelkezd 2-metsz6 csaladot
alkot. A fenti tétel természetes kérdést vélaszol meg. Az érintések szama lényegesen
valtozik.

Megjegyezziik, hogy a tézisekben rengeteg eredmény, sejtés, motivalé tétel sze-
repel. Hogy az olvasé ldssa pontosan mely eredmények részei a disszertdciénak (a
disszertaci6 tézisei) egy kis , kutatémunkat” igényel. Ezeket a téziseket elfogadom
Keszegh Balazs munkéjanak.

6sszef0glalva: A geometriai halmazrendszerek elmélete egy Osszetett kérdéskor
sok bizonyitasi technikdval. Keszegh Baldzs ezen mddszerek jé ismerdje, s6t néhany
esetben a kidolgozdja. A disszertacié mellett a Pélvolgyi Domotorrel egyiitt gondo-
zott honlap (Geometric hypergraph zoo) is j6l mutatja, hogy Keszegh Baldzs nem-
csak egy-egy probléma megoldasaval cikkeket publikal, hanem az egész témakort
mélyen atlitja, a felmeriilt kérdéseket rendszerezi, ezzel segitve kutatétarsait. Hi-
vatkozésai jol mutatjak, hogy munkdja nemzetkozileg is elismert.

A munkdk nagy része tarsszerzds. De ezeket Keszegh Baldzs nem nem egyet-
len csoport tagjaként érte el. Tobb elismert kutatéval dogozott egyiitt. Emellett
egy szerzOs cikkei is vannak. Szamomra vildgos, hogy Keszegh Baldzs személyes
hozzajarulasa a témakor fejlédéséhez jelentds és kozponti.

A disszertacié gondos munka, esztétikailag is szép. A geometriai gondolatok
megértésében jol megtervezett abrak segitik az olvasét. A doktori mii olvasdsa
soran csupan néhany — a megértést nem akadalyoz6 — elirast talaltam.

Az eredmények koziil j6 néhany a témakor legjelentésebb folydirataiban lett pub-
likdlva, a vizsgalt kérdéskorok elméletéhez jelents hozzajaruldsokat jelentenek.

A fentiek alapjan javaslom a nyilvanos vita kitiizését és melegen javaslom az
Akadémiai doktori cim odaitélését.

Szeged, 2025. november 10.
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