OPPONENSI VELEMENY KESZEGH BALAZS
GEOMETRIAI HIPERGRAFOK ES ERINTOGRAFOK
CIMU MTA DOKTORI DISSZERTACIOJAROL

A disszertacio angol nyelven irott 112 oldal terjedelm, szép kiallitasti, gondos mun-
ka. Az értekezés a szerzd nyolc publikiciéjaban foglalt eredményeken alapszik, amelyek
koziil két publikicio egyszerzds, tovabbi hat pedig téarsszerzds, egy vagy maximum két
tarsszerzével. A felhasznalt cikkek magas szinvonalii nemzetkézi matematika folyodiratok-
ban jelentek meg, koztiik a teriilet olyan vezetd periodikdiban, mint a Combinatorica,
Discrete and Computational Geometry, European Journal of Combinatorics, stb. A nyole
publikicié koziil a legrégebbi 2019-bél, a legfrisebb 2024-bél szarmazik. A fentieken kiviil
a disszertaciéban a szerzé szamos mas, a témaval kapcsolatos cikke is fel van sorolva.

A dolgozat 1. fejezete altalanos bevezetés, amelyet a 2. fejezetben egy részletes dssze-
foglald kévet az eredményekrsl. A {5 tételek és a megértésiikhoz sziitkséges legfontosabb
fogalmak, illetve a problémék térténete mind a 2. fejezetben vannak lefrva. A t6bbi fejezet
tartalmazza a bizonyitasokat, tovabbi definiciokat és allitasokat.

A dolgozat a geometriai objektumok metszési és érintési viszonyainak kombinatorikai
vizsgélataval foglalkozik. Ez a témakor a kezdetek dta kozponti fontossagi a kombina-
torikus geometridban. Olyan alapvetd eredmények, mint pl. a Sylvester Gallai-tétel, az
Erdds-de Bruijn-tétel és a Szemerédi Trotter-tétel az egyetemi alap tananyag részét ké-
pezik. Az értekezés egyik kbzponti fogalma a geometriai hipergraf vagy metszethipergraf,
amely két alakzathalmaz metszéseinek szerkezetét irja le, illetve az érint6graf, amelyben
két alakzatot reprezentéld csiics akkor van éllel GsszekGtve, ha a megfelels alakzatok érin-
tik egymast. Legyen A és B két alakzatcsalad. Ekkor az A csalad B-re vonatkozo Z(.A, B)
metszethipergrafja az a hipergraf, amelynek cstcsai megfelelnek A elemeinek, és a cst-
csok egy H, legalabb kételem részhalmaza akkor hiperél, ha a B csaladnak létezik olyan
eleme, ami pontosan [ elemeinek megfeleld A-beli elemeket tartalmazza. Amennyiben
tobb ilyen B-beli elem van, akkor is csak egyszer tekintjiik a megfelel§ hiperélt. Egy H
hipergraf Delunay-grafja az a graf, aminek cstcshalmaza megegyezik H csticshalmazaval
és élei ‘H kételemd hiperélei. A legstiriibben el6fordulo esetekben a csticsok pontoknak, a
hiperélek pedig alakzatoknak felelnek meg (primal probléma), vagy forditva (duél proble-
ma), amikoris a metszési rel4ci6 valojaban a tartalmazasnak felel meg. Az az eset, amikor
a pontok a hipergraf csticsai és az alakzatok felelnek meg a hiperéleknek, talan a legter-
mészetesebb valtozat. A konkrét problémak tobbségében a B alakzatcsalad tagjai olyan
geometrial objektumok, mint pl. félsikok, tengelyparhuzamos téglalapok, korok, pszeudo-
kordk, stb. Az ily modon definialt hipergrafok esetén felmeriild szamos kérdés koziil az
extremalis problémak mellett a szinezési kérdések a legérdekesebbek. Egy hipergraf jo k-
szinezése a csticsok olyan szinezése k szinnel, hogy minden él legalabb két kiilonb6zé szint
csticsot tartalmaz. A legkisebb olyan szamot, amivel 1étezik ilyen jo szinezés, a hipergraf
kromatikus szdmanak nevezziik. Tovibba egy k szinnel valé szinezés polikromatikus k-
szinezés, ha minden hiperél tartalmaz k paronként kiilonb6zd szind cstucsot. A k szinnel
vald jo szinezések és polikromatikus szinezések nehézsége egymashoz képest forditottan
viselkedik: minél t&bb szint hasznalunk, annal kénnyebb jol szinezni, és annal nehezebb
polikromatikusan szinezni. A polikromatikus k-szinezések esetén nyilvan egy k-nal kisebb
hiperélt nem lehet kiszinezni, ezért ezeket figyelmen kiviil szokds hagyni. Ezek alapjin az
un. primél geometriai hipergraf polikromatikus szinezési probléma a kovetkezd: Tegyiik
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fel, hogy adva van egy k természetes szam, egy ponthalmaz és alakzatok egy csaladja
R%ben. Célunk a pontok olyan k szinnel szinezése, hogy minden alakzat, amely legalabb
m(k) pontot tartalmaz, tartalmazzon minden szind pontboél legalabb egyet. Az m(k)
mennyiséget a fenti feltételek mellett minimalizalni szeretnénk. Ha adott m és egy H hi-
pergraf, akkor legyven H,, az a hipergraf, aminek csticshalmaza megyezik H-éval, de csak
a legalabb m elemi hiperéleket tartalmazza H-bol. Ha F hipergrafok egy csaladja, akkor
az Fy, jeloli a H € F elemekbdl képzett H,-ek altal alkotott csalddot. Legyen x,,,(F) az
a legkisebb k& széam, amihez létezik olyan m, hogy minden F,, € F jol k-szinezhetd. Ha
Xm(F) = 2, akkor legyen my az a legkisebb m szém, hogy minden F,, € F-nek létezik
polikromatikus k-szinezése. Ha ilyen véges m nem létezik, akkor my = oc.

A xm(F) és my mennyiségek vizsgalatanak geometriai motivacidja a tébbszoros fedések
elméletébdl, az un. fedési-szétszedési problémakbél szarmazik. Ez a duélis polikromatikus
probléma nyelvén a kivetkezd: Ha adott egy m-szeres fedés (pl. a sikban) valamilyen geo-
metriai objektumokkal, (pl. korok), akkor felmeriil a kérdés, hogy fel tudjuk-e ezt osztani
k fedésre, azaz ki tudjuk-e szinezni a fedd objektumokat £ szinnel gy, hogy a sik min-
den pontja mindentéle szint alakzathoz hozzatartozzon. Eleinte a f§ kérdés az volt, hogy
milyen feltételekkel lehet garantalni, hogy x,,(F) = 2. Késébb az tun. konfliktusmentes szi-
nezések is fokuszba keriiltek, ugyanis ezek szoros kapesolatban allnak a fedési-szétszedési
probléméban el6fordulé szinezéssel. Egy hipergraf szinezése konfliktusmentes, ha minden
hiperélhez van olyan szinosztaly, hogy abbdl a szinosztalybol az él pontosan egy pontot
tartalmaz. Az értekezés egyik 6 teriilete a metszethipergrafok szinezési tulajdonsigaival
kapcsolatos eredmények.

A 3. fejezet olyan hipergrafokkal foglalkozik, amelyek Delaunay-grafja linearis méretii.
A Delaunay-graf élszaméara vonatkozo felsé korlat fels6 korlatokat implikal a legfeljebb k
méretii hiperélek szaméara, a hipergraf kromatikus szaméara és VC-dimenziojara is. Ezeket
az eredményeket a 3.1. tétel tartalmazza.

A dolgozat 4.-6. fejezeteiben a szerzd pszeudo-korlapok csaladjait vizsgalja. Jordan-
tartomanyok egy csaladjat pszeudo-korlap csalddnak nevezziik, ha barmely két elem ha-
tarai legfeljebb két pontban metszik egymast. Ezek a korlapok természetes Altalanositasai,
és a korlapokra vonatkozo legtobb topolégial és kombinatorikai tulajdonsigot megérzik.
Fontossédguk abban is rejlik, hogy pl. egy tetszéleges rogzitett konvex lemez homoteti-
kusaibél allo csalad is ilyen. Ismert, hogy pontok kérlapokra vonatkozd Delaunay-gréfja
sikgraf, tehat jol 4-szinezhets. Smorodinsky (2007) egyszerd észrevétele alapjan ez az
szinezés a metszethipergrafra is kiterjeszthetd.

A 4. fejezet 16 eredménye a 2.12. tétel, amely kimondja, hogy pszeudo-korlapok pszeudo-
korlapokra vonatkozd metszethipergrafja mindig jol 4-szinezhets. Smorodinsky (2007)
eljarast adott arra, hogy hogy lehet egy n csticsu hipergraf részhipergrafjainak j6 szine-
zésését felhasznalva a hipergraf egy konfliktusmentes szinezését megadni O(logn) szinnel.
Even és tarsai (2003) egy korabbi eljarast kihasznalva megmutattdk, hogy egy n elemf
sikbeli ponthalmaz korokre vonatkozo metszethipergrafja O(log n) szinnel konfliktusmen-
tesen szinezhetd. Az, hogy ez érvényes korok helyett pszeudo-korlapok csaladjara is, ismert
volt folklérként. A koérlapokra vonatkozoé allitas dudlis formajat igazoltak Even és téarsai
(2003), majd Smorodinsky (2007) altalanositotta pszeudo-korlapok csaladjara. Cardinal
és Korman (2013) megmutatta, hogy egy rogzitett konvex lemez véges sok homotetikus
példanyabol allo csaladnak a sik Gsszes pontjara vonatkozd metszethipergrifja szintén jol
4-szinezhetd. Keller és Smorodinsky (2019) igazoltak, hogy n korlap csaladjanak a sik
Osszes korlapjara vonatkozd metszethipegrafja jol 6-szinezhetd és O(logn) szinnel konf-
liktusmentesen szinezhets. A 2.12. tétel altalanositja Keller és Smorodinsky eredményét,
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és egyben az Gsszes fenti eredményt, illetve megjavitja annak felsé korlatjat is 6-rol 4-re,
ami optimaélis. A bizonyités részeként azt is igazolja a szerzd, hogy pszeudo-korlap csalad
pszeudo-korlap csaladra vonatkozo metszethipergrafjanak Delauny grafja sikgraf. A 2.12.
tételnek az is kovetkezménye, hogy a megfeleld metszethipergraf O(logn) szinnel konf-
liktusmentesen szinezhetd (2.13. kivetkezmény), illetve, hogy egy rogzitett konvex lemez
homotetikusainak csaladja egy maésik konvex lemez homotetikusainak csalddjara nézve
jol 4-szinezhetd (2.14. kovetkezmény). A fentiek mellett a szerzé megmutatja, hogy egy
pszeudo-korlapokbol allG csalad egy véges elemszami pszeudo-korlap-csaladra vonatkozo
metszethipergrafjanak VC-dimenzioja legfeljebb 4 és a becslés éles (2.15. tétel), illetve,
hogy amennyiben a véges csaladnak n eleme van, akkor akkor a legfeljebb ¢ méretii hipe-
rélek szama O(t3n) (2.16. tétel).

Az értekezés 5. fejezetében a szerzé linearis unio-bonyolultsagn csaladok pszeudo-
korlapokra vonatkozé metszethipergrafjat vizsgélja. Tekintsiink a sikban egy véges sok
olyan Jordan-tartomanybol allé B csalddot, amiben barmely két elem véges sokszor met-
szi egymast. A B elrendezés csiicsai a tartomanyok hataranak metszéspontjai, élei a az
egyes tartomanyok hatdranak maximadlis metszéspontmentes darabjai, lapjai pedig azok
a maximaélisan Gsszefiiggs részek, amik nem tartalmaznak csucsokat és éleket. A B elren-
dezés U(B) unié-bonyolultsaga a B azon éleinek szdma, amik a B elemei uni6jénak haté-
ran vannak. Amennyiben létezik olyan ¢ szam, hogy B tetszdleges B' részcsalddja esetén
U(B') = c|B|, akkor B (c¢)-linearis uni6-bonyolultsagi. Kedem és tarsai (1986) megmutat-
tak, hogy pszeudo-korlapok tetsz6leges véges csaladja linearis unié-bonyolultsagia. Smoro-
dinsky (2013) igazolta, hogy a sik pontjainak egy n elembdl all6 véges uni6-bonyolultsagn
Jordan-taromanyokbdl allo csaladjara vonatkozé metszethipergrafja konstans sok szinnel
jol szinezhet®, és O(logn) szinnel konfliktusmentesen szinezhetd. A fejezet f6 eredménye
a 2.22. tétel, amelyben a szerzd igazolja, hogy ha adott egy F pszeudo-kérlapokbél allo
csalad és egy véges B linearis unié-bonyolultsagi Jordan-tartoméany csalad, akkor Z(5, F)
konstans sok szinnel jél szinezhets. Kedem és tarsai (1986) tételét kihasznélva adodik,
hogy 2.22. tétel feltételei mellett Z(B, F) O(logn) szinnel konfliktusmentesen szinezhe-
t6 (2.23. kovetkezmeény), és hogy a metszethipergrafl VC-dimenzioja korlétos, illetve a
legfeljebb ¢ méretii hiperélek szama O(t%!n).

A 6. fejezet egyenesek pszeudo-korlapokra vonatkozo metszethipergrafjainak méretével
foglalkozik. Szinezésekkel nem, mert ismert, hogy x., végtelen erre az osztalyra (Pach,
Tardos, Téth (2007)). Ebben a fejezetben £ egyenesek, F pedig olyan pszeudo-korlapok
csaladjait jeloli, amelyek (kolcsondsen) altalanos helyteben vannak, azaz a sik minden
pontjara legfeljebb két alakzat illeszkedik £ U F-bdl. A szerzé megmutatja, hogy ha
|£] = n, akkor Z(L, F) pontosan t cstcst hiperéleinek szama O(tn?) (2.25. tétel), illetve
hogy az 6sszes hiperél szamara teljesiil O(n®) (2.26. tétel). Azt is megjegyzi, hogy ¢-t6l
vald fiiggés nem biztos, hogy optimalis, viszont az dsszes hiperél szamara vonatkozo korlat
éles.

A 7. és 8. fejezetben a szerzd a félsikok altalanositdsaival, a pszeudo-félsikokkal fog-
lalkozik, és az ide vonatkozo ismert primal és dudl eredményeket altalanositja pszeudo-
félsikokra. Pontok félsikokra, illetve ennek megforditasat, azaz félsikok pontokra vonatko-
z6 metszethipergrafjait a szerz6 (2007, 2012), Fulek (2011), illetve Smorodinsky és Yudits-
ky (2012) vizsgaltak. Pszeudo-egyenes csalddon olyan mindkét iranyban végtelen gorbék
egy csaladjat értjiik, amelyben barmely két elem legfeljebb egyszer metszi egymaést; ezek
az egyenesek olyan természetes altalanositasai, amelyek megérzik azok metszési tulajdon-
ségait. Pszeudo-egyenes csaladon pedig olyan sikbeli tartomanyok egy csaladjat értjiik,
amelyek hatarai pszeudo-egyenes csaladot alkotnak. Ehhez a szerz6 definial absztrakt
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hipergraf osztélyokat, az in. ABA-mentes hipergrafokat és ennek segitségével a pszeudo-
félsik hipergrafokat, és megmutatja, hogy ezek megegyeznek a pontok pszeudo-félsikokra
vonatkozo metszethipergrafjainak csaladjaval. Igy elegendd ezekere az absztrakt hiper-
grafokkal foglalkozni.

A 7. fejezet 2.28. tétele szerint egy ABA-mentes hipergraf csiicsait k szinnel ki lehet
szinezni Ugy, hogy minden legalabb 2k — 1 nagysagn hiperél tartalmazza az dsszes szint.
Erdekes médon ugyanez az allitas igaz a pszeudo-félsik hipergrafokra is (2.29. tétel).
Mindkét tétel éles, illetve ezekbdl kovetkezik ugyanez pontok nemkorlatos konvex halma-
zokra vonatkozd metszethipergrafjaira is. A 2.30. tétel tartalmazza a duélis probléméra
vontakozé eredményt.

A 8. fejezetben a szerzé az ABA-mentes hipergrafok természetes altalanositisait, az
ABAB-mentes hipergrafokat tekinti. Az ABA-mentes hipergrafok definiciéban szerepld
valtakozasok szdma kiterjeszthetd, a Davenport-Schnitzel-sorozatokhoz hasonloan. Vi-
szont kideriil, hogy az igy kapott hipergrafok nem mindig jél 2-szinezhetSk. A 2.32. tétel
szerint minden m > 2 esetén létezik olyan ABAB-mentes m-uniform hipergraf, ami nem
jol 2-szinezhetd. Viszont mindig jol 3-szinezhetdk (2.33. tétel). Azt is igazolja a szerzd
(2.34. tétel), hogy egy hipergraf éppen akkor ABAB-mentes, ha pontok olyan pszeudo-
korlap csaladra vonatkozd metszethipergrafja, amiben a pszeudo-kérlapoknak van kozos
pontja (lesztrt pszeudo-korlap csaladok). A 2.35. és 2.36. tétel véges ponthalmazok leszirt
pszeduo-korlapcsalddokra vonatkozd szinezési tulajdonségairol szol.

Alakzatcsaladok metszési- és incidenciastruktirajanak leiraséra tovabbi érdekes és fon-
tos grafosztélyok definidlhatok. A szerz6 ezek koziil az érintégrafokat vizsgalja. Ha adott
alakzatok egy csaladja, akkor képezziik bel6le a kovetkezd grafot: a graf csicsai felel-
jenek meg az alakzatoknak, és két alakzat pontosan akkor legyen éllel osszekotve, ha
a nekik megfelel6 alakzatok érintik egymést. Erintégrafok széamos, egymastol latszolag
tavol allo probléméban felbukkannak, pl. sikgrafok paronként nemétfeds korlapok érints-
grafjaként valo reprezentalhatosaga (Koebe-Andreev-Thurston-tétel) vagy az Erdds-fele
egységtavolsag probléma. A kordbban definialt Delaunay-grafok természetes kapcsolatot
teremtenek a metszethipergrafok és érintSgrafok kézott.

A szerz6 érintégrafokkal kapesolatos eredményei az értekezés 9., 10. és 11. fejezetében
talalhatok. Ezekben a fejezetekben gorbék csaladjaban az érinté gorbeparok maximaélis
szaméat vizsgélja a szerzg. Gorbe alatt egyszert Jordan-ivet értiink. Feltessziik tovabba,
hogv a sik barmely pontjara legfeljebb két gorbe illeszkedik, illetve a gdrbecsaladban
barmelyik két gorbe legfeljebb véges sok pontban metszi egymast. Az érintések szama
az érintd gorbeparok szamét jelenti. A vizsgélatok £6 célja, hogy egyes alakzatcsaladok
érintGgrafjai éleinek szdmara felsé korlatot adjon a csticsok szamanak fiiggvényében.

A 9. fejezet paronként metszé gorbék kozotti érintésekkel foglalkozik. Pach sejtése sze-
rint egy olyan n gorbébdl allo csaladban, ahol barmely két gérbe pontosan egy pontban
metszi egymast (keresztezéen vagy érinten), a gorbék kozotti érintések szama O(n). A
sejtést Gyorgyi, Hujter és Kisfaludi-Bak (2018) igazolta egy specialis esetben, a gorbék
végpontjaira vonakozo6 feltétel mellett. A szerz§ bebizonyitja (2.39. tétel) Pach sejtését
z-monoton gorbékre (a gérbén nincs két olyan pont, aminek z-koordinatdja megegyezik)
és megmutatja, hogy ebben az esetben az érintések szama legfeljebb 1160n.

A 9. fejezet tovabbi eredménye 2.40. tétel (valojaban el6bb van bizonyitva, mint a 2.39.
tétel), mely szerint tetszdleges n olyan gorbébél allé gérbecsaladban, amelyben barmely
két gorbe legfeljebb ¢t pontban metszi egymaést, legfeljebb O(nz_ﬁ) érintés lehet, ezzel
megjavitja Bechler-Speier (2019) korabbi becslését. Kovetkezik az is, hogy ¢ = 1 esetén
legfeljebb O(n™*), t = 2 esetén pedig leglefiebb O(n**) az érintések szama.
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A 10. és 11. fejezetben a szerz6 két gorbecsalad (kék és piros) kdzotti érintések szamat
vizsgalja. A 10. fejezetben a két gérbecsaladrol fel van téve, hogy két azonos szint gorbe
nem metszi egymast, kiilonbo6zd szinti parok pedig legfeljebb egyszer metszik egymaést. A
2.42. tétel szerint ekkor az érintések szdma O(n).

A 11. fejezetben a 10.-hez hasonlé problémakat tekint a szerzd, de az 1-metsz6 feltétel
nélkiil. A 2.41. tétel szerint ha adott egy n piros és kék r-monoton gorbébdl alld csalad
a fenti feltételekkel, akkor az érintések szama O(nlogn), ami megegyezik a Pach, Suk
és Treml (2012) altal adott alsé korlattal. A 2.43. tétel szerint létezik olyan n piros és
kék gorbébdl allé csaldd, amelyben két azonos szind gorbe nem metszi egyméast és az
érintésck szama Q(n*/?). Ezzel jelent6sen megjavitja az altalanos estre korabban ismert
Q(nlogn)-es alsod korlatot. Ezen feliil vizsgalja még a fels6 korlatokat tovabbi geometriai
feltételek mellett.

Osszefoglalva, a disszertacié a modern kombinatorikus geometriai kutatésok fésodrahoz
tartozd témakorokkel foglalkozik, ezekben ér el érdekes és matematikailag jelentds ered-
ményeket. Az értekezésben felhasznalt cikkek a teriilet vezet§ folydirataiban jelentek meg.
Megitélésem szerint a dolgozat matematikai tartalma messze megfelel az elviarasoknak.
Az is vildgosan megallapithato, hogy a szerzd nagy rutinnal alkalmazza a téméban szoka-
sos modszereket. Az értekezés gondos munka, szerkezete attekinthetd, angolsaga is jo, és
hosszisédgahoz képest kevés sajtohibat tartalmaz. Tartalmilag Osszetfiiggd, jol kovethetd,
és a terjedelme is megfelel az elvartaknak.

A fentiek alapjan hatarozottan ugy gondolom, hogy Keszegh Balazs értekezése mind
tartalmilag, mind formailag bdségesen kielégiti az MTA doktori disszertaciéval szemben
tamaszthatd kovetelményeket. A doktori miiben foglalt téziseket elfogadom 1j tudoma-
nyos eredményekként, az értekezést nyilvanos vitara alkalmasnak tartom. Javaslom a
nyilvanos vita kittizését és Keszegh Baldzs szdmara az MTA doktori cim odaitélését.

o
rd

/J " g

4#/’ A
Fodor(z;enc

MTA doktora

Szeged, 2025. november 27.

w



