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Akombinatorikus geometria k6zos hatarteriilete a kombinatorikanak és a
geometrianak. Egyik f6 kutatasi iranya kezdetekol fogva geometriai objektu-
mok illeszkedési és metszési strukturainak vizsgalata. Legismertebb példak
a Sylvester-Gallai tétel, de Bruijn-Erdds tétel, valamint a sokszor hasznalt
Szemerédi-Trotter tétel. Ez utébbi azt mondja ki, hogy n pont és m egyenes
kizt a sikon az illesztkedések maximalis szama O(n3m3 + n + m). Ehhez
hasonlé kérdések adjak a disszertacio f6 motivaciojat.

A dolgozat a szerzé 8 (részben térszerzos) cikkén alapul, melyek a szak-
tertilet elsorangu folydirataiban jelentek meg. A disszertacio 11 fejezetbol
all, melybdl az elsé egy rovid bevezetés, az alapveté definiciékat és a mo-
tivaciot tartalmazza. Két f6 strukturat vizsgdl, az egyik két geometriai
alakzat halmaz metszet hipergrafja (geometriai hipergrafok), a mésik pedig
gorbék érinto grafja.

A masodik fejezet a dolgozatban bemutatott eredmények Osszefoglalasa.
Szemléletesen bemutatja az egyes geometriai hipergraf osztalyok kozti tar-
talmazasi hierarchiat. Ismerteti a dolgozat eredményeinek elézményeit, va-
lamint az egyes tételek és fogalmak kapcsolatat.

A harmadik fejezet extremalis kombinatorikai tételt targyal, amelynek
motivacidja kombinatorikus geometriai. Nevezetesen a 3.1. Tétel ha a hi-
pergraf Delaunay grafja élszama linearis fiiggvénye a cstcsok szamanak, ak-
kor a hipergraf kromatikus szamara, VC-dimenzidjara és a legfeljebb k méretii
éleinek szamara ad fels6 becslést. A bizonyitas véletlen modszereket hasznal.

A negyedik fejezetben pszeudo-korlapok csalddjainak metszet hipergrafjat
vizsgalja, a f6 eredmény a 2.12 Tétel, ami kimondja hogy az ilyen hipergrafok
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4 szinnel j6l szinezhetéek, amibol mar a korabbi szerzok altal kidolgozott
modon az is kovetkezik, hogy O(log(n)) szinnel konfliktus mentesen is szinez-
heto. A 2.12 Tétel kozos altalanositasa tobb korabban bizonyitott tételnek,
valamint a 4 szin a leheto legjobb eredmény. A fejezet Keszegh egy egyszerzos
cikkén alapul.

Az 6todik fejezetben Smorodinsky egy tételét altalanositja. Itt az egyik
geometriai objektum csalad olyan Jordan-tartomanyokbdl allé csalad, ame-
lyiknek a tartoméanyok uniéjanak a hatéra linearisan sok metszéspontot nem
tartalmazd gorbe darabra bomlik, azaz linedris unié-bonyolultsagia. A 2.22 Té-
tel kimondja, hogy ebben az esetben a metszet hipergraf konstans sok szinnel
jol szinezhetd, amibdl sztenderd médon kovetkezik, hogy a hipergraf O(log(n))
szinnel konfliktus mentesen is szinezhetd, valamint az hogy a VC-dimenzio6
korlatos és a legfeljebb k méretii éleinek szamara a fels6 becslés.

A hatodik fejezet egyenesek pszeudo-korlapokra vonatkozoé metszet hi-
pergrafjaival foglalkozik. Ez azért érdekes, mert az egyenesek csaladja nem
teljesiti az el6zo fejezet kovetelményét, hogy linedris unio-bonyolultsdgui len-
ne. Ennek megfeleléen, a metszet hipergraf ban a hiperélek szama a csicsok
szamatol négyzetesen fiigghet. Aronov és tarsai mutattak egy olyan konst-
rukciot, amiben a t méretii hiperélek szama (”_t+2), az Osszes hiperélek
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szama pedig (g) Keszegh két tarsszerzovel megmutatja, hogy ez n-ben

nagysagrendileg optimalis, 2.25 Tétel és 2.26 Allftés.

A hetedik fejezet a korabban pontok és félsikok csaladjai altal meghataro-
zott metszet hipergrafokra vonatkozé eredményeket altalanositja pontok és
pszeudo-félsikok kozti metszet hipergrafokra. Az altaldnositas kiillonos érde-
kessége, hogy megfogalmazza a hipergraf egy absztrakt tulajdonsagat, és az
olyan tulajdonsagu hipergrafokra mond ki tételeket. Ez a tulajdonsag rende-
zett csicshalmazi hiperrafokra érvényes, az ABA mentesség, ami azt jelenti,
hogy nincs harom olyan csucs, melyek koziil az els6 és az utolsé a rendezés
szerint az A hiperélben van, de nincs a B-ben, mig a kozéps6é az B-ben van
de nincs az A-ban. A 2.28 Tétel az ABA-mentes hipergrafok polikromatikus
szinezhet6ségét mondja ki. Az ABA-mentes hipergrafok incidencia matrixat
karakterizaljak, amely karakterizaciébol azonal kovetkezik, hogy egy ABA-
mentes hipergraf dualisa is ABA-mentes. Erdekes Osszefiiggés, hogy az ABA-
mentes hipergrafoknak van geometriai karakterizacidja is, nevezetesen pon-
tok felfelé nézé pszeudoiifélsikokra vonatkozé metszet hipergrafja. igy a
pszeudo-félsik hipergrafok az ABA-mentesek azok éleinek komplementereibol
all6 élhalmaz részhalmazai lesznek. A 2.29 Tétel az absztrakt hipergrafokra



mond ki eredményt, ami a geometriai hipergrafra is érvényes ezzel a megfelel-
tetéssel. A bizonyitasok alap eszkoze a 7.13 Tétel, ami a c-sekély lefogd pont-
halmaz fogalmat hasznélja. A 7.48 Tétel ABA-mentes hipergrafok, pszeudo-
félsik hipergrafok, illetve dudlis pszeudo-félsik hipergrafok maximalis kro-
matikus szamat hatarozza meg. Erdekes kovetkezmény, hogy amig ABA-
mentes hipergrafok dudlisa is ABA-mentes hipergraf, addig a pszeudo-félsik
hipergrafok és a dualis pszeudo-félsik hipergrafok osztélyai kiilonboznek. To-
vabbi érdekesség, hogy az ABA-mentes hipergrafoknak is van geometriai ka-
rakterizacidja, amit a 7.49 Allitds mond ki.

A nyolcadik fejezet ABAB-mentes hipergrafokat vizsgal. Ez természetes
kiterjesztése az ABA-mentességnek. Megmutatja, hogy az ABAB-mentes
hipergrafok kromatikus szama legfeljebb 3, és minden m-re van olyan m-
uniform ABAB-mentes hipergraf, ami nem j6l 2-szinezhet6 (2.32 és 2.33 Té-
telek). Ezenkiviil megadja az ABAB-mentes hipergrafok egy geometriai ka-
rakterizacidjat is. Végezetiil megmutatja hogy ha "még egy 1épést” tesziink,
azaz ABABA-mentes hipergrafokat tekintiink, akkor azok kromatikus szama
mar nem korlatos. Ehhez igen otletes modon kiterjesztenek egy klasszikus
ellenpélda hipergrafot, ahol a csicsok mélységi bejarasi sorrendje lesz, ami
szerint a hipergraf ABABA-mentes.

A kovetkez6 harom fejezet érintégrafokat targyal. A kilencedik fejezetben
egy gorbe csaldadon beliili érintések szamat becsiili feliilrél. El6szor belatja,
hogy ha barmely két gorbe legfeljebb t-pontban metszeheti egymast, akkor az
érint6 graf nem tartalmazhat K 3. teljes paros grafot, valamely ¢-tol fliggd
konstansra. Ebbdl a klasszikus Kovari-Sés-Turan tétel szerint kovetkezik
a fels6 becslés az érintések szamara. Ezutan Pach egy sejtését bizonyitja
specidlis esetben, azaz r-monoton gorbékre. A bizonyitas elég hosszadalmas
és technikai.

A tizedik fejezetben két, paronként diszjunkt gorbékbdl allé csaldd kozti
érintéseket vizsgalja, abban az esetben, ha két kiillonbozo csalddba tartozd
gorbe legfeljebb egy pontban metszi egymast. Ekkor az érintések szama
linedris fiiggvénye a gorbék szamanak (2.42 Tétel). A kapott eredményeket
hasznélja specialis L-alakzatok altal meghatarozott metszet hipergraf konflik-
tus-mentes szinezéséhez.

A tizenegyedik fejezetben is két paronként diszjunkt gorbékbol allo csalad
kozti érintéseket vizsgalja, de most a kiilonbozoé csaladokba tartozd gorbék
tobbszor is metszhetik egymast. El6szor beldtja 2.41 Tételt ami az z-monoton
gorbék esetében ad fels6 korladtot, ami Gerbner és tarsai egy él-rendezett
grafokra vonatkozé Turan-tipusé eredményét hasznélja. Ezutan egy nagyon



oOtletes konstrukciét mutat az dltaldnos esetben, ami egyenesek és pontok
kozti maximalis illeszkedésekbol ad két gorbecsalad kozti érintéseket. Végiil
belatjak, hogy ha egy sejtés igaz 0 — 1-matrixokra amelyek elkeriilnek bizo-
nyos részmatrixokat, akkor az ottani felsé becslés igaz kétszeresen hatarolt
gorbe csaladokra.

A dolgozat bebizonyitja, hogy Keszegh igen nagy biztonsdggal hasznélja a
geometriai eszkozoket ugyanigy, mint a kombinatorikai, hipergréafos eszk6zo-
ket. Jelentosen kiterjeszti a az eddig ismert eredményeket. A disszertécid
kiilon érdekessége az absztrakt hipergraf eredmények, példaul ABA-mentes
hipergrafok, és geometriai eredmények 0sszekapcsolasa. Ezen kiviil jelentosnek
tartom a 2.12 és 2.22 Tételeket, a 4.3 Tétel bizonyitasat, valamint a 11.2 tételt.

A dolgozatban nagyon kevés elirdst tapasztaltam, gondosan szerkesztett
jo magyarazé abrakkal.

Egy kérdést tennék fel. A 6.3 alfejezetben a megoldatlan problémaknal
emliti, hogy ami beirt pszeudo-korlemezekre ahidanyzik az elmélet, addig
koriilirt pszeudo-korlemezekre erdsebb allitas is igaz. Van-e valami elképzelése
arrél, mi okozza ezt a kiilonbséget?

A fentiek alapjan javaslom a nyilvénos vita kitlizését és melegen javaslom
az Akadémiai doktori cim odaitélését
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