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TEZIS FUZET: DIOFANTIKUS EGYENLETEK ES DISZKRET HARMONIKUS
ANALIZIS

MAGYAR AKOS

A korai 70-es évektdl kezdve a klasszikus harménikus analizisben 1ij tipustu tételek sziilettek amely-
ben geometriai fogalmak, kiemelten a gorbiilet, kozponti szerepet jatszottak [11, 44, 47]. En-
nek a fejlédésnek egyik kiindulépontja volt E. M. Stein tétele a szférikus maximalis operatorok
korlatossagéarol az LP fiiggvények terében [46]. A maximélis operdtorok jelentésége abban is rejlik
hogy segitségiikkel konvergencia tételek bizonyithatéak; ennek klasszikus példaja Lebesgue tétele a
mérheté halmazok stirliségi pontjair6l vagy Birkhoff pontonkénti ergodikus tétele, mindkét tétel
visszavezethet6 a Hardy-Littlewood maximalis operator korlatossagéra.

A 80-90-es években J. Bourgain alapvetdjelentOségli eredményeket ért el mind a periddikus nem-
linedris parciélis differencidl egyenletek elméletében [9, 10] mind a pontonkénti ergodikus elméletben
[7, 5, 6], amelyekért 1994-ben a Fields dijat elnyerte. Bourgain észrevétele hogy mindkét esetben
kulcsfontossagu szerepet jatszanak bizonyos klasszikus operdtorok diszkrét “valtozatai” amelyek nem
az LP(R™) hanem az [P(Z") fuggvények terében, azaz nem az Euklédszi térben hanem a racspontok
terében vannak definidlva. Becslésiikhoz nem csak analitikus hanem szamelméleti modszereket,
kiemelten a Hardy-Littlewood ”kérmddszert”, kell alkalmazni illetve tovabb fejleszteni.

I. A doktori dolgozat els6 cikke [38] a diszkrét harmonikus analizis és ergodelmélet ennek az
irdnyvonaldhoz tartozik. A kinduldsi pont a Stein es Waingerrel elért kozos eredményem [39]
amelyben beldttuk a diszkrét szférikus maximaélis operdtor korldtossagat az IP(Z"™) fiiggvényterekben.
Ez a tétel azéta a diszkrét harmoénikus analizis egyik alapveté eredményének szamit, nem csak
az allitds hanem a bizonyitds mddszere miatt is. Itt egyrészt leirtuk a Fourier transzforméciojat
a gomfeliileten 1év6 racspontok halamazdnak és megfogalmaztunk egy altaldnos “atviteli” elvet,
amely alapjan bizonyos konvoliicié operatorok korlatossaga a diszkrét kornyezetbol visszavezethetd
a folytonos kornyezetbe.

A dolgozat els6 cikke [38] ezt az eredményt egyrészt kiterjeszti a gombfeliiletrél magasabb foku
homogén polinomok szintfeliileteire, azaz a Q(xz) = X egyenlet &ltal definialt feliiletekre, ahol
Q(z1,...,z,) egy pozitiv homogén polinom egész egyiitthatékkal. A récspontok szdma ezen a
feliileteken, azaz az egyenlet Q(x) = X egész megoldasainak (z € Z" ) a szdma, a diophantikus
egyenletek alpvet6 problémdja. A Davenport-Birch [15, 4] “kdrmédszer” aszimptotikusan megadja
a megoldasok szdmat amennyiben a homogén polinom () rangja, Rq, elég magas a fokdhoz
képest. Birch a polinom rangjat a Vo = {z € C" : Q(z) = A} feliilet singularis részének, a
Vo = {z € C" : VQ(z) = 0} varietdsnak a kodimenziéjaval definidlja. Amennyiben @ egy
kvadratikus forma ez megeggyezik a klasszikus rang fogalméval. A cikkben ugyanezek a feltételek
mellett megadjuk a feliileten 1év6 racspontok Fourier transzformaltjanak, azaz a

Goal&) =) &Mt (cemm)
Qz)=A

fliggvénynek aszimptotikus felbontasit:



amagyar 2024 220 24

2 MAGYAR AKOS

Goa(€) = @i ST K (g, 1A Y w(g — ) dog(Ni (€ —1/q))) + Ex(E).
1

q= lez”

Itt, €\ egy elhanyagolhaté hibatag, 1 egy sima fliggvény amelynek tartdja az az origd egy kis
kornyezete, ennek kovetkeztében a belsé 0sszegnek legfeljebb egy nem-nulla tagja van. A dog tag
az Sg = {Q(x) = 1} feliileti Gelfand-Leray mértéknek a Fourier transzformaltja, amire igaz a

|dog(€)] < C(1+ |¢])7¢@Re becslés. Az elsé kovetkezmeny hogy G 2 (€) Fourier transzformalt
koncentralédik az [/q raciondlis pontokra. Tovédbba a K (q,l, A) aritmetikus faktorok is csokkennek a
q nevezd novekedésével, amibdl viszonylag kénnyen levezetheté a racspontok aszimptotikus eloszlasa,
amint A — 0o, ha levetitjiik Sket az x — A\~1/% vetitéssel a {Q(x) = 1} feliiletre.

A 2 dog tipusu tagok, folytonos analég operatorok “nyomai” a diszkrét kérnyezetben, ami kulcs-
fontossagu abban hogy a maximaélis operatorok Euklideszi terekben adott becsléseit at lehessen tran-
szformalni a diszkrét esetbe. Végiil, a diszkrét maximalis operatorokra adott becslések vezetnek cikk
f6 eredményéhez; a megoldashalmazok “képeinek” egyenletes eloszlasahoz, ha a megolddashalmazokat
ergodikus transzforméciok segitségével beleképezziik egy véges mértékkel ellitott térbe, pontosabban
a kovetkezo ergodikus tételhez.

Legyen (X, u) egy véges mérhetd tér, és legyen T, ..., T, felcserélhetd, mértéktarté transzformaciok
teljesen ergodikus csalddja. Ez azt jelenti hogy ha egy mérheto halmaz A C X invaridns a TY,..., T
transzforraciokra, ahol ¢ € N tetszéleges, akkor sziikségszertien p(A) = 0 vagy u(X\A) = 0. Ekkor
majdnem minden z € X pontra, az orbitok

Qo ={T7" Tz : Q(my,...,mp) =X\, my,...,my €L} C X

aszimptotikusan egyenletesen oszlanak el az X térben amint A — oo, feltéve hogy @) rangja elég
magas a fokdhoz képest és A egy sziikséges kongruencia feltételt kielégit. Ennek bozonyitdsahoz mar
sziikséges a kapcsoloddé maximalis operdatorok becslése mellett ergodikus es funkciondl analizisbeli
modszerek (pl. a spektral tétel) alkalmazasa. Ilyen jellegli eredmények kordabban specidlis esetekben
sem voltak megfogalmazva.

IT.-II1. A doktori dolgozat 2.-3. cikkei [41, 36] egyrészt a geometriai (vagy Euklidészi) Ramsey
elmélet témakorébe tartozik, masrészt kapcsolddik a szamelmélet egy a kvadratikus formékkal
kapcsolatos klasszikus probléméjahoz.

A T0-es években Erdés at al. olyan geometrikus pont-konfiguraciék tanulmanyozasat inditottak
el amlyek nem “rombolhatéak le” magas dimenzidju Euklidészi terek szétdarabolaséval [16, 17].
Pontosabban, legyen egy véges ponthalmaz X C R¥ Ramsey, ha minden r € N-re létezik egy
dimenzi6 d = d(r, X) amelyre a kovetkezo igaz; ha az R? Euklidészi teret r-szinnel szinezziik
akkor sziikségszertien lessz egyszinli ponthalmaz X’ ami izometrikus az adott X ponthalmazzal.
Eszrevettek hogy ha X Ramsey akkor sziikségszertien szférikus, ez vezetett Graham sejtéséhez [23]
hogy X ponthalmaz akkor és csak akkor Ramsey ha egy gombfeliiletre irhaté. Fzt a kérdéskort
foként kombinatorikus médszrekkel tanulményoztak és csak néhany specidlis konfigurdciordl sikertiilt
beldtni a Ramsey tulajdonsigot [20, 31, 32].

1987-ben Bourgain a ponthalmazok fent emlitett Ramsey tulajdonsaganak egy siriliségi valtozatat
fogalmazta meg és bizonyitotta be szimplexekre Fourier analizisbeli médszerek segitségével [8].
Legyen X = {v1,...,v;} C R¥ k-pont &ltaldnos helyzetben. Ha A C RF egy pozitiv fels6 stirtisegti
mérheté halmaz akkor A sziikségszertien tartalmazza A- X konfigurdciénak (X A-szoros nagyitdsanak)



amagyar 2024 220 24

TEZIS FUZET: DIOFANTIKUS EGYENLETEK ES DISZKRET HARMONIKUS ANALIZIS 3

egy izometrkus képét, minden A > Agp-ra, ahol A\g > 0 egy konstans, ami fiigghet az A halmaztdl es
az X konfigurdciétol.

A dolgozat mésodik cikke Bourgain tételet viszi at a diszkrét kornyezetbe, az egész pontracs Z™
pozitiv fels6 sfirfiségii részhalmazaira. Legyen X = {vg = 0,v1,...,v5_1} C R¥ egy 4ltaldnos
helyzetti ponthalmaz es legyen T' = (tw)f j=1 bozitiv definit matrix, amelynek elemei: ¢;; = v; - v;
az x; és x; vektorok skaldris szorzata. A cikk f6 eredménye a kovetkezd; Ha a T' matrix elemei
egész szamok akkor minden positiv felsé siiriségli halmaz A C Z" (n > 2k + 2) tartalmaz egy
X' ={x1,..., 2} pont-konfigurdciét amely izometrikus a VA - X halmazzal, minden \ > )\ pozitiv
egészre amely oszthaté egy g konstansal ami csak az A halmaz fels6 stirtiségétdl fligg. Ez egyenértekil
azzal hogy az al abbi kvadratikus egyenletrendszernek

(zi — x0) - (zj — 0) = Atij, (1<i<j<k-1),

van megoldasa az A halmazban, azaz van xg € A,x1 € A,...,x5_1 € A megoldds. Ha A =
Z" a racspontok teljes halmaza, akkor ezt a probléméat elészor Siegel tanulmanyozta [43] és
megolddsédra kifejlesztette az in. Siegel moduldris formék elméletét [30], amit a Siegel dltal anositott
kormodszerének is neveznek [29]. Ahhoz hogy megoldasokat pozitiv siirliségii részhalmazokban is
lehessen taldlni nem elég a megoldésok szamat vizsgdlni hanem a megoldashalmazok Fourier transz-
formaltjanak strukuralis tulajdonsagait kell megérteni. Ez altalanos theta fiiggvényekkel irhatok
le [1] amelyek nem modularis formak de hasonlé transzformacids tulajdonsédgokkal rendelkeznek,
amelyek alpavet6 szerepet jatszanak a bizonyitasokban.

A 3. cikk t6bb egymashoz kapcsolédd részbdl all. Egyrészt kiterjeszti Bourgain tételét magasabb
dimenziés kockak, téglalapok, illetve altalanosabban olyan konfiguraci okra amelyek kolcsonosen
meréleges térben 16vé szimplexek direkt szorzata. A kiinduldsi pont egy 1j, révid bizonyitdsa Bour-
gain szimplex tételének, amelyben egy egyszerti normat vezetiink be amely méri egy A C R? mérhetd
halmaz eloszlasanak egyenletességét. Amennyiben a halmaz egyenletesen oszlik el, automatikusan
tartalmazza egy adott szimplex megfel6en nagy nagyitasainak izometrikus képét. Meglep6 mddon,
minden pozitiv fels6 stirtiségii halmaz egyenletesen oszlik egy bizonyos 1éptéken.

Komplexebb alakzatokra pl. ha X = A; x Ag, A; C R%, két egymasra merSleges szimplex direkt
szorzata, akkor egy Frieze-Kannan t ipusu regularitdsi lemma segitségével [18] az A halmaz indikator
fliggvényét lokalisan kozelitéleg szét lehet bontani egy linedris kombinaciéjara olyan fliggvényeknek
amelyek direkt szorzata két indikdtor fiiggvénynek; azaz

niy n2
Laer,as) = 30 oy Uk (@) 177 (29) + E (a1, 2),

ri=1rs=1

legalabbis lokalisan, ha 21 € Q1, x2 € @2, ahol Q1 és Qo ill. R% ill. R% terekben. Ez a struktira
azért hasznos mert ha A7’ tartalmazza a X - Ay ill. AL? tartalmazza a A - Ay egy izometrikus
masat akkor A sziiksésgszeriien tartalmazza a A - X konfigurdcio egy izometrikus képét. Az &£
fiiggvény szerepe elhanyagolhaté mert egy megfelel6 Gowers tipusi un. box-normaja [22] megfeleloen
kicsivé vélaszthaté. Komplexebb alakzatokra, amelyek tobb szimplex direkt szorzataként allnak eld,
magasabb rendli Gowers box-normakat es a Frieze-Kannan regularitasi lemmajanak a hipergrafokra
valo kiterjesztését kell alkalmazni. Ilyen tipusi hipergraf regularitasi lemmak megtalalhatok Tao
[48] ill. Gowers [22] grafelméleti bizonyitdsdban a tobb-dimenzios Szemerédi tételnek [18].

A cikk elsé izben terjesztette ki Borgain szimplex tételet, megjegyezziik azonban hogy magasabb
dimenziés téglak Ramsey tulajdonsdgait bizonyitotta Durcik-Kovaé [14] “time-frequency” analizisbeli
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modszerek alkalmazasaval. Ennek a megkozelitésnek az a kozos cikkiink aa alpja, amelyben Roth
tételenek egy erdsebb varidciojét bizonyitottuk az Euklidészi terek kontextusdban [13].

A cikk f§ eredménye a a fent emlitett tételek diszkrét véltozata, ami kiterjeszti a masodik cikk 6
eredményét egy adott szimplexrol, szimplexek tetszolges direkt szorzatara a diszkrét esetben, ahol a
hattér ter Z%, a racspontok halmaza. A bizonyitas struktiraja hasonld, egy indukcion alapul amely
felépit és haszndl az Gn. gyenge hipergraf regularitasi lemmaéanak egy megfel6 valtozatat hogy a
komplexebb alakzatok Ramsey tulajdonsagéat visszavezesse egyszeriibb konfiguracidkra.

IV. A 4. cikk altaldnos diofantikus egyenletrendszerek megolddsait vizsgélja a primszamok korében
[12]. A diofantikus egyenletek megoldhatésigat primek kozott kordbban vagy linearis rendszerek,
vagy magasabb foki, igynevezett diagondlis rendszerek esetében vizsgaltak.

Ide tartozik Vinogradov megolddsa a (paratlan) Goldbach sejtésnek [49], van der Courput tétele a
haromtagu szdmtani sorozatokrol ill. annak kiterjesztése linearis egyenletrendszekre Balog altal [2].
Mindezek az eredmények klasszikusnak szamitanak abban az értelemben hogy megkozelithetéek a
Hardy-littlewood kérmddszerrel. Az elmiilt 20 év egyik legjelent&sebb eredménye ugyanakkor Green
es Tao tétele, altalanos linearis egyenletrendszerek megoldhatdsigérdl a primszamok kozott [24].
Ez a tétel igazolja hogy egy linedris egyenletrendszernek £(x) = 0 van megoldésa a primszdmok
koz—'ott ha a rendszer rangja Ri(L) > 3; ahol a rendszer £ = (l1,...,ln), li : Z" — 7 rangja
legalabb r ha minden nem-trividlis linearis kombinédcionak I = a1l + ... + anl,, van legaldbb r
nem-nulla egyutthatdja.

A magasabb foku diofantikus egyenletrendszerek magoldhatésaga az egész szamok korében sem
tisztazott, teljes altalanossidgban egy eldonthetetlan probléma. Ha azonban rendszer rangja ele-
gendben nagy, az egyenletek fokahoz es szamahoz képest, akkor a probléma analitikus modszerekkel
megkozelitheté. Ebben az irdnyban alapvetd eredményeket ért Davenport [15], Birch [4] és Schmidt
[42], ahol nemcsak egész megoldasok létezeset igazoltdk, de azok szamat is képesek voltak aszimp-
totikusan meghatéarozni.

Mindez mogott az az elv all hogy kelléen magas rangu diofantikus egyenletek megolddsai egyenletesen
oszlanak el, igy varhaté hogy megoldasok talalhatdéak specidlis halmazokban, mint példaul a
pimszamok kozott. Ezt korabban azonban csak digondlis rendszerekre sikeriilt igazolni, ide tartozik
Hua klasszikus eredménye a primhatvanyosszegekre val6 felbontasrdl [25]. A legegyszer(ibb esteben
a Q(x) = X egyenletre, ahol Q(x) = Ax - x egy magas rangu pozitiv kvadratikus forma, a cikkiink
kiindulé pontja a kévetkezé. A primekbdl dllo megolddsok (stlyozott) szdmat az alabbi formula irja

le,
1
Z A(X) :/ e—27ria-)\ S( ) ZA 27er
Q(x)=A 0

ahol x = (x1,...,2,), |zi| < N (N = A/2), és A(x) = [, A(x;) a von Mangoldt fiiggvény.
A primszamok egyenletesen oszlanak el a maradék osztayokban igy az integral aszimptotikusan
kiszamolhat6 olyan rovid intervallumokon amelyek bizonyos racionéalis pontokon helyezkednek
el (“major arcs”). Az analitikus mddszer lényege hogy a maradék tartomanyon (“minor arcs”)
megbecsiiljiik az integrélt. Tegyiik fel hogy a valtozokat particionaltuk x = (r1,y,2), és

Q(x) = a1z{ + (lo(y) + ko(2))a1 + Q1(y) + Q2(2) + B(y. 2).

Két egymaéssal ellentétes esetet kulonboztetunk meg. Ha a B(y,z) bilinearis forma rangja nagy
akkor Cauchy-Schwarz egyenl6tlenség kétszeri alkalmazasaval, az
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Z A(y) e?rieloy)z1+Qi(y)) ZA e2miel(ko(2)21+Q1(2)) 2miaB(y.2)
Osszeg becslése Vlsszavezetheto az ismert Y, e?™oB (5:t) Weyl-6sszeg becslésére. Ellenkez esetben
elérhetd hogy mind a )1 mind a ()9 kvadratlkus formak rangja nagy legyen. Ekkor felirhatjuk
B(y,z) = >, 1j(y)kj(z), és igy azokon az affin alterenken ahol a linedris formak /;(y) is k;(z)

(j =0,...,7) konstans érteket vesznek fel az S(a) exponencidlis Gsszeg a kovetkezé alakd,
ZA 27rzo¢ alxl +(lo+ko)z1) ZA Qﬁzan ZA Qﬂzan z))
azaz S(a) = So(a) Si(a) Sa(a). Az Sy(«) exponen01alis Osszegre alkalmazhao Hua becslese

[25], az Si(«) fliggvények (négyzetének) integrélja pedig visszavezetheté a Q1(y) = Q1(y’) (ill.
Q2(z) = Q2(2') egyenletek egész megoldasszdménak a becslésére, ami azért lehetséges mert a Q;
kvadratikus formék rangja nagy. Igy mindkét esetben nem-trivialis becslést lehet adni az S(«)
Osszeg integraljara az Uin. “minor arcs” tartoméanyon.

A fent vazolt megkozelités altalanosithaté magasabb foku diofantikus egyenletekre ill. egyenlet
rendszerekre; ebben alapvetd szerepe van egy a polinomokra vonatkozo regularitdsi lemma tipusua
felbontdsnak. Egy Q(x) homogén d-foki polinom regularitdsa lényegében azt jelenti hogy a Q(x) = A
szintfeliileteken legfeljebb, a vérhaté ~ \/4~1 szdmu récspont van. Schmidt tétele kimondja, hogy a
Q(x) forma vagy reguldris, vagy szétbonthaté Q = Py Ry + ...+ P, Ry, Osszegre, ahol P;, R; legaldbb
1-foku polinomok es m < m(d) [42]. Ezt a felbontdst rekurzivan hasznélva minden @ polinom
felbonthaté reguldris polinomokra, amely azt eredményezi hogy szinthalmazai particionalhaték olyan
szinthalmazakora amelyeken a racspontok kozelitéleg egyenletesen oszlanak el. Ez azért fontos, mert
ha

Q(X) = ax? + B(l) (Y> Z)xcll_l + ot B(d_l) (Y7 Z)xl + QI(Y) + QQ(Z) + B(d) (Y7 Z)v

akkor a y, z véltozokat megszoritva olyan, kozelitéleg egyenlé méretii, szinthalmazokra amelyeken a
BW(y,z) (1 < i < d) polinomok konstans értéket vesznek fel, az S(a) exponencidlis Gsszeg szorzatra
bonthaté és hasonldéan becsiilheté mint a kvadratikus formédk esetén. Ehhez sziikséges az is hogy
Q2(z) es a Q1(y) + B¥(y, z) homogén polinomok rangja megfeléen nagy legyen.

A megkozelitesiink hatranya hogy a regularitasi lemma hasznélata miatt a diofantikus egyenle-
trendszer rangjanak asztronomikusan nagynak kell lenni a egyenletek fokdhoz kepest. Ebben az
irdnyban legijabb eredményeket ért el Yamagishi [51], médszeriinkbol kiindulva a von Mandold
fiiggvény tovabbi aritmetikus tulajdosdgait kihasznalva, illetve fliggetleniil Liu-Zhao [34]. Ezek az
eredmények kvantitativan optimadlisak, olyan értelemben hogy a rangnak csak exponencialisan kell
nagynak lennie az egyenletek fokahoz kepest, hasonléan mint az egész megoldasok esetében.

V. Az 5. cikk [27] egyészt Bourgain polinomiélis ergodikus tételét [7, 5, 6] terjeszti ki olyan
transzformaciokra amelyek egy step-2 nilpotens csoportot generalnak, masrészt targyalja az n.
Waring-Vinogradov diofantikus rendszer [50] nilpotens véaltozatat. Ezzel egyben a Furstenberg-
Bergelson-Leibman pontonkénti konvergencidra vonatkozé sejtését [3, Section 5.5] els6ként iga-
zolja nem-kommutativ esetben. Az eredmények bizonyitdsa a [26] kozos cikkiinkben vannak
teljes részletességgel kidolgozva. Alapvetd fontossaggal birnak bizonyos Wey-tipusti exponencidlis
osszegekre adott korabbi becsléseink [28].

A kiinduldsi pont, hasonlé mint a kommutativ esetben. A pontonkénti konvergencia sztandard
modszerekkel visszavezethetd bizonyos univerzalis maximélis (ill. oszcillaciés) operatorok becslésére.
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Ezek a kovetkez6 képpen irhaték le. Legyen G az univerzélis (vagy szabad) step-2 nilpotens csoport
amit gi,...,gq elemek generdlnak, es legyen Ay : Z — Go, Ao(n) := g’fgg2 . -ggd. Definigjuk a
kovetkezd konvolucids és maximalis operatorokat,

Avf(@)i= 55 3 JATI )9 Mf(g) = sup | Ax (o))

In|<N Nzl

Alapvetd fontossaggal bir a kovetkezd becslés,
1M fllizco) < C Nl flliz(co)-

A kommutativ esetben, ahol Gg = Z%, a Axf = Ky * f konvolucié operitor operator magjanak
Fourier transformaltja:

~ 1 )
K _ § : 2miAo(n)-€ "
n|<

egy klasszikus exponencidlis 6sszeg [49]. Erre nem-trividlis becslések adhatdak az in. “minor arcs”

tartomanyban. Ennek megfeleléen Ky = Ly + Exn ahol EN a K N megszoritadsa a minor arcs
tartomanyra. Ekkor

Isup Ex # fll <C > |[Exxflp < Clfl7
N N=2k k>1

kihasznalva hogy
1EN * flle = | Enllisl| fllz < CN7°(| £l

Ez Bourgain bizonyitasanak elsé 1épése ahol a K * f operatorok redukélhatok az Ly * f konvolucid
operatorokra.

Diszkrét nilpotens csoportokon nincsen olyan fogalma a Fourier transzformaltnak amelynek segitségével
direkt becsléseket lehet adni konvolucié operatorokra az [?(Gg) térben. Itt segit az az észrevétel
hogy az I?(Gy) Hilbert térben,

1 1
[AN 22 = [ANAN 2o = - = [(ANAN)" 115225

minden r = 2™ diadikus értékre. Alapvetd fontossdgu észrevétel hogy ha az r paramétert eleg
nagynak valasztjuk akkor az (A} An)" konvolucié operator magja aszimptotikusan leirhato, ugyanis

Knpe(h) = > Lagmy)Ao(ma)—1oAo(n)-Ag(mr)-1=h} In(n1) .. 1x(my)
N1y p
MYy, Mp

ahol 1x(n) = ﬁl[_N’N] (n), ami nem mdas mint az
Ao(nl) . Ao(ml)_l cee Ao(nr) . Ao(mr)_l =h

diofantikus egyenletrendszer (normalizalt) megolddsainak szdma a [—N, N]?" tartomanyban. A
kommutativ esetben ez a Waring-Vinogradov rendszer: Y i (n¥ —mF) = hy, for 1 <k < d.

Az univerzalis nilpotens csoporton Gg belathato hogy a fenti diofantikus rendszer rangja novekszik
az r paramterrel [28] es igy annak (Euklidészi) Fourier transzformaltjira egy Weyl-tipusu nem-
trividlis becslést lehet adni a minor arcs tartoményon a Birch-Davenport modszerrel [15, 4]. Ez
a kindulo pontja egyben az Ay operatorok felbontdsanak ami az elsé 1épés a maximalis operator
M f = supy |An f| becslésének az 1?(Gg) térben.
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A felbontds a kovetkezd képpen torténik. A G step-2 univerzdlis csoport azonosithaté a Z% x Z4d+1)/2
csoporttal ahol a g = (g', ¢%) es az h = (h', h?) elemek szorzata: g-h = (g*+h', g +h%2+Ro(gt, ht))
ahol Ro( , ) egy explicit bilinedris forma. Az Ay operator magja szorzat alaki, azaz

1
Knlg'o®) = Kn(g) 1oy (D), EKnle) = 557 O Ly (o))
In|<N

Itt az els6 lépésben a centrélis g?-valtozokat szoritjuk meg a minor arcs tartoményra a Fourier
térben, azaz felirjuk 140y (9?) = Ln(9%) + En(g?), ami egyben a kovetkezd felbontdst eredményezi:

Kn(g',¢*) = Ln(g", 9>) + Exn(9".¢*),  En(¢',¢°) = Kn(g") En(g?).

Az Ey konvoluciéperator norméjat az [?(Gg) terben a fenti médzserrel meg tudjuk becsiilni, ugyanis
az (ENEN)" operdtor magjanak Euklidészi Fourier transforméltja,

En,(0',0%) = Kn..(0',60%) |Ex (6], ahol

[?Nm(el’ 92) _ Z e2mi (Ag(n1)-Ag(m1)~t-Ag(n,)-Ag(mr)~1,(6%,6%)) 1n(n1)...1n(my)
N yeeey Ny
M ey My
A EN faktor megszoritja @2-véltozokat a minor arcs tartomanyra ami azt eredményezi hogy
||EN7,,Hoo < C N~ a nilpotens Weyl sszeg becslése miatt, legaldbbis ha r kellden nagy. En-
nek tovabbi kovetkezménye hogy,

I(EXEN) lpoe < | Enylln < C N9 <O N2,

Ekkor || Enf|l2 < N7%4||f|l;2 , es ugyanugy mint a kommutativ esetben ||supy |[Enf| |2 < C| £l

Ez az els6é redukcié a nilpotens csoportokon, ami azt eredményezi hogy a centralis #2-valtozokat
meg lehet szoritani az “major arcs” tartomanyra. Megjegyezzuk hogy ez nem lehetséges az Osszes
valtozéra egyszerre. A kovetkez 1épés hogy a nem centralis 6'- véltozokat is megszoritsuk a “major
arcs” tartomanyra és ehhez meg kell becsiilni egy mésodik ”hiba” operdtor Ex norméjét az 12(Gg)
térben. Itt az az érdekes jelenség all el6 hogy az fent vazolt (E*E)" mddszert azért lehet djra
alkalmazni a #'-valtozokra, mert a kozponti 6%-valtozék mér meg vannak szoritva a major arcs
intervallumokra a Fourier térben. Ez azt eredményezi hogy a nilpotens szorzatbdl jové polinomok
hatasa a koézponti valtozokban “elnyelédik” és az operator hasonléan becstilheté mint a kommutativ
esetben. Végiil az Osszes valtozot a Fourier térben a major arcs tartoményra lehet korlatozni ahol az
operator magjanak strukturaja jol leirhatd, és ez a struktira haszndlhaté hogy megfelel6 maximalis
és oszcillacios becsléseket tudjunk adni.

Ezt az 1épésenkénti reduckcidt, kiindulva a kozponti valtozdkbdél, magasabb rendii univerzalis
nilpotens csoportokra is lehet alkalmazni; az [*-elmélet mind a maximaélis operatorok, mind az
pontonkénti ergodikus tetelek, esetében jelenleg kiterjeszthet6 step-3 ill. step-4 nilpotens csoportokra.

Ahhoz hogy az elméletet altalanos magasabb rendii nilpotens csoportokra is kiterjessziikk a {6
nehézség aritmetikai jellegti, a fenti nilpotens Waring-Vinogradov diofantikus rendszer rangjdrol kell
megmutatni hogy linearisan né az r paraméterrel.
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Ez azért is kihivas mert altalanos univerzélis nilpotens csoportok szorzat struktiraja - az un Hall-
polinomok - nem ismertek; ugyanakkor szdmos tulajdonsiguk levezetheté ami elégséges lehet a
rendszer rangjanak becsléséhez.

A folytonos esetben Chris, Nagel, Stein es Wainger [11] megmutatta hogy az Ay : R — G, Ao(t) =
(t,tQ,...,td,O,...,O) gbrbe, onmagaval elég sokszor szorozva “egyenletesen” lefedi az egesz G
csoportot magasabb rend{i univerzalis nilpotens Lie-csoport esetében is. Ez volt az alapja a
maximadlis és szinguldris integrél operdtorokra vonatkozé néhény kiemelked6 eredménynek [11]
amelyek klasszikus harmonikus analizis, a bevezetésben emlitett azon iranyvonaldhoz tartoznak,
amelyben geometriai fogalmak mint a gorbiilet jatszanak kiemelt szerepet.
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