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A korai 70-es évektől kezdve a klasszikus harmónikus anaĺızisben új t́ıpusú tételek születtek amely-
ben geometriai fogalmak, kiemelten a görbület, központi szerepet játszottak [11, 44, 47]. En-
nek a fejlődésnek egyik kiindulópontja volt E. M. Stein tétele a szférikus maximális operátorok
korlátosságáról az Lp függvények terében [46]. A maximális operátorok jelentősége abban is rejlik
hogy seǵıtségükkel konvergencia tételek bizonýıthatóak; ennek klasszikus példája Lebesgue tétele a
mérhető halmazok sűrüségi pontjairól vagy Birkhoff pontonkénti ergodikus tétele, mindkét tétel
visszavezethető a Hardy-Littlewood maximális operátor korlátossagára.

A 80-90-es években J. Bourgain alapvetőjelentőségű eredményeket ért el mind a periódikus nem-
lineáris parciális differenciál egyenletek elméletében [9, 10] mind a pontonkénti ergodikus elméletben
[7, 5, 6], amelyekért 1994-ben a Fields d́ıjat elnyerte. Bourgain észrevétele hogy mindkét esetben
kulcsfontosságu szerepet játszanak bizonyos klasszikus operátorok diszkrét“változatai” amelyek nem
az Lp(Rn) hanem az lp(Zn) fuggvények terében, azaz nem az Euklédszi térben hanem a rácspontok
terében vannak definiálva. Becslésükhoz nem csak analitikus hanem számelméleti módszereket,
kiemelten a Hardy-Littlewood ”körmódszert”, kell alkalmazni illetve tovább fejleszteni.

I. A doktori dolgozat első cikke [38] a diszkrét harmonikus anaĺızis és ergodelmélet ennek az
irányvonalához tartozik. A kindulási pont a Stein es Waingerrel elért közös eredményem [39]
amelyben beláttuk a diszkrét szférikus maximális operátor korlátosságát az lp(Zn) függvényterekben.
Ez a tétel azóta a diszkrét harmónikus anaĺızis egyik alapvető eredményének számı́t, nem csak
az állitás hanem a bizonýıtás módszere miatt is. Itt egyrészt léırtuk a Fourier transzformácioját
a gömfelületen lévő rácspontok halamazának és megfogalmaztunk egy általános “átviteli” elvet,
amely alapján bizonyos konvolúció operátorok korlátossaga a diszkrét környezetből visszavezethető
a folytonos környezetbe.

A dolgozat első cikke [38] ezt az eredményt egyrészt kiterjeszti a gömbfelületről magasabb fokú
homogén polinomok szintfelületeire, azaz a Q(x) = λ egyenlet által definiált felületekre, ahol
Q(x1, . . . , xn) egy pozit́ıv homogén polinom egész együtthatókkal. A rácspontok száma ezen a
felületeken, azaz az egyenlet Q(x) = λ egész megoldásainak (x ∈ Zn ) a száma, a diophantikus
egyenletek alpvető problémája. A Davenport-Birch [15, 4] “körmódszer” aszimptotikusan megadja
a megoldások számát amennyiben a homogén polinom Q rangja, RQ, elég magas a fokához
képest. Birch a polinom rangját a VQ = {z ∈ Cn : Q(z) = λ} felület singuláris részének, a
V ∗Q = {z ∈ Cn : ∇Q(z) = 0} varietásnak a kodimenziójával definiálja. Amennyiben Q egy
kvadratikus forma ez megeggyezik a klasszikus rang fogalmával. A cikkben ugyanezek a feltételek
mellett megadjuk a felületen lévő rácspontok Fourier transzformáltjának, azaz a

σ̂Q,λ(ξ) :=
∑

Q(x)=λ

e2πi x·ξ (ξ ∈ Πn)

függvénynek aszimptotikus felbontását:
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σ̂Q,λ(ξ) = cQ λ
n
d
−1
∞∑
q=1

K(q, l, λ)
∑
l∈Zn

ψ(qξ − l) dσ̃Q(λ
1
d (ξ − l/q))) + Eλ(ξ).

Itt, Eλ egy elhanyagolható hibatag, ψ egy śıma függvény amelynek tartója az az origó egy kis
környezete, ennek kovetkeztében a belső összegnek legfeljebb egy nem-nulla tagja van. A dσ̃Q tag
az SQ := {Q(x) = 1} felületi Gelfand-Leray mértéknek a Fourier transzformáltja, amire igaz a

|dσ̃Q(ξ)| ≤ C (1 + |ξ|)−cdRQ becslés. Az első kovetkezmeny hogy σ̂Q,λ(ξ) Fourier transzformált
koncentrálódik az l/q racionális pontokra. Továbbá a K(q, l, λ) aritmetikus faktorok is csökkennek a
q nevező növekedésével, amiből viszonylag könnyen levezethető a rácspontok aszimptotikus eloszlása,
amint λ→∞, ha levet́ıtjük őket az x→ λ−1/dx vet́ıtéssel a {Q(x) = 1} felületre.

A ψ dσ̃Q t́ıpusú tagok, folytonos analóg operátorok “nyomai” a diszkrét környezetben, ami kulcs-
fontosságú abban hogy a maximális operátorok Euklideszi terekben adott becsléseit át lehessen tran-
szformálni a diszkrét esetbe. Végül, a diszkrét maximális operatorokra adott becslések vezetnek cikk
fő eredményéhez; a megoldáshalmazok “képeinek” egyenletes eloszlásához, ha a megoldáshalmazokat
ergodikus transzformációk seǵıtségével beleképezzük egy véges mértékkel ellátott térbe, pontosabban
a következő ergodikus tételhez.

Legyen (X,µ) egy véges mérhető tér, és legyen T1, . . . , Tn felcserélhető, mértéktartó transzformáciok
teljesen ergodikus családja. Ez azt jelenti hogy ha egy mérheto halmaz A ⊆ X invariáns a T q1 , . . . , T

q
n

transzforḿaciokra, ahol q ∈ N tetszőleges, akkor szükségszerűen µ(A) = 0 vagy µ(X\A) = 0. Ekkor
majdnem minden x ∈ X pontra, az orbitok

Ωx,λ := {Tm1
1 · · ·Tmn

n x : Q(m1, . . . ,mn) = λ, m1, . . . ,mn ∈ Z} ⊆ X

aszimptotikusan egyenletesen oszlanak el az X térben amint λ → ∞, feltéve hogy Q rangja elég
magas a fokához képest és λ egy szükséges kongruencia feltételt kieléǵıt. Ennek bozonýıtásához már
szükséges a kapcsolodó maximális operátorok becslése mellett ergodikus es funkcionál anaĺızisbeli
módszerek (pl. a spektrál tétel) alkalmazása. Ilyen jellegű eredmények korábban speciális esetekben
sem voltak megfogalmazva.

II.-III. A doktori dolgozat 2.-3. cikkei [41, 36] egyrészt a geometriai (vagy Euklidészi) Ramsey
elmélet témakörébe tartozik, másrészt kapcsolódik a számelmélet egy a kvadratikus formákkal
kapcsolatos klasszikus problémájához.

A 70-es években Erdős at al. olyan geometrikus pont-konfigurációk tanulmányozását inditották
el amlyek nem “rombolhatóak le” magas dimenziójú Euklidészi terek szétdarabolásával [16, 17].
Pontosabban, legyen egy véges ponthalmaz X ⊆ Rk Ramsey, ha minden r ∈ N-re létezik egy
dimenzió d = d(r,X) amelyre a következo igaz; ha az Rd Euklidészi teret r-sźınnel sźınezzük
akkor szükségszerűen lessz egysźınű ponthalmaz X ′ ami izometrikus az adott X ponthalmazzal.
Észrevettek hogy ha X Ramsey akkor szükségszerűen szférikus, ez vezetett Graham sejtéséhez [23]
hogy X ponthalmaz akkor és csak akkor Ramsey ha egy gömbfelületre ı́rható. Ezt a kérdéskört
főként kombinatorikus módszrekkel tanulmányozták és csak néhány speciális konfigurácioról sikerült
belátni a Ramsey tulajdonságot [20, 31, 32].

1987-ben Bourgain a ponthalmazok fent emĺıtett Ramsey tulajdonságanak egy sűrűségi változatát
fogalmazta meg és bizonýıtotta be szimplexekre Fourier anaĺızisbeli módszerek seǵıtségével [8].
Legyen X = {v1, . . . , vk} ⊆ Rk k-pont általános helyzetben. Ha A ⊆ Rk egy pozit́ıv felső sűrűsegű
mérhető halmaz akkor A szükségszerűen tartalmazza λ·X konfigurációnak (X λ-szoros nagýıtásának)
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egy izometrkus képét, minden λ ≥ λ0-ra, ahol λ0 > 0 egy konstans, ami függhet az A halmaztól es
az X konfigurációtól.

A dolgozat második cikke Bourgain tételet viszi át a diszkrét környezetbe, az egész pontrács Zn
pozit́ıv felső sűrűségű részhalmazaira. Legyen X = {v0 = 0, v1, . . . , vk−1} ⊆ Rk egy általános
helyzetű ponthalmaz es legyen T = (tij)

k
i,j=1 pozit́ıv definit mátrix, amelynek elemei: tij = vi · vj

az xi és xj vektorok skaláris szorzata. A cikk fő eredménye a következő; Ha a T mátrix elemei
egész számok akkor minden posit́ıv felső sűrűségű halmaz A ⊆ Zn (n > 2k + 2) tartalmaz egy

X ′ = {x1, . . . , xk} pont-konfigurációt amely izometrikus a
√
λ ·X halmazzal, minden λ > λ0 pozit́ıv

egészre amely osztható egy q konstansal ami csak az A halmaz felső sűrűségétől függ. Ez egyenértekű
azzal hogy az al abbi kvadratikus egyenletrendszernek

(xi − x0) · (xj − x0) = λ tij , (1 ≤ i ≤ j ≤ k − 1),

van megoldása az A halmazban, azaz van x0 ∈ A, x1 ∈ A, . . . , xk−1 ∈ A megoldás. Ha A =
Zn a rácspontok teljes halmaza, akkor ezt a problémát először Siegel tanulmányozta [43] és
megoldására kifejlesztette az ún. Siegel moduláris formák elméletét [30], amit a Siegel által anośıtott
körmódszerének is neveznek [29]. Ahhoz hogy megoldásokat pozit́ıv sűrűségű részhalmazokban is
lehessen találni nem elég a megoldások számát vizsgálni hanem a megoldáshalmazok Fourier transz-
formáltjának strukúrális tulajdonságait kell megérteni. Ez általános theta függvényekkel irhatók
le [1] amelyek nem moduláris formák de hasonló transzformációs tulajdonságokkal rendelkeznek,
amelyek alpavető szerepet játszanak a bizonýıtásokban.

A 3. cikk több egymáshoz kapcsolódó részből áll. Egyrészt kiterjeszti Bourgain tételét magasabb
dimenziós kockák, téglalapok, illetve általánosabban olyan konfiguráci okra amelyek kölcsönösen
merőleges térben lévő szimplexek direkt szorzata. A kiindulási pont egy új, rövid bizonýıtása Bour-
gain szimplex tételének, amelyben egy egyszerű normát vezetünk be amely méri egy A ⊆ Rd mérhető
halmaz eloszlásának egyenletességét. Amennyiben a halmaz egyenletesen oszlik el, automatikusan
tartalmazza egy adott szimplex megfelően nagy nagýıtásainak izometrikus képét. Meglepő módon,
minden pozit́ıv felső sűrűségű halmaz egyenletesen oszlik egy bizonyos léptéken.

Komplexebb alakzatokra pl. ha X = ∆1 ×∆2, ∆i ⊆ Rdi , két egymásra merőleges szimplex direkt
szorzata, akkor egy Frieze-Kannan t ipusú regularitási lemma seǵıtségével [18] az A halmaz indikátor
függvényét lokálisan közeĺıtőleg szét lehet bontani egy lineáris kombinációjara olyan függvényeknek
amelyek direkt szorzata két indikátor függvénynek; azaz

1A(x1, x2) =

n1∑
r1=1

n2∑
r2=1

αr1,r2 1r1A1
(x1)1r2A2

(x2) + E(x1, x2),

legalabbis lokálisan, ha x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, ahol Q1 és Q2 ill. Rd1 ill. Rd2 terekben. Ez a struktúra
azért hasznos mert ha Ar11 tartalmazza a λ · ∆1 ill. Ar22 tartalmazza a λ · ∆2 egy izometrikus
mását akkor A szüksésgszerűen tartalmazza a λ · X konfiguráció egy izometrikus képét. Az E
függvény szerepe elhanyagolható mert egy megfelelő Gowers tipusú ún. box-normaja [22] megfeleloen
kicsivé választható. Komplexebb alakzatokra, amelyek több szimplex direkt szorzataként állnak elő,
magasabb rendű Gowers box-normákat es a Frieze-Kannan regularitási lemmájának a hipergrafokra
való kiterjesztését kell alkalmazni. Ilyen tipusú hipergráf regularitási lemmák megtalalhatók Tao
[48] ill. Gowers [22] gráfelméleti bizonyitásában a több-dimenzios Szemerédi tételnek [18].

A cikk első ı́zben terjesztette ki Borgain szimplex tételet, megjegyezzük azonban hogy magasabb
dimenziós téglak Ramsey tulajdonságait bizonyitotta Durcik-Kovač [14] “time-frequency” analizisbeli
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modszerek alkalmazásával. Ennek a megközeĺıtésnek az a közös cikkünk aa alpja, amelyben Roth
tételenek egy erősebb variácioját bizonýıtottuk az Euklidészi terek kontextusában [13].

A cikk fő eredménye a a fent emĺıtett tételek diszkrét változata, ami kiterjeszti a második cikk fő
eredményét egy adott szimplexrol, szimplexek tetszőlges direkt szorzatára a diszkrét esetben, ahol a
hattér t er Zd, a rácspontok halmaza. A bizonýıtas struktúraja hasonló, egy indukcion alapul amely
felépit és használ az ún. gyenge hipergráf regularitási lemmának egy megfelő változatát hogy a
komplexebb alakzatok Ramsey tulajdonsagát visszavezesse egyszerűbb konfiguraciókra.

IV. A 4. cikk általános diofantikus egyenletrendszerek megoldásait vizsgálja a pŕımszámok körében
[12]. A diofantikus egyenletek megoldhatóságát pŕımek között korábban vagy lineáris rendszerek,
vagy magasabb fokú, úgynevezett diagonális rendszerek esetében vizsgálták.

Ide tartozik Vinogradov megoldása a (páratlan) Goldbach sejtésnek [49], van der Courput tétele a
háromtagu számtani sorozatokrȯl ill. annak kiterjesztése linearis egyenletrendszekre Balog által [2].
Mindezek az eredmények klasszikusnak számitanak abban az értelemben hogy megkozelithetőek a
Hardy-littlewood körmódszerrel. Az elmúlt 20 év egyik legjelentősebb eredménye ugyanakkor Green
es Tao tétele, általanos lineáris egyenletrendszerek megoldhatóságáról a pŕımszamok között [24].
Ez a tétel igazolja hogy egy lineáris egyenletrendszernek L(x) = 0 van megoldása a pŕımszámok
köz—’ott ha a rendszer rangja R1(L) ≥ 3; ahol a rendszer L = (l1, . . . , lm), li : Zn → Z rangja
legalabb r ha minden nem-triviális lineáris kombinácionak l = a1l1 + . . . + amlm van legalább r
nem-nulla egyutthatója.

A magasabb fokú diofantikus egyenletrendszerek magoldhatósága az egész számok körében sem
tisztázott, teljes általanosságban egy eldönthetetlan probléma. Ha azonban rendszer rangja ele-
gendően nagy, az egyenletek fokához es számához képest, akkor a probléma analitikus mod́szerekkel
megkozeĺıthető. Ebben az irányban alapvető eredményeket ért Davenport [15], Birch [4] és Schmidt
[42], ahol nemcsak egész megoldások létezeset igazolták, de azok szamat is képesek voltak aszimp-
totikusan meghatározni.

Mindez mögött az az elv áll hogy kellően magas rangú diofantikus egyenletek megoldásai egyenletesen
oszlanak el, ı́gy várható hogy megoldások találhatóak speciális halmazokban, mint például a
ṕımszámok között. Ezt korábban azonban csak digonális rendszerekre sikerült igazolni, ide tartozik
Hua klasszikus eredménye a primhatványösszegekre való felbontásról [25]. A legegyszerűbb esteben
a Q(x) = λ egyenletre, ahol Q(x) = Ax · x egy magas rangú pozit́ıv kvadratikus forma, a cikkünk
kiinduló pontja a következő. A pŕımekből állo megoldások (súlyozott) számát az alabbi formula irja
le, ∑

Q(x)=λ

Λ(x) =

ˆ 1

0
e−2πiα·λ S(α) dα, S(α) =

∑
x

Λ(x) e2πiQ(x),

ahol x = (x1, . . . , xn), |xi| ≤ N (N ≈ λ1/2), és Λ(x) =
∏n
i=1 Λ(xi) a von Mangoldt függvény.

A pŕımszámok egyenletesen oszlanak el a maradék osztáyokban ı́gy az integrál aszimptotikusan
kiszámolható olyan rövid intervallumokon amelyek bizonyos racionális pontokon helyezkednek
el (“major arcs”). Az analitikus módszer lényege hogy a maradék tartományon (“minor arcs”)

megbecsüljük az integrált. Tegyük fel hogy a változokat part́ıcionáltuk x = (x1,y, z), és

Q(x) = a1x
2
1 + (l0(y) + k0(z))x1 +Q1(y) +Q2(z) +B(y, z).

Két egymással ellentétes esetet kulonboztetunk meg. Ha a B(y, z) bilineáris forma rangja nagy
akkor Cauchy-Schwarz egyenlőtlenség kétszeri alkalmazásával, az
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∑
y

Λ(y) e2πi α((l0(y)x1+Q1(y))
∑
z

Λ(z) e2πi α((k0(z)x1+Q1(z)) e2πi αB(y,z),

összeg becslése visszavezethető az ismert
∑

s,t e
2πi αB(s,t) Weyl-összeg becslésére. Ellenkező esetben

elérhető hogy mind a Q1 mind a Q2 kvadratikus formák rangja nagy legyen. Ekkor feĺırhatjuk
B(y, z) =

∑r
j=1 lj(y)kj(z), és ı́gy azokon az affin alterenken ahol a lineáris formák lj(y) is kj(z)

(j = 0, . . . , r) konstans érteket vesznek fel az S(α) exponenciális összeg a következő alakú,

S(α) =
(∑
x1

Λ(x1) e2πi α(a1x21+(l0+k0)x1)
) (∑

y

Λ(y) e2πi αQ1(y)
) (∑

z

Λ(z) e2πi αQ1(z)
)
,

azaz S(α) = S0(α)S1(α)S2(α). Az S0(α) exponenciális összegre alkalmazhaó Hua becslese
[25], az Si(α) függvények (négyzetének) integrálja pedig visszavezethető a Q1(y) = Q1(y′) (ill.
Q2(z) = Q2(z′) egyenletek egész megoldasszámának a becslésére, ami azért lehetséges mert a Qi
kvadratikus formák rangja nagy. Igy mindkét esetben nem-trivialis becslést lehet adni az S(α)
összeg integráljára az ún. “minor arcs” tartományon.

A fent vázolt megközeĺıtés általanośıtható magasabb fokú diofantikus egyenletekre ill. egyenlet
rendszerekre; ebben alapvető szerepe van egy a polinomokra vonatkozó regularitási lemma tipusú
felbontásnak. Egy Q(x) homogén d-fokú polinom regularitása lényegében azt jelenti hogy a Q(x) = λ

szintfelületeken legfeljebb, a várható ≈ λn/d−1 számú rácspont van. Schmidt tétele kimondja, hogy a
Q(x) forma vagy reguláris, vagy szétbontható Q = P1R1 + . . .+PmRm összegre, ahol Pi, Ri legalább
1-foku polinomok es m ≤ m(d) [42]. Ezt a felbontást rekurźıvan használva minden Q polinom
felbontható reguláris polinomokra, amely azt eredményezi hogy szinthalmazai particionálhatók olyan
szinthalmazakora amelyeken a rácspontok közeĺıtőleg egyenletesen oszlanak el. Ez azért fontos, mert
ha

Q(x) = axd1 +B(1)(y, z)xd−1
1 + ...+B(d−1)(y, z)x1 +Q1(y) +Q2(z) +B(d)(y, z),

akkor a y, z változokat megszoŕıtva olyan, közeĺıtőleg egyenlő méretű, szinthalmazokra amelyeken a
B(i)(y, z) (1 ≤ i < d) polinomok konstans értéket vesznek fel, az S(α) exponenciális összeg szorzatra
bontható és hasonlóan becsülhető mint a kvadratikus formák esetén. Ehhez szükséges az is hogy
Q2(z) es a Q1(y) +B(d)(y, z) homogén polinomok rangja megfelően nagy legyen.

A megközeĺıtesünk hátránya hogy a regularitási lemma használata miatt a diofantikus egyenle-
trendszer rangjának asztronomikusan nagynak kell lenni a egyenletek fokához kepest. Ebben az
irányban legújabb eredményeket ért el Yamagishi [51], módszerünkbol kiindulva a von Mandold
függvény további aritmetikus tulajdoságait kihasználva, illetve függetlenül Liu-Zhao [34]. Ezek az
eredmények kvantitat́ıvan optimálisak, olyan értelemben hogy a rangnak csak exponenciálisan kell
nagynak lennie az egyenletek fokához kepest, hasonlóan mint az egész megoldások esetében.

V. Az 5. cikk [27] egyészt Bourgain polinomiális ergodikus tételét [7, 5, 6] terjeszti ki olyan
transzformációkra amelyek egy step-2 nilpotens csoportot generálnak, másrészt tárgyalja az ún.
Waring-Vinogradov diofantikus rendszer [50] nilpotens változatát. Ezzel egyben a Furstenberg-
Bergelson-Leibman pontonkénti konvergenciára vonatkozó sejtését [3, Section 5.5] elsőként iga-
zolja nem-kommutat́ıv esetben. Az eredmények bizonýıtása a [26] közös cikkünkben vannak
teljes részletességgel kidolgozva. Alapvető fontossággal b́ırnak bizonyos Wey-tipusú exponenciális
összegekre adott korabbi becsléseink [28].

A kiindulási pont, hasonló mint a kommutat́ıv esetben. A pontonkénti konvergencia sztandard
módszerekkel visszavezethető bizonyos univerzális maximális (ill. oszcillációs) operátorok becslésére.
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Ezek a kovetkező képpen ı́rhatók le. Legyen G0 az univerzális (vagy szabad) step-2 nilpotens csoport

amit g1, . . . , gd elemek generálnak, es legyen A0 : Z → G0, A0(n) := gn1 g
n2

2 · · · gn
d

d . Definiájuk a
következő konvoluciós és maximális operátorokat,

ANf(g) :=
1

2N + 1

∑
|n|≤N

f(A−1(n) · g), Mf(g) := sup
N≥1
|ANf(g)|.

Alapvető fontossággal b́ır a következő becslés,

‖Mf‖l2(G0) ≤ C ‖f‖l2(G0).

A kommutat́ıv esetben, ahol G0 = Zd, a ANf = KN ∗ f konvolució operátor operátor magjának
Fourier transformáltja:

K̂N (ξ) =
1

2N + 1

∑
|n|≤N

e2πiA0(n)·ξ, ξ ∈ Πn

egy klasszikus exponenciális összeg [49]. Erre nem-triviális becslések adhatöak az ún. “minor arcs”

tartományban. Ennek megfelelően KN = LN + EN ahol ÊN a K̂N megszoŕıtása a minor arcs
tartományra. Ekkor

‖ sup
N
EN ∗ f‖2l2 ≤ C

∑
N=2k, k≥1

‖EN ∗ f‖2l2 ≤ C ‖f‖
2
l2 ,

kihasználva hogy

‖EN ∗ f‖l2 = ‖ÊN‖l∞‖f‖l2 ≤ C N−δ‖f‖l2 .

Ez Bourgain bizonýıtásanak első lépése ahol a KN ∗ f operatorok redukálhatok az LN ∗ f konvolució
operátorokra.

Diszkrét nilpotens csoportokon nincsen olyan fogalma a Fourier transzformáltnak amelynek seǵıtségével
direkt becsléseket lehet adni konvolució operátorokra az l2(G0) térben. Itt seǵıt az az észrevétel
hogy az l2(G0) Hilbert térben,

‖AN‖l2→l2 = ‖A∗NAN‖
1
2

l2→l2 = . . . = ‖(A∗NAN )r‖
1
2r

l2→l2 ,

minden r = 2m diadikus értékre. Alapvető fontosságú észrevétel hogy ha az r paramétert eleg
nagynak választjuk akkor az (A∗NAN )r konvolució operátor magja aszimptotikusan leirhato, ugyanis

KN,r(h) =
∑

n1,...,nr
m1,...,mr

1{A0(n1)·A0(m1)−1···A0(nr)·A0(mr)−1=h} 1N (n1) . . .1N (mr)

ahol 1N (n) = 1
2N+11[−N,N ](n), ami nem más mint az

A0(n1) ·A0(m1)−1 · · ·A0(nr) ·A0(mr)
−1 = h

diofantikus egyenletrendszer (normalizált) megoldásainak száma a [−N,N ]2r tartományban. A
kommutat́ıv esetben ez a Waring-Vinogradov rendszer:

∑r
i=1(nki −mk

i ) = hk , for 1 ≤ k ≤ d.

Az univerzális nilpotens csoporton G0 beláthato hogy a fenti diofantikus rendszer rangja novekszik
az r paramterrel [28] es igy annak (Euklidészi) Fourier transzformáltjára egy Weyl-tipusu nem-
triviális becslést lehet adni a minor arcs tartományon a Birch-Davenport modszerrel [15, 4]. Ez
a kindulo pontja egyben az AN operátorok felbontásának ami az első lépés a maximális operátor
Mf = supN |ANf | becslésének az l2(G0) térben.
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A felbontás a kovetkező képpen történik. A G0 step-2 univerzális csoport azonośıtható a ZdnZd(d+1)/2

csoporttal ahol a g = (g1, g2) es az h = (h1, h2) elemek szorzata: g ·h = (g1+h1, g1+h2+R0(g1, h1))
ahol R0( , ) egy explicit bilineáris forma. Az AN operator magja szorzat alakú, azaz

KN (g1, g2) = KN (g1) 1{0}(g
2), KN (g1) =

1

2N + 1

∑
|n|≤N

1{A0(n)}(g
1).

Itt az első lépésben a centrális g2-változókat szoŕıtjuk meg a minor arcs tartományra a Fourier
térben, azaz feĺırjuk 1{0}(g

2) = LN (g2) + EN (g2), ami egyben a kovetkező felbontást eredményezi:

KN (g1, g2) = LN (g1, g2) + EN (g1, g2), EN (g1, g2) = KN (g1)EN (g2).

Az EN konvolucióperátor normáját az l2(G0) terben a fenti módzserrel meg tudjuk becsülni, ugyanis
az (E∗NEN )r operátor magjának Euklidészi Fourier transformáltja,

ÊN,r(θ
1, θ2) = K̂N,r(θ

1, θ2) |ÊN (θ2)|2r, ahol

K̂N,r(θ
1, θ2) =

∑
n1,...,nr
m1,...,mr

e2πi 〈A0(n1)·A0(m1)−1···A0(nr)·A0(mr)−1,(θ1,θ2)〉 1N (n1) . . .1N (mr)

A ÊN faktor megszoŕıtja θ2-változokat a minor arcs tartományra ami azt eredményezi hogy

‖ÊN,r‖∞ ≤ C N−δr a nilpotens Weyl összeg becslése miatt, legalábbis ha r kellöen nagy. En-
nek további kovetkezménye hogy,

‖(E∗NEN )r‖l2→l2 ≤ ‖EN,r‖l1 ≤ C NCd−δr ≤ C N−δr/2.

Ekkor ‖ENf‖l2 ≤ N−δ/4‖f‖l2 , es ugyanugy mint a kommutativ esetben ‖ supN |ENf | ‖l2 ≤ C‖f‖l2 .

Ez az első redukció a nilpotens csoportokon, ami azt eredményezi hogy a centrális θ2-változókat
meg lehet szoŕıtani az “major arcs” tartományra. Megjegyezzuk hogy ez nem lehetséges az összes
változóra egyszerre. A következő lépés hogy a nem centrális θ1- változokat is megszoŕıtsuk a “major
arcs” tartományra és ehhez meg kell becsülni egy második ”hiba” operátor EN normáját az l2(G0)
térben. Itt az az érdekes jelenség áll elő hogy az fent vázolt (E∗E)r módszert azért lehet újra
alkalmazni a θ1-változokra, mert a központi θ2-változók már meg vannak szoŕıtva a major arcs
intervallumokra a Fourier térben. Ez azt eredményezi hogy a nilpotens szorzatból jövő polinomok
hatása a központi változokban “elnyelődik” és az operátor hasonlóan becsülhető mint a kommutat́ıv
esetben. Végül az összes változót a Fourier térben a major arcs tartományra lehet korlátozni ahol az
operátor magjának struktúrája jól léırható, és ez a struktúra használható hogy megfelelő maximális
és oszcillációs becsléseket tudjunk adni.

Ezt az lépésenkénti reduckciót, kiindulva a központi változókból, magasabb rendű univerzális
nilpotens csoportokra is lehet alkalmazni; az l2-elmélet mind a maximális operátorok, mind az
pontonkénti ergodikus tetelek, esetében jelenleg kiterjeszthető step-3 ill. step-4 nilpotens csoportokra.

Ahhoz hogy az elméletet általanos magasabb rendű nilpotens csoportokra is kiterjesszük a fő
nehézség aritmetikai jellegű, a fenti nilpotens Waring-Vinogradov diofantikus rendszer rangjárol kell
megmutatni hogy linearisan nő az r paraméterrel.
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Ez azért is kih́ıvas mert általanos univerzális nilpotens csoportok szorzat struktúraja - az un Hall-
polinomok - nem ismertek; ugyanakkor számos tulajdonságuk levezethető ami elégséges lehet a
rendszer rangjának becsléséhez.

A folytonos esetben Chris, Nagel, Stein es Wainger [11] megmutatta hogy az A0 : R→ G, A0(t) =
(t, t2, . . . , td, 0, . . . , 0) görbe, önmagával elég sokszor szorozva “egyenletesen” lefedi az egesz G
csoportot magasabb rendű univerzális nilpotens Lie-csoport esetében is. Ez volt az alapja a
maximális és szinguláris integrál operátorokra vonatkozó néhány kiemelkedő eredménynek [11]
amelyek klasszikus harmonikus anaĺızis, a bevezetésben emĺıtett azon iranyvonalához tartoznak,
amelyben geometriai fogalmak mint a görbület játszanak kiemelt szerepet.
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References

[1] A.N.Andrianov Quadratic Forms and Hecke Operators Grundlehren der mathematischen Wissenschaften,
Springer-Verlag (1987)

[2] A. Balog Linear equations in primes Mathematika 39.2 (1992): 367-378
[3] V. Bergelson, A. Leibman. A nilpotent Roth theorem. Invent. Math. 147 (2002), 429–470.
[4] B.J. Birch. Forms in many variables. Proc. R. Soc. Lond. A 265 (1962), 245–263.
[5] J. Bourgain. On the maximal ergodic theorem for certain subsets of the integers. Israel J. Math. 61 (1988),

39–72.
[6] J. Bourgain. On the pointwise ergodic theorem on Lp for arithmetic sets. Israel J. Math. 61 (1988), 73–84.
[7] J. Bourgain. Pointwise ergodic theorems for arithmetic sets, with an appendix by the author, H. Furstenberg,

Y. Katznelson and D.S. Ornstein. Inst. Hautes Études Sci. Publ. Math. 69 (1989), 5–45.
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[39] Á. Magyar, E.M. Stein, S. Wainger. Discrete analogues in harmonic analysis: spherical averages.
Ann. Math. 155 (2002), 189–208.
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