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,Diophantine equations and discrete harmonic analysis”

cimil MTA doktori értekezésérol

Magyar Akos ,,Diophantine equations and discrete harmonic analysis™ (,,Diofantikus egyenletek
és diszkrét harmonikus analizis™) cimen nyujtotta be MTA doktori értekezését. A mii 6t kiemelt
tézist tartalmaz, amelyek mindegyikét uj tudoményos eredményként, és a szerzé munkéjaként
fogadom el. A fejezetek a szerzd egy-egy cikkén alapulnak, kiegészitve azokat torténeti
kontextussal, korabbi kapcsolodé eredményekkel, illetve egyes esetekben késobbi fejlemények
emlitésével. A téziseket 6sszefogd elv a Fourier analizis alkalmazasa, noha az 6todik fejezetben
a klasszikus Fourier analizist felvaltja az ugynevezett nilpotens kérmddszer. Ez utobbi fejezet
nem is illeszkedik tokéletesen a korabbiakhoz, és véleményem szerint akar elhagyhato is lett
volna. Ugyanakkor az elsé négy fejezet a Fourier analizis gyonyorii alkalmazasait tartalmazza
szamelméleti és geometriai problémakban.

A disszertacio értékes eredményekben gazdag, amelyek nemzetkozi tekintetben is jelentdsek. A
doktori miivet nyilvanos vitara alkalmasnak tartom. Ugyanakkor megjegyzem, hogy a
prezentéacio helyenként lehetett volna koriiltekintdbb: szamos helyen zavaré tipogréfiai és
stilusbeli hibak maradtak a miiben (ékezetek hianya, helyteleniil irt szavak, egymasba csuszott
bibliografiai tételek, stb). Ezek kikiisz6bolése nem feltétleniil vett volna tébbet igénybe néhany
6ranal.

A disszertacio szamos gyonyorii eredményt tartalmaz. Ezek koziil itt csak néhanyat emelek ki.

Az elsé fejezet rovid attekintést nytijt a diofantikus egyenletek, ergodikus tételek és harmonikus
analizis kapcsolatardl, majd ratér a f6 eredmény targyalasara: bizonyos homogén polinomok altal
definialt diofantikus egyenletek megoldasai megfeleld feltételek mellett aszimptotikusan
egyenletesen oszlanak el (a pontos feltételek technikai részleteit itt nem targyalom). A bizonyitas
épit a szerz6nek Steinnel es Waingerrel elért korabbi k6zos eredményére bizonyos diszkrét
szférikus maximalis operatorok korlatossagardl, és kiterjeszti azt magasabb foku homogén
polinomok szintfeliileteire.

A masodik fejezet a geometriai Ramsey elmélet témakorébe tartozik. A szerzo atviszi Bourgain
egy korabbi eredményét diszkrét kornyezetbe, és azt mutatja meg, hogy — bizonyos természetes
feltételek mellett -- az egészek racsanak tetszdleges pozitiv felso siirtiségli A részhalmaza
tartalmazza egy altalanos helyzetii X részhalmaznak tetszélegesen nagy felfujt példanyat. Ez
ekvivalens bizonyos kvadratikus egyenletrendszer A-n beliili megoldhat6sagaval. A



bizonyitashoz a szerz6 a megoldéshalmazok Fourier transzformaltjanak strukturalis
tulajdonséagait bizonyitja be, és hasznalja fel.

A harmadik fejezet tovabbra is a geometria Ramsey tulajdonsagot vizsgéalja. F6 eredményként a
szerzd Lyal-lel kozdsen azt mutatta meg, hogy szimplexek direkt szorzatainak megvan a Ramsey
tulajdonsaga (slirliségi értelemben) mind az euklideszi térben, mind az egészek racsan. A
bizonyitds itt a Fourier analizisen tul egy megfeleld hipergraf regularitasi lemman alapszik. A
bizonyitas technikailag meglehetdsen bonyolult.

A negyedik fejezet azt vizsgalja, hogy egyes magasabb foku diofantikus egyenletrendszereknek
van-e¢ megoldésa a primek halmazan, és a f5 eredmények egy Cook-kal kozos attorést jelentd
cikken alapulnak. Lényegében arr6l van sz6, hogy ha az egyenletrendszer rangja elég nagy a
fokszamhoz képest, akkor a primek halmazan annyi megoldast lehet garantalni, amennyit
atlagosan varhat az ember. A szerz6 a primekbdl 4116 megoldasok szamét a kormodszer
megfeleld varidnsanak alkalmazéasaval becsiili meg, miutan alkalmaz egy felbontasi regularitasi
lemmaét. Ennek a megkézelitésnek egy hatranya, hogy a regularitasi lemma alkalmazasa miatt
meg kell kdvetelni, hogy az egyenletrendszer rangja oridsi legyen a fokszdmhoz képest. Késobbi
kutatdsok sordn Yamagishi és Liu-Zhao javitottak ezeken a feltételeken.

Az 5t6dik fejezet tartalmaban és modszereiben kissé eliit az el6zdektdl, noha a motivéacio és a
bizonyitasok gyokere itt is visszanyiilik a Fourier analizishez és exponencidlis sszegek
becsléséhez. Az eredmények a szerzOnek (és tarsszerzdinek) nemrégiben publikalt nagy hatast
cikkein alapulnak, amelyekben polinomialis sorozatok egyes tulajdonsagait vizsgaljak nilpotens
csoportokon, valamint ergodikus tételeket altalanositanak erre az esetre. A klasszikus Fourier
analizis modszereit az ugynevezett nilpotens kormodszer valtja fel. Megjegyzendd, hogy a
klasszikus esethez képest itt jelentdsen uj, nem-trivialis technikakat kellett a szerz6knek
kidolgozni.

Osszességében a disszertacio mély és értékes eredményeket tartalmaz, amelyeket tartalmi
tekintetben messzemenden elegenddnek tartok az MTA doktori cim megszerzéséhez. A formai
hidnyossagokr6l mar tettem emlitést.

Kérdés a szerz6hoz: A harmadik fejezetben a Theorem 3.1. és Theorem 3.2 euklideszi terekre, és
azok pozitiv felsé striiségii halmazaira vonatkozik. Mi torténik, ha a tereken nem az euklideszi

normaval definidljuk a tavolsagot, hanem valamely konvex test altal generalt normaval? Ekkor is
igazak maradnak-¢ ezek a siiriiségi Ramsey tipust tételek, illetve atmenthetéek-e a bizonyitasok?
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