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MTA doktori értekezésének birdlata

Az ergodelmélet a dinamikus rendszerek hosszi tavi atlagos viselkedését
vizsgéalja. GyoOkerei a 19. szazad végéig nytlnak vissza, amikor Boltzmann
bevezette az ergodikus hipotézist a statisztikai mechanikaban. A 20. szazad
elején von Neumann és Birkhoff iittéré munkai alapoztak meg a modern ergo-
delméletet, bizonyitva az atlagok konvergenciajat. Az elmélet azdta kulesfon-
tossaguva valt a matematika, fizika és mas tudoményagak szamos teriiletén,

segitve megérteni a kaotikus és bonyolult rendszereket.

Az els6 fejezet, "Diophantine equations and ergodic theorems" (Diofan-
tikus egyenletek és ergodikus tételek), az ergodikus tételeket targyalja, ame-
lyek bizonyos diofantikus egyenletek megoldésainak eloszlasi egyenletességét

mutatjak be.

Kiemeli Bourgain polinomialis ergodikus tételét és annak kapcsolatat
diszkrét maximalis operatorok LP korlatossidgaval. A fejezet bemutatja a
megoldashalmazok eloszlasat vizsgalo {6 eredményeket, kiillonosen akkor, ami-

kor azokat egy ergodikus transzformécio-csalad révén mérstérre képezik le.

A fejezetbdl kiemelendd a torekvés, hogy a diofantikus egyenletek megol-
déshalmazait ergodelméleti kontextusba helyezi, ezzel hidat képezve a szam-
elmélet és a dinamikus rendszerek kozott. A 1.4. Tétel kiilonosen érdekes,
mivel ez egy diszkrét analogja egy maximaélis tételnek R™-ben, és kulcsszere-
pet jatszik a pontonkénti ergodikus tétel bizonyitdsaban. Ugyanakkor a 1.2.
Lemma az irracionalis pontok becslését egyaltalan nem tartom elegansnak,
de fontos a diofantikus egyenletek megoldas halmazainak eloszlasi tulajdon-

sdgainak megértéséhez.

A 2. fejezet ("Diofantikus egyenletek és diszkrét harmonikus analizis")

a diofantikus egyenletek és ergodikus tételek kapcsolataval foglalkozik, és



elsGsorban a szimplexekre koncentral az egészracson. Ebben a fejezetben

kiemelten érdekesnek talaltam a 2.1. Tételt.

Ez a tétel kimondja, hogy ha k& > 2 és a dimenzié n > 2k 4 4, akkor bar-
mely pozitiv felsd strtiségii A C Z" halmaz tartalmazza az Osszes integralis
k-dimenzios szimplex, A esetén, annak vV AQA, elegendSen nagyra felna-
gyitott méasolatat. Az "elegendGen nagyra felnagyitott masolat" azt jelenti,
hogy a felnagyitott faktor A egy bizonyos kiiszobérték A felett van. Ez a tétel
tehat azt garantalja, hogy stird halmazokban megtaldlhatoak a szimplexek
nagyitott valtozatai. Itt felmeriilt bennem a kérdés: Vajon altalanosithato-e
az eredmény olyan szimplexekre, amelyben van még egy pont, nevezetesen a

szimplex sulypontja?

A 3. fejezet ("A weak hypergraph regularity lemma and products of
simplices in sets of positive density") kiterjeszti ezeket az eredményeket bo-
nyolultabb konfiguracidkra, nevezetesen a téglatestekre és a szimplexek direkt
szorzataira, mind euklideszi terekben, mind az egészracson. Itt is megkérdez-
ném, hogy vajon ez az eredmény altaldnosithato-e olyan kockékra, amelyek
tartalmazzak a silypontjukat is pluszban? Ugyanakkor, amikor silypontok

is képbe keriilnek, a probléma hirtelen jelent&sen bonyolultabbéa valhat.

A disszertacio 4. és 5. fejezetében Magyar Akos azt kutatja hogyan old-
hatok meg (és hanyféleképpen) rendkiviil bonyolult Diofantikus egyenletek,
ahol a megoldasokat korlatozott szamkorokbdl (pl. primszamokbol) kell vé-
lasztani. Emellett azt is vizsgélja, hogy ha matematikai objektumok nagyon
komplex, "polinomialis" médon mozognak, akkor vajon mégis van-e valami-
lyen rendezettség és egyenletes eloszlas a hosszu tava viselkedésiikben. A
munka rendkiviil elvont és elméleti, de alapvets kérdéseket feszeget a mate-

matika mélyén, és 1j eszkozoket vezet be komplex problémék megoldasara.

A szamelméletben, kiilondsen a primszamok és diofantikus egyenletek
metszéspontjaban, rendkiviil relevans kutatési teriilet a Waring-probléma al-

talanositasainak vizsgélata. A klasszikus Waring-probléma, mely a termé-



szetes szamok k-adik hatvanyok Osszegeként valo elgallitasaval foglalkozik,

szamos mély eredményt hozott.

Azonban ennél is Gsszetettebb kérdést vet fel, ha a hatvanyok alapja-
it primszamokra korlatozzuk. Példaul, a négyzetszdmok esetében: vajon
igaz-e, hogy létezik olyan k egész szam, hogy minden elegendGen nagy ter-
mészetes szam elGéll k darab primszam négyzetének 6sszegeként? Ismertek-e
erre vonatkozoan aszimptotikus eredmények a szakirodalomban? Ez a kérdés

természetesen magasabb kitevGs hatvanyokra is dltalanosithato.

Még izgalmasabb fordulatot vehet a probléma, ha a hatvanyok helyett
gyokoket (inverz hatvanyokat) vizsgalunk, azaz: igaz-e, hogy minden elegen-
déen nagy természetes szam el6all k£ darab prim gyokének osszegeként? Vagy
itt a helyzet gyokeresen mas, és létezik olyan Ny szam, amely f6lott egyetlen

természetes szam sem all el§ ilyen alakban?

Kérdezném a jeldltet, hogy az értekezésében alkalmazott ergodelméleti
modszerek, illetve a Hardy-Littlewood kor modszer és annak kiterjesztései
— kiilonos tekintettel a nilpotens csoportokhoz kapcs6lédo, nem-kommutativ
megkozelitésekre — alkalmazhatoak-e, vagy potencidlisan alkalmazhatoak-e
az ilyen bonyolultabb, "prim alapi" vagy "gyok alapu" Waring-tipust prob-
lémak vizsgéalatara? Milyen analitikus vagy algebrai kihivasokat jelenthetnek

ezek az esetek az altala bemutatott technikai apparatus szamara?

Az értekezésben elszortan el6fordulnak aprobb tipogréafiai hibék, ezek ko-

ziil felsorolom azokat, amelyeket megtalaltam:
diophantine — Diophantine (t6bbszor)
stein — Stein
Nota that — Note that
whi — who

amall — small



multipled — multiplied
thusly — thus

Bizonyos vagyok benne, hogy ez a par elirds nem szandékos. De, az is le-
het, hogy a fajl az egyik adathordozonak a masikra transzformalésa sorén a
disszertacié szovegének egy-egy bitje megvaltozott. A disszertacié matema-
tikai tudomanyos értékét és a kutatas mélységét azonban ez semmiképpen

nem befolyasolja.

Osszefoglalva: Magyar Akos jelen doktori értekezése mélyrehaté és erede-
ti kutatast mutat be a diofantikus egyenletek, a diszkrét harmonikus ana-
lizis és az ergodelmélet metszéspontjaban. Az értekezés kiemelkedd hoz-
zajarulast jelent a primszamokban keresett diofantikus megoldasok elosz-
lasanak elméletéhez, valamint polinomialis ergodikus tételek — kiilondsen
a Furstenberg-Bergelson-Leibman-sejtés — bizonyitasdhoz. Az alkalmazott
komplex analitikus és algebrai modszerek igazoljak a jelolt kivételes szakér-
telmét és a teriilet iranti elkotelezettségét. Mindezek alapjan javaslom a

doktori védés megtartasat, és az MTA doktora cim odaitélését.
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