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A tételek, fejezetek számozása a disszertáció számozását követi.

Bevezető

19 éves korában Gauss bebizonyította a szabályos heptadekagon, azaz
tizenhétszög szerkeszthetőségét, amire annyira büszke volt, hogy vég-
rendeletében azt kérte, hogy ez az alakzat kerüljön a sírkövére. Halála
után Howaldt, a sírkőfaragó, ezt nem volt hajlandó teljesíteni, azzal az
indokkal hogy, technikailag lehetetlen szabályos tizenhétszöget faragni,
mivel az lényegében egy kör.1.

A disszertáció témája Howaldt állításának helytállósága —
amennyiben úgy értelmezzük, mint a geometriai közelítés egyik korai
példáját. Az approximáció és a diszkretizáció gondolata a matematika
és informatika számos területén megjelenik. Alkalmazott tudományok-
ban való felhasználásuk olyan régi, mint maga a matematika, és ahogy
a közelmúltban előtérbe került nagyméretű adatok feldolgozásának igé-
nye, jelentőségük csak tovább nőtt.

Három problémacsaládot tárgyalunk, amelyeknek a disszertáció I.,
II. és III. számú része felel meg. Az első konvex test közelítése ala-
csony komplexitású konvex politóppal, leginkább olyannal, amelynek
kevés csúcsa van. Egy egyszerűen megfogalmazható példafeladat az
a kérdés, hogy legalább hány csúcsa van egy olyan politópnak, amely
tartalmazza az 1/2 sugarú gömböt és benne van az egységsugarú gömb-
ben.

A problémák második családja egy halmaz fedése egy másik halmaz
néhány eltoltjával. Itt kiemeljük a megvilágítási sejtést, amely szerint
bármely kompakt, nem üres belsejű, d-dimenziós konvex halmaz lefed-
hető a belsejének 2d eltolt példányával. Ide tartozik még az a kérdés,
hogy az egész tér mennyire alacsony sűrűséggel fedhető le adott halmaz

1Vö. [WD04, p. 28].
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eltoltjaival.
Végül konvex halmazok egy családjának metszetét közelítjük egy kis

részcsalád metszeteként. Ez a kérdés abban az esetben, ha a halmazok
mind félterek, a következőképpen fogalmazható át: Hogyan válasszuk
ki a d-dimenziós euklideszi tér egy konvex poliéderének néhány hiper-
lapját úgy, hogy az a nagyobb poliéder, amelyet ezen lapok hipersíkjai
határolnak, nem sokkal nagyobb, mint az eredeti poliéder.

A disszertáció olyan problémákat és módszereket mutat be, ame-
lyek a következő tágan értelmezett témakörökbe tartoznak: hipergrá-
fokkal kapcsolatos kombinatorikai kérdések, analitikus volumetrikus
meggondolások és a konvex halmazok tanulmányozása véges dimenzi-
ós valós terekben.

I. rész

A konvex testek politópokkal való közelítésének modern tanulmányozá-
sa legalább az 1950-es évekre nyúlik vissza. Sas egy síkbeli eredményét
kiterjesztve 1951-ben Macbeath [Mac51] egy szimmetrizációs techni-
ka használatával megmutatta, hogy Rd összes konvex teste között az
euklideszi gömb a legrosszabbul közelíthető térfogatban beírt, adott
csúcsszámú konvex politóppal. 1975-ben Bronshtein és Ivanov [BI75]
bebizonyította, hogy bármely 1 átmérőjű K konvex test a Hausdorff-
távolságban közelíthető ε hibával olyan beírt konvex politóppal, amely-
nek csúcsszáma eO(d)O(ε− d−1

2 ), míg Dudley [Dud10] tőlük függetlenül
ugyanezt a korlátot mutatta meg a hiperlapok számára. Bárány és
Larman [BL88, Bár89] a lebegő test (floating body) térfogatának és a
politóppal közelítés hatékonyságának kapcsolatát vizsgálták. Jelentős
algoritmikus eredményeket ért el Arya, Fonseca és Mount [AdFM12] a
konstans dimenziójú esetben. Bronshtein [Bro07], Gruber [Gru93] és
Bárány [Bár07] cikkeiből részlétesen megismerhető a terület története.

A konvex testek politóppal való közelítésének problémacsaládjában
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szereplő kérdéseket három szempont alapján fogjuk osztályozni. Az
első osztályozási szempont a konvex testek halmazán értelmezett tá-
volság fogalmának megválasztása. A két legszélesebb körben használt
fogalom a Hausdorff-távolság és a Banach–Mazur-távolság. Az előb-
bi a természetes választás a közelítés pontosságának mérésére olyan
problémák esetén, amelyekben rögzített euklideszi struktúrával dolgo-
zunk. Az utóbbi általában célszerűbb választás affin invariáns problé-
mák vizsgálatakor.

A kettő közül bármelyik távolságfogalomra megfogalmazott ered-
mény gyakran lefordítható a másik fogalomra vonatkozó állítássá kü-
lönböző, a testek átmérőjére vagy a testekben található legnagyobb
gömb méretére vonatkozó feltételezések mellett. Mivel mi elsősorban
affin invariáns kérdéseket vizsgálunk, ezért többnyire a Banach–Mazur-
távolság egy közeli rokonát, a homotetikus távolságot tekintjük, melyet
a következő módon definiálunk két olyan Rd-beli konvex testre (kom-
pakt, konvex, nem üres belsejű halmazra), melyek az origót belső pont-
ként tartalmazzák.
d(K, L) = inf{λ ≥ 1 : αK ⊆ L ⊆ λαK valamely α > 0 választással},

Megjegyezzük, hogy d(K, L) érzékeny az origó megválasztására (az-
az nem eltolás-invariáns). Továbbá d(K, L)-re a multiplikatív három-
szögegyenlőtlenség érvényes, így azt mondhatjuk, hogy ln(d(K, L)) egy
metrika az origót belső pontként tartalmazó konvex testek ekvivalen-
ciaosztályainak halmazán, ahol két testet ekvivalensnek tekintünk, ha
egymás origó középpontú pozitív arányú nagyítottjai.

A közelítési kérdések második osztályozó tulajdonsága a politóp
komplexitását mérő mennyiség megválasztása, amelyet minimalizálni
szeretnénk. A komplexitás két legtermészetesebb mértékét fogjuk vizs-
gálni, a csúcsok illetve a hiperlapok (azaz a (d − 1)-dimenziós lapok)
számát.

Végül a kérdések harmadik osztályozó tulajdonsága a dimenzió sze-
repe: van, amikor d rögzített, míg máshol tart a végtelenbe. Mi a
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második típusba tartozó kérdéseket tanulmányozunk. Összefoglalva
tehát három mennyiség összefüggését vizsgáljuk: a dimenzió, a poli-
tóp csúcsainak száma és a közelítés hibája a politóp és a konvex test
homotetikus távolságával mérve.

Az I. rész két fő eredményt tartalmaz, melyek a következő általá-
nos kérdésre adnak részleges választ. Adott egy Rd-beli K konvex test,
melynek tömegközéppontja az origó, egy pozitív egész szám t ≥ d + 1,
és λ > 1. A célunk az, hogy találjunk egy olyan P konvex politópot,
amelynek legfeljebb t csúcsa van és teljesül rá a

P ⊆ K ⊆ λK

tartalmazás.
Az 1. fejezetben, mely a [Nas19] cikk alapján íródott, a politó-

pot úgy kapjuk, hogy K-ból független, azonos egyenletes eloszlással
kiválasztunk t véletlenszerű pontot, majd vesszük ezek konvex burkát.

Brazitikos, Chasapis és Hioni [BCH16] a durva közelítést vizsgálták,
ahol a kiválasztott pontok t száma lineárisan függ a d dimenziótól.
Belátták, hogy a K-ból a fentiek szerint választott t = αd véletlen pont
konvex burka egy olyan P konvex politóp, amelyre teljesül a c1

d K ⊆ P

tartalmazás 1 − δ = 1 − e−c2d valószínűséggel, ahol c1, c2 > 0 és α >
1 abszolút konstansok. Első eredményünkben explicit konstansokat
kapunk.

1.1. tétel (Naszódi [Nas19]). Legyen K egy origó tömegközéppontú
konvex test Rd-ben, amelynek független, egyenletes eloszlással válasszuk
ki t = 60(d + 1) pontját X1, . . . , Xt. Ekkor

1
d

K ⊆ conv (X1, . . . , Xt) ⊆ K

teljesül legalább 1 − 4e−d−1 valószínűséggel.
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Az általános problémánk egy másik példája Giannopoulos és V.
Milman [GM00] cikkének 5.2. tétele, amely a finom közelítésre vonat-
kozik, azaz ahol a kiválasztott pontok száma, t, exponenciális d-ben.
Belátták, hogy minden δ, γ ∈ (0, 1) esetén, ha t = eγd pontot választunk
független, egyenletes eloszlással egy tetszőleges Rd-beli, origó tömegkö-
zéppontú K konvex testben, akkor kellően nagy d esetén az így kapott
P konvex politópra teljesül a c(δ)γK ⊆ P tartalmazás 1 − δ valószínű-
séggel.

A [GM00] cikk 5.3. Állítása a cikk 5.2. tételéhez hasonló bizo-
nyítással a következőt mondja ki. Minden δ, ϑ ∈ (0, 1) esetén, ha
t = c(δ)

(
c

1−ϑ

)d pontot választunk K-ból a fentiek szerint, akkor az így
kapott P konvex politópra teljesül a ϑK ⊆ P tartalmazás 1 − δ valószí-
nűséggel.

A 1. fejezet fő eredménye a fenti eredmények következő közös álta-
lánosítása.

1.2. tétel (Naszódi [Nas19]). Legyen ϑ ∈ (0, 1), C ≥ 2, továbbá legyen

t =
C (d + 1)e

(1 − ϑ)d
ln e

(1 − ϑ)d

 .

Ekkor bármely Rd-beli origó tömegközéppontú K konvex testre, ha t
pontot X1, . . . , Xt független, egyenletes eloszlással választunk K-ból, ak-
kor

ϑK ⊆ conv (X1, . . . , Xt) ⊆ K

legalább 1 − δ valószínűséggel teljesül, ahol

δ = 4
11C2

(1 − ϑ)d

e

C−2
d+1

.

A 2. fejezet alapja a Fedor Nazarovval és a Dmitry Ryabogin-
nal közös [NNR20] cikk. A probléma, hasonlóan a 1. fejezetbelihez K
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konvex test közelítése olyan P konvex politóppal, melyet K-ból vélet-
lenszerűen kiválaszott pontok konvex burkaként kapunk. Azonban a 2.
fejezetben a pontokat eredményező valószínűségi eloszlás nincs előírva,
azt szabadon, okosan választhatjuk meg. A fő eredmény a következő.

2.1. tétel (Nazarov, Ryabogin, Naszódi, [NNR20]). Legyen K origó
tömegközéppontú konvex test Rd-ben, ε ∈

(
0, 1

2
)
. Ekkor található P

konvex politóp legfeljebb eO(d)ε− d−1
2 csúccsal, amelyre teljesül, hogy (1−

ε)K ⊂ P ⊂ K.

Ez Barvinok [Bar14] 2012-es tételénél erősebb, mivel nem tesszük
fel, hogy K origó-szimmetrikus, továbbá nem jelenik meg a felesleges
(log 1

ε)d szorzó.
Az I. részben tárgyaltak utóéleteként megemlítjük, hogy mind

az 1.2. mind a 2.1. tételt tárgyalja V. Milman [Mil23] könyvfejezete,
továbbá Arya, Fonseca és Mount [AdFM23] egy csodálatos algoritmi-
kus bizonyítást adtak a 2.1. tételre.

Ergür [Erg19] a [Nas19] cikket említi inspirációként, továbbá fel-
használja eredményeit. Mustafa mintavételezésről szóló monográfiája
[Mus22] tartalmazza a 1.2. tételt és annak bizonyítását.

II. rész

A II. rész fedéssel kapcsolatos eredményeket tartalmaz. Az általános
probléma a következő.

Adott két halmaz K és L az Rd (illetve Sd) térben, célunk K-t fedni
L minél kevesebb eltolt (illetve elforgatott) példányával.

A geometriai fedések elméletének mérföldkőnek számító eredménye
Rogers tétele [Rog57]. Ennek ismertetéséhez két fogalmat vezetünk be.
Az Rd tér egy K részhalmaza általi fedésén egy olyan Λ ⊆ Rd halmazt
értünk, amelyre teljesül, hogy ∪u∈Λ(K + u) = Rd. Ezen fedés sűrűsége
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a

lim
r−→∞

∑
u∈Λ

vol
(
rBd ∩ (K + u)

)
vol (rBd) ,

amennyiben a határérték létezik, ahol Bd az origó középpontú egység-
gömb, lásd [Rog64].

3.6. tétel (Rogers, [Rog57]). Legyen K korlátos konvex halmaz Rd-
ben, amelynek belseje nem üres. Ekkor található Rd-nek olyan fedése
K eltoltjaival, melynek sűrűsége legfeljebb

d ln d + d ln ln d + 5d.

Korábban d-ben exponenciális felső korlátokat ért el a fedési sűrű-
ségre Rogers, Bambah és Roth, valamint arra az esetre, amikor K az
euklideszi gömb, Davenport és Watson (lásd a [Rog57] cikkbeli hivat-
kozásokat). A jelenlegi legjobb korlátot G. Fejes Tóth [FT09] igazolta,
aki a az 5d kifejezést d + o(d)-re cserélte.

Geometriai fedési problémára egy másik klasszikus példa a követ-
kező. Becsüljük meg a φ sugarú gömbsapkák minimális számát, ame-
lyekkel lefedhető az Rd+1-beli Sd gömb.

3.7. tétel (Böröczky Jr. and Wintsche, [BW03]). Legyen 0 < φ < π
2 .

Ekkor az Sd szférának van olyan φ sugarú sapkákkal történő fedése,
amelynek sűrűsége legfeljebb d ln d + d ln ln ln d + 5d.

Ezt a becslést a [BW03]-ban bizonyították, javítva Rogers egy ko-
rábbi eredményét. [Rog63]. A jelenlegi legjobb korlát jobb, amikor
φ < π

3 : Dumer [Dum07] (lásd [Dum18] a javított változatot) igazolta
d ln d

2 sűrűségű fedés létezését.
Két Rd-beli Borel mérhető halmaz K és L esetén jelölje N(K, L)

a K halmaz L általi eltolási fedési számát, azaz a K-t fedő L-
eltoltak minimális számát. Az N(K, L) mennyiség frakcionális vál-
tozata N ∗(K, L) abban a speciális esetben, amikor L = int (K) (ld.
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3.8. definíció) a [Nas09] cikkben jelent meg, majd általában, tetszőle-
ges K, L párra az [AAR11] és az [AAS15] cikkekben.

A 3. fejezet, amely a [Nas16a] cikken alapul, fő eredménye
a 3.2. tétel, amely felső korlátot ad az N(K, L) fedési számra N ∗(K, L)
függvényében. Mivel ez az eredmény meglehetősen technikai jellegű,
itt először egy következményt említünk.

3.3. tétel (Naszódi [Nas16a]). Legyen K ⊆ Rd egy korlátos, mér-
hető halmaz. Ekkor van Rd-nek olyan fedése K eltoltjaival, amelyek
sűrűsége legfeljebb

inf
δ>0

 vol (K)
vol (K−δ)

1 + ln
vol

(
K−δ/2

)
vol

(
δ
2Bd

)
 ,

ahol Bd az origó középpontú zárt euklideszi egységgömböt jelöli, K−δ

pedig K belső δ-paralleltartományát.

Hasonló általános állítást bizonyítunk gömbi halmaz másik gömbi
halmaz elforgatott példányaival történő fedésére is. Emlékeztetünk,
hogy két halmaz Minkowski-különbségét a K ∼ T = {x ∈ Rd : T +x ⊆
K} képlettel definiáljuk.

A fejezet fő eredménye következik.

3.2. tétel (Naszódi [Nas16a]). Legyenek K, L és T korlátos, Borel-
mérhető halmazok Rd-ben, Λ pedig Rd-beli véges halmaz, amelyre K ⊆
Λ + T . Ekkor

N(K, L) ≤
(1 + ln( max

x∈K−L
card ((x + (L ∼ T )) ∩ Λ))) · N ∗(K − T, L ∼ T ).

Amennyiben Λ ⊂ K, akkor

N(K, L) ≤

(1 + ln( max
x∈K−L

card ((x + (L ∼ T )) ∩ Λ))) · N ∗(K, L ∼ T ).
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A 3.2. tételünkhöz nagyon hasonló eredmény Artstein-Avidan és
Slomka [AAS15] 1.6. tétele. A fő különbségek a következők. Kvantita-
tíve az eredményünk némileg erősebb, mivel a logaritmus argumentu-
mában található max card (. . . ) kisebb card (Λ)-nál. Ez lehetővé teszi,
hogy megkapjuk Rogers 3.6. tételét és a 3.3. tételt a 3.2. tételünk kö-
vetkezményeként. Továbbá nincs

√
ln(card (Λ))(N ∗ + 1) nagyságrendű

kisebb kifejezésünk.
A [AAS15] bizonyítási módszere két részből áll. Az első a probléma

redukciója egy véges fedési problémára azáltal, hogy K-t helyettesít-
jük egy elég sűrű véges halmazzal (egy metrikus δ-hálóval). Ezután egy
valószínűségi érvelés segítségével megoldják a véges fedési problémát.
Hasonló útvonalat követ [FK08], ahol egy (korábban Erdős és Rogers
által [ER61] belátott) állítást bizonyítanak (a Lovász-féle lokális lemma
segítségével), amely szerint található olyan alacsony sűrűségű fedés is,
amelyben ráadásul egyik pont sincs sokszor fedve. A módszer még ko-
rábbi megjelenése a megvilágítási probléma kapcsán Schramm [Sch88]
cikkig is visszavezethető. A [AAS15] cikk egyik fő értéke az, hogy ez-
zel a módszerrel becslik az N és N ∗ közötti arányt, vagyis észrevették,
hogy a módszer nem csak a térfogat, hanem más mérték használata
esetén is működik.

A 3. fejezetben a módszer első részét mi is alkalmazzuk, és egy met-
rikus δ-háló fedését keressük. A következő lépésben viszont a megle-
hetősen technikai valószínűségi rész helyébe egy determinisztikus (nem
valószínűségi) algoritmikus állítás lép, a 3.9. Lemma, amelyet, Lovász
[Lov75], D. Johnson [Joh74] és Stein [Ste74], fedeztek fel egymástól
függetlenül. Ezzel a korábbiaknál jóval egyszerűbb bizonyításokat ka-
punk a korábbiaknál valamelyest általánosabb állításokra, amelyekben
a volumetrikus becslések és a kombinatorikai háttér világosan elkülönül
egymástól.

A 4. fejezet, amely a [Nas16c] cikk alapján készült, az eddig tár-
gyaltakkal ellentétes problémát vizsgál: alsó korlátot keresünk egy bi-
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zonyos fedési számra.
Hadwiger [Had60] nyomán azt mondjuk, hogy egy p ∈ Rd \ K pont

megvilágítja a K test egy b ∈ bd (K) határpontját, ha a p-ből kiinduló
és b-n áthaladó félegyenes {p + λ(b − p) : λ > 0} metszi K belsejét.
Boltyanski [Bol60] a következő, kissé eltérő definíciót adta. Az u ∈ Sd−1

irányra azt mondjuk, hogy megvilágítja a b ∈ bd (K) határpontot, ha a
{b + λu : λ > 0} félegyenes metszi K belsejét. Könnyű belátni, hogy
azon irányok minimális száma, amelyek K minden egyes határpontját
megvilágítják, egyenlő azon pontok minimális számával, amelyek K
minden egyes határpontját megvilágítják. Ezt a számot nevezzük K
megvilágítási számának, és i(K)-val jelöljük.

A λK +v alakú halmazokat K kisebb pozitív homotetikus példánya-
inak nevezzük, ha 0 < λ < 1 és v ∈ Rd. Gohberg és Markus azt kér-
dezte, hogy mi a K-t fedő kisebb homotetikus példányainak minimális
száma. Nem nehéz belátni, hogy ez a szám egyenlő az N(K, int (K))
fedési számmal, és az is könnyen látszik, hogy i(K) = N(K, int (K)).

Bármely Rd-beli sima konvex test (azaz olyan konvex test, amely-
nek minden határpontjában pontosan egy támasz-hiperhipersíkja van)
megvilágítási száma d + 1. Valóban, egy sima test esetében tetszőleges
határpontra azon irányok halmaza, amely megvilágítja a határpontot
az Sd−1 gömb egy nyitott félgömbje. Márpedig könnyen található d+1
pont a gömbön (tehát d + 1 irány), melyek lefogják a nyílt félgöm-
bök családját (más szóval a nyílt félgömbök halmazcsaládjának egy
transzverzálisát alkotják), tehát amelyek közül minden nyílt félgömb
tartalmaz legalább egyet. Például egy gömbbe írt szabályos szimplex
csúcsai ilyenek. Így ez d + 1 irány megvilágítja bármely Rd-beli sima
konvex test minden határpontját (a részletekért lásd [BMS97]).

Ugyanakkor a kocka megvilágítási száma 2d, mivel a kocka seme-
lyik két csúcsához nincs közös megvilágítási irány (ennek belátását
az olvasóra bízzuk). Ugyan a disszertációban részletesebben nem tár-
gyaljuk, mégis nehéz lenne nem megemlíteni a híres Gohberg–Markus–
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Levi–Boltyanski–Hadwiger-sejtést (vagy, Megvilágítási sejtést), amely
szerint bármely Rd-beli K konvex testre i(K) ≤ 2d, ahol egyenlőség
pontosan akkor áll fenn, ha K a kocka egy affin képe.

A megvilágítás problémát részletesen tárgyalják a [Bez06, Bez10,
BMP05,MS99] munkák. A [BMS97] könyv VI. fejezetében megtalálha-
tó i(K) négy fent megadott definíciójának ekvivalenciájának igazolása.

Az euklideszi gömb egy sima, konvex test, ezért megvilágítási száma
d+1. A 4. fejezet fő eredménye az, hogy a gömbhöz tetszőlegesen közel
található konvex test sokkal nagyobb megvilágítási számmal.

4.1. tétel (Naszódi [Nas16c]). Adott egy 1 < D < 1.116 valós szám.
Ekkor bármely kellően nagy d dimenzió esetén, van Rd-ben olyan origó-
szimmetrikus K konvex test, amelynek megvilágítási száma

i(K) = N(K, int (K)) ≥ .05Dd, (1)

és amelyre teljesül
1
D

Bd K ⊂ K ⊂ Bd.

Egy valószínűségi konstrukciót használunk K megtalálásához. Nem
ismerünk korábbi valószínűségi érvelésen alapuló alsó korlátot a meg-
világítási számra.

A 4.2. tételben felső korlátot adunk az euklideszi gömbhöz közeli
testek megvilágítási számára. Ez következik Bezdek és Kiss [BK09]
cikkbeli eredményeiből, de a teljesség kedvéért megmutatjuk, hogyan
következik a 3. fejezet anyagából.

4.2. tétel (Naszódi [Nas16c]). Legyen K olyan Rd-beli konvex test,
amelyre 1

DBd K ⊂ Bd bizonyos D > 1 esetén. Ekkor K megvilágítási
száma legfeljebb

i(K) ≤ d ln d + d ln ln ln d + 5d

Ωd−1(α) ,
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ahol α = arcsin(1/D), és Ωd−1(α) jelöli az Sd−1 szférán egy α gömbi
sugarú sapka valószínűségi mértékét.

A 4.2. tételt kombinálva az Ωd−1-re ismert becslésekkel látjuk, hogy
(1) aszimptotikusan éles, azaz az alap D nem javítható.

A következőkben a 4.1. tétel egy alkalmazását tárgyaljuk. Az Rd-
beli origó-szimmetrikus K konvex test távolságfüggvényét jelölje ∥ · ∥K

(azaz, ∥p∥K = inf{λ > 0 : p ∈ λK}, bármilyen p ∈ Rd esetén).
A K. Bezdek [Bez06] által bevezetett megvilágítási paraméter a kö-

vetkezőképpen definiálható.

ill(K) =

inf
 ∑

p∈vert P

∥p∥K | P politóp, melynek csúcsai megvilágítják K-t
 .

Ugyanakkor K csúcs-indexe (vertex index), amelyet K. Bezdek és
Litvak [BL07] vezetett be, a

vein(K) = inf
 ∑

p∈vert P

∥p∥K | P egy olyan politóp, hogy K ⊆ P

 .

mennyiség. Nyilvánvaló, hogy ill(K) ≥ vein(K) bármely origó-
szimmetrikus K testre, továbbá sima K esetén egyenlőek. A [BL07]
cikkben megmutatták, hogy vein(Bd) nagyságrendje d3/2 (lásd még
[GL12]).

A (4.2) szerint a 4.1. tételbeli K testre vein(K) nagyságrendje d3/2,
míg ill(K) ≥ i(K) exponenciálisan nagy d-ban. Így a 4.1. tétel azt
is mutatja, hogy ill(K) és vein(K) között nagyon nagy a különbség
bizonyos K esetén.

A II. részben tárgyalt anyag utóéletéről megemlítjük, hogy
az [Nas16a]-ban kifejlesztett módszert alkalmazta például Prosanov a
[Pro20] és a [Pro18] cikkében, valamint Eisenbrand és Venzin a [EV22]
cikkükben.
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III. rész

A III. rész Helly tételének kvantitatív változatait tárgyalja. A Helly-
tétel szerint ha Rd-beli konvex halmazok egy véges családjára teljesül,
hogy bármely d + 1 tag metszete nem üres, akkor a család összes tag-
jának a metszete sem üres.

Ennek első kvantitatív változatát Bárány, Katchalski és Pach
[BKP82] látták be igazolva a következőt. Tegyük fel, hogy Rd-beli kon-
vex halmazok egy véges családjára teljesül, hogy bármely 2d tag metszete
legalább 1 térfogatú. Ekkor a család összes tagjának metszete legalább
cd térfogatú, ahol cd csak d-től függő konstans.

A [BKP82]-ban megmutatták, hogy cd választható cd = d−2d2-nek,
és azt sejtették, hogy a tétel cd = d−cd abszolút konstans c > 0 esetén
is érvényes.

Az 5. fejezet fő eredménye ezen sejtés igazolása cd ≈ d−2d értékkel.
A tételt logikailag ekvivalens módon, kontrapozícióval mondjuk ki.

5.1. tétel (Naszódi [Nas16b]). Legyen F az Rd tér konvex halmazai-
nak egy olyan véges, amelynek metszetének térfogata vol (∩F) pozitív.
Ekkor a F-nek van egy legfeljebb 2d méretű G részcsaládja, amelyre
vol (∩G) ≤ ed+1d2d+ 1

2 vol (∩F).

A [BKP82] cikk egyik megjegyzése szerint (lásd még [BKP84]) a
2d Helly-szám optimális, amint azt a kocka 2d hiperlapjának támasz-
félterei mutatják.

A tételben (és a sejtésben) szereplő dcd nagyságrend éles: az állí-
tás nem igaz semmilyen 0 < c < 1/2 konstanssal a dcd kifejezésben,
ahogyan azt a 5.3. fejezetben megmutatjuk.

A 6. fejezetben, amely a Damásdival és Földvárival közös
[DFN20] cikk alapján készült, akiknek MSc. témavezetője voltam, a
Helly-tétel egy általánosítását, az úgynevezett Színes Helly tételt vizs-
gáljuk, amelyet Lovász, majd Bárány bizonyítottak [Bár82]. Eszerint,

               nmarci@cs.elte.hu_197_24



14

ha Rd-beli konvex halmazok C1, . . . , Cd+1 véges családjaira (színosztá-
lyokra) teljesül, hogy bármely színes kiválasztás C1 ∈ C1, . . . , Cd+1 ∈
Cd+1 metszete

d+1⋂
i=1

Ci nem üres, akkor egy bizonyos j esetén a ⋂
C∈Cj

C

metszet szintén nem üres.
Ennek a színes tételnek a kvantitatív változatait vizsgáljuk. A

A 6. fejezet fő eredménye a következő.

6.3. tétel (Damásdi, Földvári, Naszódi [DFN20]). Teljesüljön
Rd konvex testjeinek C1, . . . , C3d véges családjaira a következő felté-
tel. Bármely színes 2d-elemű kiválasztás Cik

∈ Ciik
(1 ≤ k ≤ 2d és

1 ≤ i1 < · · · < i2d ≤ 3d) esetén a metszet
2d⋂

k=1
Cik

legalább 1 térfogatú.

Ekkor létezik olyan 1 ≤ i ≤ 3d, hogy vol
( ⋂

C∈Ci

C

)
≥ cd2

d−7d2/2, ahol
c ≥ 0 abszolút konstans.

Az eredmény igazolásához, ahogyan azt a 5. fejezetben is tesszük,
a metszetekben található ellipszoidok térfogatát vizsgáljuk. 1937-ben
Behrend [Beh37] (lásd még a Danzer, Grünbaum és Klee által írt össze-
foglaló cikk [DGK63] 6.17. fejezetét) belátta a következő síkbeli kvan-
titatív Helly-típusú eredményt. Ha R2-beli konvex halmazok egy véges
családjában bármely 5 tag metszete tartalmaz 1 területű ellipszist, akkor
az egész család metszete is tartalmaz 1 területű ellipszist. Megjegyez-
zük, hogy mivel R2 minden konvex halmaza az őt tartalmazó félsíkok
metszete, az eredmény egyenértékű azzal a formailag gyengébb állítás-
sal, ahol a család csak félsíkokból áll. Az állítás [DGK63]-ban is ebben
az alakban szerepel.

A [DGK63, 6.17 fejezet] cikkben megemlítik, hogy a John-tétel
(Lemma 5.3) alkalmazható kell legyen Behrend eredményének kiter-
jesztéséhez magasabb dimenziókra. A 6.4. Állításban ezt a gondolat-
menetet kifejtjük, és egyszerű bizonyítást adunk rá.

6.4. Állítás (Helly-típusú tétel ellipszoidokkal). Legyen C egy véges,
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legalább d(d + 3)/2 konvex halmazból álló család Rd-ben, és tegyük fel,

hogy bármely C1, . . . , Cd(d+3)/2, ∈ C kiválasztás esetén a
d(d+3)/2⋂

i=1
Ci met-

szet tartalmaz 1 térfogatú ellipszoidot. Ekkor ⋂
C∈C

C szintén tartalmaz
1 térfogatú ellipszoidot.

A d(d+3)/2 szám a lehető legjobb. Valóban, minden d dimenzióhoz
létezik félterek olyan d(d + 3)/2-tagú családja, hogy a Bd egységgömb
a metszetükben található maximális térfogatú ellipszoid, de Bd nem
a maximális térfogatú ellipszoid bármelyik valódi részcsalád metszeté-
ben. Vagyis bármely d(d + 3)/2 − 1-tagú részcsalád metszete tartal-
maz vol

(
Bd

)
-nél nagyobb térfogatú ellipszoidot. Ez következik Gruber

[Gru88] cikkének 4. tételéből, amely ennél sokkal erősebb eredmény.
A 6.5. tételünk a fenti eredmény színes változata.
Sarkar, Xue és Soberón [SXS21, Corollary 1.0.5], matroidok fel-

használásával, nemrégiben kapott egy eredményt, amely d(d + 3)/2
színosztályokra vonatkozik, de a a kiválasztott halmazok száma 2d.
6.6. tétel (Sarkar, Xue és Soberón [SXS21]). Legyenek C1,
. . . , Cd(d+3)/2 konvex halmazok Rd-beli véges családjai. Tegyük fel, hogy
bármely 2d tagú Cik

∈ Cik
(1 ≤ k ≤ 2d, ahol 1 ≤ i1 < · · · < i2d ≤

d(d+3)/2) színes kiválasztásra a metszet
2d⋂

k=1
Cik

tartalmaz egy legalább
1 térfogatú ellipszoidot. Ekkor valamely 1 ≤ i ≤ d(d + 3)/2 indexre⋂
C∈Ci

C térfogata legalább d−O(d).

Vegyük észre, hogy minél kisebb a színosztályok száma egy színes
Helly-típusú tételben, annál erősebb a tétel. Például a Színes Helly
tételt d+1 színosztállyal mondtuk ki, de ebből nyilvánvalóan következik
ugyanaz az állítás tetszőleges ℓ ≥ d+2 színosztállyal kimondva is, mivel
az utolsó ℓ − (d + 1) színosztály jelenléte az állítás feltételét erősíti,
a konklúzióját pedig gyengíti. Megjegyezzük továbbá, hogy a Színes
Helly-tétel nem érvényes d + 1-nél kevesebb színosztály esetén, mivel a
(színtelen) Helly-tételben d + 1 nem helyettesíthető kisebb számmal.
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A 6.6. tétel, és hasonló állítások megkaphatók a kvantitatív Helly-
tételt a John-tétellel kombinálva egy kombinatorikai érv felhasználá-
sával. A kombinatorikai érvelésben kulcs fontosságú az a tény, hogy,
ha halmazok egy véges családjának metszete által tartalmazott legna-
gyobb térfogatú ellipszoid E , akkor már egy d(d+3)/2 elemű részcsalád
metszete által tartalmazott legnagyobb térfogatú ellipszoid is E . Mivel
itt a d(d + 3)/2 szám nem csökkenthető, ezért ez a megközelítés nem
alkalmas kevesebb színosztály kezelésére.

A 6.3. tételünk az egyetlen olyan eredmény, ahol a színosztályok
száma lineárisan függ d-tól.

Érdekes kérdésnek tartjuk, hogy lehet-e 2d-re csökkenteni a szín-
osztályok számát (esetleg még gyengébb térfogatra vonatkozó becs-
lés árán), és hogy a térfogatra vonatkozó korlát d−cd nagyságrendűre
javítható-e.

A 7. fejezetben, amely a G. Ivanovval közös [IN24] cikken ala-
pul, a következő klasszikus, E. Steinitz [Ste13] által belátott eredmény
kvantitatív változatát vizsgáljuk. Legyen Q ⊂ Rd egy olyan halmaz,
melynek konvex burka az origót a belsejében tartalmazza. Ekkor léte-
zik Q-nak egy legfeljebb 2d pontból álló részhalmaza, amelynek konvex
burka szintén a belsejében tartalmazza az origót.

Ennek a tételnek az első kvantitatív változata Bárány, Katchalski
és Pach [BKP82] úttörő cikkében található, ahol a következő állítást
bizonyították.
Tétel (Kvantitatív Steinitz-tétel, Bárány, Katchalski és Pach
[BKP82]).Van olyan r = r(d) > 0 konstans, hogy Rd bármely Q rész-
halmazára, amelynek konvex burka tartalmazza a Bd euklideszi egy-
séggömböt, található Q-nak legfeljebb 2d elemszámú F részhalmaza,
amelynek konvex burka tartalmazza az rBd gömböt.

A [BKP82] cikkben az r(d) > d−2d becslést igazolták r(d) nagyság-
rendjére.
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A síkbeli d = 2 eset kivételével [KMY92, Bra97, BH94], r(d) becs-
lésében jelentős előrelépés nem történt (lásd még [DLLHRS17]).

A 7. fejezet fő eredménye az első polinomiális korlát r(d)-re.

7.3. tétel (G. Ivanov, Naszódi [IN24]). Legyen Q az Rd tér olyan
részhalmaza, amelynek konvex burka tartalmazza a Bd euklideszi egy-
séggömböt. Ekkor található Q-nak legfeljebb 2d pontból álló Q′ részhal-
maza amely tartalmazza az 1

6d2 Bd gömböt.

A következőt sejtjük.

7.4. Sejtés. Van olyan c > 0 konstans, hogy Rd bármely Q rész-
halmazában, amelynek konvex burka tartalmazza a Bd euklideszi egy-
séggömböt, található egy legfeljebb 2d elemszámú részhalmaz, amelynek
konvex burka tartalmazza a c

√
dBd gömböt.

Az r(d) mennyiségre a következő általánosabb tétel alapján adunk
felső korlátot.

7.5. tétel (G. Ivanov, Naszódi [IN24]). Legyenek u1, . . . , un egységvek-
torok Rd-ben. Ekkor az abszolút konvex burkuk, azaz {±u1, . . . , ±un}
konvex burka nem tartalmazza a

(√
n

d + ε
)

Bd gömböt bármilyen pozitív
ε-ra.

Alkossanak az u1, . . . , um pontok egy elegendően sűrű halmazt az
egységgömb határán, melyek konvex burka lényegében a gömb. Ekkor
a fenti tétel szerint tetszőleges n ≤ 2d számra, ha kiválasztunk n-et
közülük, akkor azok konvex burka nem tartalmazza a 2√

d
Bd gömböt.

Összegezve, ha a 7.4. sejtés igaz, akkor éles is.

Végül, a 8. fejezetben, amely a G. Ivanovval közös [IN22a] mun-
kán alapul, kiterjesztjük az Rd-beli konvex testben található legna-
gyobb térfogatú ellipszoid (azaz a John-ellipszoid) fogalmát a loga-
ritmikusan konkáv függvények osztályára, és bemutatjuk az általunk
kapott fogalom egy alkalmazását: egy logaritmikusan konkáv függ-
vények családjának pontonkénti minimumára vonatkozó kvantitatív
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Helly-típusú eredményt. A John-ellipszoid központi szerepet játszik
ebben a munkában, és így több korábbi fejezetben bemutatott gondo-
lat újra megjelenik itt.

Az Rd-n értelmezett logaritmikusan konkáv (röviden log-konkáv)
függvények megértése az Rd-beli konvex halmazok tanulmányozásának
természetes kiterjesztése. Valóban, ha K egy konvex test Rd-ben, akkor
az indikátorfüggvénye log-konkáv. Érdekesebb példa az, ha K origó-
szimmetrikus, és tekintjük az f(x) = e−∥x∥K függvényt, ahol ∥ · ∥K azt
a normát jelöli Rd-n, amelynek egységgömbje K. Ez is log-konkáv. A
normál eloszlás sűrűségfüggvénye, f(x) = cde

−|x|2/2 szintén log-konkáv
függvény Rd-n. Talán a legfontosabb példa a következő. Legyen K̂ egy
konvex test Rd+k-ban, és tekintsünk Rd-re mint az első d koordináta
tengely által kifeszített altérre. Ekkor a K̂-n vett egyenletes eloszlás
Rd-n vett határeloszlása (marginálisa) ismét egy log-konkáv függvény.

Az f log-konkáv függvény John-ellipszoidjának definíciója nagy-
jából a következő. Tekintsük az f 1/s függvény grafikonját, ami egy
halmaz a Rd+1-ban, és alakítsuk át egy nem feltétlenül konvex testté
Rd+1-ben, amelyet f s-felemelésének (s-lifting) nevezünk. Definiálunk
egy mérték-szerű mennyiséget Rd+1 halmazain, az s-térfogatot. Ez-
után megkeressük azt az ellipszoidot Rd+1-ben, amely az f függvény
s-felemeltjében van és maximális az s-térfogata. Ezt az Rd+1-beli el-
lipszoidot az f John-féle s-ellipszoidjának nevezzük. Ez az ellipszoid
definiál egy függvényt Rd-en, ami az f John-féle s-ellipszoid függvénye.
Ez a függvény pontonként kisebb vagy egyenlő, mint f .

Alonso-Gutiérrez, Merino, Jiménez és Villa [AGMJV18] voltak az
elsők, akik logaritmikusan konkáv függvényhez ellipszoidot rendeltek.
Az ő ellipszoidjuk egy Rd-beli ellipszoid, amelyet mi AMJV ellipszoid-
nak hívunk. Ez a következőképpen van definiálva.

Minden β ≥ 0 esetén tekintsük f -nek az {x ∈ Rd : f(x) ≥ β}
felső-szinthalmazát. Ez egy korlátos konvex halmaz, melynek belseje
nem üres, vehetjük tehát a legnagyobb térfogatú ellipszoidját. Szoroz-
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zuk össze az ellipszoid d-dimenziós térfogatát a β számmal. Amint azt
az [AGMJV18] cikkben megmutatják, van pontosan egy „magasság”
β0 ∈ [0, ∥f∥] amelyre ez a szorzat maximális, ahol ∥f∥ jelöli az f függ-
vény L∞ normáját. Az The AMJV ellipsoid az az E ellipszoid Rd-ben,
amelyet erre a β0-ra kapunk.

A 8.28. tételben megmutatjuk, hogy β0χE a John s-ellipszoid-
függvényeink határértéke (meglehetősen erős értelemben), ahogy s tart
0-hoz.

Az s által felvehető értékek másik végét is vizsgáljuk, tehát amikor
s a végtelenbe tart. Megmutatjuk, hogy a John-féle s-ellipszoid függ-
vények határértéke csak egy Gauss-eloszlás lehet, lásd a 8.38. tételt.
Ami talán meglepő, a határérték lehet egy Gauss-eloszlás egy bizonyos
s1, s2, · · · → ∞ sorozatra, míg egy másik sorozat esetében egy másik
Gauss-eloszlás. Megmutatjuk azonban, hogy ebben az esetben a két
Gauss-eloszlás egymás eltoltja, lásd a 8.33. tételt.

A 8 fejezet első fő eredménye a 8.14. tétel egy szükséges és elég-
séges feltétel megadása arra, hogy a (d + 1)-dimenziós euklideszi tér
Bd+1 egységgömbje egy f log-konkáv függvény John-féle s-ellipszoidja
legyen. Itt a tétel egy egyszerű, csak az s = 1 esetre vonatkozó vál-
tozatát közöljük, amely John [Joh48] híres, konvex testekre vonatkozó
tételének (5.3. Lemma) az analógja.

8.1. tétel (G. Ivanov, Naszódi [IN22a]). Jelölje K = {(x, ξ) ∈
Rd+1 : |ξ| ≤ f(x)/2} ⊆ Rd+1 az f felülről félig folytonos, log-konkáv,
pozitív integrálú függvény szimmetrizált grafikonját. Tegyük fel, hogy K
tartalmazza a (d+1)-dimenziós euklideszi egységgömböt, Bd+1-t. Ekkor
a következők ekvivalensek.

1. A Bd+1 gömb a K test által tartalmazott legnagyobb térfogatú
ellipszoid.

2. Találhatóak olyan érintési pontok u1, . . . , uk ∈ bd
(
Bd+1

)
∩
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bd
(
K
)
, és c1, . . . , ck > 0 súlyok, amelyekre teljesül, hogy

k∑
i=1

ciui ⊗ ui = I
k∑

i=1
ciui = 0,

ahol ui a ui ortogonális vetülete Rd-re, és I a (d + 1) × (d + 1)-es
identitás mátrix.

Az (1)-ből (2)-re történő implikáció többé-kevésbé ugyanúgy bizo-
nyítható, mint John alapvető tétele a konvex testekről, alig merülnek
fel további nehézségek. A fordított irányú következtetés azonban nem
ilyen, mivel K általában nem konvex test.

Megjegyezzük, hogy az [AGMJV18] cikkben az ott definiált John-
ellipszoidnak ilyen jellemzése nem szerepel.

Emlékezetünk, hogy log-konkáv függvények tetszőleges családjának
pontonkénti minimuma ismét log-konkáv függvény. A fejezet máso-
dik fő eredménye, egy log-konkáv függvényekre vonatkozó kvantitatív
Helly-típusú eredmény, amely az előző tétel nem triviális alkalmazása.

8.2. tétel (G. Ivanov, Naszódi [IN22a]). Legyenek f1, . . . , fn fe-
lülről félig folytonos, log-konkáv függvények Rd-n. Tetszőleges σ ⊆
{1, . . . , n} = [n] esetén jelölje fσ a

fσ(x) = min{fi(x) : i ∈ σ}

pontonkénti minimumot. Ekkor létezik egy σ ⊂ [n] halmaz, amely leg-
feljebb 3d + 2 elemű, és amelyre teljesül, hogy

∫
Rd

fσ ≤ 100dd2d
∫
Rd

f[n]. (2)

Megjegyezzük, hogy annak árán, hogy az integrálra a d2d multipli-
katív konstansnál sokkal rosszabb becslést kapunk, a 3d+2 Helly-szám
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levihető (2d + 1)-re. Ez G. Ivanovval közös, még nem publikált ered-
ményünk. A 8.6.6. fejezetben ugyanakkor megmutatjuk, hogy a 2d + 1
szám nem csökkenthető 2d-re.

A III. részben tárgyalt anyag utóélete a következő: A Bárány–
Katchalski–Pach-sejtés bizonyítására adott módszert (5.1. tétel) alkal-
mazva Brazitikos [Bra17] javított a tételbeli d2d korláton d3d/2-t igazol-
va. Galicer, Merzbacher és Pinasco azt állítják, hogy a dolgozatukat
[GMP19] a [Nas16b] cikk ihlette.

Almendra-Hernández, Ambrus és Kendall [AHAK22] részben a
G. Ivanovval közös [IN22b] tanulmány módszerét fejlesztette tovább,
amely tanulmány megalapozza a mi [IN24] cikkünket.

Jung Attilával, akinek MSc. témavezetője voltam, közös [JN22]
cikk gondolatait továbbfejlesztettünk a [DFN20] cikkben, amelyet Jung
tovább vitt [Jun22] című művében.

G. Ivanovval általánosítottuk az [IN22a]-beli eredményeinket.
Az [IN23] cikk log-konkáv függvények tetszőleges párjait vizsgálja,
vagyis azt, amikor az Rd+1-beli gömb szerepét (lényegében) bármely
más log-konkáv, pontonként f alatti függvény játssza.
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