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A tételek, fejezetek szdmozdsa a disszertdcio szdmozdsdt kéveti.

Bevezeto

19 éves koraban Gauss bebizonyitotta a szabalyos heptadekagon, azaz
tizenhétszog szerkeszthetOségét, amire annyira biiszke volt, hogy vég-
rendeletében azt kérte, hogy ez az alakzat keriiljon a sirkovére. Halala
utan Howaldt, a sirkéfaragd, ezt nem volt hajlandé teljesiteni, azzal az
indokkal hogy, technikailag lehetetlen szabalyos tizenhétszoget faragni,
mivel az lényegében eqy kor.'.

A disszertaci6 témaja Howaldt allitdsdnak helytallésaga —
amennyiben ugy értelmezziik, mint a geometriai kozelités egyik korai
példajat. Az approximacié és a diszkretizacié gondolata a matematika
és informatika szamos tertiletén megjelenik. Alkalmazott tudomanyok-
ban valo felhasznalasuk olyan régi, mint maga a matematika, és ahogy
a kozelmultban elotérbe keriilt nagyméreti adatok feldolgozasanak igé-
nye, jelentéségiik csak tovabb nott.

Harom problémacsaladot targyalunk, amelyeknek a disszertacio I.,
IT. és III. szamu része felel meg. Az els6 konvex test kézelitése ala-
csony komplexitisi konvexr politoppal, leginkabb olyannal, amelynek
kevés cstucsa van. Egy egyszeriien megfogalmazhatd példafeladat az
a kérdés, hogy legalabb hany csticsa van egy olyan politopnak, amely
tartalmazza az 1/2 sugari gdbmb6t és benne van az egységsugart gomb-
ben.

A problémak mésodik csaladja egy halmaz fedése egy masik halmaz
barmely kompakt, nem iires belsejli, d-dimenziés konvex halmaz lefed-
hetd a belsejének 27 eltolt példanyaval. Ide tartozik még az a kérdés,
hogy az egész tér mennyire alacsony stirtiséggel fedheto le adott halmaz

1Vé. [WDO04, p. 28].
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eltoltjaival.

Végiil konvex halmazok egy csaladjanak metszetét kozelitjik egy kis
részcsalad metszeteként. Ez a kérdés abban az esetben, ha a halmazok
mind félterek, a kovetkezoképpen fogalmazhatéd at: Hogyan valasszuk
ki a d-dimenzios euklideszi tér egy konvex poliéderének néhany hiper-
lapjat agy, hogy az a nagyobb poliéder, amelyet ezen lapok hipersikjai
hatarolnak, nem sokkal nagyobb, mint az eredeti poliéder.

A disszertacié olyan problémakat és moédszereket mutat be, ame-
lyek a kovetkezo tagan értelmezett témakorokbe tartoznak: hipergra-
fokkal kapcsolatos kombinatorikai kérdések, analitikus volumetrikus
meggondolasok és a konvex halmazok tanulmanyozasa véges dimenzi-
6s valos terekben.

I. rész

A konvex testek politopokkal vald kozelitésének modern tanulmanyoza-
sa legalabb az 1950-es évekre nytlik vissza. Sas egy sikbeli eredményét
kiterjesztve 1951-ben Macbeath [Machl] egy szimmetrizacios techni-
ka hasznalatdval megmutatta, hogy R Gsszes konvex teste kozott az
euklideszi gomb a legrosszabbul kozelitheté térfogatban beirt, adott
cstcsszamu konvex politoppal. 1975-ben Bronshtein és Ivanov [BI75]
bebizonyitotta, hogy barmely 1 atmér6ji K konvex test a Hausdorff-
tavolsagban kozelitheto € hibaval olyan beirt konvex politoppal, amely-
nek cstcsszama e?@9O(s~7), mig Dudley [Dud10] télitk fiiggetleniil
ugyanezt a korlatot mutatta meg a hiperlapok szaméra. Barany és
Larman [BL88, Bar89] a lebegé test (floating body) térfogatanak és a
politoppal kozelités hatékonysaganak kapcsolatat vizsgaltak. Jelentos
algoritmikus eredményeket ért el Arya, Fonseca és Mount [AdFM12] a
konstans dimenzi6ji esetben. Bronshtein [Bro07], Gruber [Gru93| és
Barany [Bar07] cikkeibdl részlétesen megismerhet6 a teriilet torténete.

A konvex testek politéppal val6 kozelitésének problémacsaladjaban
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szereplo kérdéseket harom szempont alapjan fogjuk osztalyozni. Az
els6 osztalyozasi szempont a konvex testek halmazan értelmezett ta-
volsdg fogalmdnak megvalasztasa. A két legszélesebb korben hasznélt
fogalom a Hausdorff-tdvolsdg és a Banach—Mazur-tdvolsdg. Az el6b-
bi a természetes valasztas a kozelités pontossaganak mérésére olyan
problémak esetén, amelyekben rogzitett euklideszi strukturaval dolgo-
zunk. Az utébbi altaldban célszeriibb vélasztas affin invarians problé-
mak vizsgalatakor.

A ketto koziil barmelyik tavolsdgfogalomra megfogalmazott ered-
mény gyakran lefordithaté a masik fogalomra vonatkozo allitassa kii-
lonbo6z0, a testek atmérdjére vagy a testekben taladlhato legnagyobb
gomb méretére vonatkozo feltételezések mellett. Mivel mi elsésorban
affin invarians kérdéseket vizsgalunk, ezért tobbnyire a Banach—Mazur-
tavolsag egy kozeli rokonat, a homotetikus tdvolsagot tekintjiik, melyet
a kovetkezé médon definidlunk két olyan R%-beli konvex testre (kom-
pakt, konvex, nem iires belseji halmazra), melyek az origét bels6 pont-
ként tartalmazzak.

d(K,L)=inf{\ > 1 : aK C L C AaK valamely o > 0 véilasztassal},

Megjegyezziik, hogy d(K, L) érzékeny az origd megvalasztasara (az-
az nem eltolas-invarians). Tovabbéa d(K, L)-re a multiplikativ harom-
szOgegyenl6tlenség érvényes, igy azt mondhatjuk, hogy In(d(K, L)) egy
metrika az origdt belso pontként tartalmazé konvex testek ekvivalen-
ciaosztalyainak halmazan, ahol két testet ekvivalensnek tekintiink, ha
egymas origd kozéppontu pozitiv aranyd nagyitottjai.

A kozelitési kérdések masodik osztalyozo tulajdonsaga a politop
komplexitasat méré mennyiség megvalasztasa, amelyet minimalizalni
szeretnénk. A komplexitas két legtermészetesebb mértékét fogjuk vizs-
galni, a cstcsok illetve a hiperlapok (azaz a (d — 1)-dimenziés lapok)
szamat.

Végiil a kérdések harmadik osztalyozé tulajdonsaga a dimenzié sze-
repe: van, amikor d rogzitett, mig mashol tart a végtelenbe. Mi a
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masodik tipusba tartozé kérdéseket tanulmanyozunk. Osszefoglalva
tehat harom mennyiség Osszefliggését vizsgaljuk: a dimenzid, a poli-
top csucsainak szama és a kozelités hibaja a politop és a konvex test
homotetikus tavolsagaval mérve.

Az 1. rész két {6 eredményt tartalmaz, melyek a kovetkezo altala-
nos kérdésre adnak részleges valaszt. Adott egy R%beli K konvex test,
melynek tomegkozéppontja az origd, egy pozitiv egész szam t > d + 1,
és A > 1. A célunk az, hogy talaljunk egy olyan P konvex politépot,
amelynek legfeljebb ¢ csiicsa van és teljesiil ra a

PC K CMK

tartalmazas.

Az 1. fejezetben, mely a [Nas19] cikk alapjan irodott, a politd-
pot tgy kapjuk, hogy K-bdl fiiggetlen, azonos egyenletes eloszldssal
kivalasztunk ¢ véletlenszerii pontot, majd vessziik ezek konvex burkat.

Brazitikos, Chasapis és Hioni [BCH16] a durva kozelitést vizsgaltak,
ahol a kivalasztott pontok ¢ szama linearisan fiigg a d dimenziotol.
Belattak, hogy a K-bodl a fentiek szerint valasztott t = ad véletlen pont
konvex burka egy olyan P konvex politop, amelyre teljesil a 7K C P
tartalmazas 1 — 6 = 1 — e~ % valdszintiséggel, ahol ¢, co > 0 és a >
1 abszolut konstansok. Els6é eredményiinkben explicit konstansokat
kapunk.

1.1. tétel (Naszodi [Nasl9]). Legyen K eqy origd tomegkdzépponti
konvez test R%-ben, amelynek fiiggetlen, egyenletes eloszldssal vdlasszuk
kit =60(d+ 1) pontjit X1, ..., X;. Ekkor

1
gKgconv(Xl,...,Xt) CK

teljesiil legaldbb 1 — 4e=%=1 valdsziniiséggel.
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Az &ltalanos problémank egy maésik példaja Giannopoulos és V.
Milman [GMO0] cikkének 5.2. tétele, amely a finom kozelitésre vonat-
kozik, azaz ahol a kivalasztott pontok szama, ¢, exponencialis d-ben.
Belatték, hogy minden 6,7 € (0,1) esetén, hat = 7 pontot vdlasztunk
fiiggetlen, egqyenletes eloszldssal eqy tetszdleges R-beli, origd témegki-
zéppontu K konvex testben, akkor kelloen nagy d esetén az igy kapott
P konvez politopra teljesiil a c(0)yK C P tartalmazds 1 — § valdszini-
séggel.

A [GMO0] cikk 5.3. Allitdsa a cikk 5.2. tételéhez hasonl6 bizo-
nyitassal a kovetkez6t mondja ki. Minden 6,9 € (0,1) esetén, ha

t = c(9) (ﬁ)d pontot vdalasztunk K-bol a fentiek szerint, akkor az igy
kapott P konvex politopra teljesil a VK C P tartalmazds 1 — 6 valdszi-
niséggel.

A 1. fejezet 6 eredménye a fenti eredmények kovetkezd kozos alta-
lanositasa.

1.2. tétel (Naszodi [Nas19]). Legyen v € (0,1),C > 2, tovdbbd legyen

(d+1)e e

t = C(l—ﬁ)dln(l—qﬁl)d .

Ekkor barmely R-beli origé tomegkozépponti K konvex testre, ha t
pontot X1, ..., X; fiiggetlen, eqyenletes eloszldssal vdalasztunk K-bol, ak-
kor

VK Cconv (Xy,...,X;) CK

legaldbb 1 — O wvaldsziniiséggel teljesiil, ahol

§=4 {1102 (W) o

d+1

€

A 2. fejezet alapja a Fedor Nazarovval és a Dmitry Ryabogin-
nal kozos [NNR20] cikk. A probléma, hasonléan a 1. fejezetbelihez K
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konvex test kozelitése olyan P konvex politoppal, melyet K-bdl vélet-
lenszertien kivalaszott pontok konvex burkaként kapunk. Azonban a 2.
fejezetben a pontokat eredményezd valosziniségi eloszldas nincs eldirva,
azt szabadon, okosan valaszthatjuk meg. A f6 eredmény a kovetkezo.

2.1. tétel (Nazarov, Ryabogin, Naszodi, [NNR20]). Legyen K origé
tomegkozéppontid konvex test Ri-ben, ¢ € (0, %) Ekkor taldalhato P
konvex politop legfeljebb OWe=3 csucesal, amelyre teljesil, hogy (1 —
e)K C PC K.

Ez Barvinok [Barl4] 2012-es tételénél erésebb, mivel nem tessziik
fel, hogy K origo-szimmetrikus, tovabba nem jelenik meg a felesleges
(log 1)? szorzo.

Az 1. részben targyaltak utééleteként megemlitjiik, hogy mind
az 1.2. mind a 2.1. tételt targyalja V. Milman [Mil23] konyvfejezete,
tovabba Arya, Fonseca és Mount [AdFM23| egy csodélatos algoritmi-
kus bizonyitast adtak a 2.1. tételre.

Ergir [Ergl9] a [Nas19] cikket emliti inspiraciéként, tovabba fel-
hasznalja eredményeit. Mustafa mintavételezésrdl szol6 monografiaja
[Mus22] tartalmazza a 1.2. tételt és annak bizonyitésat.

II. rész

A TII. rész fedéssel kapcsolatos eredményeket tartalmaz. Az altalanos
probléma a kovetkezo.

Adott két halmaz K és L az R? (illetve S9) térben, célunk K-t fedni
L minél kevesebb eltolt (illetve elforgatott) példanyaval.

A geometriai fedések elméletének mérfoldkének szamitod eredménye
Rogers tétele [Rogh7]. Ennek ismertetéséhez két fogalmat vezetiink be.
Az R? tér egy K részhalmaza altali fedésén egy olyan A C R? halmazt
értiink, amelyre teljesiil, hogy U,ca (K +u) = RY. Ezen fedés siiriisége
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ZA vol (rB N (K + u))
1- uc
P vol (rB%) ’

amennyiben a hatdrérték létezik, ahol B¢ az origd kozépponti egység-
gomb, lasd [Rogb64].

3.6. tétel (Rogers, [RoghT7]). Legyen K korldtos konver halmaz R9-
ben, amelynek belseje nem iires. Ekkor taldlhaté R¥*-nek olyan fedése
K eltoltjaival, melynek stirisége legfeljebb

dind+dlnlnd + 5d.

Korabban d-ben exponencialis felsé korlatokat ért el a fedési stirii-
ségre Rogers, Bambah és Roth, valamint arra az esetre, amikor K az
euklideszi gémb, Davenport és Watson (lasd a [Rog57] cikkbeli hivat-
kozasokat). A jelenlegi legjobb korlatot G. Fejes Téth [FT09] igazolta,
aki a az bd kifejezést d + o(d)-re cserélte.

Geometriai fedési problémara egy masik klasszikus példa a kovet-
kez6. Becsiiljiik meg a ¢ sugari gombsapkak miniméalis szaméat, ame-
lyekkel lefedhetd az R%*!-beli S? gomb.

3.7. tétel (Boroczky Jr. and Wintsche, [BW03]). Legyen 0 < ¢ < 7.
Ekkor az S? szférdnak van olyan ¢ sugard sapkdkkal torténd fedése,
amelynek siurisége legfeljebb dIlnd + dlnlnlnd + 5d.

Ezt a becslést a [BWO03]-ban bizonyitottak, javitva Rogers egy ko-
rabbi eredményét. [Rog63]. A jelenlegi legjobb korlat jobb, amikor
¢ < : Dumer [Dum07] (lasd [Duml8] a javitott valtozatot) igazolta
dind

3¢ stirliségl fedés létezését.

Két Re-beli Borel mérhetd halmaz K és L esetén jelolie N (K, L)
a K halmaz L altali eltoldsi fedési szamat, azaz a K-t fedo L-
eltoltak minimélis szamat. Az N(K, L) mennyiség frakciondlis val-
tozata N*(K, L) abban a specidlis esetben, amikor L = int (K) (Id.
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3.8. definicié) a [Nas09] cikkben jelent meg, majd altaldban, tetszéle-
ges K, L parra az [AAR11] és az [AAS15] cikkekben.

A 3. fejezet, amely a [Nasl6a] cikken alapul, f6 eredménye
a 3.2. tétel, amely felsé korlatot ad az N (K, L) fedési szamra N*(K, L)
figgvényében. Mivel ez az eredmény meglehetosen technikai jellegii,
itt eloszor egy kovetkezményt emlitiink.

3.3. tétel (Naszédi [Nasl6a]). Legyen K C RY egy korldtos, mér-
hetd halmaz. Ekkor van R%-nek olyan fedése K eltoltjaival, amelyek
surisége legfeljebb

, vol (K) vol (K—6/2>
i i (1 me )|

ahol BY az origd kézépponti zdrt euklideszi eqységgombit jeloli, K_g
pedig K belsd d-paralleltartomadnyadt.

Hasonl6 altalanos allitast bizonyitunk gombi halmaz masik géombi
halmaz elforgatott példanyaival torténo fedésére is. Emlékeztetiink,
hogy két halmaz Minkowski-kiilonbségét a K ~ T = {x € RY . T+ax C
K} képlettel definidljuk.

A fejezet 6 eredménye kovetkezik.

3.2. tétel (Naszodi [Nasl6a]). Legyenek K, L és T korlatos, Borel-
mérhetd halmazok R%-ben, A pedig R-beli véges halmaz, amelyre K C
AN+ T. Ekkor

N(K,L) <
(14 In( max, card ((x + (L~ T))NA))) - N(K-T,L~T).
Amennyiben A C K, akkor
N(K,L) <

(1+ In( max card ((z + (L ~T))NA))) - N*(K, L ~ T).

rzeK—L
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A 3.2. tételtinkhéz nagyon hasonlé eredmény Artstein-Avidan és
Slomka [AAS15] 1.6. tétele. A 6 kiilonbségek a kévetkezok. Kvantita-
tive az eredményiink némileg erésebb, mivel a logaritmus argumentu-
maban taldlhaté max card (...) kisebb card (A)-nédl. Ez lehetévé teszi,
hogy megkapjuk Rogers 3.6. tételét és a 3.3. tételt a 3.2. tételiink ko-
vetkezményeként. Tovabbd nincs y/In(card (A))(N* + 1) nagysdgrend
kisebb kifejezéstink.

A [AAS15] bizonyitasi mddszere két részbdl all. Az elsé a probléma
redukcidja egy véges fedési problémara azaltal, hogy K-t helyettesit-
juk egy elég siirli véges halmazzal (egy metrikus -héloval). Ezutan egy

//////

Hasonl6 utvonalat kévet [FKO08], ahol egy (korabban Erdés és Rogers
altal [ER61] belatott) allitast bizonyitanak (a Lovasz-féle lokalis lemma
segitségével), amely szerint talalhat6 olyan alacsony stirtiségii fedés is,
amelyben rdadéasul egyik pont sincs sokszor fedve. A moddszer még ko-
cikkig is visszavezetheté. A [AAS15] cikk egyik {6 értéke az, hogy ez-
zel a modszerrel becslik az N és N* kozotti aranyt, vagyis észrevették,
hogy a modszer nem csak a térfogat, hanem mas mérték hasznalata
esetén is mikodik.

A 3. fejezetben a modszer elsé részét mi is alkalmazzuk, és egy met-
rikus 6-halo fedését keressiik. A kovetkezo lépésben viszont a megle-
hetésen technikai val6sziniiségi rész helyébe egy determinisztikus (nem
valészintiségi) algoritmikus allitas 1ép, a 3.9. Lemma, amelyet, Lovasz
[Lov75], D. Johnson [JohT74] és Stein [Ste74], fedeztek fel egymdastol
fliggetlentiil. Ezzel a korabbiaknal joval egyszeribb bizonyitasokat ka-
punk a korabbiaknal valamelyest altalanosabb allitasokra, amelyekben
a volumetrikus becslések és a kombinatorikai hattér vilagosan elkiiloniil
egymastol.

A 4. fejezet, amely a [Nasl6c| cikk alapjan készilt, az eddig tér-
gyaltakkal ellentétes problémat vizsgal: also korlatot kerestink egy bi-
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zonyos fedési szamra.

Hadwiger [Had60] nyomén azt mondjuk, hogy egy p € R?\ K pont
meguildgitia a K test egy b € bd (K) hatdrpontjat, ha a p-bél kiindul6
és b-n athalado félegyenes {p + A(b—p) : A > 0} metszi K belsejét.
Boltyanski [Bol60] a kovetkezd, kissé eltérd definiciot adta. Az u € S?1
irdnyra azt mondjuk, hogy megvildgitja a b € bd (K) hatarpontot, ha a
{b+ Au : X\ > 0} félegyenes metszi K belsejét. Konnyii belatni, hogy
azon iranyok minimalis szama, amelyek K minden egyes hatarpontjat
megvilagitjak, egyenldé azon pontok minimalis szamaval, amelyek K
minden egyes hatarpontjat megvilagitjak. Ezt a szamot nevezzilk K

/////

A MK +wv alakt halmazokat K kisebb pozitiv homotetikus példanya-
inak nevezziik, ha 0 < A\ < 1 és v € R%. Gohberg és Markus azt kér-
dezte, hogy mi a K-t fedo kisebb homotetikus példanyainak minimalis
szama. Nem nehéz belatni, hogy ez a szam egyenl6 az N (K, int (K))
fedési szammal, és az is konnyen latszik, hogy i(K) = N(K,int (K)).

Béarmely R%beli sima konvex test (azaz olyan konvex test, amely-
nek minden hatarpontjaban pontosan egy tamasz-hiperhipersikja van)
hatarpontra azon iranyok halmaza, amely megvilagitja a hatarpontot
az S%! gémb egy nyitott félgdmbje. Marpedig konnyen taldlhat6 d+ 1
pont a géombon (tehét d + 1 irdny), melyek lefogjak a nyilt félgdom-
bok csaldadjat (mas széval a nyilt félgombok halmazcesaladjanak egy
transzverzalisat alkotjak), tehat amelyek koziil minden nyilt félgémb
tartalmaz legalabb egyet. Példaul egy gombbe irt szabalyos szimplex
csticsal ilyenek. gy ez d + 1 irdny megvildgitja barmely Rebeli sima
konvex test minden hatdrpontjat (a részletekért lasd [BMS97]).

///////

az olvasora bizzuk). Ugyan a disszertacioban részletesebben nem tér-
gyaljuk, mégis nehéz lenne nem megemliteni a hires Gohberg—Markus—
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/////

szerint barmely R%beli K konvex testre i(K) < 29, ahol egyenldség
pontosan akkor all fenn, ha K a kocka egy affin képe.

A megvilagitas problémat részletesen targyaljak a [Bez06, Bez10,
BMP05,MS99] munkak. A [BMS97] konyv VI. fejezetében megtalalha-

N4

/////

/////

4.1. tétel (Naszodi [Nasl6e]). Adott egy 1 < D < 1.116 wvalds szam.
Ekkor barmely kellben nagy d dimenzid esetén, van R%-ben olyan origd-

/////

i(K) = N(K,int (K)) > .05D%, (1)

és amelyre teljesiil
1
—B’ K c K c B%.
D

Egy valdszintiségi konstrukciét hasznalunk K megtalalasahoz. Nem
ismertink korabbi valdszinliségi érvelésen alapulé alsé korlatot a meg-

/////

/////

cikkbeli eredményeibdl, de a teljesség kedvéért megmutatjuk, hogyan
kovetkezik a 3. fejezet anyagabol.

4.2. tétel (Naszodi [Nasl6e]). Legyen K olyan Re-beli konvex test,

amelyre %Bd K C BY bizonyos D > 1 esetén. Ekkor K meguildgitdsi
szdama legfeljebb

() < dlnd—l—dlnlnlnd—l—5d)
Qdfl(Oé)
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ahol o = arcsin(1/D), és Qq_1() jeloli az ST' szférdn egy o gombi
sugarit sapka valosziniséqgi mértékét.

A 4.2. tételt kombindlva az €);_1-re ismert becslésekkel 1atjuk, hogy
(1) aszimptotikusan éles, azaz az alap D nem javithato.

A kovetkezOkben a 4.1. tétel egy alkalmazasat targyaljuk. Az RY-
beli origb-szimmetrikus K konvex test tavolsagfiiggvényét jelolje || - || x
(azaz, ||p||x = inf{\ >0 : p € AK}, barmilyen p € R esetén).

A K. Bezdek [Bez06] dltal bevezetett meguildgitdsi paraméter a ko-
vetkezoképpen definidlhato.

i(K) =

inf { > |Ipllx | P politép, melynek cstcsai megvilagitjak K —t} :
pevert P

Ugyanakkor K csiucs-indexe (vertex index), amelyet K. Bezdek és
Litvak [BLO7] vezetett be, a

vein(K) = inf{ > Ipllx | P egy olyan politép, hogy K C P} :
pevert P

mennyiség.  Nyilvanvald, hogy ill(K) > vein(K) barmely origé-

szimmetrikus K testre, tovabba sima K esetén egyenléek. A [BLO7]

cikkben megmutattdk, hogy vein(B?) nagysigrendje d*? (ldsd még

[GL12]).

A (4.2) szerint a 4.1. tételbeli K testre vein(K) nagysagrendje d*/2,
mig ill(K) > i(K) exponencidlisan nagy d-ban. Igy a 4.1. tétel azt
is mutatja, hogy ill(K) és vein(K) kozott nagyon nagy a kiilonbség
bizonyos K esetén.

A TI. részben targyalt anyag utééletérol megemlitjiik, hogy
az [Nasl6a]-ban kifejlesztett médszert alkalmazta példaul Prosanov a
[Pro20] és a [Prol8] cikkében, valamint Eisenbrand és Venzin a [EV22]
cikkiikben.
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II1. rész

A TIII. rész Helly tételének kvantitativ valtozatait targyalja. A Helly-
tétel szerint ha Re-beli konvex halmazok egy véges csalddjdra teljesiil,
hogy barmely d + 1 tag metszete nem fires, akkor a csaldd dsszes tag-
janak a metszete sem ures.

Ennek els6 kvantitativ valtozatat Barany, Katchalski és Pach
[BKPS82] lattak be igazolva a kovetkezdt. Tegyiik fel, hogy R-beli kon-
vex halmazok eqy véges csalddjdra teljestl, hogy barmely 2d tag metszete
legaldbb 1 térfogati. Ekkor a csaldd dsszes tagjinak metszete legaldbb
cq térfogatiu, ahol cq csak d-tol fiiggo konstans.

A [BKP82]-ban megmutattak, hogy ¢4 vélaszthaté ¢q = d—2¢-nek,
és azt sejtették, hogy a tétel ¢y = d=“¢ abszolit konstans ¢ > 0 esetén
is érvényes.

Az 5. fejezet {6 eredménye ezen sejtés igazolasa cq ~ d—2? értékkel.
A tételt logikailag ekvivalens médon, kontrapoziciéval mondjuk Kki.

5.1. tétel (Naszédi [Nasl6b]). Legyen F az RY tér konvexr halmazai-
nak eqy olyan véges, amelynek metszetének térfogata vol (NF) pozitiv.

Ekkor a F-nek van egqy legfeljebb 2d méreti G részcsaladja, amelyre
vol (NG) < e*1d20+ 3 vol (NF).

A [BKP82] cikk egyik megjegyzése szerint (lasd még [BKP84]) a
2d Helly-szam optimalis, amint azt a kocka 2d hiperlapjanak tamasz-
félterei mutatjak.

A tételben (és a sejtésben) szerepld d°! nagysagrend éles: az alli-
tds nem igaz semmilyen 0 < ¢ < 1/2 konstanssal a d*? kifejezésben,
ahogyan azt a 5.3. fejezetben megmutatjuk.

A 6. fejezetben, amely a Damasdival és Foldvarival koézos
[DEN20] cikk alapjan készilt, akiknek MSc. témavezetéje voltam, a
Helly-tétel egy altalanositasat, az ugynevezett Szines Helly tételt vizs-
galjuk, amelyet Lovéasz, majd Barany bizonyitottak [Bar82]. Eszerint,
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ha Re-beli konvex halmazok Ci,...,Cqr1 véges csalddjaira (szinosztd-

lyokra) teljesiil, hogy barmely szines kivdlasztas C; € Cy,...,Cqp1 €
d41

Cqi1 metszete 'ﬂ1 C; nem 1res, akkor eqy bizonyos j esetén a Cﬂc C
1= c j

metszet szintén nem ures.

Ennek a szines tételnek a kvantitativ valtozatait vizsgaljuk. A
A 6. fejezet {6 eredménye a kovetkezo.

6.3. tétel (Damaéasdi, Foldvari, Naszédi [DFN20]). Teljestiljon
R? konver testjeinek Cy,...,Csq véges csalddjaira a kivetkezd felté-

tel. Bdrmely szines 2d-elemi kivdlasztdas Cj, € C;, (1 < k < 2d és

2d
1 <y < -+ <igg < 3d) esetén a metszet kﬂ Ci, legaldbb 1 térfogati.
=1

Ekkor létezik olyan 1 < ¢ < 3d, hogy vol ((Jﬂc C) > PqT2 ] ghol
S

c > 0 abszolut konstans.

Az eredmény igazolasahoz, ahogyan azt a 5. fejezetben is tessziik,
a metszetekben taldlhato ellipszoidok térfogatat vizsgaljuk. 1937-ben
Behrend [Beh37] (ldsd még a Danzer, Grinbaum és Klee altal irt 6ssze-
foglalé cikk [DGKG63] 6.17. fejezetét) belatta a kovetkezd sikbeli kvan-
titativ Helly-tipust eredményt. Ha R2-beli konver halmazok eqy véges
csaladjaban barmely 5 tag metszete tartalmaz 1 terileti ellipszist, akkor
az eqész csaldad metszete is tartalmaz 1 terileti ellipszist. Megjegyez-
ziik, hogy mivel R? minden konvex halmaza az 6t tartalmazé félsikok
metszete, az eredmény egyenértékii azzal a formailag gyengébb allitas-
sal, ahol a csalad csak félsikokbdl all. Az allitas [DGK63]-ban is ebben
az alakban szerepel.

A [DGK63, 6.17 fejezet] cikkben megemlitik, hogy a John-tétel
(Lemma 5.3) alkalmazhat6 kell legyen Behrend eredményének kiter-
jesztéséhez magasabb dimenzidkra. A 6.4. Allitdsban ezt a gondolat-
menetet kifejtjiik, és egyszerii bizonyitast adunk ra.

6.4. Allitas (Helly-tipust tétel ellipszoidokkal). Legyen C egy véges,
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legaldbb d(d + 3)/2 konvex halmazbdl dllé csaldd R-ben, és tegyiik fel,

d(d+3)/2
hogy barmely C1, ..., Cyys) 2, € C kivdlasztds esetén a ﬂl C; met-
1=
szet tartalmaz 1 térfogati ellipszoidot. Ekkor N C szintén tartalmaz

cec
1 térfogati ellipszoidot.

A d(d+3)/2 szdm a lehetd legjobb. Valéban, minden d dimenzi6hoz
létezik félterek olyan d(d + 3)/2-tagi csaladja, hogy a B? egységgdmb
a metszetiikben talalhaté maximélis térfogatt ellipszoid, de B? nem
a maximalis térfogatu ellipszoid barmelyik valodi részcsalad metszeté-
ben. Vagyis barmely d(d + 3)/2 — 1-tagu részcsalad metszete tartal-
maz vol (Bd)—nél nagyobb térfogatn ellipszoidot. Ez kovetkezik Gruber
[Gru88] cikkének 4. tételébol, amely ennél sokkal er6sebb eredmény.

A 6.5. tételiink a fenti eredmény szines valtozata.

Sarkar, Xue és Soberén [SXS21, Corollary 1.0.5], matroidok fel-
hasznédlasaval, nemrégiben kapott egy eredményt, amely d(d + 3)/2
szinosztalyokra vonatkozik, de a a kivalasztott halmazok szama 2d.

6.6. tétel (Sarkar, Xue és Soberon [SXS21]). Legyenek Cy,
-, Ca(ay3) /2 konvex halmazok R?-beli véges csalddjai. Teqyiik fel, hogy
barmely 2d tagi C;, € C;, (1 < k < 2d, ahol 1 < i1 < -+ < dgg <

24
d(d+3)/2) szines kivdlasztasra a metszet kﬂ C;, tartalmaz egy legalabb
—1

1 térfogati ellipszoidot. FEkkor valamely 1<i< d(d + 3)/2 indexre
Cﬂ C térfogata legaldbb d=O@.
S&

Vegyiik észre, hogy minél kisebb a szinosztdlyok szama egy szines
Helly-tipusu tételben, anndl erésebb a tétel. Példaul a Szines Helly
tételt d+1 szinosztallyal mondtuk ki, de ebbdl nyilvanvaldan kovetkezik
ugyanaz az allitas tetszéleges ¢ > d+2 szinosztallyal kimondva is, mivel
az utolsé ¢ — (d 4+ 1) szinosztaly jelenléte az allitas feltételét erdsiti,
Helly-tétel nem érvényes d + 1-nél kevesebb szinosztaly esetén, mivel a
(szintelen) Helly-tételben d 4+ 1 nem helyettesithetd kisebb szdmmal.
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A 6.6. tétel, és hasonl6 allitasok megkaphatok a kvantitativ Helly-
tételt a John-tétellel kombinalva egy kombinatorikai érv felhasznala-
saval. A kombinatorikai érvelésben kulcs fontossdgu az a tény, hogy,
ha halmazok egy véges csaladjanak metszete altal tartalmazott legna-
gyobb térfogatt ellipszoid &, akkor méar egy d(d+3)/2 elemti részcsalad
metszete altal tartalmazott legnagyobb térfogati ellipszoid is £. Mivel
itt a d(d + 3)/2 szam nem csokkenthetd, ezért ez a megkozelités nem
alkalmas kevesebb szinosztaly kezelésére.

A 6.3. tételiink az egyetlen olyan eredmény, ahol a szinosztalyok
szama linearisan fiigg d-tol.

Erdekes kérdésnek tartjuk, hogy lehet-e 2d-re csokkenteni a szin-
osztalyok szamat (esetleg még gyengébb térfogatra vonatkozd becs-
lés 4rdn), és hogy a térfogatra vonatkozé korlat d~“! nagysagrendiire
javithato-e.

A 7. fejezetben, amely a G. Ivanovval kozos [IN24] cikken ala-
pul, a kovetkezé klasszikus, E. Steinitz [Stel3] dltal belatott eredmény
kvantitativ valtozatat vizsgdljuk. Legyen Q C R egy olyan halmaz,
melynek konver burka az origot a belsejében tartalmazza. Ekkor léte-
zik QQ-nak eqy legfeljebb 2d pontbol dllo részhalmaza, amelynek konvex
burka szintén a belsejében tartalmazza az origot.

Ennek a tételnek az els6 kvantitativ valtozata Barany, Katchalski
és Pach [BKP82] uttord cikkében taldlhatd, ahol a kovetkez6 allitast
bizonyitottak.

Tétel (Kvantitativ Steinitz-tétel, Barany, Katchalski és Pach
[BKPS82]). Van olyan r = r(d) > 0 konstans, hogy R? bdarmely Q) rész-
halmazdra, amelynek konver burka tartalmazza o B¢ euklideszi eqy-

séggombot, taldlhato QQ-nak legfeljebb 2d elemszami F részhalmaza,
amelynek konvexr burka tartalmazza az rB? gombot.

A [BKP82] cikkben az r(d) > d~2? becslést igazoltak r(d) nagysig-
rendjére.
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A sikbeli d = 2 eset kivételével [KMY92, Bra97, BH4|, r(d) becs-
lésében jelentds el6relépés nem tortént (lasd még [DLLHRS17]).

A 7. fejezet £6 eredménye az elsé polinomidlis korlat r(d)-re.

7.3. tétel (G. Ivanov, Naszodi [IN24]).  Legyen Q az R? tér olyan
részhalmaza, amelynek konvex burka tartalmazza a B euklideszi eqy-
séggombot. Ekkor taldlhaté Q-nak legfeljebb 2d pontbdl dllé Q)" részhal-

maza amely tartalmazza az 6719Bd gombot.

A kovetkezot sejtjik.

7.4. Sejtés.  Van olyan ¢ > 0 konstans, hogy R? bdrmely Q mész-
halmazdban, amelynek konvex burka tartalmazza a B? euklideszi eqy-
séggombot, talalhato eqy legfeljebb 2d elemszama részhalmaz, amelynek
konvez burka tartalmazza a cv/dBY gombit.

Az r(d) mennyiségre a kovetkez6 altaldnosabb tétel alapjan adunk
felsd korlatot.

7.5. tétel (G. Ivanov, Naszodi [IN24]). Legyenek uq, . .., u, eqységuek-

torok R%-ben. Fkkor az abszolit konvexr burkuk, azaz {tuy,..., Tu,}

NG

konvex burka nem tartalmazza a (d + 5) B¢ gombit barmilyen pozitiv

e-ra.

Alkossanak az uq,...,u, pontok egy elegendden siirii halmazt az
egységgomb hataran, melyek konvex burka lényegében a gomb. Ekkor
a fenti tétel szerint tetszoleges n < 2d szadmra, ha kivalasztunk n-et
kozilik, akkor azok konvex burka nem tartalmazza a %Bd goémbot.

Osszegezve, ha a 7.4. sejtés igaz, akkor éles is.

Végiil, a 8. fejezetben, amely a G. Ivanovval kozos [IN22a] mun-
kan alapul, kiterjesztjiik az R%beli konvex testben talalhaté legna-
gyobb térfogatu ellipszoid (azaz a John-ellipszoid) fogalmat a loga-
ritmikusan konkav fliiggvények osztalyara, és bemutatjuk az altalunk
kapott fogalom egy alkalmazasat: egy logaritmikusan konkav fiigg-
vények csaladjanak pontonkénti minimuméra vonatkozd kvantitativ
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Helly-tipusti eredményt. A John-ellipszoid kozponti szerepet jatszik
ebben a munkaban, és igy tobb korabbi fejezetben bemutatott gondo-
lat jra megjelenik itt.

Az R%n értelmezett logaritmikusan konkév (réviden log-konkav)
fiiggvények megértése az R%beli konvex halmazok tanulmanyozasanak
természetes kiterjesztése. Valéban, ha K egy konvex test R%ben, akkor
az indikatorfiiggvénye log-konkév. Erdekesebb példa az, ha K origé-
szimmetrikus, és tekintjiik az f(z) = e 7« fiiggvényt, ahol || - || x azt
a normat jeloli R%n, amelynek egységgémbje K. Ez is log-konkav. A
normél eloszlés stirfiségfiggvénye, f(z) = cqe "*/2 szintén log-konkév
figgvény R%n. Talan a legfontosabb példa a kovetkezd. Legyen K egy
konvex test R4 -ban, és tekintsiink R%re mint az elsé d koordinata
tengely altal kifeszitett altérre. Ekkor a K-n vett egyenletes eloszlds
R?%n vett hatdreloszlasa (margindlisa) ismét egy log-konkav fiiggvény.

Az f log-konkav fliggvény John-ellipszoidjanak definicidja nagy-
jabol a kovetkezd. Tekintsitk az fU/* fiiggvény grafikonjat, ami egy
halmaz a R%1-ban, és alakitsuk it egy nem feltétleniil konvex testté
R 1 ben, amelyet f s-felemelésének (s-lifting) neveziink. Definidlunk
egy mérték-szerti mennyiséget R halmazain, az s-térfogatot. Ez-
utdn megkeressiik azt az ellipszoidot R4 !-ben, amely az f fiiggvény
s-felemeltjében van és maximalis az s-térfogata. Ezt az R9"l-beli el-
lipszoidot az f John-féle s-ellipszoidjanak nevezziik. Ez az ellipszoid
definial egy fiiggvényt R%en, ami az f John-féle s-ellipszoid fiiggvénye.
Ez a fiiggvény pontonként kisebb vagy egyenld, mint f.

Alonso-Gutiérrez, Merino, Jiménez és Villa [AGMJV18] voltak az
elsok, akik logaritmikusan konkav fiiggvényhez ellipszoidot rendeltek.

Az 6 ellipszoidjuk egy R%beli ellipszoid, amelyet mi AMJV ellipszoid-
nak hivunk. Ez a kovetkezoképpen van definialva.

Minden 8 > 0 esetén tekintsiik f-nek az {x € R? : f(z) > B}
fels6-szinthalmazat. Ez egy korlatos konvex halmaz, melynek belseje
nem iires, vehetjiikk tehat a legnagyobb térfogatu ellipszoidjat. Szoroz-
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zuk Ossze az ellipszoid d-dimenziés térfogatat a f szammal. Amint azt
az [AGMJV18] cikkben megmutatjak, van pontosan egy ,magassig”
Bo € 10, ]| f||]] amelyre ez a szorzat maximélis, ahol || f|| jeloli az f fiige-
vény L. normajat. Az The AMJV ellipsoid az az E ellipszoid R%ben,
amelyet erre a [y-ra kapunk.

A 8.28. tételben megmutatjuk, hogy Byxr a John s-ellipszoid-
fiiggvényeink hatdrértéke (meglehetsen erds értelemben), ahogy s tart
0-hoz.

Az s altal felvehet6 értékek masik végét is vizsgaljuk, tehat amikor
s a végtelenbe tart. Megmutatjuk, hogy a John-féle s-ellipszoid fligg-
vények hatarértéke csak egy Gauss-eloszlas lehet, lasd a 8.38. tételt.
Ami talan meglepd, a hatarérték lehet egy Gauss-eloszlas egy bizonyos
S1, 89, -+ — 00 sorozatra, mig egy masik sorozat esetében egy masik
Gauss-eloszlas. Megmutatjuk azonban, hogy ebben az esetben a két
Gauss-eloszlas egymas eltoltja, lasd a 8.33. tételt.

A 8 fejezet elsé f6 eredménye a 8.14. tétel egy sziikséges és elég-
séges feltétel megaddsa arra, hogy a (d + 1)-dimenzids euklideszi tér
Bt egységgombje egy f log-konkav fiiggvény John-féle s-ellipszoidja
legyen. Itt a tétel egy egyszerii, csak az s = 1 esetre vonatkozo val-
tozatat kozoljik, amely John [Joh48] hires, konvex testekre vonatkozo
tételének (5.3. Lemma) az analdgja.

8.1. tétel (G. Ivanov, Naszddi [IN22a]).  Jelolje K = {(x,§) €
R €] < f(2)/2} € R az f feliilrdl félig folytonos, log-konkdv,
pozitiv integrali fligguény szimmetrizdlt grafikonjdt. Tegyiik fel, hogy K
tartalmazza a (d-+1)-dimenziés euklideszi egységgombot, BIT1-t. Ekkor
a kovetkezok ekvivalensek.

1. A BH gomb a K test dltal tartalmazott legnagyobb térfogati
ellipszoid.

2. Talalhatoak olyan érintési pontok wy,...,ur € bd (BdH) N
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bd (F), és ci,...,c > 0 sulyok, amelyekre teljestil, hogy

k B k
ZCZﬂZ@)ﬂZ:I ZCZ‘UZ'ZO,
i=1 i=1

ahol u; a ; ortogondlis vetiilete R%-re, és T a (d+1) x (d+1)-es
identitds matriz.

Az (1)-bél (2)-re torténé implikacié tobbé-kevésbé ugyanigy bizo-
nyithat6, mint John alapveto tétele a konvex testekrol, alig mertilnek
fel tovabbi nehézségek. A forditott iranyu kovetkeztetés azonban nem
ilyen, mivel K altaldban nem konvex test.

Megjegyezziik, hogy az [AGMJV18] cikkben az ott definialt John-
ellipszoidnak ilyen jellemzése nem szerepel.

Emlékezetiink, hogy log-konkav fliggvények tetszoleges csaladjanak
pontonkénti minimuma ismét log-konkav fiiggvény. A fejezet maso-
dik f6 eredménye, egy log-konkav fiiggvényekre vonatkozo kvantitativ
Helly-tipusu eredmény, amely az el6z6 tétel nem trivialis alkalmazasa.

8.2. tétel (G. Ivanov, Naszdodi [IN22a]). Legyenek fi,..., fn fe-
lilrol félig folytonos, log-konkdv figguények Ré-n. Tetszéleges o C
{1,...,n} = [n] esetén jeldlje f, a

fo(z) = min{ fi(z) : i € o}

pontonkénti minimumot. Ekkor létezik eqy o C [n] halmaz, amely leg-
feljebb 3d + 2 elemdi, és amelyre teljestil, hogy

”&dﬁfglﬂoﬁfdéwfm. (2)

Megjegyezziik, hogy annak aran, hogy az integrélra a d?? multipli-
kativ konstansnal sokkal rosszabb becslést kapunk, a 3d+2 Helly-szam
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leviheté (2d + 1)-re. Ez G. Ivanovval koézos, még nem publikalt ered-
ménytiink. A 8.6.6. fejezetben ugyanakkor megmutatjuk, hogy a 2d + 1
szam nem csOkkenthet6 2d-re.

A III. részben targyalt anyag utéélete a kovetkezo: A Barany—
Katchalski—Pach-sejtés bizonyitdsara adott mddszert (5.1. tétel) alkal-
mazva Brazitikos [Bral7] javitott a tételbeli d®? korlaton d*¥/2-t igazol-
va. Galicer, Merzbacher és Pinasco azt allitjak, hogy a dolgozatukat

[GMP19] a [Nasl6b] cikk ihlette.

Almendra-Herndndez, Ambrus és Kendall [AHAK22] részben a
G. Ivanovval kozos [IN22b] tanulmany moédszerét fejlesztette tovabb,
amely tanulmany megalapozza a mi [IN24] cikkiinket.

Jung Attildval, akinek MSc. témavezetéje voltam, kozos [JN22]
cikk gondolatait tovabbfejlesztettiink a [DFN20] cikkben, amelyet Jung
tovabb vitt [Jun22] cimi miivében.

G. Ivanovval altalanositottuk az [IN22a]-beli eredményeinket.
Az [IN23] cikk log-konkav fiiggvények tetszOleges parjait vizsgélja,
vagyis azt, amikor az R%"!-beli gémb szerepét (lényegében) barmely
mas log-konkav, pontonként f alatti fiiggvény jatssza.
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