
Naszódi Márton: Fedések, approximáció és kvantitatív
Helly-típusú kérdések - Egy transzverzális

c. doktori értekezés bírálata

A disszertáció központi témája a konvex geometria néhány klasszikus problémájának kvanti-
tatív vizsgálata, jellemzően magas dimenziós terekben. A munka három nagy területet kapcsol
össze: konvex testek politopikus közelítését, geometriai lefedési és megvilágítási problémákat, va-
lamint Helly-típusú tételek mennyiségi változatait. A lazán kapcsolódó területek közös motívuma
az approximáció és a diszkretizáció, valamint a bizonyításokban használt analitikus, kombina-
torikus és konvex geometriai technikák is ráerősítenek arra, hogy a dolgozat egy szerves egészet
képezzen.

A disszertáció 128+4 oldal terjedelmű, 7 értéssegítő ábrát tartalmaz, angol nyelven írodott.
A mű egy bevezető szakasszal kezdődik, amelyben a szerző összefoglalja a dolgozat tartalmát,
a vizsgált területekről történeti áttekintést ad, megfogalmazza fő eredményeit, valamint a leg-
fontosabb jelöléseket és konvenciókat is bevezeti. Ezután következik a disszertáció érdemi része,
amelyet a jelölt három nagyobb egységre tagolt, ezeken belül összesen 8 fejezetbe rendezve a
tartalmat. Minden fejezet a szerző egy-egy megjelent folyóiratcikkén alapszik, ezek felét a jelölt
önállóan jegyzi, a többit társzerzőkkel közösen írta.

I. rész: Konvex testek közelítése politópokkal

A disszertáció első nagyobb egysége, amely az 1. és 2. fejezeteket tartalmazza, konvex testek po-
litópokkal történő közelítéseivel foglalkozik. A kiinduló probléma egyszerűen megfogalmazható:
adott egy konvex test K ⊂ Rd, szeretnénk egy olyan politópot konstruálni, amely kevés csúccsal
rendelkezik, mégis jó közelítése K-nak. A közelítést többféle metrika (pl. Hausdorff-távolság,
Banach-Mazur-távolság) szerint is lehet végezni, a disszertációban a homotetikus távolságot hasz-
nálja a szerző, azaz feltesszük, hogy az origó a K belső pontja, és adott egy λ > 1 szám. Ezután
a P politóp akkor λ-közelítés, ha K ⊆ P ⊆ λK.

Az első fejezetben a közelítéshez véletlen politópokat használunk, amelyeket K-ból válasz-
tott uniform, független véletlen pontok konvex burkaként definiálunk. Korábban kétféle irányban
történtek vizsgálódások, amikor a véletlen pontok száma a dimenzióban lineáris (durva közelítés),
és amikor a véletelen pontok száma a dimenzióban exponenciálisan nagy. A fejezet fő eredménye,
az 1.2. tétel, közös általánosítása és erősítése a korábban ismert becsléseknek, a szerzőnek sike-
rült egységesen kezelnie a két esetet. További kiemelésre méltó tény, hogy a tételben mindenhol
explicit konstansok, nem csupán nagyságrendi becslések szerepelnek.

A geometriai háttér kulcseleme Grünbaum klasszikus tétele, amely alsó korlátot ad olyan
féltérmetszetek térfogatára, ahol a hipersík tartalmazza a konvex test tömegközéppontját. A
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dolgozatban ennek egy általánosítását igazolja a szerző, amely azt garantálja, hogy akkor sem
válik túl kicsivé egy adott „sapka” térfogata, ha az a zsugorított ϑK testet érinti. Ezt az állítást
önmagában is szépnek találom, a bizonyításban pdig alapvető fontosságú, mert lehetővé teszi
annak becslését, hogy egy véletlen pont mekkora valószínűséggel esik bele egy kritikus régióba.

A gondolatmenet kombinatorikus része az ε-háló tételhez kapcsolódik.
Kérdés. Az itt használt kombinatorikus technikának - az 1.3 lemmát használva - van esetleg

valamilyen kapcsolata a Bárány-Larman-féle sapkafedési tétellel?
A második fejezet az első fejezet problémakörét viszi tovább. Szerzőtársaival itt - az előző

fejezettel ellentétben - determinisztikus állítást igazol szerzőtársival a jelölt, amely a korábbi
Barvinok-féle eredménynél egy (log 1/ε)d faktorral jobb, és centrális szimmetriát sem tételez fel.
A legfontosabb elméleti különbség, hogy a bizonyításban ugyan ismét véletlen konstrukciót hasz-
nálnak, de egyenletes mintavétel helyett a pontok valószínűségi eloszlását ügyesen kell választani
K konvex test határáról. A bizonyítás többi része igen technikás, a korábban látotthoz hasonló
diszkretizációs módszert használ.

II. rész: Fedések

A disszertáció második része fedési problémák klasszikus kérdéseit vizsgálja. Ezek közé tartozik
annak meghatározása, hogy egy adott halmaz hány eltoltjával fedhető le egy másik halmaz,
illetve milyen sűrűséggel fedhető le az egész Rd (vagy Sd−1) tér.

Borel-mérhető K és L halmazokra Rd-ben jelőlje N(K,L) a K-t fedő L eltoltak minimális
számát. A harmadik fejezet fő eredménye felső becslést ad N(K,L)-re a frakcionális fedé-
si szám segítségével. A frakcionális fedési szám fogalmát a jelölt vezette be 2009-ben, majd
a későbbiekben több lépésben általánosították, lényegében a fedéshez használt eltolásvektorok
halmazai helyett Borel-mértékeket tekintünk. Hasznosságát mutatja, hogy a fő tételből az Rd

tér K-val vett fedési sűrűségére vonatkozó tétel is következik. Fontos továbbá kiemelni, hogy a
bizonyításban a korábban ismert állítások igazolására használt sztochasztikus technika helyére
detetminisztikus algoritmikus lemma került, így a módszer egyszerűbb és transzparensebb lett.

A fejezet második felében az Rd-re vonatkozó korábbi állításokhoz hasonló tételeket igazol
Sd−1 szférikus téren.

Egy p ∈ Rd \ K pont megvilágítja a K egy b határpontját, ha pb félegyenes metszi a K

belsejét. A K határát teljesen megvilágító pontok minimális i(K) számát a K megvilágítási
számának nevezzük. Jól ismert, hogy i(K) = N(K, intK), valamint hogy egy d-dimenziós sima
határú konvex testnek - így speciálisan az egységgömbnek is - a megvilágítási száma d+ 1.

A negyedik fejezet egy konstruktív eredményt tárgyal, amelyhez a megvilágítási termi-
nológiát használja. A szerző megmutatja, hogy a gömbhöz tetszőlegesen közel létezik olyan
konvex test, amely megvilágítási száma exponenciálisan nagy. Pontosabban, ha 1 < D < 1, 116,
és d = d(D) elég nagy, akkor létezik olyan origó szimmmetrikus, d-dimenziós K konvex test,
amelyre i(K) ≥ 0, 05 ·Dd és (1/D)Bd ⊂ K ⊂ Bd. A bizonyítás véletlen konstrukciót használ.

Kérdés. Módosítható-e a gondolatmenet úgy, hogy K politóp legyen? (Esetleg ismert-e
ilyen jellegű állítás?)
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III. rész: Kvantitatív Helly-típusú eredmények

A disszertáció harmadik, és egyben leghosszabb része Helly-típusú tételek kvantitatív változata-
ival foglalkozik. A klasszikus Helly-tétel tisztán egzisztenciális állítás; a kvantitatív változatok
azt vizsgálják, hogy mekkora lehet az összes halmaz metszete, ha bizonyos részcsaládok metszetei
nagyok.

Az első vonatkozó állítást Bárány, Katchalski és Pach igazolta 1982-ben: tegyük fel, hogy
d-dimenziós konvex halmazok egy véges családjára teljesül, hogy bármely 2d tag metszetének
térfogata legalább egységnyi. Ekkor a család összes tagjának metszete legalább cd = d−2d2 . Azt
sejtették, hogy cd = d−cd-vel is igaz a tétel, ahol c alkalmas konstans.

Az ötödik fejezet fő eredménye a fenti Bárány–Katchalski–Pach-sejtés igazolása cd ≈ d−2d

választással. A bizonyítás kulcsa a John-ellipszoid és a Dvoretzky-Rogers lemma értő alkalma-
zása.

A hatodik fejezet témája a klasszikus Helly-tétel egy másik jól ismert, Lovász ill. Bárány
nevéhez fűződő változata, a színes Helly-tétel: legyen adva d-dimenziós konvex testeknek d + 1

családja (minden család egy-egy színnek felel meg) úgy, hogy bárhogyan választunk minden
családból egy-egy tagot (tarka választás), azok metszete nem üres. Ekkor van olyan család
(szín), amelyben az összes tag metszete sem üres.

A fejezet fő eredménye a színes Helly-tétel egy kvantitatív változata 3d színosztállyal és
2d tagú metszetfeltétellel. Ezen eredmények igazolásához az előző fejezetben használt John-
ellipszoidos módszer használható, azonban az így kapott színosztályok száma d(d + 3)/2. A
bizonyításban a legnagyobb újdonságot a színosztályok számának csökkentése adja.

A Steinitz-tétel első kvantitatív változata szintén Bárány, Katchalski és Pach nevéhez fűződik:
létezik egy r = r(d) > 0 konstans, hogy ha Q ⊂ Rd halmaz konvex burka tartalmazza az
origó középpontú Bd egységgömböt, akkor kiválasztható Q egy legfeljebb 2d elemű részhalmaza,
amelynek konvex burka tartalmazza rBd gömböt. Belátták azt is, hogy r(d) > d−2d.

A hetedik fejezet fő eredménye az előző egyenlőtlenség élesítése, az r(d) ≥ 1/(6d2) állítás
igazolása. Ennek kulcsa ismét egy diszkretizáció: politópok csúcshalmazaira az erősebb r(d) ≥
1/(5d2) állítást mutatják meg, ebből a főtétel következik. Felső becslést r(d)-re a fejezet második
részében kapunk: r(d) ≤ 2/

√
d, és a dolgozat sejtésként megfogalmazza, hogy c/

√
d a helyes

nagyságrend.
A nyolcadik fejezet az előző hét, inkább problémaorientált fejezet után elméletépítő jelle-

gű: a John-ellipszoid fogalmának kiterjesztését mutatja be a log-konkáv függvények osztályára.
A kiterjesztés függ egy s > 0 valós paramétertől is, ami további általánosítása fogalomnak. Al-
kalmazásként új, kvantitatív, log-konkáv függvényekre vonatkozó Helly-típusú eredményekhez
vezet.

A fejezet számos technikai eredményt, egyenlőtlenséget tartalmaz, amelyek az elmélet ki-
építésében játszanak szerepet, illetve mutatják az aanlógiákat a klasszikus konvexitásból ismert
elmélettel. Kiemelném, hogy a 8.5. szakaszban található annak karakterizációja, hogy az egy-
séggömb mikor John s-ellipszoidja egy f függvénynek, valamint a 8.6. szakasz Helly-típusú
eredményeit log-konkáv függvényekre.
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Összegzés

A disszertáció jól megírt, igényes munka, amely egységes és átfogó képet ad a konvex geometria
diszkretizációs problémáiról. Az állítások és használt fogalmak mélysége miatt értelemszerűen
nem könnyű olvasmány, de a logikus felépítés, a fejezeték elején található összefoglalók jól segítik
az olvasót tájékozódásban, és itt-ott még a szerző szórakoztató stílusa is helyet kaphatott (pl.
rögtön a dolgozat címében).

A mű 8 cikket dolgoz fel részletesen, de a jelöltnek további legalább tucatnyi munkáját is
érinti. A tárgyalt cikkek részben vezető szakfolyóiratokban (pl. DCG), részben nagyon magas
nívójú általános matematikai folyóiratokban (pl. Proc. of AMS, Amer. J. Math.) jelentek meg.
Az eredményeknek a bemutatott "utóélete" is jól mutatja, hogy a jelölt munkásságának minden
területe a kurrens geometriai kutatások fősodrába esik. A használt technikák széles spektrumot
ölelnek fel, a konvex geomtrián kívül többször sztochasztikus, kombinatorikus és analitikus mód-
szerekkel is találkozunk. Ezeket a jelölt nagyon kreatívan alkalmazza, külön kiemelendő, hogy
mennyire sokrétűen építi be mások eredményeit is a saját gondolatmeneteibe.

A fentiek alapján egyértelmű, hogy Naszódi Márton akadémiai doktori disszertációja messze-
menően kielégíti az akadémiai doktori címmel szemben támasztható követelményeket. Naszódi
Márton nyilvános védésének kitűzését, és számára az MTA doktora cím odaítélését a legmele-
gebben támogatom.

Sándorfalva, 2026. január 10.

Vígh Viktor, PhD
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