Naszodi Marton: Fedések, approximacio és kvantitativ

Helly-tipusu kérdések - Egy transzverzalis

c. doktori értekezés biralata

A disszertacié kozponti témaéaja a konvex geometria néhény klasszikus problémajanak kvanti-
tativ vizsgalata, jellemzGen magas dimenzios terekben. A munka harom nagy teriiletet kapcsol
lamint Helly-tipusi tételek mennyiségi valtozatait. A lazan kapcsolodo teriiletek kézos motivuma
az approximacié és a diszkretizacié, valamint a bizonyitdsokban hasznalt analitikus, kombina-
torikus és konvex geometriai technikak is réerdsitenek arra, hogy a dolgozat egy szerves egészet
képezzen.

A disszertacio 128+4 oldal terjedelmt, 7 értéssegité abrat tartalmaz, angol nyelven irodott.
A mi egy bevezets szakasszal kezd&dik, amelyben a szerzé Osszefoglalja a dolgozat tartalmaét,
a vizsgalt teriiletekrsl torténeti attekintést ad, megfogalmazza {6 eredményeit, valamint a leg-
fontosabb jeltléseket és konvencidkat is bevezeti. Ezutan kévetkezik a disszertacio érdemi része,
amelyet a jelolt hdrom nagyobb egységre tagolt, ezeken beliil Gsszesen 8 fejezetbe rendezve a
tartalmat. Minden fejezet a szerzd egy-egy megjelent folyoiratcikkén alapszik, ezek felét a jelolt

onalléan jegyzi, a tobbit tarszerzdékkel kdzosen irta.

I. rész: Konvex testek kozelitése politopokkal

A disszertécio els6 nagyobb egysége, amely az 1. és 2. fejezeteket tartalmazza, konvex testek po-
litopokkal torténd kozelitéseivel foglalkozik. A kiindul6é probléma egyszertien megfogalmazhato:
adott egy konvex test K C R%, szeretnénk egy olyan politopot konstrualni, amely kevés csiiccsal
rendelkezik, mégis jo kozelitése K-nak. A kozelitést tobbféle metrika (pl. Hausdorff-tavolsag,
Banach-Mazur-tavolsag) szerint is lehet végezni, a disszertacioban a homotetikus tavolsagot hasz-
nalja a szerz6, azaz feltessziik, hogy az origd a K bels§ pontja, és adott egy A > 1 szam. Ezutan
a P politop akkor \-kozelités, ha K C P C AK.

Az elsé fejezetben a kozelitéshez véletlen politépokat hasznalunk, amelyeket K-bol véilasz-
tott uniform, fiiggetlen véletlen pontok konvex burkaként definidlunk. Korabban kétféle irdnyban
torténtek vizsgalodasok, amikor a véletlen pontok szdma a dimenzioban linearis (durva kozelités),
és amikor a véletelen pontok szama a dimenziéban exponencialisan nagy. A fejezet {6 eredménye,
az 1.2. tétel, kozos altalanositasa és erésitése a kordbban ismert becsléseknek, a szerzének sike-
riilt egységesen kezelnie a két esetet. Tovabbi kiemelésre mélté tény, hogy a tételben mindenhol
explicit konstansok, nem csupan nagysagrendi becslések szerepelnek.

A geometriai hattér kulcseleme Griinbaum klasszikus tétele, amely als6 korlatot ad olyan

feltérmetszetek térfogatara, ahol a hipersik tartalmazza a konvex test tomegkozéppontjat. A



dolgozatban ennek egy altaldnositasit igazolja a szerzd, amely azt garantalja, hogy akkor sem
valik tul kicsivé egy adott ,sapka” térfogata, ha az a zsugoritott YK testet érinti. Ezt az allitast
onmagaban is szépnek taldlom, a bizonyitasban pdig alapvets fontossagu, mert lehetévé teszi
annak becslését, hogy egy véletlen pont mekkora valoszintiséggel esik bele egy kritikus régioba.

A gondolatmenet kombinatorikus része az e-halo tételhez kapcsolodik.

Kérdés. Az itt hasznélt kombinatorikus technikanak - az 1.3 lemmaét hasznalva - van esetleg
valamilyen kapcsolata a Barany-Larman-féle sapkafedési tétellel?

A masodik fejezet az els§ fejezet problémakdorét viszi tovabb. Szerzétarsaival itt - az el6zé
fejezettel ellentétben - determinisztikus allitast igazol szerzGtérsival a jelolt, amely a korabbi
Barvinok-féle eredménynél egy (log 1/¢)¢ faktorral jobb, és centralis szimmetriat sem tételez fel.
A legfontosabb elméleti kiilonbség, hogy a bizonyitasban ugyan ismét véletlen konstrukciot hasz-
nélnak, de egyenletes mintavétel helyett a pontok valészintiségi eloszlasat ligyesen kell valasztani
K konvex test hatararol. A bizonyitas tObbi része igen technikas, a korabban latotthoz hasonlo

diszkretizacios modszert hasznal.

II. rész: Fedések

A disszertacié masodik része fedési problémak klasszikus kérdéseit vizsgalja. Ezek kozé tartozik
annak meghatarozasa, hogy egy adott halmaz hany eltoltjaval fedhetd le egy mésik halmaz,
illetve milyen stirtséggel fedhetd le az egész R? (vagy S?71) teér.

Borel-mérheté K és L halmazokra R%ben jelélje N(K,L) a K-t feds L eltoltak minimélis
szamat. A harmadik fejezet {6 eredménye fels§ becslést ad N (K, L)-re a frakcionalis fedé-
si szam segitségével. A frakcionalis fedési szam fogalmét a jelolt vezette be 2009-ben, majd
a késébbiekben tobb lépésben altalanositottak, lényegében a fedéshez hasznalt eltolasvektorok
halmazai helyett Borel-mértékeket tekintiink. Hasznossagat mutatja, hogy a f6 tételbsl az R¢
tér K-val vett fedési stirtiségére vonatkozo tétel is kovetkezik. Fontos tovabba kiemelni, hogy a
bizonyitasban a kordbban ismert allitasok igazoladsira hasznélt sztochasztikus technika helyére
detetminisztikus algoritmikus lemma keriilt, igy a médszer egyszertibb és transzparensebb lett.

A fejezet masodik felében az RP-re vonatkozo korabbi allitasokhoz hasonlé tételeket igazol
S4-1 szférikus téren.

Egy p € RY\ K pont megvilagitja a K egy b hatarpontjat, ha pb félegyenes metszi a K
szaméanak nevezziik. Jol ismert, hogy i(K) = N(K,intK), valamint hogy egy d-dimenzios sima
hatart konvex testnek - igy specidlisan az egységgdémbnek is - a megvilagitasi szama d + 1.

A negyedik fejezet egy konstruktiv eredményt targyal, amelyhez a megvilagitasi termi-
nologiat hasznalja. A szerz6 megmutatja, hogy a gdémbhoz tetszdlegesen kozel 1étezik olyan
konvex test, amely megvilagitasi szama exponencidlisan nagy. Pontosabban, ha 1 < D < 1,116,
és d = d(D) elég nagy, akkor létezik olyan orig6 szimmmetrikus, d-dimenzios K konvex test,
amelyre i(K) > 0,05- D% ¢s (1/D)B% ¢ K C BY. A bizonyitas véletlen konstrukeiot hasznal.

Kérdés. Modosithato-e a gondolatmenet tgy, hogy K politop legyen? (Esetleg ismert-e
ilyen jellegii allitas?)



II1. rész: Kvantitativ Helly-tipusi eredmények

A disszertacié harmadik, és egyben leghosszabb része Helly-tipusi tételek kvantitativ valtozata-
ival foglalkozik. A klasszikus Helly-tétel tisztan egzisztencidlis allitas; a kvantitativ valtozatok
azt vizsgaljak, hogy mekkora lehet az 6sszes halmaz metszete, ha bizonyos részcsaladok metszetei
nagyok.

Az els§ vonatkozo allitast Barany, Katchalski és Pach igazolta 1982-ben: tegyiik fel, hogy
d-dimenziés konvex halmazok egy véges csaladjara teljesiil, hogy barmely 2d tag metszetének
térfogata legalabb egységnyi. Ekkor a csaldd Osszes tagjanak metszete legalabb cg = d=24, Azt
sejtették, hogy ¢y = d~“%-vel is igaz a tétel, ahol ¢ alkalmas konstans.

Az 6t5dik fejezet f6 eredménye a fenti Barany-Katchalski-Pach-sejtés igazolasa cq ~ d—2¢
véalasztassal. A bizonyitas kulcsa a John-ellipszoid és a Dvoretzky-Rogers lemma ért6 alkalma-
zasa.

A hatodik fejezet témaja a klasszikus Helly-tétel egy masik jol ismert, Lovasz ill. Barany
nevéhez filiz6d§ véltozata, a szines Helly-tétel: legyen adva d-dimenzios konvex testeknek d + 1
csalddja (minden csalad egy-egy szinnek felel meg) ugy, hogy barhogyan vélasztunk minden
csaladbol egy-egy tagot (tarka valasztéas), azok metszete nem iires. Ekkor van olyan csalad
(szin), amelyben az Osszes tag metszete sem {ires.

A fejezet {6 eredménye a szines Helly-tétel egy kvantitativ valtozata 3d szinosztéllyal és
2d tagt metszetfeltétellel. Ezen eredmények igazolasdhoz az el6z6 fejezetben hasznalt John-
ellipszoidos modszer hasznalhato, azonban az igy kapott szinosztalyok szama d(d + 3)/2. A
bizonyitasban a legnagyobb tGjdonsigot a szinosztalyok szamanak csokkentése adja.

A Steinitz-tétel els kvantitativ valtozata szintén Barany, Katchalski és Pach nevéhez fliz6dik:
létezik egy r = r(d) > 0 konstans, hogy ha @ C R? halmaz konvex burka tartalmazza az
origd kozépponti B? egységgdmbot, akkor kivalaszthato Q egy legfeljebb 2d elemi részhalmaza,
amelynek konvex burka tartalmazza rB¢ gémbot. Belattak azt is, hogy r(d) > d—2%.

A hetedik fejezet 6 eredménye az el6z6 egyenlStlenség élesitése, az r(d) > 1/(6d?) allitas
igazolasa. Ennek kulcsa ismét egy diszkretizacio: politopok csiucshalmazaira az ergsebb r(d) >
1/(5d?) allitast mutatjak meg, ebbdl a fotétel kivetkezik. Felss becslést 7(d)-re a fejezet masodik
részében kapunk: r(d) < 2/v/d, és a dolgozat sejtésként megfogalmazza, hogy c¢/v/d a helyes
nagysagrend.

A nyolcadik fejezet az el6z6 hét, inkabb problémaorientalt fejezet utan elméletépits jelle-
gli: a John-ellipszoid fogalmanak kiterjesztését mutatja be a log-konkav fiiggvények osztalyara.
A kiterjesztés fligeg egy s > 0 valds paramétertdl is, ami tovabbi altalanositédsa fogalomnak. Al-
kalmazasként 4j, kvantitativ, log-konkav fliggvényekre vonatkozé Helly-tipusi eredményekhez
vezet.

A fejezet szamos technikai eredményt, egyenlStlenséget tartalmaz, amelyek az elmélet ki-
épitésében jatszanak szerepet, illetve mutatjak az aanlogidkat a klasszikus konvexitasbol ismert
elmélettel. Kiemelném, hogy a 8.5. szakaszban talalhaté annak karakterizacidja, hogy az egy-
séggomb mikor John s-ellipszoidja egy f fiiggvénynek, valamint a 8.6. szakasz Helly-tipusa

eredményeit log-konkév fliiggvényekre.



Osszegzés

A disszertacid jol megirt, igényes munka, amely egységes és atfogd képet ad a konvex geometria
diszkretizacios problémairol. Az allitasok és hasznalt fogalmak mélysége miatt értelemszertien
nem konnyt olvasmany, de a logikus felépités, a fejezeték elején taldlhato Gsszefoglalok jol segitik
az olvasot tajékozodasban, és itt-ott még a szerzd szorakoztato stilusa is helyet kaphatott (pl.
rogton a dolgozat cimében).

A mii 8 cikket dolgoz fel részletesen, de a jeldltnek tovabbi legaldbb tucatnyi munkajét is
érinti. A targyalt cikkek részben vezets szakfolyoiratokban (pl. DCG), részben nagyon magas
nivoju altalanos matematikai folydiratokban (pl. Proc. of AMS, Amer. J. Math.) jelentek meg.
Az eredményeknek a bemutatott "utéélete" is jol mutatja, hogy a jelolt munkassaganak minden
teriilete a kurrens geometriai kutatasok fésodréaba esik. A hasznalt technikak széles spektrumot
Olelnek fel, a konvex geomtrian kiviil tobbszor sztochasztikus, kombinatorikus és analitikus mod-
szerekkel is talalkozunk. Ezeket a jelolt nagyon kreativan alkalmazza, kiilon kiemelendd, hogy
mennyire sokrétiien épiti be masok eredményeit is a sajat gondolatmeneteibe.

A fentiek alapjan egyértelmt, hogy Nasz6di Marton akadémiai doktori disszertacidja messze-
mendGen kielégiti az akadémiai doktori cimmel szemben tamaszthaté kévetelményeket. Naszodi
Marton nyilvanos védésének kitiizését, és szamara az MTA doktora cim odaitélését a legmele-

gebben tdmogatom.
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