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Covering, approximation and quantitative
Helly-type questions – a transversal

(Fedések, approximáció és kvantitatív Helly-típusú kérdések
– egy transzverzális)

című MTA-doktori értekezéséről

Az értekezés a magasabb dimenziós konvex geometria több alapvető problé-
makörével foglalkozik, különös tekintettel a konvex testek poliéderekkel való kö-
zelítésére, a lefedési és megvilágítási problémákra, valamint a Helly-típusú tételek
kvantitatív változataira. A disszertációban bemutatott dimenziófüggő becslések és
módszerek egyszerre járulhatnak hozzá a klasszikus elmélet fejlődéséhez és a modern
alkalmazásokhoz a geometriában és az optimalizációban.

Az angol nyelven megírt értekezésében a szerző 13 cikkének eredményeit foglalja
össze 120 oldalon, amit tartalomjegyzék, és egy 118 tételből álló irodalomjegyzék
egészít ki. A disszertáció alapját jelentő cikkek közül 5 egyszerzős, 8 pedig társ-
szerzővel írt közös publikáció.

A disszertáció három részből, összesen nyolc fejezetből áll. A “Bevezető” című
fejezetben a szerző bemutatja a disszertáció főbb részeit, ismerteti az egyes részeken
belül a fejezeteit, illetve bemutatja ezek legfontosabb eredményeit.

A dolgozat I. része a konvex geometria egyik klasszikus és ma is aktívan kutatott
problémakörével foglalkozik: milyen mértékben közelíthető egy magasabb dimenziós
konvex test kevés csúcsú poliéderrel, kontrollált hibával. A probléma fontos szerepet
játszik a konvex testek szerkezetének megértésében, valamint számos alkalmazás-
ban, például közelítő algoritmusok és numerikus módszerek tervezésében. Az I. rész
központi problémája a következőképpen fogalmazható meg: adott egy középpontos
konvex test K ⊂ Rd, mekkora lehet azon poliéder legkisebb csúcsszáma, amely K-t
adott pontossággal közelíti homotetikus értelemben. Konkrétan, adott egy t ≥ d+1
természetes szám, valamint egy σ < 1 pozitív valós szám. A cél olyan P konvex
politóp találása, melynek legfeljebb t csúcsa van és igaz rá, hogy

σK ⊆ P ⊆ K. (1)

Az 1. fejezet azt vizsgálja, hogy egy konvex testből egyenletes eloszlással véletlen-
szerűen kiválasztott pontok P konvex burka milyen feltételek mellett ad a fenti
értelemben jó közelítést. Az 1.1 tétel szerint ha K testnek független, egyenletes
eloszlással kiválasztjuk t = 60(d+ 1) pontját, akkor ezen pontok P konvex burkára
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legalább 1 − 4e−d−1 valószínűséggel igaz lesz az (1) feltétel. A tétel összefüggést
ad tehát a mintavételi pontok száma, a dimenzió és a kívánt közelítési pontosság
között. A bizonyítás kulcselemei a Grünbaum-tétel egy stabilitási változata és
az ε-háló elmélet, amely lehetővé teszi geometriai közelítési problémák kombina-
torikus keretbe helyezését. Ehhez az eredményhez hasonló az 1.2 tétel, melyben a
szerzőnek sikerül az 1.1 tétel, és a szakirodalomban található további eredmények
általánosítását igazolnia.

A 2. fejezetben a mintavételi eloszlás az előző fejezettel ellentétben nem egyen-
letes, hanem szabadon – geometriai szempontok alapján “okosan”– megválasztható.
Polaritás és finom diszkretizációs technikák alkalmazásával a fejezet megmutatja,
hogy szimmetriafeltételek nélkül is elérhetők az ismert legjobb aszimptotikus kö-
zelítési rendek. Az így kapott eredmény lényegesen javítja a korábbi határokat,
és megmutatja, hogy adaptív, geometriailag vezérelt véletlen konstrukciókkal közel
optimális poliéderek állíthatók elő.

A dolgozat II. része klasszikus és modern lefedési problémákat vizsgál. A központi
kérdés az, hogy egy adott halmaz (tipikusan például egy konvex test vagy akár a
teljes tér) egy másik halmaznak hány eltolással vagy elforgatással vett példányá-
val fedhető le, illetve hogyan becsülhetők ezek a lefedési számok alulról és felülről.
Az ilyen problémák szoros kapcsolatban állnak a térkitöltési és megvilágítási prob-
lémákkal.

A 3. fejezet a fedési számok felső becsléseivel foglalkozik. Két Rd-beli Borel
mérhető K és L halmaz esetén N(K,L) jelöli a K halmaz L általi eltolási fedési
számát, azaz a K-t fedő L-eltoltak minimális számát. A fejezet fő eredménye egy
általános tétel, amely az N(K,L) eltolási fedési számot felülről becsüli az N⋆(K,L)
frakcionális fedési szám segítségével. A bizonyítás két jól elkülöníthető lépésből áll:
először egy megfelelő diszkretizáció (metrikus δ-háló) segítségével a probléma egy
véges fedési problémára redukálható, majd a második lépésben a korábbi megkö-
zelítésekkel szemben nem valószínűségi, hanem a Lovász–Johnson–Stein-lemma al-
kalmazásával egy tisztán determinisztikus algoritmus alkalmazásával adódik a felső
becslés. Ez egyszerűbb, áttekinthetőbb bizonyítást és kvantitatíve erősebb ered-
ményt eredményez. A bizonyításban világosan elkülönül a kombinatorikai háttér
és a volumetrikus becslés. Az általános tételből több klasszikus lefedési eredmény
egyszerűen levezethető, köztük Rogers tétele az euklideszi tér konvex testek eltolá-
saival való kis sűrűségű lefedéséről, valamint ennek gömbi megfelelői.

A 4. fejezetben az előző fejezetben tárgyaltakhoz képest éppen ellentétes prob-
lémát vizsgál, azaz alsó korlátot keres a fedési számra. Konkrétan az úgynevezett
megvilágítási probléma szemszögéből vizsgálja a fedési problémát és keres alsó korlá-
tot az N(K,L) fedési számra. Egy test megvilágítási száma azt méri, hogy hány pont
szükséges a test minden határpontjának „megvilágításához”. A fejezet fő eredménye
egy meglepő állítás: egy valószínűségi konstrukciót használva megmutatja, hogy az
euklideszi gömbhöz tetszőlegesen közeli konvex testek között vannak olyanok, ame-
lyek megvilágítási száma sokkal nagyobb, mint a gömb megvilágítási száma. Ez
azt mutatja, hogy a megvilágítási szám meglehetősen instabil mennyiség. A fejezet
emellett felső becslést is ad a megvilágítási számra olyan testek esetén, amelyek
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adott mértékben közelítik a gömböt, és megmutatja, hogy az alsó és felső korlátok
aszimptotikusan élesek.

Az értekezés III. része a klasszikus Helly-tétel kvantitatív változatait tárgyalja.
Ezek az eredmények nem pusztán azt garantálják, hogy egy halmazcsalád metszete
nemüres, hanem alsó becsléseket adnak a metszet geometriai paramétereire, például
térfogatára, átmérőjére vagy a tartalmazott gömb sugarára.

Az 5. fejezet térfogati jellegű kvantitatív Helly-tételeket mutat be. A fejezet
fő eredménye Bárány, Katchalski és Pach sejtésének igazolása. A bizonyítások a
John-ellipszoidokra, valamint a konvex testek poliéderekkel való közelítésére épül,
ami természetes kapcsolatot teremt a dolgozat korábbi részeivel.

A 6. fejezet a Helly-tétel egy általánosítását, az úgynevezett színes Helly-tétel
kvantitatív változatát vizsgálja. A bizonyítások során központi szerepet játszik a
kvantitatív Helly-tétel, és a konvex testek által tartalmazott maximális méretű el-
lipszoidokra vonatkozó John-tétel, valamint egy, a metszet által tartalmazott leg-
nagyobb térfogatú ellipszoidra vonatkozó kombinatorikai tulajdonság.

A 7. fejezet Steinitz eredményének kvantitatív változatát vizsgálja. A klasszikus
tétel garantálja, hogy ha a d-dimenziós euklideszi térben az origó egy pontrendszer
konvex burkának a belsejében van, akkor kiválasztható ezekből legfeljebb 2d pont
úgy, hogy ezek konvex burka is tartalmazza az origót. A kvantitatív változatok azt
vizsgálják, hogy mekkora gömb illeszthető ebbe a kisebb konvex burokba. A pályázó
jelentős előrelépést ér el azáltal, hogy polinomiális dimenziófüggő alsó becslést ad a
garantáltan beágyazható gömb sugarára. Ez az eredmény érdemben javítja a koráb-
ban ismert, lényegesen gyengébb becsléseket. A bizonyítás módszertana korszerű: a
szerző a poláris dualitás és a politópok approximációjának eszközeit kombinálja.

A 8. fejezet a John-ellipszoid, azaz konvex testben található legnagyobb térfo-
gatú ellipszoid fogalmát terjeszti ki a logaritmikusan konkáv függvények osztályára.
Bevezeti az s-felemelést, a mértékszerű s-térfogatot, melyek segítségével az John-féle
s-ellipszoid nem más, mint az az ellipszoid, mely az s-felemeltben van és maximális az
s-térfogata. A fejezet egyik fő eredményeként szükséges és elégséges feltételt ad arra,
hogy a (d+1)-dimenziós euklideszi tér Bd+1 egységgömbje egy log-konkáv függvény
John-féle s-ellipszoidja legyen, valamint kvantitatív Helly-típusú eredményt bizonyít
log-konkáv függvényekre.

A vizsgált problémák igen jól motiváltak és modern nemzetközi tudományos ku-
tatásokhoz kapcsolódnak. A disszertációból kirajzolódik a szerzőnek az igényes és
igen eredményes munkássága, az eredmények hátteréül szolgáló geometriai, kom-
binatorikai eszközökben való alapos jártassága, és geometriai intuíciós képessége.
A vizsgált klasszikus problémakörökben és azok általánosításaiban is érdemi ered-
ményeket ér el, számos kérdésre ad szükséges és elégséges feltételt. Naszódi Márton
felismeri a lényeges geometriai tartalmat és képes – akár a megfelelő absztrakt fo-
galmak megalkotásával – a geometriai sejtéseket és intuíciót pontos formába önteni
és bizonyítani.

Az angol nyelven megírt disszertáció megfogalmazása világos és lényegre törő.
Egységes jelölésrendszert használva tárgyalja a különböző fejezeteket. A szerző nagy
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figyelmet fordít arra, hogy az olvasó képet kapjon a bizonyítások legfontosabb ele-
meiről, lépéseiről. Néhány apróbb elírás található a disszertációban illetve a tézisek-
ben, de ezek a megértést nem zavarják. Csak egy jelentősebb elírást találtam a
disszertációban, illetve a tézisfüzetben. A disszertáció bevezetőjében (3. oldal), il-
letve a tézisfüzetben (4. oldal) az szerepel, hogy az első rész alapproblémája olyan P
konvex politóp keresése, melyre P ⊆ K ⊆ λK, adott λ > 1-re. Ez nyilván egy elírás.
Értelmes feladatot akkor kapunk, ha a P és K felcserélésével kapott K ⊆ P ⊆ λK,
relációhoz keresünk a P konvex politópot. Viszont mind az első fejezet 1.1, illetve
1.2 tétele, továbbá a második fejezet 2.1 tétele arra a szituációra vonatkozik, amikor
az (1) feltétel teljesül valamilyen σ < 1 pozitív számra, hiszen ezen esetekben a P
politóp a K bizonyos pontjainak a konvex burka. Érdemesebb lett volna talán így
megfogalmazni a problémát mind a disszertációban, mind a tézisfüzetben.

Összefoglalva: a disszertáció igen értékes matematikai eredményeket tartalmaz,
melyek nemzetközileg elismert, vezető nemzetközi folyóiratokban jelentek meg. Az
eredmények bizonyításához használt módszerek széles skálája igazolja a szerző öt-
letgazdagságát, valamint mély matematikai intuíciós és bizonyítási készségét. A pá-
lyázó értékes, magasan jegyzett matematikai tudományos munkássággal és publiká-
ciós tevékenységgel rendelkezik, amit a nemzetközi szakmai tudományos közvélemény
ismer és elismer. Az értekezésben közölt eredmények jelentősen hozzájárulnak a
témakör fejlődéséhez, további kutatási irányokat motiválnak. Ezek alapján megál-
lapítható, hogy Naszódi Márton a geometria nemzetközi szintű elismert tudósa.

Megítélésem szerint a benyújtott doktori munka tudományos eredményei ele-
gendőek az MTA doktora cím megszerzéséhez, a nyilvános védés kitűzését javaslom.

Muzsnay Zoltán
DE TTK Matematikai Intézet

Geometria Tanszék
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