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cimi MTA-doktori értekezésérdl

Az értekezés a magasabb dimenzidés konvex geometria tobb alapvet§ problé-
makorével foglalkozik, kiilonos tekintettel a konvex testek poliéderekkel vald ko-
kvantitativ valtozataira. A disszertacioban bemutatott dimenziéfiiggs becslések és
modszerek egyszerre jarulhatnak hozza a klasszikus elmélet fejlédéséhez és a modern
alkalmazasokhoz a geometriaban és az optimalizacioban.

Az angol nyelven megirt értekezésében a szerzé 13 cikkének eredményeit foglalja
ossze 120 oldalon, amit tartalomjegyzék, és egy 118 tételbdl allo irodalomjegyzék
egészit ki. A disszertéacio alapjat jelenté cikkek koziil 5 egyszerzds, 8 pedig térs-
szerzével irt kdzos publikacio.

A disszertaciéo harom részbdél, 6sszesen nyolc fejezetbdl all. A “Bevezetd” cimi
fejezetben a szerzé bemutatja a disszertacio f6bb részeit, ismerteti az egyes részeken
beliil a fejezeteit, illetve bemutatja ezek legfontosabb eredményeit.

A dolgozat I. része a konvex geometria egyik klasszikus és ma is aktivan kutatott
problémakorével foglalkozik: milyen mértékben kozelithets egy magasabb dimenzios
konvex test kevés cstucsu poliéderrel, kontrollalt hibaval. A probléma fontos szerepet
jatszik a konvex testek szerkezetének megértésében, valamint szamos alkalmazés-
ban, példaul kozelit6 algoritmusok és numerikus modszerek tervezésében. Az 1. rész
koézponti probléméja a kovetkezGképpen fogalmazhaté meg: adott egy kdzéppontos
konvex test K C R?, mekkora lehet azon poliéder legkisebb csticsszama, amely K-t
adott pontossiggal kozeliti homotetikus értelemben. Konkrétan, adott egy t > d+1
természetes szam, valamint egy o < 1 pozitiv valés szam. A cél olyan P konvex
politop talalédsa, melynek legfeljebb ¢ csticsa van és igaz ra, hogy

oK C PCK. (1)

Az 1. fejezet azt vizsgalja, hogy egy konvex testbdl egyenletes eloszlassal véletlen-
szertien kivalasztott pontok P konvex burka milyen feltételek mellett ad a fenti
értelemben jo kozelitést. Az 1.1 tétel szerint ha K testnek fiiggetlen, egyenletes
eloszlassal kivalasztjuk ¢t = 60(d + 1) pontjat, akkor ezen pontok P konvex burkéara



legalabb 1 — 4e~471 valoszintiséggel igaz lesz az (1) feltétel. A tétel Osszefiiggést
ad tehat a mintavételi pontok szdma, a dimenzi6 és a kivant kozelitési pontossag
kozott. A bizonyitas kulcselemei a Griinbaum-tétel egy stabilitasi valtozata és
az c-halo elmélet, amely lehet&vé teszi geometriai kozelitési problémak kombina-
torikus keretbe helyezését. Ehhez az eredményhez hasonlé az 1.2 tétel, melyben a
szerzének sikeriil az 1.1 tétel, és a szakirodalomban taldlhaté tovabbi eredmények
altalanositasat igazolnia.

A 2. fejezetben a mintavételi eloszlas az el6z6 fejezettel ellentétben nem egyen-
letes, hanem szabadon — geometriai szempontok alapjan “okosan” megvalaszthato.
Polaritas és finom diszkretizacios technikédk alkalmazasaval a fejezet megmutatja,
hogy szimmetriafeltételek nélkiil is elérhetSk az ismert legjobb aszimptotikus ko-
zelitési rendek. Az igy kapott eredmény lényegesen javitja a korabbi hatarokat,
és megmutatja, hogy adaptiv, geometriailag vezérelt véletlen konstrukciokkal kozel
optimalis poliéderek allithatok eld.

A dolgozat II. része klasszikus és modern lefedési problémékat vizsgal. A kézponti
kérdés az, hogy egy adott halmaz (tipikusan példaul egy konvex test vagy akar a
teljes tér) egy masik halmaznak héany eltolassal vagy elforgatassal vett példanyéa-
val fedhetd le, illetve hogyan becsiilhetSk ezek a lefedési szamok alulrol és feliilrél.
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lémékkal.

A 3. fejezet a fedési szamok felsS becsléseivel foglalkozik. Két R-beli Borel
mérhet6 K és L halmaz esetén N(K, L) jeloli a K halmaz L altali eltolasi fedési
szamat, azaz a K-t fed6 L-eltoltak minimalis szamét. A fejezet {6 eredménye egy
altalanos tétel, amely az N (K, L) eltolasi fedési szamot feliilrsl becsiili az N* (K, L)
frakcionalis fedési szam segitségével. A bizonyitas két jol elkiilonithetd 1épésbal all:
elszor egy megfelels diszkretizacio (metrikus 6-hélo) segitségével a probléma egy
véges fedési problémara redukalhato, majd a masodik lépésben a korabbi megko-
zelitésekkel szemben nem valdszintiségi, hanem a Lovasz—Johnson—Stein-lemma al-
kalmazasaval egy tisztan determinisztikus algoritmus alkalmazéasaval adodik a fels6
becslés. Ez egyszertibb, attekinthetébb bizonyitast és kvantitative erdsebb ered-
ményt eredményez. A bizonyitdsban vildgosan elkiiloniil a kombinatorikai hattér
és a volumetrikus becslés. Az altalanos tételbdl tobb klasszikus lefedési eredmény
egyszerten levezethetd, koztiik Rogers tétele az euklideszi tér konvex testek eltolé-
saival valo kis stirtiségii lefedésérdl, valamint ennek gémbi megfeleldi.

A 4. fejezetben az el6z6 fejezetben targyaltakhoz képest éppen ellentétes prob-
léméat vizsgal, azaz als6 korlatot keres a fedési szamra. Konkrétan az tigynevezett
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sziikséges a test minden hatarpontjanak ,megvilagitasihoz”. A fejezet {6 eredménye
egy meglepd allitas: egy valoszintiségi konstrukciot hasznélva megmutatja, hogy az
euklideszi gobmbhoz tetszélegesen kozeli konvex testek kézott vannak olyanok, ame-
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adott mértékben kozelitik a gombot, és megmutatja, hogy az alséd és fels6 korlatok
aszimptotikusan élesek.

Az értekezés I1I1. része a klasszikus Helly-tétel kvantitativ valtozatait targyalja.
Ezek az eredmények nem pusztan azt garantaljak, hogy egy halmazcsalad metszete
nemiires, hanem als6 becsléseket adnak a metszet geometriai paramétereire, példaul
térfogatara, atmérGjére vagy a tartalmazott gomb sugaréra.

Az 5. fejezet térfogati jellegti kvantitativ Helly-tételeket mutat be. A fejezet
f6 eredménye Barany, Katchalski és Pach sejtésének igazolasa. A bizonyitasok a
John-ellipszoidokra, valamint a konvex testek poliéderekkel valo kozelitésére épiil,
ami természetes kapcsolatot teremt a dolgozat korabbi részeivel.

A 6. fejezet a Helly-tétel egy altalanositasat, az ugynevezett szines Helly-tétel
kvantitativ valtozatat vizsgalja. A bizonyitasok soran kozponti szerepet jatszik a
kvantitativ Helly-tétel, és a konvex testek altal tartalmazott maximalis méretd el-
lipszoidokra vonatkoz6 John-tétel, valamint egy, a metszet altal tartalmazott leg-
nagyobb térfogati ellipszoidra vonatkozd kombinatorikai tulajdonsag.

A 7. fejezet Steinitz eredményének kvantitativ valtozatat vizsgélja. A klasszikus
tétel garantalja, hogy ha a d-dimenzios euklideszi térben az origbd egy pontrendszer
konvex burkédnak a belsejében van, akkor kivilaszthatd ezekbdl legfeljebb 2d pont
ugy, hogy ezek konvex burka is tartalmazza az origdot. A kvantitativ valtozatok azt
vizsgaljak, hogy mekkora gomb illeszthets ebbe a kisebb konvex burokba. A palyazo
jelentGs elGrelépést ér el azaltal, hogy polinomialis dimenziéfiiggs alsé becslést ad a
garantaltan beagyazhato gomb sugarara. Ez az eredmény érdemben javitja a korab-
ban ismert, 1ényegesen gyengébb becsléseket. A bizonyitas modszertana korszert: a

A 8. fejezet a John-ellipszoid, azaz konvex testben talalhaté legnagyobb térfo-
gatt ellipszoid fogalmat terjeszti ki a logaritmikusan konkév fliggvények osztalyara.
Bevezeti az s-felemelést, a mértékszeri s-térfogatot, melyek segitségével az John-féle
s-ellipszoid nem mas, mint az az ellipszoid, mely az s-felemeltben van és maximalis az
s-térfogata. A fejezet egyik {6 eredményeként sziikséges és elégséges feltételt ad arra,
hogy a (d + 1)-dimenzios euklideszi tér B! egységgombje egy log-konkav fiiggvény
John-féle s-ellipszoidja legyen, valamint kvantitativ Helly-tipust eredményt bizonyit
log-konkav fiiggvényekre.

A vizsgalt problémék igen jol motivaltak és modern nemzetkozi tudomanyos ku-
tatasokhoz kapcsolédnak. A disszertéciobol kirajzolodik a szerzének az igényes és
igen eredményes munkéssiga, az eredmények hatteréiil szolgdlé geometriai, kom-
binatorikai eszkozokben vald alapos jartassaga, és geometriai intuicios képessége.
A vizsgalt klasszikus problémakorokben és azok altalanositasaiban is érdemi ered-
ményeket ér el, szamos kérdésre ad sziikséges és elégséges feltételt. Naszodi Marton
felismeri a lényeges geometriai tartalmat és képes — akar a megfelel6 absztrakt fo-
galmak megalkotésaval — a geometriai sejtéseket és intuiciot pontos forméba onteni
és bizonyitani.

Az angol nyelven megirt disszertacié megfogalmazéasa vilagos és lényegre tors.
Egységes jelolésrendszert hasznalva targyalja a kiilonbozé fejezeteket. A szerzé nagy



figyelmet fordit arra, hogy az olvaso képet kapjon a bizonyitasok legfontosabb ele-
meirdl, 1épéseir6l. Néhany aprobb eliras talalhato a disszertacioban illetve a tézisek-
ben, de ezek a megértést nem zavarjak. Csak egy jelentGsebb elirast talaltam a
disszertacioban, illetve a tézisfiizetben. A disszertacio bevezet§jében (3. oldal), il-
letve a tézisflizetben (4. oldal) az szerepel, hogy az els6 rész alapprobléméja olyan P
konvex politop keresése, melyre P C K C MK, adott A > 1-re. Ez nyilvan egy elirés.
Ertelmes feladatot akkor kapunk, ha a P és K felcserélésével kapott K C P C \K,
relacidhoz keresiink a P konvex politépot. Viszont mind az elsé fejezet 1.1, illetve
1.2 tétele, tovabba a masodik fejezet 2.1 tétele arra a szituéciéra vonatkozik, amikor
az (1) feltétel teljesiil valamilyen o < 1 pozitiv szamra, hiszen ezen esetekben a P
politép a K bizonyos pontjainak a konvex burka. Erdemesebb lett volna talan igy
megfogalmazni a probléméat mind a disszertacioban, mind a tézisfiizetben.

Osszefoglalva: a disszertacio igen értékes matematikai eredményeket tartalmaz,
melyek nemzetkozileg elismert, vezetd nemzetkozi folydiratokban jelentek meg. Az
eredmények bizonyitasdhoz hasznalt modszerek széles skilaja igazolja a szerzd Gt-
letgazdagsagat, valamint mély matematikai intuicios és bizonyitasi készségét. A pa-
lyazo értékes, magasan jegyzett matematikai tudomanyos munkassaggal és publika-
cios tevékenységgel rendelkezik, amit a nemzetkozi szakmai tudomanyos kozvélemény
ismer és elismer. Az értekezésben kozolt eredmények jelentGsen hozzajarulnak a
témakor fejlédéséhez, tovabbi kutatési irdnyokat motivalnak. Ezek alapjan megal-
lapithato, hogy Naszodi Marton a geometria nemzetkozi szinti elismert tudosa.

Megitélésem szerint a benytujtott doktori munka tudomanyos eredményei ele-
gendGek az MTA doktora cim megszerzéséhez, a nyilvanos védés kittizését javaslom.
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