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1. BEVEZETES

1.1. Torténeti aAttekintés. A geometriai egyenlGtlenségek fontos sze-
repet jatszottak a matematika torténetében. Az egyik els§ dokumentalt
geometriai egyenlGtlenség Zenodorosz nevéhez fiizddik [6], aki kb. i.e.
150. koriil belatta, a kor standardjanak megfelel$ egzaktsagu szinten,
hogy a sik adott keriiletii tartomanyai kozt a korlemez teriilete maxi-
malis. Ezen allitast izoperimetrikus egyenldtlenségnek nevezziik, ami
antik eredete ellenére nagy hatassal bir még ma is, szdmos valtozat-
tal és alkalmazéssal, melyek koziil néhany ebben a disszertacioban is
megjelenik.

A disszertacio célja hasonlo szélsGérték-problémék megoldésa, és e-
zekhez kapcsolodo kérdések vizsgdlata. Az itt targyalt problémak a
diszkrét és konvex geometria témakdréhez kapcsolédnak. Ezen részben
atfedd teriiletek, bar a gyokereik az 6kori gorogokhoz vezetnek vissza,
a matematika viszonylag fiatal aganak szamitanak, kialakulasuk a 19.
szazad masodik feléig, illetve a 20. szézad els6 feléig vezethets vissza.
Ide tartoznak geometriai objektumok véges, vagy diszkrét csaladjai-
hoz kapcsol6do kérdések, valamint konvex halmazok tulajdonsigainak
vizsgélata. A diszkrét és konvex geometriai kutatasok amellett, hogy
szazadok Ota nyitott kérdések megoldasahoz jarultak hozza (1d. [51]),
szamos 1j kérdést is felvetettek, melyek némelyike meglepd valaszhoz
vezetett.

A mésodik fejezet témaja ezen problémaék egyike, a Borsuk problé-
ma. Ez a probléma Karol Borsuk lengyel matematikus egy sejtéséhez
kotGdik [18], mely szerint minden D > 0 atmérsji halmaz az R? d-
dimenzios euklideszi térben felbonthat6 d 4+ 1 halmaz uni6jara, melyek
atmérdi szigorian kisebbek, mint D. A sejtést tobb specialis esetben
igazoltak [18, 34, 45, 53, 73, 74, 49, 50|, de az altalanos eset 1993-ig nyi-
tott maradt, amikor Kahn és Kalai [57| adott ra egy ellenpéldat. Ered-
ményiik ellenére a korlatos halmazok Borsuk szdmdnak meghatarozasa,
azaz az a kérdés, hogy egy S korlatos halmazt legalabb hany részre kell
bontani, ha mindegyik rész atmérGje szigortian kisebb S atmérGjénél,
a diszkrét geometria egyik alapvetd probléméaja. A Borsuk probléma
szamos altalanositasa és valtozata jelent meg a szakirodalomban. A
fejezet célja halmazok k-szoros Borsuk szdmdnak vizsgalata euklideszi
térben, és az |55] cikk eredményeit mutatja be. A fogalom normélt
terekre vonatkozo valtozatarol a [62] cikkben talalhatunk informéciot.

Erd&s Palt kévetve mondjuk azt, hogy konvex testek egy véges csa-
ladja az euklideszi térben nemszepardlhato, ha barmely hipersik, mely
metszi a testek univjanak konvex burkat, metszi valamelyik testet is.
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Erdés egy sejtése szerint korlemezek tetszéleges nemszeparalhato csa-
ladja a sikon lefedhetd egy olyan korlemezzel, melynek sugara a korok
sugarainak Osszege. Ezt a sejtést Goodman és Goodman igazolta 1945-
ben [43], akik azt az &ltalanosabb sejtést tették, hogy egy konvex test
Ti, Ta, ..., Tp aranyd pozitiv homotetikus képeinek tetszGleges nemsze-
paralhato csaladja lefedhetd a test egy > | 7; aranyd homotetikus ké-
pével. Ezt a sejtést Bezdek és Langi cafolta 2016-ban [12], akik emellett
belattak a sejtést tobb specialis esetben. A harmadik fejezetben a [12]
cikkbeli eredményeket mutatjuk be.

A konvex testek statikai egyenstlyi pontjainak vizsgalata Arkhimé-
dész munkassagaval kezd6dott, és végigkisérte a természettudoméanyok
torténetét tobb kiillonboz6 tudomanyéagban is [31, 82, 86, 15, 83, 1, 32].
A modern matematikdn beliil a fenti fogalom vizsgalata Conway és
Guy egy 1966-os probléméjaval kezdddott [23], akik felvetették, hogy
nincs olyan homogén (azaz allandé stirtiségii) tetraéder melynek csak
egy lapjara igaz, hogy ezen lapjaval vizszintes sikra lerakva egyensuly-
ban marad, de van olyan homogén konvex poliéder, melyre ez a tu-
lajdonsag teljesiil. Ezen kérdéseket Goldberg és Guy [42] valaszolta
meg 1969-ben, akik a fenti tulajdonsagt poliédereket monostabil vagy
unistabil poliédereknek nevezték. A fenti bizonyitasok mellett a [42]
cikkben Guy felsorolt néhany monostabil poliéderekre vonatkozo prob-
lemat, melyekrsl haromrol azt allitotta, Conwaytdl erednek (ugyanezen
kijelentés talalhato pl. a [24] konyvben és a [26, 33| cikkekben). Ezen
harom kérdés Problem B12 néven megjelent a [24| konyvben is, vala-
mint egyikiik, t6bb méas monostabil poliéderekre vonatkozé kérdéssel
egylitt, megjelent Shephard egy 1968-as cikkében [79] is. A disszer-
tacid negyedik fejezetében ezen harom kérdés koziil ketté megoldasat
mutatjuk be, melyek a [61] cikkben jelentek meg. A cikk alapja egy
sima testek politopokkal valo approximaciojarol szold tétel. A tétel a
fenti eredmény egy erGsebb verzigjahoz vezetett [30], melyben Domo-
kos, Varkonyi és a dolgozat szerzéje karakterizalta a Gémbdoc-osztaly,
azaz mono-monostatikus konvex poliéderek szimmetriacsoportjait.

Az euklideszi d-dimenzids térhez tartozé K, L halmazok Minkowski
osszegét a K+ L = {x+y:x € K,y € L} modon definialjuk, és az egy-
szertiség kedvéért bevezetjik az Alk] = Zle A jelolést minden k € N
egész és minden A C R? kompakt halmaz esetén. Bobkov, Madiman
és Wang [14] egy sejtése azt allitja, hogy a {vol (conv(A) \ tA[k]) }, .,
sorozat monoton csokkend, vagy ekvivalens médon, a {Vol (%A[k]) } o1
sorozat monoton novs. Ezt a sejtést Fradelizi, Madiman, Marsiglietti
és Zvavitch részben megoldotta a [38, 39| cikkekben, ahol a [48] cikk
megkdzelitését kovetve igazoltak a sejtést minden 1-dimenzids kompakt
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halmazra, de konstrualtak ellenpéldat R%ben minden d > 12 egészre.
Itt érdemes megjegyezni, hogy az altaluk konstrualt ellenpélda csil-
lagszerti halmaz volt. Altalanosabban a szerzék azt is megmutatték,
hogy tetszéleges rogzitett k > 2 egész esetén minden elegend&en nagy
d egészre létezik olyan S csillagszert, kompakt halmaz R%ben, melyre
a vol (LA[k]) > vol (%HAU@ +1]) egyenlstlenség teljesiil. Ezen ered-
mény ellenpontjanak tekinthet6 Fradelizi, Langi és Zvavitch [37] egy
eredménye, mely szerint minden rogzitett d dimenzi6é esetén minden
A C R kompakt, csillagszert halmazra a {vol (£ A[k]) }, ., sorozat mo-
noton né elegendéen nagy k értékekre. Ez, és egy kompakt, dsszefiiggs
sikbeli halmazokra vonatkoz6 hasonlé eredmény talalhato a disszerta-
cio 0todik fejezetében.

A hatodik fejezetben 3-dimenzids konvex paralleloédereket, azaz o-
lyan konvex poliédereket vizsgalunk, melyek eltoltjai atfedés nélkiil és
hézagmentesen kitoltik az R? teret. Minden 3-dimenzios paralleloéder
elgall legfeljebb hat szakasz Minkowski Osszegeként, melyek kielégite-
nek el6irt linearis osszefiiggéségi relacidkat, igy mindegyik 3-dimenzios
paralleloéder egy zonotdp. A paralleloéderek kapcsolatban vannak a
racsszerd gombpakolasok Voronoi cellaival is Voronoi hires megoldatlan
sejtésén keresztiil, mely szerint minden paralleloéder egy ilyen Voronoi
cella affin képe. Ezen poliéder-csalad tagjai kozt tudhat tobb igen is-
mert poliédert; elemei kozt szerepel pl. a kocka, a szabalyos rombikus
dodekaéder és a szabalyos csonkolt oktaéder, ahol a két utébbi poliéder
rendre a lapcentralt, valamint a tércentralt kockaracs Voronoi cellaja.
A geometriaban ismert szerepiik ellenére a szakirodalomban lényegében
nem szerepel (Hales hires bizonyitésatol eltekintve, melyben belatta
a Kepler sejtést) paralleloéderekre vonatkozd geometriai szélsGérték-
probléma megoldasa. A [60] cikkben végzett munkat ismertetve ebben
a fejezetben bemutatjuk egy 3-dimenzios paralleloéderekre vonatkozo
geometriai szélsGérték-feladat megoldasat, és ismertetjiik ennek kap-
csolatat Lord Kelvin minimalis felszint térbeli mozaikokra vonatkozé
1887-es sejtésével [58].

A hetedik fejezet témaja zonotépokra vonatkozo izoperimetrikus e-
gyenlGtlenségek. Ezen, véges sok szakasz Minkowski 6sszegeként defini-
alt konvex halmazok a 20. szazad kozepe 6ta vannak a geometriai ku-
tatasok fokuszaban, és a matematika szamos tertiletével kapcsolatosak.
Erre példaként megemithetjiik a centralt hipersik-elrendezések kombi-
natorikus tulajdonsagait |46, 88|, konvex testek vetiileteinek tulajdon-
sagait |70, 40|, de a zonotopok kapcsolatban éallnak paralleloéderekkel
|35, 69], és megjelennek a racsgeometriaban is 63, 54, 7|. Zonotopokat
gyakran hasznalnak az elméleti matematikan kiviil [3, 8, 47].
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A zonotopokra vonatkozé izoperimetrikus egyenlGtlenségeknek gaz-
dag irodalma van [10, 36, 25|. Egy ezekben gyakran hasznalt formula
egy zonotop térfogatira ad egy elegans és egyszert képletet a generald
szakaszok fiiggvényében. Ezen formulat rendszerint McMullennek [68]
vagy Shephardnak [80] tulajdonitjak, és azonnal kovetkezik Shephard
egy zonotopok felbontasara adott eredményébdl [80]. Integralgeometri-
al megkozelitést alkalmazva, egy nemrég megjelent cikkben Brazitikos
és McIntyre [22] igazolta ezen formula egy altalanositasat egy zonotop
tetszdleges belsd térfogatara. Joos és a dolgozat szerzdje [56] altalanosi-
totta Shephard felbontasi tételét, mellyel 1j, geometriai bizonyitast ad-
tak erre az eredményre. Az eredményt arra hasznaltak, hogy szdmos i-
zoperimetrikus egyenlGtlenséget igazoljanak d-dimenzids zonotdpok két
tipusara: d 4 1 szakasz altal, és n > d szakasz altal generdlt zonoto-
pokra. Ezen eredményeket mas matematikai problémékra is alkalmazni
lehet. A fejezetben az [56] cikkbeli eredményeket mutatjuk be, és is-
mertetjlik ezek kapcsolatat két mésik probléméval: az ¢,-polarizacios
problémaval [5, 71|, és a jol ismert Maclaurin-egyenlStlenség [13]| egy
|22] cikkben szereplé altalanositasaval.

Két konvex test konvex burkédnak térfogata az 1950-es évektdl kezdve
lett a kutatas targya. Az els6 erre vonatkozo eredmények Rogers és
Shephard harom majdnem ugyanakkor publikalt cikkében [75, 76, 77|
jelentek meg, akik tébbek kozott egy konvex test két egyméast metszd
eltoltjara vizsgaltak meg ezen mennyiséget. Egyik eredményiik a

(1) cu(K) =
max{vol(conv(K U (z+ K)): (z+ K)NK # 0,z € R¢}
vol(K)

mennyiség minimumanak és maximumanak meghatarozasa volt a kon-
vex testek csaladjan, ahol rendre vol és conv jeloli a d-dimenziés Le-
besgue mértéket és egy halmaz konvex burkat. Arra vonatkozd sejté-
siik, hogy a ¢, (K) mennyiség a minimumét milyen K konvex testek
esetén veszi fel, majdnem otven évig nyitott kérdés volt [66, 41]. A
fenti probléma normalt terekre valo atiiltetésének egyik modja, ha a
szamlaloban szerepl6 halmaz, azaz a két egymést metsz§ eltolt konvex
burkanak térfogatit olyan norméban mérjiik, melyet maga a test ha-
taroz meg. Ez tortént az [59] cikkben, ahol a szerzé meghatarozta a
fenti halmaz Busemann térfogatanak, Holmes-Thompson térfogatanak,
Gromov tomegének és tomeg*-anak szélsGértékeit a K test relativ nor-
méajara nézve, a konvex sikidomok csaladjan. A kilencedik fejezetben
ezen eredményt ismertetjiik.
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1.2. Jelslések és alapfogalmak. A dolgozatban R? jeldli a d-dimen-
zi6s euklideszi teret, melyet egy d-dimenzids valos vektortérnek tekin-
tiink, ellitva egy pozitiv definit (-,-) : R? x R? — R bels§ szorzassal.
A bels§ szorzés altal indukélt euklideszi normét ||-|| jeldli, mig az R?
vektortér nullvektorat o, melyet origénak hivunk. Az origo kézépponti
zdrt egységgombre a B?, mig ennek hatarara az S?! jelslést alkalmaz-
zuk.

Ha A, B C R? nemiires halmazok, akkor A és B Minkowski dsszege
vagy vektordsszege

A+B={a+b:a€ Abe B},
mig tetszbleges A € R esetén
M ={)la:a€ A}.

Tetszoleges nemiires S C R? ¢s x € R? esetén az {z} + S halmazt S
x vektorral vett eltoltjinak nevezziik, és az egyszertiség kedvéért = + .5
modon jeldljiik. Altaldnosabban, ha A > 0, akkor az x + \S halmazt
S egy A aranyu pozitiv homotetikus képének hivjuk. A tér linearis
altereinek egy R?-beli vektorral vett eltoltjait affin altereknek nevezziik.
Az 1, 2, illetve (d — 1)-dimenzios affin alterek neve rendre egyenesek,
sikok és hipersikok. A nemdegeneralt linearis transzforméaciok és az
eltolasok kompozicioit affin transzformdcicknak nevezziik, egy halmaz
affin transzformacioval kapott képét pedig roviden a halmaz egy affin
képének hivjuk.
Ha p,q € RY, akkor a p, ¢ végponti zdrt szakasz

[p,ql = {(1 —=t)p+tqg:tec(01]}.

Egy halmaz konvex, ha barmely két pontjat 6sszekots zart szakaszt tar-
talmazza. Egy nemiires halmaz konver burka az 6t tartalmazd konvex
halmazok metszete; ez a halmaz maga is konvex. Az S C R? halmaz
belsejét, hatarat és konvex burkat rendre int(S), bd(S) és conv(S) je-
16li. Egy K C R? halmaz egy konvez test, ha kompakt, konvex és
a belseje nem iires. Egy konvex test minden hatarpontjdhoz taldlha-
t0 ezen pontot tartalmazo6 hipersik, mely a test belsejét nem metszi.
Ezen hipersikokat a test tdmaszhipersikjainak nevezziik. Konnyen lat-
hato, hogy tetszoleges K konvex testre és v € S vektorra a testnek
pontosan kettd, u-ra mer6leges tdmaszhipersikja van. Ha ezen tdmasz-
hipersikok tavolsaga D > 0 az u vektor valasztasatol fiiggetleniil, azt
mondjuk, hogy K dllando D szélességi. Ha K-nak minden p hatér-
pontjara pontosan egy p-t tartalmazo6 tamaszhipersikja van, akkor azt
mondjuk, hogy K sima. Ha K hatara nem tartalmaz szakaszt, akkor
azt mondjuk, hogy K szigorian konver.
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Ha egy konvex test el6all véges sok pont konvex burkaként, akkor a
testet konvex politopnak, illtve d = 2 és d = 3 esetén rendre konvex sok-
szognek és konver poliédernek hivjuk. Egy konvex test, specialisan egy
konvex politép lapjar a testnek a tamaszhipersikjaival vett metszetei.
Kozismert, hogy egy konvex politop lapjai, illetve () és maga a politop,
a tartalmazasra nézve egy algebrai halot alkotnak, melyet a politép
laphdlojinak neveziink. Két konvex politép kombinatorikusan ekviva-
lensek, ha laphaloik izomorfak. Némileg kivetkezetleniil (de az iroda-
lomban megszokott modon), konvex poliéderek 0-, 1- és 2-dimenzios
lapjait rendszerint a poliéder csucsainak, éleinek és lapjainak nevez-
ziik.

Egy konvex test térfogatat (Lebesgue mértékét) vol(-) fogja jeldlni.
Steiner egy eredménye szerint tetszéleges K d-dimenzios konvex testre
a vol(K + AB?) térfogat elsall, mint \ egy d-edfoki polinomja:

d
(2) vol(K + ABY) = ) " Vi(K)kg_it™,
=0

ahol rg_; jeloli B térfogatat. A V;(K) mennyiséget K i-edik bel-
s6 lérfogatdinak nevezziik. Erdemes meggondolni, hogy Vo(K) = 1 és
Vi(K) = vol(K) tetszdleges K d-dimenzios konvex test esetén.

Legyenek K, L kompakt, konvex halmazok R%ben. Ekkor K és L
Hausdorff tavolsdga a

3 a(K,L)=1n >0: KCL+ és L C K +
dy (K, L 2P KCL+)MB%és I C K+ \B?

mennyiség. Megjegyezziik, hogy az R%beli kompakt, konvex halmazok
csaladja a Hausdorff-tavolsagra nézve egy teljes metrikus teret alkot.

Végiil, de nem utolsosorban, tetszéleges X C RY halmaz esetén X
poldrisa az

(4) X°={yeR?: (z,y) <1}

halmaz. Konnyen lathato, hogy barmely halmaz polarisa egy o-t tar-
talmazo zéart, konvex halmaz, és (X°)° = X pontosan akkor teljesiil,
ha X is rendelkezik ezen tulajdonsagokkal. Ha K egy o-szimmetrikus
konvex test, azaz teljesiti a —K = K feltételt, akkor a

vol(K) vol(K°)

mennyiséget K térfogatszorzatdnak vagy Mahler térfogatinak nevez-
ziik. A Blaschke-Santald egyenlGtlenség szerint ezen mennyiség az o-
szimmetrikus konvex testek csaladjan beliil a maximumat ellipszoidok
esetén veszi fel. A térfogatszorzat minimumaéat nem ismerjiik. A konvex
geometria egyik hires megoldatlan sejtése, az ugynevezett Mahler-sejtés
szerint a fenti mennyiség minimalis pl. az o kozéppontia kockék esetén.
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2. HALMAZOK TOBBSZOROS BORSUK-SZAMAI
Az alabbi fogalom jol ismert a szakirodalomban.

2.1. definicié. Tetszdleges S C RY D > 0 dtmérdji halmazra a legki-
sebb m pozitiv egészt, melyre teljesil, hogy S lefedhetd m darab, D-nél

szigorian kisebb dtmérdjd halmazzal, S Borsuk szamanak nevezziik, és
a(S)-sel jeloljiik.

Mi ezen fogalom egy altaldnositasaval foglalkozunk, melyet a 2.2.
definicibban vezetiink be.

2.2. definicié. Legyen S C R? eqy D > 0 dtmérdji halmaz. A leg-
kisebb m pozitiv egészt, melyre teljesiil, hogy S k-szorosan lefedhetd m
darab, D-nél szigorian kisebb dtmérdji halmazzal, S k-szoros Borsuk
szamanak nevezzik, és ay(S)-sel jeloljik.

Nyilvan a1(S) = a(S). Elgszor harom megjegyzést tesziink halmazok
tobbszoros Borsuk-szamaival kapcsolatban.

2.3. megjegyzés (Hujter, Langi, 2014). Az ay(S) sorozat szubadditiv
minden S-re. Pontosabban, tetszdleges k.l pozitiv egészekre fenndll az
ap11(S) < ag(S) + a;(S) egyenldtlenséy.

2.4. megjegyzés (Hujter, Langi, 2014). Minden S C R* D > 0 dt-
mérdji halmaz és minden k > 1 egész esetén ax(S) > 2k. Emellett
tetszdleges k értékre, ha a(S) = 2, akkor ai(S) = 2k, és ha a(S) > 2,
akkor ai(S) > 2k.

2.5. megjegyzés (Hujter, Langi, 2014). Legyen S C RY egy pozitiv
dtmérdji halmaz. Ekkor tetszdleges k pozitiv egészre ag(S) = ax(bd S).

Most idézziik fel Boltyanszkij egy ismert eredményét [16, 17].

2.6. tétel (Boltyanszkij, 1960). Legyen S C R? egy D > 0 dtmérdji
halmaz. Ekkor S Borsuk szama pontosan akkor harom, ha egyértelmien
létezik eqy dllando D szélességii halmaz, mely S-et tartalmazza.

2.7. tétel (Hujter, Langi, 2014). Legyen S C R? egy D > 0 dtmérdji
halmaz, melyre a(S) = 3, és legyen C az egyértelmien létezd dllando
D szélességi halmaz, mely S-et tartalmazza. Ekkor k barmely értékére

A kovetkezs tétel el6tt idézziik fel, hogy egy D allando szélességii
konvex sikidom egy Reuleauz-poligon, ha a hatéra véges sok D sugari
koriv unioja.

2.8. tétel (Hujter, Langi, 2014). Legyen C egy dllandd szélességi kon-
vexr sikidom R2-ben, és k eqy pozitiv egész. Ha C egy 2s + 1 oldali
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Reuleaua-poligon,akkor ay,(C) = 2k + [%]. Ellenkezd esetben ax(C) =
2k + 1.

Két specialis halmazcsalad, melyre igazoltak Borsuk eredeti sejtését,
a kozéppontosan szimmetrikus és a sima konvex testek csaladja (1d.
|73, 49, 50]). A bizonyitas mindkét esetben visszavezeti a problémat a
B? euklideszi gomb esetére, majd meghatarozza az a(B¢) mennyiséget.
A kovetkezs eredményiinkben a fenti halmazok k-szoros Borsuk-szamat
ugyanezen modon vizsgaljuk.

2.9. tétel (Hujter, Langi, 2014). Legyen S C R egy D > 0 dtmérdji
halmaz.

(1) Ha S egy sima vagy egy centrdlszimmetrikus test, akkor minden
k-ra ay(S) < a(BY).

(2) Ha S egy dllando szélességi konvex test, akkor ap(S) > ap(B9).

(3) Tetszdleges k-ra ap(B?) = 2k +d — 1.

Ebbdl a tételbdl nyilvanvaloan kovetkezik, hogy ha S egy sima, al-
lando szélességii test, akkor minden k-ra ag(S) =2k +d — 1.

2.10. definicié. Legyen S C R? egy D > 0 dtmérdji halmaz. Ekkor

az
me%ﬂﬁ{%f%k:LZBW}

mennyiséget S frakcionalis Borsuk szaméanak nevezziik.

2.11. probléma (Hujter, Langi, 2014). Igazoljuk vagy cdfoljuk, hogy
ha S C R? egy véges ponthalmaz, melyre aprq.(S) = 4, akkor az dtmé-
rografjanak Ky részgrdafja.

Az alabbi tételben ¢g(G) a G graf derékbdsége, azaz a legrovidebb
G-beli kor hossza. Az S halmaz dtmérégrafjat Gg-sel fogjuk jeldlni.

2.12. tétel (Hujter, Langi, 2014). Legyen S C R® eqy véges ponthal-
maz, melyre g(Gg) > 3. Ekkor ax(S) < 4k valamely k értékre.

2.13. tétel (Hujter, Langi, 2014). Ha S C R?® és card S < 7, akkor
vagy ar(S) < 4k minden k > 1 esetén, vagy Gs-nek Ky részgrifja.

Jelolje Sym(S) az S halmaz szimmetriacsoportjat, és Ty a szabélyos
tetraéder szimmetriacsoportjat.

2.14. tétel (Hujter, Langi, 2014). Legyen S C R3 egy véges halmaz,
melyre Ty C Sym(S). Ha g(Gs) = 3, akkor Gg tartalmazza Ky-et
részqrafként.
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2.15. megjegyzés (Hujter, Langi, 2014). A 2.14. és 2.12. tételeket
kombindlva kapjuk, hogy ha valamely S C R® véges halmazra T; C
Sym(S), és ax(S) = 4k minden k-ra, akkor Gg-nek K, részgrifja.

Megjegyezziik, hogy a [81] cikk kovetkezményeként tetszdleges S C
R3 véges halmazra Gg bedgyazhato a projektiv sikba. Masrészt a [81]
cikkbeli példa mutatja, hogy ezen grafok nem mindegyike sikgraf.

2.16. megjegyzés (Hujter, Langi, 2014). Ismert, hogy minden hdrom-
szogmentes sikgraf kromatikus szdma legfeljebb harom. Igy a 2.14. tétel
szerint, ha Gg stkgraf és Ty € Sym(S), akkor Gg-nek K4 részgrifija.

2.17. probléma (Hujter, Langi, 2014). Igazoljuk vagy cdfoljuk, hogy
ha S C R3 egy véges halmaz, melyre Ty C Sym(S) és a(S) = 4, akkor
Ggs-nek K4 részgrdfja.

Ko6vetkez célunk megvizsgalni azon S halmazokat, melyekre a(S) =
4 &3 Dopy1 C Sym(S), ahol D,, jeldli a szabélyos m-sz6g szimmetriacso-
portjat. Egy ezen feltételeket kielégité halmazcsaladot konstrualunk.
A konstrukcidoban hasznéljuk egy G graf p-edik Mycielski grdfjinak fo-
galmat (1d. [85]), melyet p,(G)-vel jelolink. A Woyyio kerékgrafot a
Csy 41 paratlan kor O-rendid Mycielski grafjanak tekintjiik.

2.18. tétel (Hujter, Langi, 2014). Minden p > 0 és k > 0 egészre,
tp(Cori1) egy véges S C R? halmaz dtmérdgrdfja.

2.19. megjegyzés (Hujter, Langi, 2014). Legyen S egy ponthalmaz,
melyre Gs = p,(Caory1). Ekkor a(S) = 4 bdrmely p és k értékre. Mint-
hogy tetszdleges k > 2 és p > 1 esetén p,(Cops1) hdromsziogmentes,
ezen graf nem eqy sikgraf. Mdsrészt konnyd beldtni, hogy Gg éleinek
szama 2card S — 2. Tehdt ezen grdfok a Vazsonyi-kritikus grafok egy
végtelen csalddjat alkotjak, melyek nem sikgrdfok.

Ko6vetkez6 megjegyzésiinkben x4 (G) jeloli a G graf k-szoros szinezési
szamat.
2.20. megjegyzés (Hujter, Langi, 2014). Nyilvin, ha p = 0, akkor
ar(S) = k 4+ x1(Coms1) = 3k + [£]. A [64] cikk alapjdn, p =1 esetén

4 if k=1,
% +1  ha k pdros,
2k5+%, ha k pdratlan és k < m < @, €s

2k + 522 ha k pdratlan és m > 352

ak(S) =

2.21. tétel (Hujter, Langi, 2014). Legyen S C R3 egy véges halmaz,
melyre Domi1 C Sym(S) wvalamely m > 2 esetén. Ha a(S) = 4 és
g(Gs) = 3, akkor Gg tartalmaz egy topologikus Woy, 1o kerékgrdfot,
mint részgrdfot.
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2.22. kévetkezmény (Hujter, Langi, 2014). Legyen S C R? egy véges
halmaz, melyre Doy i1 C Sym(S) valamely m > 2 esetén. Ha a(S) = 4
és Gg eqy sikgrdf, akkor G tartalmaz egy topologikus Wa,, o kerékgrd-
fot, mint részgrafot.

2.23. probléma (Hujter, Langi, 2014). Igaz, hogy ha S C R3 egy
véges halmaz, melyre Doy 1 C Sym(S) valamely m > 2 esetén, és
a(S) = 4, akkor Gg-nek p1,(Corr1) részgrafja alkalmas p-re és t-re,
melyekre (2m + 1)|(2t 4+ 1) teljesil? Ha a vdlasz nemleges, igaz az
allitdas Vazsonyi-kritikus grafokra?

Jelolje ax(d) a d-dimenzios pozitiv atmérdji halmazok k-szoros Bor-
suk szdmainak maximumat, és legyen a(d) = a,(d).

2.24. megjegyzés (Hujter, Langi, 2014). Ha d elegendden nagy, akkor
k minden értékére ay(d) > k- 1.2V,

2.25. probléma (Hujter, Langi, 2014). Igaz, hogy k,d minden értékére
ax(d) = ka(d)? Ha nem, igaz, hogy a két oldal nagysdgrendje ugyanaz?

3. NEMSZEPARALHATO CSALADOK VIZSGALATA
A fejezet {6 fogalma az alabbi.

3.1. definicié. Legyen d,n > 2. Legyen K C R? egy konvex test, és
legyen
K= {.TZ—F’EK | Z; GRd7TZ' > O,Z: 1,2,...,77,}

K pozitiv homotetikus képeinek eqy véges csalddja. Azt mondjuk, hogy
K egy nemszeparalhato csalad, vagy NS-csalad, ha tetszdleges H hiper-
stkra, ha H metszi a conv (| JK) halmazt, akkor metszi K valamelyik
elemét is, azaz nincs olyan hipersik, amely IC elemeinek eqy részét szigo-
rian elvdlasztja a tobbitsl. Ha K egy NS-csaldd, jeldlje A\(KC) a legkisebb
pozitiv A szdmot, melyre igaz, hogy A (>0 1;) K egy eltoltja fedi az | JK
halmazt.

Erdés egy sejtése szerint korlemezek tetszéleges K nemszeparalhato

csaladjara R2-ben
AMK) <1

teljesiil. Ezt a sejtést A.W. Goodman és R.E. Goodman igazolta 1945-
ben [43]. Megjegyezziik, hogy ha KC elemei sorozatba rendezhetGek ugy,
hogy a szomszédos elemek egymast érintik, és a korlemezek kézéppont-
jai egy egyenesen vannak, akkor K korlemezek egy olyan NS-csaladja,
melyre A\(K) =1 (Id. 1. abra), igy az 1 érték Goodman és Goodman
eredményében optimalis. A fenti [43| cikkben a szerzék megfogalmaz-
tak az alabbi sejtést.
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1. abra. Példa korlemezek olyan IC NS-csaladjara, melyre A\(K) = 1.

3.2. sejtés (Goodman-Goodman, 1945). Legyen n,d > 2. Ekkor tet-
szbleges K konvew testre R-ben, és ezen test pozitiv homotetikus képe-
inek tetszdleges

’C:{l’l‘i‘TzK ’ Z; ERd,TZ’ >0,i:1,2,...,n}
NS-csaladjdra a

AMK) <1
eqyenldséqg teljesil.
Ezen sejtést illetGen az els§ eredménylink az alabbi.

3.3. tétel (Bezdek-Langi, 2016). Legyen d > 2 ésn > 3 tetszdleges, és
legyen K eqy szimplex R%-ben. Ekkor létezik olyan K NS-csaldd, mely
K n darab eltoltjat tartalmazza, és melyre

(ld. 2. dbra).

2. abra. Egy ellenpélda a Goodman-Goodman sejtésre n = 3 és d = 2

esetén. A fenti K elrendezésre A(K) = 5 + ;2.

Ha d = 2 és n = 3, az el6z6 tételben szerepld becslés optimalis:
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3.4. tétel (Bezdek-Langi, 2016). Ha K egy K konvez sikidom 3 pozitiv
homotetikus képét tartalmazo NS-csaldd, akkor

2 2
M) < =+ =
()_3 3v3

Az Altalanos esetre az alabbi becslés adhato.

3.5. tétel (Bezdek-Langi, 2016). Legyen d > 2. Ha K egy konvex test
Re-ben, és K K pozitiv homotetikus képeinek eqy NS-csalddja, akkor

(5) AK) <d.

A kovetkezs eredmény el6tt idézziik fel, hogy egy S C R? halmaz
o-szimmetrikus, ha —S = S.

3.6. tétel (Bezdek-Langi, 2016). Legyen d > 2. Ha K egy o-szim-
metrikus konvex test Ri-ben, és KK K pozitiv homotetikus képeinek eqy
NS-csalddja, akkor

AK) < 1.

Utolsé eredményiink el6tt altalanositjuk az NS-csalad fogalmat.

3.7. definici6. Legyen K = {x; + K :2; e R4, 7, > 0,i = 1,2,...,n}
a K R%-beli konvex test pozitiv homotetikus képeinek eqy csalddja, és
legyen 0 < k < d—1. Azt mondjuk, hogy IC egy k-dthatolhatatlan elren-
dezés, roviden eqy k-AH-csalad, ha az RY tér tetszdleges k-dimenzids L
affin alterére, mely metszi a conv (|JK) halmazt, L metszi K egy ele-
mét. Emellett, ha K egy k-AH elrendezés, akkor jelilje \,(K) > 0 azt a

n

legkisebb X\ pozitiv valos szamot, melyre teljestl, hogy \ (Z Ti) K egy
i=1
eltoltja fedi az |J K halmazt.

Vegyiik észre, hogy az el6z6 definicioban, ha k < [, akkor egy k-
AH csalad sziikségképpen egy I-AH-csalad is, valamint egy (d — 1)-AH
csalad valojaban egy NS-csalad, és ebben az esetben Ay 1(K) = A(K).
Ahhoz, hogy a Goodman-Goodman sejtés AH-csaladokra vonatkozo
esetének egy erGsebb valtozatat kimondjuk, néhany konvex geometriai
fogalmat idéziink fel.

3.8. definicié. Legyen L és M két konvex test R%-ben, ahol d > 2. Azt
mondjuk, hogy L M egy 0sszeadanddja, ha létezik olyan N konvex test
R%-ben, melyre

L+ N =M.

3.9. definicié. Legyen L és M két konvex test R%-ben, ahold > 2. Azt
mondjuk, hogy L szabadon gordiil M-ben, ha M minden x hatdrpont-
jahoz létezik egy olyan y € RY eltoldsvektor, melyre y+ L beliilrél érinti
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M-et x-ben, azaz
rey+ L CM.

Jol ismert (1d. [78, Section 3.2|), hogy tetszéleges L, M konvex tes-
tekre R%ben L pontosan akkor M egy Osszeadanddja, ha szabadon
gordiil M-ben. Vegyiik észre, hogy ebben az esetben M nyilvan tartal-
mazza L egy eltoltjat.

Mi az alabbi forméban igazoltuk a 3.2. sejtést k-AH-csaladokra (0 <
k<d-2).

3.10. tétel (Bezdek-Langi, 2016). Legyen K egy konver test Re-ben,
és legyen K = {K; = o, + K : v; € Ry, > 0, = 1,2,...,n} K
pozitiv homotetikus képeinek eqy k-AH-csalddja valamilyen 0 < k <
d — 2 egészre. Ekkor conv(|JK) szabadon gordil a (3, 7;) K konvex
testben, azaz \p(K) < 1.

Szigortian konvex testekre az el6zG tétel egy erdsebb valtozata is
teljesiil.

3.11. tétel (Bezdek-Langi, 2016). Legyen d > 2 és 0 < k < d — 2,
valamint legyen K egy szigorian konver test Ri-ben. Ha K = {K; =
v+ K 1 € R4 > 0,6 = 1,2,...,n} K pozitiv homotetikus
képeinek eqy k-AH-csalddja, akkor alkalmas xy € R esetén

UIC = Tj* —f-TZ*K = Ki*7
ahol T+ = max{r; | i1 =1,2,...,n}.

Ezt a fejezetet a Goodman-Goodman sejtés két modositott verzioja-
val zarjuk.

3.12. probléma (Bezdek-Langi, 2016). Igazoljuk vagy cdfoljuk, hogy
ha K egy konvezr sikidom, és K K pozitiv homotetikus képeinek egy
NS-csalddja, akkor
2 2
AMK) < -4+ —=.

3.13. probléma (Bezdek-Langi, 2016). Keressik meg a supx A\(K)
mennyiséget minden réogzitett d > 2 értékre, ahol K végigfut az dsszes
Re-beli konvex test dsszes NS-csalddjdn. Specidlisan, létezik olyan c
abszolit (dimenzidtdl fuggetlen) konstans, melyre

sup A(K) < ¢
K

teljestil minden d > 2 esetén?
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Megjegyezziik, hogy a kiozelmultban Akopyan et al. |2] megjavitot-
ta a 3.5. tételben szerepl§ fels§ korlatot d-rél d—;rl—re, mig Polyanskii
[72] igazolta Fejes Toth Lasz1o hires zona sejtésének egy erdsitéseként
Goodman és Goodman euklideszi korrendszerekre vonatkozd eredmé-

nyének egy gémbi geometriai valtozatat.

4. MONOSTABIL POLIEDEREK VIZSGALATA

A monostabil, azaz egy stabil egyensilyi ponttal rendelkezd kon-
vex poliéderek tanulméanyozasa Conway és Guy két 1966-ban felvetett
sejtésével kezddott, melyek szerint tetszéleges (homogén siirtségi)
tetraédernek legalabb két stabil pontja van, de van olyan (homogén
stirtiségii) konvex poliéder, melynek csak egy. Ezen sejtéseket rendre
Goldberg és Guy [42] valaszolta meg 1969-ben, melyben tébbek kozott
megadtak egy 19 lapt monostabil poliéder konstrukcidjat. Ez utdobbi
cikk t6bb monostabil poliéderekre vonatkozé probléméat ismertet, tob-
bek kozott az alabbi harom, Conway altal felvetett probléméat, melyek
Croft, Falconer és Guy [24| megoldatlan geometriai problémakrol szo6lo
konyvében Problem B12 név alatt is megtalalhatoak.

4.1. probléma (Conway-Guy, 1969). Lehet-e egy R3-beli monostabil
poliédernek n-edrendd forgdasszimmetridja valamely n > 2 értékre?

A kovetkez6 probléma el6tt idézziik fel, hogy egy 3-dimenzi6s konvex
test kérmérete a sikokra vett mer6leges vetiileteinek minimalis keriilete.

4.2. probléma (Conway-Guy, 1969). Mi az infimuma a egységnyi kor-
méretd monostabil poliéderek dtmérdjének?

4.3. probléma (Conway-Guy, 1969). Mi azon konvex testek halmaza,
melyek tetszdleges pontossaggal eqyenletesen megkozelithetdek monosta-
bil poliéderekkel? Specidlisan a gomb eleme ezen halmaznak?

Erdemes megjegyezni, hogy a [42] cikk szerint Conway belatta, hogy
forgastest nem lehet monostabil, valamint azt, hogy a cikkben konst-
rualt monostabil poliéder masodrendii forgasszimmetriaval rendelkezik.
A 4.2. probléma megtaldlhato Shephard egy 1968-as problémagytjte-
ményében is [79].

F6 eredményiink az alabbi tétel, ahol a dy (-, -) szimbolum Hausdorff
tavolsagot jelol.

4.4. tétel (Langi, 2022). Tetszdleges n > 3, n € Z és ¢ > 0 esetén
létezik eqy olyan P monostabil poliéder, mely n-edrendben forgdsszim-
metrikus, és melyre dy (P, B?) < ¢ teljesiil.
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Vegylik észre, hogy a 4.4. tétel valaszt ad a 4.1. problémara, és meg-
oldja a 4.3. probléma gdémbre vonatkozo részét is. Emellett konnyen
levezethetd bel6le a 4.5. kévetkezmény, mely megvélaszolja a 4.2. prob-
lémat. A kovetkezményben a K C R? konvex test &tmérdjét és kormé-
retét rendre diam(K) és g(K) jeloli. Az értelmezéséhez megjegyezziik,
hogy az egységnyi korméreti konvex testek csaladjan beliil az atmérs
az % atmérGjd gomb esetén minimaélis.

4.5. kovetkezmény (Langi, 2022). A &Z(LFS)P) hdnyados infimuma a
monostabil poliéderek csaldadjdn %

A 4.4. tétel igazolasa egy altalanos approximacios tétel, mely a sa-
jat jogan is érdekes lehet. Ennek kimondasahoz vezessiik be az (S, U).
jelolést az S stabil és U instabil egyenstlyi ponttal rendelkezd, azon
sima testek csaladjara, melyre igaz, hogy barmely egyenstlyi pontjuk-
ban a hatarfeliiletiik Gauss-gorbiilete pozitiv. Emellett az S stabil és
U instabil egyensilyi ponttal rendelkez6 konvex poliéderek csaladjat
(S,U),-vel fogjuk jelolni. Ha egy test stlypontja az origo, akkor a
testet centrdlt testnek fogjuk hivni.

4.6. tétel (Langi, 2022). Legyen ¢ > 0, S,U > 1 tetszdlegesek, és
legyen G az O(3) ortogondlis csoport eqy telszdleges részesoportja. Ek-
kor tetszdleges K € (S,U). centrdlt, G-invaridns konvex test esetén
létezik eqy P € (S,U), centrdlt, G-invaridns konvex poliéder, melyre
dH(K, P) < €.

A fenti tétel kapcsan megjegyezziik, hogy az a tény, hogy egy nem-
degeneralt konvex poliéder tetszGleges pontossaggal kozelithet6 egy u-
gyanannyi egyenstlyi ponttal rendelkezd nemdegenerdlt sima testtel,
folklor formajaban jelenik meg a szakirodalomban. Méasrészt viszont
a [28] cikkbeli eredmény mutatja, hogy az allitdis megforditdsa nem
trivialis: egy konvex test hatarat tetszéleges paraméterezés mellett ek-
vidisztans felosztast hasznélva kozelitve egy poliedrikus feliilettel, a
kapott feliiletnek altalaban szigortian tobb egyensilyi pontja van, mint
az eredeti konvex testnek.

Végiil, habar az eredeti Gombdc nem C?-osztalyt az egyensilyi pont-
jaiban, a [29] cikkben belattuk, hogy az (1,1). osztaly nem iires. Igy
a 4.6. tételt felhasznalva egybdl megkapjuk az alabbi, egy a [27| cikk-
ben felvetett dijhoz kapcsolodo eredményt.

4.7. kévetkezmény (Langi, 2022). Van olyan nemdegenerdlt konvex
poliéder, melynek pontosan eqy stabil és eqy instabil pontja van.
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5. KOMPAKT HALMAZOK MINKOWSKI ATLAGA TERFOGATANAK
MONOTONITASA

Tsmert, hogy az A[k] = 3.7, A jeloléssel tetszoleges A ¢ R? kom-
pakt halmazra, az {{A[k]}, ., halmazsorozat hatérértéke, Hausdorff
tavolsagra nézve, A konvex burka. Ezen fejezet célja Bobkov, Madi-
man, Wang |14] alabbi sejtésének vizsgalata, melyben a fenti sorozat
elemeinek térfogatat hasonlitjak ossze.

5.1. sejtés (Bobkov-Madiman-Wang, 2011). Legyen A egy R4-beli kom-
pakt halmaz valamely d € N egészre. Ekkor a

{wﬂ(amﬂA)\(%A%O)}hﬁ

halmaz (nem feltétlen szigorian) monoton csékkend, vagy ekvivalens

maodon, a
{Vol (lA[k]) }
k k>1

sorozat monoton novekvd.

Atfogalmazva, ez a sejtés azt kérdezi, hogy igaz-e tetszéleges k > 1
egészre és A C R? kompakt halmazra, hogy

(6) vd(%A%D:iwﬂ(E%TA%+lo.

A fenti egyenl6tlenség trividlisan igaz minden A kompakt halmazra k =
1 esetén, mivel A C $A[2]. Ugyanilyen modon konnyt monoton részso-
rozatokat taldlni ebben a sorozatban, pl. {vol(5=A[2™])}>0. Mésrészt
gy tdnik, hogy mér az elsé nemtrividlis eset, azaz a vol (3A4[2]) <
vol ($A[3]) egyenlStlenség igazolasa is 1j eszkozoket igényel. Az 5.1.
sejtést részben megoldotték a [38, 39| cikkekben, ahol a szerzdk, a [48]
cikkbeli modszert kovetve, igazoltak a sejtést minden 1-dimenzios kom-
pakt halmazra, de talaltak ellenpéldat R%ben minden d > 12 esetén.

5.2. definicié. Az S C R? nemiires halmaz csillagszerd a p pontra
nézve, ha tetszéleges q € S esetén [p,q] C S.

A {6 eredményiink az alabbi:

5.3. tétel (Fradelizi, Langi, Zvavitch, 2022). Legyen d > 2 és k >
max{2, (d—1)(d—2)} tetszdleges egész. Ekkor barmely S C R? kompakt,
csillagszerd halmazra

wﬂ(E%TS%+10;zwﬂ(%S%0.
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A fenti egyenldtlenségben pontosan akkor van egyenldség, ha dim(S) <
d, vagy ha +S[k] = conv(S).

Erdemes megjegyezni, hogy a |38, 39| cikkekben bemutatott ellen-
példa csillagszer( halmaz, igy az 5.3. tétel ezen konstrukcié ellenpont-
jaként tekinthets. Az 5.4. tételben Osszefiiggs, kompakt, sikbeli hal-
mazokra vizsgaljuk az 5.1. sejtés érvényességét.

5.4. tétel (Fradelizi, Langi, Zvavitch, 2022). Legyen k > 2. Legyen K
eqy konvex sikidom, és legyen F = {F; : i € I} pdronként diszjunkt,
nyilt topologikus lemezek eqy csalddja, melyekre ha F; Nbd K # () va-
lamely © € I-re, akkor F; N bd K egy osszefiiggd gorbe, és F; konvex.
Legyen X = K\ (U;e; F5). Ekkor

M%(%ﬂﬁ)ﬁM%(E%TX%+H>.

5.5. megjegyzés (Fradelizi, Langi, Zvavitch, 2022). Megkérdezhetjiik,
hogy az 5.3. tétel dllitasa igaz marad-e, ha térfogat helyett tetszdleges
mds mértéket vizsgdlunk. A wdlasz erre a kérdésre nemleges. Valo-

ban, tekintsik a p(K) = vol(K N C) mértéket, ahol C = [—1, ﬂ{ és
S = U?Zl[o, eil, ahol ey, es, ..., eq a szokdsos ortonormdlt bazis vekto-
rat. Ekkor nyilvdn

u(iﬁp@):%ﬂd@n>u(%ilﬂ%+u).

5.6. megjegyzés (Fradelizi, Langi, Zvavitch, 2022). Az 5.3. tétel dl-
litasa nem marad igaz még tetszdleges sikbeli forgdsszimmetrikus mér-
tékek esetén sem: k tetszileges értékére van olyan S C R? kompakt
csillagszerd halmaz, melyre vol (1S[k] N B?) > vol (75Slk +1]NB?).
Ennek beldtasihoz vehetjik az S = [o,e1] U [0, ea] halmazt, és az aldbbi
mértéket: jelolje E azt az o-szimmetrikus ellipszist, mely tartalmazza az
(1—1/k,0) és (1 —2/k,1/k) pontokat. Elemi szdmoldssal adddik, hogy
ebben az esetben vol (1 S[k] N E) = 1 vol(E). Mdsrészt, az %HS[k + 1]
halmaz (1 —2/(k+1),1/(k+ 1)) hatdrpontja E belsejébe esik, melybdl
vol (77 Sk + 1] N E) < {vol(E) kévetkezik. Most ha f : R* — R? az
a linedris transzformdcid, melynél E képe B2, akkor f(S) kielégiti a
megkivant feltételeket.

Csillagszert halmazokat és a [39] cikkbeli 6tleteket hasznéalva meg-
cafolhatjuk az 5.1. sejtés alabbi, [14] cikkbeli altalanosabb valtozatat
is.
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5.7. sejtés (Bobkov, Madiman, Wang, 2011). Tetszdleges k > 2 egész
és Ay, Ay, ..., Appr RA-beli kompakt halmazok esetén,

k+1 1/d | 1/d
vol (Z Ai> > z Z vol (Z Aj> )
=1 i=1 Ve
Specidlisan, k = 2 esetén,

(7) vol(Ay + Ay + A3)'/* >
Z % (VOI (Al + Ag)l/d + vol <A1 + Ag)l/d + vol (AQ + Ag)l/d) .

A fenti sejtés konvex halmazokra trividlisan teljesiil. Emellett (7)
igaz, ha A; = Aj konvex. Valoban, ebben az esetben (7) ekvivalens a

vol (Ay + Ay + A3)Y4 > vol (A)Y? 4 vol (A; + Az)"*

egyenlGtlenséggel, ami kdvetkezik a Brunn-Minkowski egyenlGtlenség-
bél |78].

A [39] cikk szerzd6i belattak, hogy az 5.7. sejtés igaz R-ben. Minthogy
az 5.7. sejtésbdl kovetkezik az 5.1. sejtés, az elGbbi is hamis, ha d > 12,
a |38, 39| cikkek miatt. Megmutatjuk, hogy az 5.7. sejtés hamis R%ben
mar d > 7 esetén is.

5.8. allitas (Fradelizi, Langi, Zvavitch, 2022). Tetszdleges d > 7 egész-
re léteznek Ay, As, A3 C R? kompakt, csilagszerd halmazok, melyekre a

vol (Al + Ay + Ag)l/d <
1
< 5 <V01 (Al + Ag)l/d + vol (Al + Ag)l/d + vol (AQ + Ag)l/d)
egyenldtlenség teljestil.

6. HAROM-DIMENZIOS PARALLELOEDEREK

Néhéany definicioval kezdjiik. Ha K = {K;, Ks, ..., K, ...} halma-
zok egy megszamlalhat6 csaladja, melyre UKieIC K; = R4, és K eleme-
inek belsejei paronként diszjunktak, akkor azt mondjuk, hogy K egy
kitoltés vagy mozaik, és IC elemei a mozaik celldi. A mozaik konvez, ha
K elemei konvexek. Kozismert, hogy egy konvex mozaik cellai konvex
politépok.

A 3-dimenzids paralleloéderek, azaz azon 3-dimenzios konvex poliéde-
rek, melyek eltoltjaival az R? euklideszi tér kitolthets, a legismertebb
konvex poliéderek kozé tartoznak. Ennek ellenére, Hales hires bizonyi-
tasatol eltekintve, melyben belatta a Kepler sejtést, és amely mellé-
kesen azt is igazolja, hogy adott térfogati 3-dimenzids paralleloéderek
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kozott a szabalyos rombikus dodekaéder beirhaté gémbjének sugara
maximalis, nincs ismert izoperimetrikus egyenl6tlenség 3-dimenzids pa-
ralleloéderekre.

(1)

3. abra. A 3-dimenzios paralleloéderek kombinatorikus tipusai. (1) Pa-
rallelepipedon. (2) Kézéppontosan szimmetrikus hatszog alaptt hasab.
(3) Rombikus dodekaéder. (4) Hosszitott rombikus dodekaéder. (5)
Csonkolt oktaéder.

A [60] cikk f6 célja a 3-dimenzios paralleloéderek egy 1j reprezen-
tacidjanak az ismertetése, melyet alkalmazva igazoljuk a 6.1. tételt.
A tétel ismertetése elott idézziik fel, hogy egy R%beli K konvex test
u € ST drdnyid width, (K) szélessége az u-ra merdleges két tamaszhi-
persikjanak tavolsaga, mig dtlagszélessége

1

mwidth(K) = d_/ width, (K) du,
KRd Jsgd—1

ahol drg az S%! gombfeliilet felszine. Ezen mennyiséggel kapcsolat-
ban érdemes megjegyezni, hogy egy 3-dimenziés K konvex test esetén
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a Steiner-polinomban (1d. (2)) megjelené V;(K) és Vo(K) belss térfo-
gatokra

1
surf(K) = 2V5(K) és mwidth(K) = 5‘/1(}()
teljestil, ahol surf(K) jeloli K felszinét.

6.1. tétel (Langi, 2022). Az eqységnyi térfogati 3-dimenzids parallelo-
éderek kézt a szabdlyos csonkolt oktaéder dtlagszélessége minimdlis.

A bizonyitas két 1épésbdl all. Az els6 lépésben belatjuk, hogy ha
egy fenti P paralleloéder atlagszélessége nem csOkkenhet egy egység-
nyi determinanst linearis transzformacio alkalmazasakor, akkor a hat
generald vektor ugynevezett felszini izotropikus helyzetben van. A méa-
sodik 1épésben pedig az ezen feltételt kielégité paralleloéderek kozott
meghatarozzuk a minimélis atlagszélességl elemeket.

A fenti eredményhez kapcsoloddéan megemlitjiik Lord Kelvin hires
1887-es sejtését 58], mely szerint egységnyi térfogati cellakbol allo
mozaikok k6zott minimalis felszinti mozaikot kaphatunk, ha egy szaba-
lyos csonkolt oktaéder cellakbol all6 racs cellait alkalmas moédon enyhén
deformaljuk. Habar a sejtést Weaire és Phelan 1994-ben cafolta [87],
a probléma azota is intenziv kutatas targya. Ennek ellenére a szer-
z6 tudomasa szerint nincs a mozaikoknak olyan részcsaladja, melyben
Kelvin probléméajat megoldottak volna. Ez a motivacioja az aldbbi
sejtésnek [11], melyet a [60] cikk szerzGje tjra megfogalmazott.

6.2. sejtés (Bezdek, 2006). Az egységnyi térfogati 3-dimenzids paral-
leloéderek kézt a szabdlyos csonkolt oktaéder felszine minimdlis. FEk-
vivalens mdodon, azon R3-beli mozaikok kézitt, melyek celldi eqy adott
eqységnyi térfogati konvex test eltoltjai, azon mozaikok felszine mini-
mdlis, melyek celldi szabdlyos csonkolt oktaéderek.

Megjegyezziik, hogy a 6.1. tétel bizonyitasdnak modszere részben
alkalmazhatd a 6.2. sejtés vizsgalatara is, de technikai nehézségek miatt
a sejtés teljes megoldasa egyelére még varat magara.

7. IZOPERIMETRIKUS PROBLEMAK ZONOTOPOKRA

Egy elegans, egyszert formula 1étezik egy zonotop térfogatara a ge-
neralod szakaszok fiiggvényében; ezt a képletet rendszerint McMullen-
nek [68]| vagy Shephardnak [80] tulajdonitjak, és konnyen adodik egy
|80] cikkbeli, zonotopok felbontasara vonatkozé tételbsl. A [44] cikk-
ben ezt a képletet a szerzGk kiterjesztették olyan zonotopokra, melyek
dimenzi6ja kisebb, mint a teljes tér dimenzidja. Egy integralgeomet-
riai megkozelitést hasznalva, Brazitikos és McIntyre [22] egy nemrég
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megjelent cikkiikben ezen formula egy altalanositasat publikéltak egy
zonotop tetszéleges bels térfogatara.

El6zetes eredményként Shephard felbontasi tételének egy altalanosi-
tasat igazoljuk, mellyel Gjra levezetjiik a [22]-beli formulat zonotopok
belsé térfogataira. Ezt az eredményt zonotopokra vonatkozo izope-
rimetrikus egyenlGtlenségek igazolasara fogjuk alkalmazni. Két tipu-
st zonotoppal fogunk foglalkozni: d vagy d + 1 szakasz altal generalt
R%beli zonotépokkal, valamint olyan n szakasz altal generalt R%beli
zonotopokkal, ahol n > d.

A fenti probléma két alkalmazésat is bemutatjuk. Az els§ az un.
C,-polarizdcids probléma, melyrdl informaciot pl. az [5, 71| cikkekben
talalunk. A masik a jol ismert Maclaurin-egyenlGtlenség [13] egy Bra-
zitikos and McIntyre [22] 4ltal javasolt altalanositéasa.

El6szor az eredmények ismertetéséhez sziikséges jeldlést és fogalma-
kat targyaljuk. Adott vy, vs,...,v4 € R? vektorokra az ezen vekto-
rokbol, mint oszlopokbol all6 d x d-es méatrixot [vy,vs,. .., v,]-nel je-
16ljik. A vizsgalatunkban megkiilonboztetiink egyes specidlis tulaj-
donséagot kielégité zonotopokat. Konkrétabban, ha egy zonotép Osszes
generalo vektora egyenld hosszi (vagy egységnyi hosszt), akkor azt
mondjuk, hogy a zonotop egyenld élhosszi (vagy egységnyi élhosszi).
Erdemes észrevenni, hogy eltolds erejéig minden Z zonotop felirhato
Z =37 |o,p;] alakban alkalmas p1, pa, ..., p, € R? vektorokra. Ekkor
azt mondjuk, hogy Z = Y7 [0, p;] kanonikus alakban adott. Nyilvan
egy fenti alakban adott Z zonotép pontosan akkor o-szimmetrikus, ha
> or, pi = o; ekkor azt mondjuk, hogy Z-nek centrdlt kanonikus alakja
van. Az n szakasz altal generdlt R-beli zonotopok csaladjat Zg,-nel
jeloljiik.

Legyen d > 2, ¢és tekintsiink egy Z = Y . [0, p;] zonotopot, ahol
p; € R? ¢ minden értékére. Legyen PZ = {pi,...,pn}, és minden
0 < k < d egészre jeldlje PZ a PZ halmaz k-elemt, linearisan fiiggetlen
vektorokbol 4ll6 részhalmazainak halmazat. Emellett minden I € PZ
halmazra k > 1 esetén, legyen P(I) = > ._;[o,pi], és a tovabbiak ked-
véért kiterjesztjiik ezt a jelolést a k = 0 esetre tigy, hogy P(0) = {o} le-
gyen, melyet egy O-dimenzios parallelotopnak tekintiink. Vegyiik észre,
hogy barmely I = {i1,4a,...,ix} € PZ esetén P(I) k-dimenzios térfo-
gata Vi (P(I)), mely egyenls a p;, vektorok kiils szorzatanak hosszéaval
[22], azaz Vi(P(I)) = |pi, A piy A ... A pi,|. Emellett minden P([) pa-
rallelotopra, ahol I € PZ, bevezetjiik a B-(I) = B N (aff(P(I)))"
és SH(I) = S¥ N (aff(P(I)))" jeloléseket, ahol (aff(P(I)))" jeldli
aff(P(I)) ortogondlis komplementumat. Végiil egy K konvex test egy
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felbontdsan paronként nem atfedd konvex testek véges csaladjat értjiik,
melyek unidja K.

7.1. tétel (Joos, Langi, 2023). Az el626 bekezdés jeloléseivel tetszdleges
t >0 esetén a Z + tB¢ halmaz felbonthaté pdronként nem dtfedd X +
tBx konvex testek véges F, csalddjdra, ahol

(1) X +tBx € F; esetén X egy P(I) parallelotop eltoltja, melyre
I € PZ alkalmas 0 < k < d egészre, és Bx C B*(I) az origd o
és eqy SH(I)-beli, gombi konvex, kompakt halmaz eltoltja;

(2) ha minden 0 < k < d és I € P? esetén Fy(I) jeloli az Fz
csaldd azon X + tBx elemeinak halmazdt, ahol X P(I) egy
eltoltja, akkor {Bx : X +tBx € Fz(I)} a B(I) gémb egy
felbontdsa.

A 7.2. kovetkezmény megtalalhato a [22] cikkben is.

7.2. kovetkezmény (Joos, Langi, 2023). Bdarmely Z = [0, pi]
zonotdpra Ri-ben és 0 < k < d egészre, Z k-adik belsd térfogata

(8) ViZ)= > I AP A Al

1< <9< .<ip<n

Tetsz6leges p > 0 valos és w, = {21, T,...,7,} S L-beli multihal-
maz esetén w,, {,-polarizdcioja alatt a

M,(w,) = max {Z [z, u)]P - u € Sd_l} :
i=1

mennyiséget értjik. A
MP(S*') = min { M, (w,) : w, CS*'}

kifejezés értékét az STt gomb (,-polarizdcids (vagy Csebisev) konstan-
sdnak nevezziikk. A gémbi /,-polarizacios problémaban arra keressiik
a valaszt, hogy mennyi az MP(S?!) konstans értéke p és d minden
értékére.

Ha Z = Y"1 [0, ;] egy zonotop R%-ben, akkor

n
g EiT;
i=1

vagy ekvivalens modon, a tamaszfiiggvényt hasznalva:

(10) Cr(Z):%max{ZKu,xiH:uGSd_l},

9)  a(2)= %max {

i € {—1,1},2':1,2,...,71},
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ahol cr(Z) jeloli a Z zonotop koréirhatéo gombjének (azaz a legkisebb,
Z-t tartalmaz6 gémbnek) a sugarat. Igy S ¢;-polarizacios konstan-
sa kétszerese az n egységnyi hosszi szakasz altal generalt zonotopok
koréirhatd gémbjei minimalis sugaranak. Egy zonotop atlagszélessége
a generalo vektorok dsszhosszanak egy skalarszorosa. Igy ezt a problé-
méat megfogalmazhatjuk gy, mint az n szakasz altal generalt, egységnyi
élhosszi zonotopok koréirhato gémbjei minimalis sugardnak meghata-
rozasat. Specialisan a (9) és (10)-beli kifejezések egyenlGségét az [5]
cikk Proposition 3 néven igazolja a Lagrange modszer segitségével.

A tovabbiakban a of (21,...,2,) = Zl§i1<i2<‘..<ik§m Ti\ Ty . .. Ty,
jelolést vezetjiik be az x, xo, ..., x,, viltozokon értelmezett k-adik ele-
mi szimmetrikus fliggvényre. Az aldbbi, Maclaurin egyenlGtlenség né-
ven ismert allitas megtalalhato pl. a [13] konyvben.

7.3. lemma (Maclaurin-egyenl6tlenség). Legyenek 1 < k < m egészek,

€8 x1,..., Ty > 0 pozitiv valds szamok. Ekkor
1

1 1
(affl(xl,xg,...,xm)>k - (Urlfjl(ﬁl,{l?g,...,Im)) i
m — m ?

(%) ()

ahol egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha minden x; eqyenld.

A fenti egyenlStlenség egy vektorokra vett altalanositasara fogalmaz-
tak meg egy sejtést a szerzék a [22| cikkben.

7.4. sejtés (Brazitikos, McIntyre, 2022). Legyenck x1, s, ..., v, € R?
vektorok, ahol 1 < d < n. Ekkor birmely p € [0,00] és 2 < k < d
esetén

1

(11) (Zl<i1<...<ik<n|$i1n/\ Tig N\ oo A xlk|p> Pk .
(;)
1
(Zl<il<m<ik1<"‘m“ NTip N Ny, ‘p> PO

)

ahol egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha n = d és a vektorok egy
ortonormadlt bdzist alkotnak.

<

A |22] cikk szerz6i igazoltak ezt a sejtést p = 0 és p = 0o, p = 2 és
n =d, valamint p =1, n =d és k = 2,3, d esetén. Megmutattak azt is
(1d. a 7.2. kovetkezményt), hogy ha p = 1, a (11)-beli egyenlGtlenség
két oldalan levs tortek szamlaloi megegyeznek a > . [o, z;] zonotop
k-adik és (k — 1)-edik bels6 térfogataival, ami mutatja, hogy a 7.4.
sejtés ezen esete kozvetleniil zonotopokra vonatkozo izoperimetrikus
problémékhoz vezet.
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A Z;q csalad elemeit parallelotopoknak, mig a Z; 441 csalad ele-
meit rombikus dodekaédereknek nevezziik [10]. Ezeket a csaladokat
rendre Z,-vel és Z,4-vel fogjuk jelolni. A fejezet elsé részében ezen zo-
notopokra vonatkozo izoperimetrikus egyenlétlenségeket mutatunk be.
Megjegyezziik, hogy ha a p; € R% i = 1,2,...,d + 1 vektorok egy o
kozépponti szabalyos szimplex csucsai, akkor a Z = Zjill [0, pi] zono-
top egy szabdlyos rombikus dodekaéder. Egy R3-beli szabalyos rombi-
kus dodekaéder eltoltjai egy lapcentralt kockaracs Voronoi cellai. Igy
Hales [51] hires eredménye szerint, melyben igazolta a Kepler sejtést,
az R3-beli, egységnyi beirhat6 sugart rombikus dodekaéderek kozitt a
minimalis térfogatiak a szabalyos rombikus dodekaéderek. Hales ered-
ményének ezen kovetkezményét egy erésitése talalhato a [10] cikkben,
melyet a teljesség kedvéért kozliink. Ehhez vezessiik be az ir(-) jelolést
egy halmaz beirhaté gémbje sugaranak, azaz a halmaz altal tartalma-
zott valamelyik legnagyobb sugari gémb sugaranak jeldlésére.

7.5. tétel (Bezdek, 2000). Legyen 1 < k < d tetszbleges. Az R%-beli
eqységnyt beirhatd sugarid rombikus dodekaéderek kézétt a szabdlyosak
k-adik belsd térfogata minimdlis.

A tovabbi vizsglatunkhoz valasztunk egy Z*® € Z, kockit és egy
Z'® € Z,q szabalyos rombikus dodekaédert.

7.6. tétel (Joos, Langi, 2023). Legyen 1 < k < d — 1. Ekkor minden
Z; € Z; zonotdpra, melyre Vy(Z;) = Vo(Z°®) teljesiil, ahol i € {p,rd},
190z a

Vi(Zi) > Vi(Z;"®)

egyenldtlenség. Ittt egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha Z; és Z;®
eqybevagoak. Tovdabbd teljesiil a

cr(Z;) > er(Z;°®).
egyenlitlenséy.
A 7.7. kovetkezmény az el6z6 két tétel kombinaciojabol adodik.

7.7. kbvetkezmény (Joos, Langi, 2023). Minden Z; € Z; zonotdpra,
ahol ir(Z;) = ir(Z;®) és i € {p,rd}, igaz a

cr(Z;) > er(Z;®)

egyenldtlenség, és egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha Z; és Z;°®
egybevdgoak.

A 7.6 tétel bizonyitasanak modszerét alkalmazva adodik az alabbi
allitas.
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7.8. megjegyzés (Joos, Langi, 2023). Legyen 11, xo, ..., z, € RY, ahol
d<n<d+1. Ekkor barmely 1 < k < d esetén

1

<21§i1<...<ik§n|$i1 Ny NN xlk‘) k N

oy =z
(%)

>

1

(Zl§i1<...<id§n‘xil NZiy N0 A mld‘) d
n )
(2)

és equenldség pontosan akkor dll fenn, ha n = d, és a vektorok pdron-

ként merdlegesek és eqyenld hossziak, vagy a linedris burkuk dimenzidja

legfeljebb k — 1. Tovdbbd barmely p > 1 esetén igaz a

1

A : i Axi, A Axg [P\

<21§11<<Zk§d| 1n 12 Zk’ ) 2 |:L’1 /\ T /\ o /\ I‘d|§
(%)

egyenldtlenség, ahol eqyenldség pontosan akkor dll fenn, ha a vektorok

pdronként merdlegesek és eqyenld hossziak, vagy a linedris burkuk di-
menzidja legfeljebb k — 1.

Minden S C R? szimplex, 1 < k < d — 1 egész, és m € R valos
szam esetén jelolje g;'(S) S k-dimenzios lapjai térfogatai m-edik hat-
vanyainak Gsszegét. Tanner [84] igazolta, hogy ha 2 < k < d — 1 és
m € (0,2], azok Rébeli S szimplexek kzt, melyre ¢g3(S) egy rogzitett
értéket vesz fel, gp*(S) pontosan akkor maximalis, ha S szabélyos. Ko-
vetkez§ eredményiink a 7.9. allitas, melyet Tanner fenti eredményének
analogonjaként gondolhatunk. Ez az eredmény a 7.6. tétel bizonyita-
sanak természetes modositasaval igazolhato.

7.9. allitas (Joos, Langi, 2023). Legyenek 1 < k < d — 1 egészek, és
m > 1 valds. Ekkor tetszéleges Re-beli, eqységnyi térfogatii S szimplexre
gt (S) pontosan akkor mazimdlis, ha S szabdlyos.

A kovetkez§ tételek zonotopok atlagszélességével foglalkoznak.

7.10. tétel (Joos, Langi, 2023). Ha Z € Z, kielégiti az mwidth(Z) =
mwidth(Z3%®) feltételt, akkor cr(Z) > cr(Z5®), és egyenldség pontosan
akkor dll fenn, ha Z eqy kocka.

7.11. tétel (Joos, Langi, 2023). Legyen d > 2 és Z.3% = Zf;l [0, q;].
Ekkor barmely Z = Zj;l [0,pi] € Z.q esetén, ha van centrdlt kanonikus
alakja és mwidth(Z) = mwidth(Z,3®), akkor

(12) cr(2) = er(Z,g%),
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ahol egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha Z és Z. & egybevdgdak.

Emellett, ha d pdratlan, akkor van olyan Z' = Ef:ll[o,p;] rombikus

dodekaéder, melyre mwidth(Z") = mwidth(Z#) és cr(Z') < cr(Z.3%).
7.12. allitas (Joos, Langi, 2023). Tetszbleges Z € Z, esetén, ha

mwidth(Z) = mwidth(Z5®), akkor Vo(Z) < Va(Z8), és egyenldség
pontosan akkor dll fenn, ha Z eqy kocka.

7.13. tétel (Joos, Langi, 2023). Legyen Z.3% = Zf;l l0,qi], ahol ¢; €

St minden i-re. Ekkor, ha Z = Zf;l [0, pi] egqy rombikus dodekaéder,
melyre p; € S minden i-re, akkor

Va(Z) =2 Va(Z:°),
és eqyenldséq pontosan akkor dll fenn, ha Z szabdlyos.

7.14. definici6. Legyen Z = > [0, pi] egy R¥-beli zonotdp, és legyen

a>0. A
VialZ) = 2: VP, ..., i)
1<i1<12<...<ip <n
mennyiséget Z teljes a-hatvanya k-térfogatanak nevezziik.
A koévetkezs eredményiink egy altalanositott izoperimetrikus egyen-

I6tlenség rombikus dodekaéderek teljes négyzetes k-térfogatara. Megje-
gyezziik, hogy hasonlo allitas talalhato a [22| cikkben parallelotopokra.

7.15. tétel (Joos, Langi, 2023). Legyen Z egy Re-beli rombikus dode-
kaéder. Ekkor tetszdleges 1 < k <m < d esetén a

(Via(2))™

(Vm,Z(Z))k
mennyiség pontosan akkor minimadlis, ha Z szabdlyos.
7.16. tétel (Joos, Langi, 2023). Legyenn > d és legyen Z = 3 [0, ;]
eqy zonotop Ri-ben. Ekkor bdrmely 1 < k < d esetén

1

VoD (Vera(2)\ ™
( ® ) 2( ) ) |

és eqyenldség pontosan akkor dll fenn, ha n = d és Z eqy kocka, vagy
ha Z dimenzidja legfeljebb k — 1.

Idézziik fel, hogy tetszbleges d > 2 és n > d esetén Z;, jeloli a
d-dimenzioés, n szakasz altal generalt zonotopok csaladjat. A kovetke-
z6kben elegendGen sok szakasz altal generalt zonotopokra vonatkozod
izoperimetrikus problémakat vizsgalunk. Erdemes megjegyezni, hogy
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mivel az euklideszi gdmb tetsz6legesen jol megkozelithetG zonotdépok-
kal, és sok izoperimetrikus probléma megoldasa az euklideszi gémb, az
altalunk vizsgalt problémak szorosan kapcsolédnak ahhoz a kérdéshez,
hogy egy euklideszi gébmb milyen pontossiggal kozelithetd meg adott
szamu szakasz altal generalt zonotéppal. Az utobbi probléméat a szak-
irodalomban alaposan vizsgaltak, azon kérdés kapcsan, hogy legalabb
hény iranyban kell egy konvex test meréleges vetiiletének a térfoga-
tat megmérni ahhoz, hogy a felszinét adott ¢ hiban beliil meg tud-
juk becsiilni. A sziikséges iranyok szamanak nagysagrendjét a legtobb
dimenzidéban Linhart, Bourgain, Lindestrauss, Milman and Matousek
|9, 65, 19, 21, 67] munkaja eredményeként sikeriilt meghatarozni. Konk-
rétabban, ismert, hogy ha d > 2, akkor 1éteznek ¢; = ¢1(d) és co = ¢2(d)
csak dimenziotol fiiggs konstansok az alabbi tulajdonsaggal: ha béar-
mely € > 0 esetén N (e) jeloli a legkisebb n szamot, melyre 1étezik olyan
7 € Z4, zonotop, amely kielégiti a B¢ C Z C (1 + ¢)B? tartalmazési
relaciokat, akkor

(13) 016% < N(e) < { 025%’ ha d =2 vagy d > 5,

(=1
co (e7%|loge|) &2 | egyébkeént.

Emellett Bourgain és Lindestrauss [20] igazolta, hogy a (13) jobb olda-
lan szerepld gyengébb korlat megvalosithato egyenls élhosszi zonotop-

pal is, azaz van olyan n < ¢y (¢72|log 8|)% egyenld hosszi szakaszok
altal generalt Z zonotop, melyre B C Z C (1 + ¢)B? teljesiil.

Ugyanugy, ahogy a fenti probléménal, a d dimenziot rogzitett pa-
raméternek, és a szakaszok n szamat valtozonak tekintjik. Tovabba
bevezetjiik az

- —vi(;:lf_gz, ha d = 3 vagy d = 4,
an) = ' had=2vagyd>5

12
n2d—-2

jelolést.
Elsg eredményiink (13) kozvetlen kovetkezménye.

7.17. tétel (Joos, Langi, 2023). Legyen d > 2 rdgzitett. Ekkor léteznek
olyan pozitiv ¢ = c¢(d) és C = C(d) csak dimenziotdl fiiggd konstansok,
melyekre barmely n > d + 1 esetén

c . [ex(Z)
(14) oz < mm{ir(Z) —-1:Z¢€ de} < CUy(n).

Az alabbiakban hasonlé problémékat vizsgalunk.
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7.18. tétel (Joos, Langi, 2023). Legyen 1 < i < d. Ekkor van olyan
C = C(d) esak dimenzidtdl figgd pozitiv konstans, hogy elegendden
nagy n esetén

4i [ Vi(Z) .
2 < mm{Vi(Bd) —1:Z € 2Z4,,ir(2) = 1} < CUy(n).
7.19. tétel (Joos, Langi, 2023). Legyen 1 < i < d. Ekkor van olyan
C = C(d) csak dimenzidtol fiiggd pozitiv konstans, hogy elegendden
nagy n esetén

21 . Vi(Z)
e < mln{l "B 1 Z € Zgp,cr(Z) = 1} < CUq4(n).
7.20. tétel (Joos, Langi, 2023). Legyen 1 <i < k < d. FEkkor vannak
olyan c = ¢(d) és C = C(d) csak dimenzidtdl fiiggd pozitiv konstansok,
hogy elegendden nagy n esetén

=

_ (B
(Vi(B))*

) (Vi(2))
Gy = min
4d

nod (Vi(2))

=10

7 € de <

B Y e L

(15)

Emellett van olyan csak d-tél fiiggd ¢ > 0 konstans, melyre

1 1
a1 Vo Bd d—1
< min (Va-1(2))? - ( a1 )) 14 € Zqy

(Va(Z))i (Va(B))7

c

(16)

n2
Az el6z6 tételben szerepld tortek némileg atrendezett kiilonbségére

vonatkozik a 7.21. megjegyzés.

7.21. megjegyzés (Joos, Langi, 2023). Megjegyezziik, hogy ha Zy €
Zan kielégiti az ir(Zy) = 1 feltételt és

Vi(Zo) = min{Vi(Z) : Z € Z4,,ir(Z) =1},
akkor a 7.18. tétel miatt minden 1 <1 < k < d esetén

o (ian) - (ian) = (Fimh) - <cvan

alkalmas C' > 0 konstansra, és elegendden nagy n értékre.

Az ismertetett eredményekre vonatkozén néhany megoldatlan kér-
dést fogalmazunk meg.

7.22. probléma (Joos, Langi, 2023). Igaz, hogy eqy egységnyi térfogati
Z rombikus dodekaéder kéréirhato gombjének sugara pontosan akkor
minimdlis, ha Z szabdlyos?
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7.23. probléma (Joos, Langi, 2023). Legyen 1 <
meg azon Z € Z4441 zonotdpokat, melyekre cr(Z)
k-adik belsd térfogatuk van.

k < d. Keressik
=1 és maximdlis

Megjegyezziik, hogy a 7.23. probléméban, a 7.6. tétel miatt Z egy
szabdalyos rombikus dodekaéder ha k = d, és a 7.11. tétel miatt Z nem
szabalyos, ha k =1 és d paratlan.

7.24. probléma (Joos, Langi, 2023). Igazoljuk vagy cdfoljuk, hogy
minden 1 < k < d esetén az mwidth(Z) = 1 feltételt kielégitd Z €
Z4.d+1 2onotopok koziétt a mazimdlis k-adik belsd térfogattal rendelkezd
zonotopok szabdlyosak.

7.25. probléma (Joos, Langi, 2023). Keressiik meg a 7.18-7.20. téte-
lekben szerepld mennyiségek pontos nagysdgrendjét.

8. EGY NORMALT TEREKRE VONATKOZO ROGERS-SHEPHARD
JELLEGU KERDES

Legyen K C R? egy konvex test. Ekkor, ha valamely z € R? ese-
tén K N (z + K) nem iires, akkor a conv(K U (x + K)) konvex testet
K egy eltoldsi testjének hivjuk. Rogers és Shephard [77] egy 1958-as
eredménye meghatarozta a

1
vol(K)

mennyiség minimumat és maximumat az R%beli konvex testek csa-
ladjan. Sejtésiiket azon konvex testekre vonatkozoan, melyre ezen két
mennyiség valamelyike felvétetik, csak 2006-ban oldotta meg Martini
és Mustafaev 66| (1d. még a |41] cikket egy egyszertibb bizonyitasért).

Ebben a fejezetben a fenti probléma egy normalt valtozatat mutatjuk
be, melynél a d-dimenzids egységgomb térfogatat rg-vel jeloljiik. Jol
ismert, hogy egy normalt tér egységgémbje egy origéra szimmetrikus
konvex test, és minden origéra szimmetrikus konvex test R%ben termé-
szetes modon indukal egy Re-beli normat. Az M origéra szimmetrikus
normaélt test altal R%n definialt normalt teret M-mel fogjuk jeldlni. Az
is jol ismert, hogy minden véges dimenzios normalt tér felruhazhato egy
Haar mértékkel, és ezen mérték konstans szorzod erejéig megegyezik a
szokasos Lebesgue mértékkel. Attol fiiggden, hogy a konstans szorzot
a normalt térben hogyan valasztjuk, a szakirodalomban négy kiilon-
b6z6 értelemben is beszéliink a normalt téren definialt térfogatrol [4].
Azon Haar mértéket, melynél a norma M egységgdmbjének térfoga-
ta kg, Busemann térfogatnak nevezziik. A Holmes-Thompson térfogat
esetében az M egységgémb M° polarisanak térfogata ry. Gromov-
féle tomegrol beszéliink, ha az M-be beirhaté legnagyobb térfogati

e (K) = max{vol(conv(KU(z+K)) : (z4+K)NK # ),z € R}
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keresztpolitop térfogata %‘f, és Gromov-féle tomeg*-rol (vagy Benson-
féle térfogatrol) ha az M koré irhaté minimalis térfogati parallelotop
térfogata 2¢. Ha a normalt tér egységgombje M, ezen négy térfogatot
rendre a volb*(+), voliiF (), vol7:(-) és volis*(-) szimboélumokkal jelol-
jiik. Ha K C R? egy konvex test, akkor azt mondjuk, hogy K relativ
normdja az 5(K — K) o-szimmetrikus konvex test ltal generélt norma.
Ez a norma azon konstans szorz6 erejéig egyértelmtien létezG norma,
melyben K egy alland6 szélességii test, azaz melyben K tetszéleges
parhuzamos tamaszhipersik-péarja koézti normalt tavolsag fiiggetlen a
hipersikok vélasztasatol.

Vezessiik be az alabbi mennyiségeket.

8.1. definici6. Legyen K eqy konver test R%-ben, és legyen M azon
normalt tér, mely normdja K relativ normdja. Fkkor tetszdleges T €
{Bus, HT,m, mx} esetén legyen

(17) ¢} (K) = max{vol},(conv(K U (z + K))) :
(z+ K)NK #0,r € R

Megemlitjiik, hogy a fenti mennyiségek affin invaridns mennyiségek,
azaz az értékiik nem véltozik, amennyiben a testre egy affin transzfor-
méciot alkalmazunk.

A {6 eredményiink kimondésahoz definidlunk egy konvex sikidomot.

Tekintsiik azon Sy négyzetet, melynek csiicsai (j:\/iﬁ, i\%) a szokasos

bézisban mérve. Cseréljiik ki Sy vizszintes éleit az

72 2

St =1
egyenlet ellipszis megfelels iveivel, ahol a = 1.61803... és b = \/#7_1,
ahol megjegyezziik, hogy a és b ezen valasztésa esetén S csicsai az
ellipszis pontjai. Cseréljiik ki Sy fliggbleges éleit a fenti két ellipszis iv
o kézépponti, 7 szogii elforgatottjaval, és jeloljiik az igy kapott konvex
sikidomot M,-lal.

Az a mennyiségnek a fenti definicioban szerepld értéke egy transz-
cendens egyenlet gyotke, és azon tulajdonsiggal rendelkezik, hogy a
vol(Mg) (vol(My) + 4) kifejezés, ahol M jeloli My polarisat, maxima-
lis minden a > 1 esetén.

A {6 eredményiink az alabbi.

8.2. tétel (Langi, 2016). Legyen K egy konvex sikidom. Ekkor

8.2.1. 2 < ¢Pus(K) < 3w, ahol a bal oldalon pontosan akkor van
eqyenldség, ha K eqy hdromszég, és a jobb oldalon, ha K egy
parallelogramma;



8.2.2.

8.2.3.

8.2.4.
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17r—8 < cT(K) < 7.81111..., ahol a bal oldalon pontosan akkor
van egyenldség, ha K eqy hdromszdg, és a jobb oldalon egyenld-
ség van, ha K My eqy affin képe,

6 < GHK) < w44, ahol a bal oldalon pontosan akkor van
egyenldség, ha K eqy (esetleg elfajuld) konvex négyszig, és a
jobb oldalon, ha K egqy ellipszis;

6 < " (K) < 12, ahol a bal oldalon pontosan akkor van egyen-
[0ség, ha K egy hdromszog, és a jobb oldalon, ha K egy paral-
lelogramma.

Természetes kérdés a fenti mennyiségnek a kdzéppontosan szimmet-
rikus konvex stkidomok halmazan is megkeresni a szélsGértékeit.

8.3. tétel (Langi, 2016). Legyen M eqy o-szimmetrikus konvex sik-
idom. Ekkor

8.3.1.

8.3.2.

8.3.3.

8.3.4.

T +4 < cBv(M) < 3, ahol a bal oldalon pontosan akkor van
eqyenldség, ha M eqy ellipszis, és a jobb oldalon, ha M egy
parallelogramma;

< ff"(M) < 781111..., ahol a bal oldalon pontosan ak-
kor van egyenldség, ha M eqy affin szabdlyos hatszég, €s a jobb
oldalon egyenldség van, ha M az My affin képe;

6 < (M) < 7w+ 4, ahol a bal oldalon pontosan akkor van
eqyenldség, ha M egy parallelogramma, és a jobb oldalon, ha M
eqy ellipszis;

7 < V(M) <12, ahol a bal oldalon pontosan akkor van egyen-
ldség, ha M eqy affin szabdlyos hatszdg, és a jobb oldalon, ha M
eqy parallelogramma.

Legyen most d > 3. A konvex testekre vonatkozé Brunn-Minkowski
egyvenlGtlenség szerint

1 1/d 1 1
m(ﬁK—KO > 5 Vol(K)!/ 4 5 vol (= K)'/* = vol(K),

és egyenl6ség pontosan akkor all fenn, ha K és —K egymas pozitiv
homotetikus képei. Ez utobbi feltétel pontosan akkor teljesiil, ha K
o-szimmetrikus, tehat a ¢,.(K) mennyiség a maximuméat a d-dimenzios
konvex testek halmazan kozéppontosan szimmetrikus konvex testnél
veheti fel. Innen, és a [77] és [41] cikkbeli eredmények alapjan adodik
az alabbi allitas.

8.4. megjegyzés (Langi, 2016). Ha K C R? egy konvex test, akkor

BU(K) < d+ 1,
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ahol eqyenldség pontosan akkor dll fenn, ha K eqy centrdlszimmetrikus
pszeudo dupla piramis, a |77| cikkben definidlt értelemben. Hasonloan,
ha M C R? eqy o-szimmetrikus konvez test, akkor

2K4_
Cgus(K) > 1+ 'Zldd 17

ahol eqyenldség pontosan akkor dll fenn, ha K eqy ellipszoid.

8.5. probléma (Langi, 2016). Keressik meg a cf,(K) mennyiség ma-
rimumdt a d-dimenzids konvex testek halmazdn tetszdleges d > 3 és
T € {HT, m,mx} esetén.

8.6. probléma (Langi, 2016). Keressik meg a c].(K) mennyiség mi-
nimumdt a d-dimenzios konvex testek halmazdn tetszdleges d > 3 és
7 € {Bus, HT, m,mx} esetén.

Erdemes megjegyezni, hogy a cI7(K) mennyiség minimumanak meg-
hatérozasa ekvivalens az o-szimmetrikus konvex testek térfogatszor-
zata minimumanak meghatarozasaval, azaz a bevezetGben is emlitett
Mahler-sejtéssel.
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