Vilasz Palvolgyi Domotor birdlatara

Koszénmom a birdlénak a rengeteg munkat, amit a dolgozat alapos
clolvasasaba belefektetett, valamint a tdmogaté véleményt. A birs-
16 altal feltett kérdésekre, ill. aprobb megjegyzésekre az aldbbiakban
valaszolok:

Keérdések:

e 1. kérdés: A 3.2-es megjegyzésnek van-e megfelel§je, ha az
atmérs helyett mas paramétert vesziink, példdul ha barmely
harom pontra azt nézziik, hogy legfeljebb mekkora sugart kor-
rel fedhetSk? Tehat bx(S) legyen az a legkisebb szdm, hogy
az S halmaz k-szorosan fedhetd bi(S) darab halmazzal, amik
mindegyike olyan, hogy barmely harom pontjinak a korilirt
kore kisebb, mint az S valamely harom pontjanak koriilirt kore.
Ekkor b1(S) = 3 ekvivalens azzal, hogy b;(S) = 3k7
Valasz: Minden bizonnyal a 3.2-es megjegyzésnek attol fiiggs-
en van megfelel§je, hogy milyen jellegli geometriai paramétere-
ket vesziink, és érdekes felvetésnek tartom altaldban a Borsuk-
problémaval kapcsolatban, ha a halmaz atmérdje helyett maés
mennyiségeket vizsgalunk. Specidlisan a biralé altal emlitett
mennyiséggel kapesolatban felvetett kérdést némileg pontosita-
ni probaltam a Borsuk-probléma alapjan az alabbi modon: Le-
gyen S egy tetszoleges korlatos halmaz R%ben. Legyen da(S) =
sup{cr{a,b,c} : a,b,c € S}, ahol egy komplanéris, kompakt X
halmazra cr(X) jelol az X halmaz kdréirt sugardt, azaz a leg-
kisebb X-et tartalmazé kor sugardt. Rogzitett & > 1 egészre
jelslie bx(S) a legkisebb m pozitiv egészt, hogy S k-szorosan
fedhets az Si, Se,. .., S, halmazokkal agy, hogy minden i-re
d2(S;) < da(S).

Kérdés: igaz-e, hogy b;1(S) = 3 pontosan akkor teljesiil, ha
br(S) = 3k teljesiil minden k > 1 egészre?

A valasz nemleges. Ha pl. S egy egységsugara korvonal, akkor
bi(S) = ax(S) = 2k + 1 minden k > 1 egészre. Ehhez két ész-
revételt elég tenni: ha Sq, 52, .., Sy olyan kompakt halmazok,
melyek k-szor fedik az S korvonalat és cr(S;) < 2 minden i-re,
akkor S; nem tartalmaz atellenes pontpart. Ez az S; halmazok
minden, a feltételeket kielégit6 valasztésa esetén teljesiil, tehat
bi(S) > ax(S) = 2k + 1. Masrészt, ha a P egy S-be irt szaba-
lyos 2k + 1-szdg, és az S; halmazok a P leghosszabb atléihoz
tartozo ivek, akkor cr(S;) < 2, tehéat bg(S) > 2k + 1 = ai(5).

}



e 2. kérdés: Honnan j6tt az ellenpélda Stlete a Goodman-
Goodman sejtésre?

Valasz: Megvizsgaltuk a sejtést a legegyszeriibb esetre, azaz
egy sikbeli halmaz harom eltoitjara.

e 3. kérdés: Igaz a 4.3-as tételnek olyan verzidja is, hogy G

barmelyik elemének a kdzéppontja lehet a feds d ) 7;-szeres
homotetikus kézéppontja?
Valasz: Nem igaz. Legyen pl. K egy tetszSleges origbra szim-
metrikus d-dimenziés konvex test, és legyen N egy tetszéleges
pozitiv egész. Ha G = {z; + K : i = 1,2,... N} K N darab
eltoltjat tartalmazza, melyek z; kozéppontjai kollinedrisak, és a
szomszédos z,_1 + K, z;+ K elemek paronként érintik egymast,
akkor az z; + K eltoltat valasztva a legkisebb z; kézépponti ho-
motetikus, mely tartalmazza G minden elemét, z1+ (2N —1)K.
Ha itt N-t agy valasztjuk, hogy 2N — 1 > d, akkor egy ellen-
példat kapunk.

e 4. kérdés: A 6.2-es allitasban hasznéalt ellenpéldéhoz hasonl6

konstrukei6é nem miikddhet mar hat dimenziéban is?
Valasz: Annak idején probaltuk optimalizéalni a konstrukci6t a
dimenziéra. Nekiink a legkisebb d dimenzi6, amiben miikodott,
d = 7, de eléfordulhat, hogy megvaltoztatva a konstrukciot le-
het alacsonyabb dimenziés ellenpéldat is talalni.

Apr6/nyelvi megjegyzések:

e Megjegyzés: four of which are written by co-authors” - Ez
gy hangzik mintha (csak) a tarsszerzdk frtak volna a cikkeket.
Valasz: Szerencsésebb lett volna a ,with co-authors” kifejezés
hasznéalata.

e Megjegyzés: ,conjecture of Goodman and Goodman [91] in
1945” - made in 1945 vagy from 1945 lenne helyes.

Valasz: Igaza van a biralénak.

e Megjegyzés: A 10. oldalon definidlva van az A+ B Minkowski
sum, de utana kicsit dsszekeverednek a fogalmak. Ha jol értem,
ezt hivjuk Minkowski additionnek is, a késSbb definidlt A + B
pedig subtraction és difference is lehet. De sehol nem lattam
definidlva az A — B jeldlést, ami gondolom A + (—B), ahol —B
a B origora vett tiikrozése.

Valasz: A konvex geometriai szakirodalomban a standard je-
16lése az A + (—1)B halmaznak az A — B. Ez a dolgozatban
kozvetve van definialva: a (2.2) formula adja A + B definicio-
jat, mig az uténa kovetkez6 formula A A definici6jat tetszGleges
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A € R esetén. Ezzel egyiitt érdemes lett volna megjegyezni,
hogy a —A szimb6lum a (—1)A halmazt jelli.

Megjegyzés: 18. oldalon J és J nagyon nehezen megkilonboz-
tethet, a 19. oldalon meg a Q tetején latszik a vonal nehezen
(vagy nekem kell 4j szemiiveg).

Valasz: A dolgozat megirasa soran problémat jelentett a helyes
és egységes jelolésrendszer megvalasztasa a sok kiilénbdzs téma
miatt, igy minden bizonnyal t&bbszor elsfordult, hogy nem a
legszerencsésebb jelolést alkalmaztam.

Megjegyzés: Mi a 3.2-es Remark forrasa? Nagyon frappans!
Igazolhat6 hasonld ekvivalencia a(S) = 3 esetén is? KésSbb
gyakorlatilag ez a Problem 3.4 a fejezet végérdl, érdemes lenne
mar korabban megemliteni!

Valasz: a 3.2-es Remark forrasa az a megfigyelés, hogy egy
atmérs két végpontjat k-szoros fedésnél pontonként legalabb
k halmazzal kell fedniink, és ezek paronként diszjunktak. Ha
tudjuk, hogy az S halmaz tartalmaz egy diam(S) élhosszu sza-
balyos haromszoget, akkor amellett, hogy a(S) = 3, az is kovet-
kezik, hogy tetszbleges k-ra ax(S) = 3k. De S Borsuk-szama
gy is lehet 3, hogy nem tartalmaz egy diam(S) élhosszi sza-
balyos haromszoget, tehat a(S) = 3 esetén nem feltétleniil igaz,
hogy ax(S) = 3k. Annyit tudunk csak a 3.1-es Remark alapjan,
hogy a(S) = 3 esetén a;(S) < 3k. A biralénak igaza van, hogy
Problem 3.4 kapcsolodik ehhez a megjegyzéshez, de ha a vélasz
a felvetett problémara igenls; akkor a megoldésa lényegesen mé-
lyebb eszkozoket igényel, mint a 3.2-es Remark bizonyitéasa.
Megjegyzés: A k-fold chromatic numbert j6 lenne definidlni.
Valasz: A biralénak teljesen igaza van. Teljesebbé tette volna
a dolgozatot.

Megjegyzés: ,By Remark 3.2, we have that ax(C) > 2k+1.7 -
Itt persze azt is hasznélni kell, hogy ¢(C) > 2, ami nem tudom,
hogy volt-e mér emlitve.

Valasz: Theorem 3.1 alapjan tudjuk, hogy mivel egyértelmd-
en létezik C-nek kiterjesztése egy ugyanilyen atmérsjd, allando
szélességii sikidomma, ezért a(C) = 3 (s6t, a(S) = 3 a tétel
feltételei szerint).

Megjegyzés: ,S' is not covered by the union of finitely many
Gaussian images and their antipodal arcs” - Ez nem volt bizo-
nyitva, hogy mindig teljesiil, ha nem Reuleaux-sokszg az alak-
zat, de persze nagyjabdl ez a definici6.

Valasz: Tudjuk, hogy egy alland6 szélességl C sikidom tet-
sz6leges p hatarpontjanal, ha p sima pont, akkor egyértelmten



létezik vele atellenes pont, mig ha nem az, akkor a vele atelle-
nes pontok egy korivet alkotnak, melynek sugara diam(C), és
melynek belss pontjai mind sima pontok. Ezen ivek a végpont-
jaiktol eltekintve diszjunktak. Az a tulajdonsig, hogy Sl-et
fedi véges sok pont Gauss-képe és a veliik antipodélis ivek azzal
ekvivalens, hogy C hatarat lefedhetjiik véges sok ponttal atelle-
nes ivekkel. Ez viszont azzal ekvivalens, hogy C' egy Reuleaux-
sokszog. Az 1. abran probaltam szemiéltetni a megfeleltetést.

1. 4bra. Tllusztracié a C Reuleaux-sokszog hatardban talalhaté korivek
és a hatarpontok Gauss-képei kozotti megfeleltethetéshez.

e Megjegyzés: A 22. oldali bizonyités tele van elirassal. Az f
definiciéjaban a méasodik ); indexe 2 kéne, hogy legyen. Ké-
s6bb a bizonyitasban A; van frva (); helyett, a d — 1 helyett
pedig n — 1.

ValaszA biralénak teljesen igaza van, valahogy tobb helyen
sajnos az eredeti cikk jeldlése benne maradt, illetve a masodik
()1 indexe sajnos a publikalt cikkben is rosszul jelent meg.

e Megjegyzés: A 3.1-es problémat érdemes lehet megkérdezni

Damasdi Gabortol.
Valasz: Beszéltem Daméasdi Gaborral, aki elmondta a prob-
léma megoldasénak alapstletét. A problémét ugyancsak meg-
oldotta 2016-ban Andrei Kupavskii egy lényegesen kiilonb6z6
modon, de az eredmény nem lett publikdlva. Sajnos Andrey
eredménye nem lett emlitve a dolgozatban.

o Megjegyzés: ,Remark 3.1 readily implies that ax(8) < 4k -
Erdemes lenne megemliteni, hogy itt hasznéljuk, hogy a(S) < 4.
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Valasz: Ebben a részben 3-dimenzi6s véges ponthalmazok k-
szoros Borsuk-szamait vizsgaljuk, igy tudtuk, hogy barmely
ilyen halmaz Borsuk-szama legfeljebb 4. Mindamellett kovet-
het&bbé tette volna az olvasé szaméara a gondolatmenetet, ha
ez le van irva a szovegben.

e Megjegyzés: ,Then clearly @ C —dQ.” - Sajnos nekem ez
nem clearly, de biztos egyszeri.
Valasz: Ez geometriabol egy gyakran hasznalt tény: Jelolje
S valamelyik Q-ba irt legnagyobb térfogati szimplexet. Ha
S kozéppontja o, akkor S C @ € —dS; ugyanis mivel egy
F hiperlapa és m magassagi d-dimenzi6s szimplex térfogata

-volg_1(F) - m, ahol volg_1(-) (d — 1)-dimenzit6s térfogatot je-

1ent ha (-nak lenne penfga —dS-en kiviill, akkor tartalmazna
nagyobb térfogatt szimplexet. De ebbdl @ C —dS C —dQ
kovetkezik.

e Megjegyzés: A Lemma 6.1. viszont nem més; mint egy ismét-
léses kombinécio, ami alap tananyag.
Valasz: Lemma 6.1 azt allitja, hogy ha Ny(t) jeloli azon nem-
negativ egész koordinataj (21,%s, . .., %) pontok szamat, me-
lyekre teljesiil a Z?:l z; = t egyenlSség, akkor Ny(t) = (t";le),
erre adtunk egy d-re vonatkozo indukcion alapulé bizonyitast.
A biralénak igaza van, hogy ezen formula kdzvetleniil kovetke-
zik abbél az észrevételbsl, hogy a probléma ekvivalens azzal,
hogy az egyes koordinatakbol valasztunk ismétléses kombin4ci-
6val t darabot. Ezt sajnos nem vettem észre sem én, sem annak
idején a tarsszerzdim, Matthieu Fradelizi és Artém Zvavitch.

Budapest,; 2026.02.03.
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