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Langi Zsolt disszertaciojaban a diszkrét és konvex geometria teriiletére esé optimalizalési
problémakkal foglalkozik. A disszertacié alapjat a szerzd 3 6nallo és 4 tarsszerzds publikicidja
alkotja, melyek rangos, nemzetkozi, egy kivételével Ql-es besorolasi folyodiratokban jelentek
meg. Az angol nyelven irt 128 oldalas disszertacio 9 fejezetbdl, egy tartalomjegyzékbdl, a hasz-
nalt jelolések listajabol és egy hivatkozasjegyzékbdl all.

A disszertacio 1. fejezete a disszertacio téziseit foglalja 6ssze roviden, kiemelve a disszertacio
legfontosabb eredményeit.

A 2. fejezet els6 fele bemutatja a disszertacioban vizsgalt problémak torténeti el6zményeit,
és ismerteti a szerzd hozzdjarulésait ezekhez a problémékhoz. A fejezet masodik fele Gsszegytijti
a disszertacidban felhasznélt elGismereteket és a hasznélt fogalmak definicioit. A disszertécid
tovabbi fejezetei mind a szerzd egy-egy kiemelt cikkének eredményeit ismertetik.

A 3. fejezet Borsuk klasszikus probléméjahoz kapcsolodik, mely azt kérdezi, hogy lefedhets-e
a d-dimenzio6s euklideszi tér barmely A atmérdji halmaza legfeljebb d+1 A-nél kisebb atmérdji
halmazzal. Ez a probléma szdmos matematikus érdeklGdését felkeltette. Borsuk maga bebizo-
nyitotta, hogy a kérdésre igenld a valasz a sikon és tetszGleges dimenzidéban a tér gémbjeire,
melyekre a d + 1 darabszdm nem csokkenthet6. A 3-dimenzids térben szintén igen a valasz,
erre elGszor Perkal adott bizonyitast. Magasabb dimenziokra a kérdés sokéig nyitva maradt,
csak specialis esetekre sikeriilt igazolni a pozitiv valaszt. Nagy attorést jelentett, amikor Kahn
és Kalai 1993-ban megmutatta, hogy az altalanos esetben Borsuk kérdésére magas dimenzi-
okban tagadé a valasz. Kahn és Kalai eredménye ahelyett, hogy lezarta volna a Borsuk-féle
problémakort felpezsditette a felé iranyuld kutatasokat.

A 3. fejezet elején a szerzd bevezeti egy normadlt tér X korlatos halmazanak k-rétd, vagy k-
szoros Borsuk-szdmdt. Ez az a legkisebb ai(X) szam, melyre az X halmaz k-rétegiien lefedhetd
ar(X) darab X-nél kisebb atmérgji halmazzal. A 3. fejezet elsG része lényegében pontos leirast
ad arra, hogy egy adott korlatos sikbeli halmazra hogyan kaphatjuk meg annak k-rétegii Borsuk-
szamat. Tudjuk, hogy az a;(X) Borsuk-szam értéke 2, vagy 3 lehet és Boltyanszkij egy tétele
szerint a1(X) = 3 pontosan akkor teljesiil, ha X egyértelmien foglalhato bele egy allando A
szélességi, kompakt, konvex X halmazba, ahol A az X atmérdje. A 3.1 rész f6 eredménye
szerint ay(X) = 2 esetén a,(X) = 2k, ha a;(X) = 3, akkor egyrészt a,(X) = ax(X), masrészt
ap(X) = 2k + [k/s] ha X egy Reuleaux (25 + 1)-szdg, és a,(X) = 2k + 1 egyébként.

A 3.2. alfejezet a k-rétli Borsuk-szamot olyan d-dimenzios X testek esetén vizsgalja, melyek
vagy homeomorfak a d-dimenziés B? gémbbel és C'-sima a hataruk, vagy centréilisan szimmet-
rikusak. Ezekre bebizonyitja, hogy ax(X) < ap(B?Y) = 2k +d — 1. Egy tovabbi tétel szerint, ha
X egy d-dimenzios allando szélességii konvex test, akkor a k-rétii Borsuk-szamai nem lehetnek
kisebbek a B? gdmb k-rét Borsuk-szamainal. Ebbdl kovetkezik, hogy egy sima hatard, allando
szélességtl, d-dimenzios konvex test esetén ax(X) =2k +d — 1.

A 3. fejezet harmadik részében a szerzé azokat a véges S halmazokat irja le, melyekre
az a(S) < 4k becslés minden k-ra éles. Bevezetve az af,q.(S) tort Borsuk-szdmot, mint az
ai(S)/k hanyadosok infimumat, ez a feladat ekvivalens azon véges halmazok lefrasaval, melyek
tort Borsuk-szdma 4. A szerz$ belatja, hogy ha egy véges S C R? halmazra a,q.(S) = 4, akkor



S atmérdgrafja tartalmaz egy haromszoget, és ha azt is feltessziik, hogy S legfeljebb 7 pontbol
all, akkor egy teljes K, grafot is. A fejezet befejezl része ezt azzal egésziti ki, hogy ha egy
véges S C R? halmaz invaridns egy szabdalyos tetraéder szimmetriacsoportjara, és atmeérdgrafja
tartalmaz egy haromszoget, akkor az atmérdgraf tartalmaz egy teljes K, grafot is. A K, graf
jelenléte pedig garantalja, hogy afrq.(S) = 4.

A 4. fejezet A. W. Goodman és R.E. Goodman sejtéséhez kapcsolodd eredményekrsl szol. A
sejtés azt mondja ki, hogy ha egy K konvex test 7, ..., 7, ardnyt pozitiv homotetikus példanyai
egy nem szeparalhato rendszert alkotnak, akkor uniojuk lefedhets a K egy (71 +- - -+7) aranyt
homotetikus példanyéval. A sejtés motivacioja az volt, hogy Goodman és Goodman tétele
szerint a sejtés igaz ellipsziskre a sikban, illetve tetszéleges dimenzioban k = 2 esetén. Az elsd
megleps eredmény az, hogy a sejtés mar szimplexekre sem igaz k > 3 esetén, ha a dimenzid
legalabb 2. Az ellenpélda felveti azt a kérdést, hogy az eredeti sejtésben a (73 + -+ + 7%)
aranyt milyen A\ > 1 szammal kell szorozni, hogy a sejtés igazza valjon. A \ legkisebb értéke
egy d-dimenzios szimplex esetén .. A sejtés szempontjabol a szimplexek a legrosszabbak,
ugyanis a A\? szdm minden d-dimenzios konvex test esetén elég nagy szorzo. Az ellenpélda
elemzésével kijon, hogy A? a d gyengén monoton nové fiiggvénye és 2 + % <N <M<
A 4.4, rész {6 eredménye szerint kozéppontosan szimmetrikus konvex testekre a Goodman-—
Goodman-sejtés igaz. A 4.5. rész a sejtés egy masik specialis esetét igazolja k-dthatolhatatlan
halmazrendszerekre, ahol 0 < k < d — 2. A k-athatolhatatlansag fogalmat Fejes Toth Gabor
és W. Kuperberg vezette be. Egy halmazrendszert akkor neveziink k-athatolhatatlannak, ha
minden olyan k-dimenzios altér, mely metszi a halmazok konvex burkat, metszi legalabb az
egyik halmazt is. Valgjaban ebben a specialis esetben a sejtés egy erGsebb valtozata is igaz: ha
egy konvex test 7y, ..., 7, aranyu pozitiv homotetikus példanyai egy k athatolhatatlan rendszert
alkotnak, akkor unidjuk konvex burka szabadon korbecsusztathato K egy (71 +- - -+ 7%) ardnyt
homotetikus példanyaban. S6t, ha szigortan konvex a kiindulési test, akkor a homotetikus
példanyok koziil mar a legnagyobb is tartalmazza a tobbi homotetikus példanyt.

Az 5. fejezet Conway és Guy harom 1968-bol szarmazo, a monostabil poliéderekkel kapcso-
latos kérdését vizsgélja. Egy poliédert akkor neveziink monostabilnak, ha pontosan egy olyan
lapja van, amelyiken egy homogén tomegeloszlasi modellje stabilan megall egy vizszintes sikon.
Conway belatta, hogy egy forgasszimmetrikus testnek tobb stabil egyensilyi helyzete is van,
viszont tudott konstruédlni tengelyesen szimmetrikus monostabil poliédert. Ez felvetette azt a
kérdést, hogy létezik-e olyan monostabil poliéder, melynek egy tengely koriil legalabb harmad-
rend forgasszimmetriaja van. A fejezet els6 {6 tétele pozitiv vilaszt ad erre a kérdésre. A tétel
szerint barmely n > 3-ra a gombtdl tetsz6legesen kicsi Hausdorff-tavolsagra talalhato egy n-
edrendi forgasszimmetridval rendelkezé monostabil poliéder. Ez a tétel két masik klasszikus
kérdeésre is valaszt ad. Az egyik azt kérdezi, hogy a monostabil politépok halmazanak mi lesz a
lezarasa a Hausdorff-metrika szerint. A tétel kovetkezménye szerint a gomb maga a lezarashoz
tartozik. A masik kérdés, hogy mennyi az infimuma a monostabil politopok atmérs/derékbéség
hényadosanak. A tétel szerint az infimum pontos értéke 1/m. A fejezet {6 tétele egy erdsebb
approximacios tétel kovetkezményeként adodik. Nevezetesen, ha G egy véges izometriacsoport,
K egy G-invarians konvex test, melynek kritikus pontjai nemelfajulok, és kozottiik .S stabil és U
instabil van, akkor K tetszéleges Hausdorft-tavolsag szerinti kdrnyezetében van egy G-invaridns
politop, melynek K-val azonos az egyenstlyi helyzeteinek szerkezete.

A 6. fejezet Bobkov, Vadiman és Wang egy 2011-ben megfogalmazott sejtését vizsgdlja,
mely szerint, ha A egy kompakt halmaz R%ben, akkor az % (A+---+A) = %A[l{:] Minkowski-
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atlagok térfogata monoton noévé sorozatot alkot. A sejtést valosziniileg az motivalta, hogy a



térfogatok sorozatanak nagyon sok monoton részsorozata van, mert ha ki osztéja ko-nek akkor
trividlisan - A[k,] C - A[k,]. Bar Fradelizi, Madiman, Marsiglietti ¢s Zvavitch belattak, hogy
a sejtés igaz az egyenesen, azt is megmutattak, hogy d > 12 esetén a sejtésre létezik ellenpélda.
Az ellenpélda miatt a sejtést csak erdsebb feltételek mellett lehet bebizonyitani. A disszertacid
6.1. tétele azt allitja, hogy ha az A halmaz csillagszerii, akkor a Minkowski-atlagok térfogataibol
allo sorozat monoton nové lesz a kg = max{2, (d—1)(d —2)} indextdl kezd6dGen. A 6.2. tétel a
sikbeli sejtést bizonyitja specialis tipusi, de nem feltétleniil csillagszerid Osszefiiggé halmazokra.

A 7. fejezetben a szerz6 egy izoperimetrikus jellegii egyenlStlenséget bizonyit 3-dimenzios
paralleloéderekre. Ez azt mondja ki, hogy az egységnyi térfogatii 3-dimenzios paralleloéderek
kozott a szabalyos csonkolt oktaédernek a legkisebb az atlagszélessége.

A 8. fejezet zonotopokra bizonyit tobb izoperimetrikus tipusi egyenlGtlenséget, melyek a
zonotopok bels6 térfogatai, a koriilirt és beirt gémjeinek sugarai, valamint a teljes négyzetes
k-térfogatai kozotti viszonyokat elemzi. Az eredményeket két f6 csoportra oszthatjuk. Az elsé
csoportba a kevés szakasz Minkowski-Osszegeként elGallo zonotopokra, vagyis parallelotopokra
és rombdodekaéderekre vonatkozo egyenl6tlenségek tartoznak. Ezeknél tipikusan a kocka, illetve
a szabalyos rombdodekaéder az extremélis alakzat, de a 8.5. tétel szerint az adott atlagszéles-
ségli rombdodekaéderek kozott nem mindig a szabalyosnak a legkisebb a koériilirt gémbjének
a sugara. A méasodik csoportban olyan egyenlGtlenségek szerepelnek, amelyek nagy n szamu
szakasz Minkowski-0sszegeként elGalloé zonotopokra vonatkoznak. A konvex testekre vonatkozo
izoperimetrikus problémaknal altalaban a géombok az extremélis alakzatok, és n novelésével
a gomb tetszéleges pontossiggal megkozelithetd egy zonotoppal, igy az ebbe a csoportba tar-
toz6 egyenlGtlenségek lényegében azt irjak le, hogy egy adott izoperimetrikus egyenlGtlenség
szempontjabol egy n szakasz altal generalt zonotép mennyire tudja megkozeliteni a gombot.

Rogers és Shephard 1958-ban bevezették minden K konvex testre azt a ¢;,.(K) mennyiséget,
mely megadja, hogy K két egymést metsz6 eltoltja konvex burkidnak a térfogata legfeljebb
hanyszorosa lehet K térfogatanak. Belattak, hogy ¢;.(K) minimalis értékét a gdmbre, maximalis
értékét a pszeudo-dupla-gulakra veszi fel.

A ¢, fiiggvényt dgy is megadhatjuk, mint K két egymast metsz6 eltoltja konvex burka
térfogatanak maximumét annal a térfogatfiiggvénynél, melyet iigy normalunk, hogy K térfogata
1 legyen. Ha ebben a definicioban megvéltoztatjuk a térfogat normalasi szabalyat, akkor az
eredetihez hasonlo, de attol eltéré optimalizalasi feladatot kapunk. A mérték norméalasanak
tobbféle természetes modja van, melyek bevezetését a Finsler-sokasagok elmélete motivalta: a
Busemann-mérték, Holmes-Thompson-mérték, Gromov m- és m*-mértéke. A 9. fejezet a sikban
bizonyitja a Rogers-Shephard-féle eredmény varidnsait ezen mértékekre. Két kiilonallo tétel
foglalja Gssze a tetszéleges, illetve az origora szimmetrikus sikbeli konvex testek esetét.

Langi Zsolt értekezése egy jol felépitett, igényesen megirt mid, melyben a szerzd lényeges 1j
eredményeket ér el a Borsuk-sejtéssel, a Goodman—-Goodman-sejtéssel, Conway és Guy mono-
stabil poliéderekre vonatkoz6 kérdéseivel kapcsolatban. Tobb 1) izoperimetrikus tipusi ered-
ményt bizonyft, és kiilonféle iranyokban kiterjeszti a Rogers—Shephard egy tételét. A disszertécid
és a szerz6 munkassaga egyértelmiien bizonyitja, hogy a szerzé a témakorben alapos, széleskori
ismeretekkel rendelkezik, és a felvet6dd problémakat tjszertd Stletekkel és kreativ konstrukciok-
kal képes megoldani. A szerzé munkassaga nyoman a diszkrét geometria sok értékes eredménnyel
lett gazdagabb.

Az értekezés minden szempontbol megfelel a kovetelményeknek. Hatarozottan tamogatom
az értekezés nyilvanos vitara bocsatasat és Langi Zsoltnak az MTA Doktora cim odaitélését.



Kérdések és megjegyzések:

1. A 3.3. alfejezet els6 mondata szerint ,, The fact that the (usual) Borsuk number of finite
sets in 3-spaces are at most four was first shown by Heppes and Révész” in a paper
that appeared in 1956. A 3-dimenzios térben Perkal (Sur la subdivision des ensembles
en parties de diamétre inférieur, Colloquium Mathematicum, 2: 45(1947)) és Eggleston,
(Covering a three-dimensional set with sets of smaller diameter, Journal of the London
Mathematical Society, 30:11724 (1955)) mar korabban bebizonyitottak a Borsuk-sejtést.
Nem kovetekezik ezekbdl a véges halmazokra vonatkozd Heppes—Révész-féle eredmény?

meg.

3. Az 5.3. megjegyzésben nem deriil ki az ¢ szerepe. Lehet, hogy K C (1 4 §)E helyett
K C (1+ ¢)E-t kellett volna irni?
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