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EgyenlGtlenségek a diszkrét és konvex geometridban

(Inequalities in Discrete and Convex Geometry)

cimd MTA doktori értekezésérdl

Oszintén bevallom, hogy nem til lelkesen kezdtem el olvasni a 131 oldalas értekezést,
mert nem tartozik a kedvenc témaim kozé a konvex geometria; legalabbis azt hittem,
de kellemesen csalodtam, mert nagyon érdekes dolgokat tanultam belSle. A dolgozat
szerkezete jol atgondolt, logikus, a fejezetek mind 6nélld egységet alkotnak. Kiilon
kiemelném, hogy a kiilonboz6 fejezetek mas-més kérdésekrsl szolnak, igy sok prob-
léméat ismertet, tehat nem csak egy specialis kérdés részleteit boncolgatja, de 6sszekoti
a témakat a konvex alakzatok extremalis tulajdonsagainak témakore. Erezhets, hogy
a szerz6 széleskord szakirodalmi ismerettel rendelkezik, minden egyes fejezet sajat ku-
tatason alapul, 13 cikket hasznal fel, melyek mind rangos folyoiratokban jelentek meg
(Ars Math. Contemp., Bull. Lond. Math. Soc., Discrete Comput. Geom., Geom.
Dedicata, Israel J. Math. x2, Mathematika, Monatsh. Math. x3, Pacific J. Math.,
Proc. Amer. Math. Soc. Ser. B, Studia Sci. Math. Hungar.) az utobbi par évben.
Ezek koziil kilenc hazai és nemzetkozi tarsszerzékkel kézos cikk, négy pedig egyszerzss,
teljesen onallo eredmény. A stilus olvasméanyos és konnyen kdvethets, annak ellenére,
hogy helyenként sok a technikai részlet. Tudoméanyos szempontboél a disszertacioé tébb
fejezete is kiemelkeds, melyek tartalmabol aldbb par fontosabb dolgot ismertetek ro-
viden.

1. fejezet. Egy révid bevezeté utan itt talalhato a dolgozat f6 eredményeinek
rovid Osszefoglalasa, mely egyben azt is leirja, hogy mi hol taldlhatunk.

2. fejezet. Egy roppant alapos, részletes dsszefoglaloja a dolgozatban hasznalt
fogalmaknak és legfontosabb alaperedményeknek. Aki esetleg valamelyiket elfelejtené,
annak szintén van egy Osszefoglald lista az Osszes szimbolumrol/jeldlésrél a dolgoat
elején.

3. fejezet. A Borsuk-szamok azon altalanositasat vizsgalja, amikor kisebb at-
mér6ji halmazokkal k-szorosan akarunk fedni egy adott halmazt. Borsuk klasszikus
sejtése, melyet Kahn és Kalai cafolt meg kell6en magas dimenziéban, hogy egy adott
atmérdji halmazt mindig lehet d + 1 kisebb &tmérgjid halmazzal fedni. Borsuk prob-
léméajanak egy természetes altalanositasa, hogy a halmaz minden pontjarél azt kéveteljiik
meg, hogy legalabb k-szorosan legyen fedve. Egy adott S halmaz esetén egy ilyen
lefedd halmazcsalad minimalis mérete legyen ax(S). A 3.2-es megjegyzés igen elegans
osszefiiggésre mutat ra a(S) és ax(S) kozott bizonyos esetekben egy nagyon frappéans
bizonyitassal, és errél a kapcsolatrol szol a fejezet végi 3.4-es probléma is. A szerzd



altalanos becsléseket is ad kiilonb6z6 alakzatokra, példaul allando szélességii konvex
testekre.

4. fejezet. Itt a szerz6 Goodman és Goodman egy kozel nyolcvan éves sejtését
cafolja meg egy nagyon erds értelemben. Minden legalabb 2 dimenziés térben mutat
minden n > 3-ra egy K konvex test eltolt példanyaibol allo, n elemid halmazcsala-
dot, ami nem szeparalhato hipersikkal, de nem is fedhet6 K egy n-szeresen nagyi-
tott példanyaval. A sejtésrdl viszont tobb specialis esetben, példaul centralisan szim-
metrikus alakzatokra, megmutatja, hogy igaz, valamint a sejtés egy gyengébb verzi6jat
(d-szeres korlattal) altalanosan is bebizonyitja.

5. fejezet. Itt a nagy népszeriiségnek 6rvends Gombochoz kapesolodo kérdéseket
vizsgal, nevezetesen konvex testek egyensilyi helyzeteit. A Gomboc egy nemrég felfe-
dezett homogén konvex test, amelynek pontosan egy stabil és egy instabil egyensilyi
helyzete van. A szerz6 ebben a fejezetben azt mutatja meg, hogy létezik olyan konvex
poliéder, ami monostabil, azaz csak egy egyenstlyi pontja van, de tetszéleges forgasi
szimmetridval rendelkezik, megvalaszolva ezzel Conway és Guy egy 6tven éves kérdését.
Kiilén kiemelném, hogy ez egy egyszerzds cikkének az eredménye.

6. fejezet. Bobkov, Madiman és Wang egy sejte szerint a k-szoros Minkowski
osszeg 1/k-szoros kicsinyitésének térfogata monoton né k-ban. Ezt a sejtést magas
dimenziéban mar megcafoltak, de Langi tobb specidlis esetrél is megmutatja, hogy
igaz a sejtés.

7-8. fejezet. Ezek a fejezetek izoperimetrikus tételekrél szélnak. El6bbi bi-
zonyos 3-dimenziés poliéderek koziil hatarozza meg a minimalis szélességiit, utobbi
pedig zonotopok belsd térfogatardl bizonyit kiilonbo6zé egyenltlenségeket.

9. fejezet. A zard fejezetben a szerz6 egy d-dimenzids konvex alakzat, és egy
6t metsz6 eltoltjanak a konvex burkdnak a méretére ad becsléseket, meghatarozva
a lehetséges extremélis értékeket, ahol a méret tobb kiilonb6z6 térfogatfogalmat is
takarhat.

Osszegzés. Osszességében a dolgozat mogott jelentds, 6nallo tudoméanyos tel-
jesitmény all. A bemutatott cikkek mind rangos, nemzetkozi folyoiratokban jelentek
meg. A téméak sok teriiletet lefednek és tobb nyitott kérdést megvalaszolnak, ami a
szerz$ kutatoi kvalitasat mutatja. A dolgozat anyaga teljesiti az MTA doktori
értekezések kovetelményeit, ezért javaslom nyilvanos vitara bocsatasat, és
a palyazénak az MTA doktora cim odaitélését.

Kérdések.

1. A 3.2-es megjegyzésnek van-e megfelelGje, ha az 4&tmérG helyett mas paramétert
vesziink, példaul ha barmely hdrom pontra azt nézziik, hogy legfeljebb mekkora
sugari korrel fedhetk? Tehat by (S) legyen az a legkisebb szam, hogy az S halmaz



k-szorosan fedhetd by (S) darab halmazzal, amik mindegyike olyan, hogy barmely
harom pontjanak a koriilirt kére kisebb, mint az S valamely harom pontjanak
koriilirt kore. Ekkor by (S) = 3 ekvivalens azzal, hogy b (S) = 3k?

2. Honnan jott az ellenpélda otlete a Goodman-Goodman sejtésre?

3. Igaz a 4.3-as tételnek olyan verzidja is, hogy G barmelyik elemének a kézéppontja
lehet a fed6 d ) 7;-szeres homometikus kézéppontja?

4. A 6.2-es allitasban hasznalt ellenpéldahoz hasonlé konstrukcié nem mikodhet
méar hat dimenzioéban is?

Apréo/nyelvi megjegyzések.

Jfour of which are written by co-authors” - Ez tgy hangzik mintha (csak) a tarsszerzk
irtdk volna a cikkeket.

wconjecture of Goodman and Goodman [91] in 1945” - made in 1945 vagy from 1945
lenne helyes.

A 10. oldalon definidlva van a A+ B Minkowski sum, de utana kicsit 6sszekeverednek
a fogalmak. Ha jol értem, ezt hivjuk Minkowski additionnek is, a késébb definialt A+~ B
pedig subtraction és difference is lehet. De sehol nem lattam definidlva a A— B jeldlést,
ami gondolom A + (—B), ahol —B a B origora vett tiikrozése.

18. oldalon J és J nagyon nehezen megkiilonbdztethets, a 19. oldalon meg a Q
tetején latszik a vonal nehezen (vagy nekem kell i szemiiveg).

Mi a 3.2-es Remark forrasa? Nagyon frappéans! Igazolhaté hasonl6 ekvivalencia
a(S) = 3 esetén is? Kés6bb gyakorlatilag ez a Problem 3.4 a fejezet végérdl, érdemes
lenne mar korabban megemliteni!

A k-fold chromatic numbert jo lenne definialni.

,By Remark 3.2, we have that a,(C) > 2k + 1.” - Itt persze azt is hasznélni kell,
hogy a(S) > 2, ami nem tudom, hogy volt-e mar emlitve.

St is not covered by the union of finitely many Gaussian images and their antipodal
arcs” - Ez nem volt bizonyitva, hogy mindig teljesiil, ha nem Reuleaux-sokszog az
alakzat, de persze nagyjabol ez a definici6.

2 kéne, hogy legyen. Kés6bb a bizonyitasban A; van irva @); helyett, a d — 1 helyett
pedig n — 1.

A 3.1-es problémat érdemes lehet megkérdezni Damasdi Gabortol.

,Remark 3.1 readily implies that a;(S) < 4k” - Erdemes lenne megemliteni, hogy
itt hasznaljuk, hogy a(S) < 4.

»,Then clearly () C —d(@.” - Sajnos nekem ez nem clearly, de biztos egyszert.

A Lemma 6.1. viszont nem mas, mint egy ismétléses kombinacié, ami alap tananyag.
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