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1. Bevezetés és előzmények

A háromdimenziós érzékelés a műszaki tudományok körülbelül ötven éve művelt ága. A
kezdetekben digitalizált kamerák képeinek feldolgozásából foglalkoztak a kutatók. Kezde-
tekben komoly nehézséget okozott, hogy a gépek számítási teljesítménye sok-sok nagyság-
renddel a ma korszerűnek mondható architektúrák alatt volt. A számítógépes látás ősko-
rában ezért csak a szomszédos pixelek közötti kapcsolatra tudtak építeni, akkor alkották
meg a mai napig jól működő éldetektorokat [SHB07], később sarokdetektorokat [Har88,
Bir97, BM02], alapvető mintaillesztő eljárásokat.

A 80-as évek második felétől már több képet is fel tudtak dolgozni, és ez lehetővé tet-
te térbeli információ kinyerését a képekből. Az ezredforduló tájékán megjelentek azok az
algoritmusok, amelyek már a mélységet is képesek voltak hardver segítségével egy néző-
pontból meghatározni.

Jómagam a 2000-es évek eleje óta foglalkozom a területtel. Előbb karakterfelismeréssel
kezdtem foglalkozni, majd doktoranduszi tanulmányaim során áttértem a háromdimenziós
látásra, és meg is maradtam ezen a részterületen mind a mai napig. Különösen az ragadott
meg, hogy az algebra és a geometria határterületén megtapasztalhattam, a gyakorlatban
használható módszerek esetében milyen fontos, hogy elméletileg is meg legyenek alapoz-
va.

Korábbi témavezetőm, a tavaly sajnálatosan elhunyt Csertverikov Dmitrij 2010 után
ismertetett meg rendkívül kreatív tanítványával, Molnár Józseffel, aki egy SZTAKI-SZTE
projekt keretében elkezdett foglalkozni az affin transzformációk alkalmazásával [MC14].
Bár ő hamar felhagyott a területtel, de számomra és saját doktoranduszaim számára ez a
terület egy teljesen új világot nyitott meg, és alapvetően meghatározta az évtized kutatási
irányait. Az elméleti alapok kidolgozása után saját algoritmusokat kezdtünk készíteni a
tanítványaimmal. Az első két téziscsoport ezzel a területtel foglalkozik, az első csoport az
elért elméleti eredményeket tartalmazza, a második az elméletre épülő becslési eljáráso-
kat, megoldókat ismerteti.

Időközben egy másik problémakörrel is foglalkoztam: a háromdimenziós rekonstruk-
ciós eljárásokra kifejlesztett numerikus algoritmus, a "kötegelt behangolás" kiterjesztését
végeztük el újabb problémaosztályokra. Megmutattuk, hogy sok paraméter esetén is le-
hetséges numerikus eljárással a becslést finomítani, amennyiben a mért értékek és a para-
méterek között lazább a kapcsolat, és a Jakobi-mátrixban sok zérus érték található. Felü-
letrekonstrukciós feladatokra adaptáltuk az eredeti módszert. Ezekből az eredményekből
születtek a harmadik csoport tézisei.

A negyedik terület, amelyről a doktori eljárás során a tudományos tézisfüzetben em-
lítést teszek, LiDAR eszközök és perspektív kamerák kalibrációja. Amikor 2018-ban az
ELTE Informatikai Karán elindult az autonómrendszer-informatikus (MSc) képzés, a jár-
műre rögzített érzékelők feldolgozásával kezdtünk kollégáimmal foglalkozni. A kamerák
mellett önvezető járművek esetén a LiDAR lézeres letapogatóeszközök is nagyon hasz-
nosak/népszerűek. Azt tapasztaltuk, hogy kamerák és LiDAR-ok közös kalibrációjához a
jelenlegi megoldások nem elég pontosak, ezért több új eljárást is javasoltunk az elmúlt
években.
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2. Elméleti alapok

A számítógépes látás az esetek többségében középpontos vetítést megvalósító kamerá-
kat alkalmaz, ezen a kategórián belül is a leggyakrabban lyukkamerát szokás alkalmaz-
ni [HZ03]. Ezen leképző eszközök esetén a vetítés geometriai modellje egyszerű: a térbeli
pontot megfigyelő pixel helyét úgy határozzuk meg, hogy a térbeli pontot összekötjük a
kamera fókuszpontjával, így kapunk egy vetítő egyenest. Ennek az egyenesnek és a kép-
síknak a metszéspontja jelöli ki azt a pixelt, amelyen a térbeli pont vetülete látszik.

A digitális kamerák szinte kivétel nélkül középpontos vetítést valósítanak meg, de le-
hetőség van sík helyett más felületekre is vetíteni. Az érdeklődő Olvasók Geyer és Daniil-
idis munkájában [GD00] találhatnak kiváló összefoglalást a lehetséges kameramodellekre.
Munkám során én elsősorban síkra vetítést megvalósító lyukkamerával foglalkoztam. A
hétköznapokban nemperspektív kamerákat is szoktak használni, de ezeket kiegyenesíté-
ses 1 algoritmussal perspektívokká lehet alakítani [Zha00, SMS06].

A képsíkra vetítés összefüggése így írható fel: u
v
1

 ∼ K

 X
Y
Z

 =

 fuX + u0Z
fvY + v0Z

Z

 , K =

 fu 0 u0

0 fv v0
0 0 1

 , (1)

ahol fu és fv az optika fókusztávolságának és a szenzoron a (vízszintes és függőleges)
pixelméretnek a szorzata. Ezt a két paramétert a szakmában fókusztávolságnak szokás
nevezni, ebben az alakban a mértékegysége pixelben értendő. Ha a pixel alakja négyzet,
ami az esetek döntő többségében igaz, akkor fu és fv egyenlőek. Az [u0 v0]

T pixelpozíció
az úgynevezett döféspont, amit geometriai megközelítésben a képsík és az optikai tengely
metszéspontjaként kaphatunk meg. Ez a pont a perspektíva középpontja a képen. Az össze-
függésben a ∼ operátor a skálázás erejéig egyenlőséget jelenti, egyenlőséget a homogén
osztás elvégzésével kaphatunk.

Ha a koordináta-rendszer "valahol a világban" van, egy R elforgatásmátrix és egy t
eltolásvektor segítségével előbb a kamerába kell transzformálni a pontokat 2 . A formula
ekkor így alakul át:

 u
v
1

 ∼ K [R|t]


X
Y
Z
1

 . (2)

Ebben az esetben már a térbeli pontot is homogén koordinátával kell leírni.

2.1. Visszavetítés és felületmetszés

A 2. összefüggés invertálásával a visszavetítést is jól meg tudjuk határozni: X
Y
Z

 = αK−1

 u
v
1

 , (3)

1 Angolul: rektifikáció
2 Az R forgatás és a t eltolás segítségével az elképzelhető összes egybevágósági transzformációt le lehet
írni a térben, ha R ortonormált, azaz RTR = I.
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ahol α értéke tetszőleges lehet, és a skálázás erejéig egyenlőség operátort váltja ki a 2.
összefüggésben. Ez az egyenlőség geometriailag úgy értelmezhető, hogy az adott pixelhez
vetítés előtt végtelen sok pont tartozik, ezen pontok alkotják a vetítőegyenest. Az egyene-
sen az α paraméter változtatásával tudunk végigmenni. A gyakorlatban ez a paraméter a
Z koordináta, amit szokás projektív mélységnek is nevezni.

Amikor egy térbeli pontot kamerával megvizsgálunk, a pixel, amin a pont látszik, egy
vetítőegyenest határoz meg. Ha ismerjük azt a felületet, amin a térbeli pont elhelyezkedik,
akkor a rekonstrukciót a vetítőegyenes és a felület metszéspontjaként lehet kiszámítani,
ahogyan arra egy példát látunk a disszertációm IV.2. tézisében.

2.2. Képalapú háromdimenziós rekonstrukció

Ebben a fejezetben röviden összefoglalom a két- és sokképes rekonstrukció lépéseit, ki-
emelve a legfontosabb módszereket.

2.2.1. Kétképes (sztereo) rekonstrukció

A sztereó rekonstrukció problémáját az 1. ábrán láthatjuk. Egy térbeli felületdarabka X
vektorral jellemzett pontját levetítjük a két kamerára. Középpontos vetítést alkalmazunk, a
két kamera vetítési középpontjait, melyeket fókuszpontnak hívnak, C1-el és C2-vel jelöljük.
A vetítés legegyszerűbb modellje a síkra vetítés, egy átlagos kamera igen jó közelítéssel
megfelel ennek a modellnek. Ahogyan azt fentebb már leírtam, a térbeli X pont képét úgy
kapjuk meg, hogy összekötjük a pontot a fókuszpontokkal, így vetítősugarakat kapunk, és
a két kamerasíkon az elmetszett pixelek adják a képen a pont helyét.

A számítógépes látás feladata algoritmikusan visszaállítani a térbeli X pont helyét, ha a
két képen ismerjük a vetületi pontokat. A rekonstrukciós folyamatokat az alábbi lépésekre
szokták osztani:

1. kamera kalibráció,

2. epipoláris geometria becslése és

3. háromszögelés (trianguláció).

Kamera kalibráció. Amennyiben ismerjük a kamerának a belső paramétereit, azaz a fó-
kusztáv(ok)at és a döféspontot, a rekonstrukciós egyenletek egyszerűsödnek, és az ered-
mények numerikusan is pontosabbak lesznek. Sakktábla segítségével az alkalmazott ka-
merákat általában előzetesen be lehet kalibrálni. Sakktáblát azért használnak széleskörű-
en [Zha00], mert szabályos a mintázata, és a mezők alakját (élek, sarokpontok) nagyon
pontosan meg lehet határozni. Amennyiben a belső paramétereket ismerjük, a kamerákat
kalibráltaknak nevezik.
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e1 e2

p1 p2

C1 C2

l1 l2

X

1. ábra. Sztereó látás alapproblémája. A térbeli objektum X pontját a két képsíkra középpon-
tosan vetítjük. A kamerákat (vetítést) a képsíkok, a C1, C2 fókuszpontok és a fókusztávolság
határozzák meg.

Epipoláris geometria becslése. Az epipoláris geometria a projektív geometria kétképes
esete. Kalibrált kamerák esetén egyszerűbb a feladat, ekkor az úgynevezett lényegi (esszen-
ciális) mátrix reprezentálja az epipoláris geometriát. Ismeretlen kameraparaméterek ese-
tén csak az alapvető (fundamentális) mátrix meghatározása lehetséges.

Fundamentális mátrix becslése két kép között. Két általános perspektív kamera között
megadható egy 3× 3-mas mátrix, amely a képek között levő geometria kapcsolatot általá-
nos esetben is képes leírni. Ezt a mátrixot hívják alapvető (fundamentális) mátrixnak, és a
szakirodalomban általában F-fel jelölik. A mátrixnak ugyan kilenc eleme van, de valójában
hét paraméter segítségével leírható, mert két megkötést is fel lehet tenni:

1. Egyrészről a mátrix szinguláris, azaz a determinánsa zérus, ebből egy megkötés szár-
mazik.

2. Másrészt skálázásra invariáns, azaz ugyanazt a geometriai kapcsolatot írja le a mát-
rix, ha egyazon valós számmal szorozzuk meg az alapvető mátrix minden elemét. Ez
a tény még egy szabadságfokot csökkent.

Kalibrált kamerák esetén az alapvető mátrixban levő ismeretlenek számát tovább lehet
csökkenteni, mivel csupán a kamerák külső paraméterei határozzák meg azt. Ebben az
esetben kapjuk a lényegi mátrixot. A forgatás – melyet az R ortonormált mátrixszal szokás
reprezentálni – három paraméterrel írható le, a t = [tx ty tz]

T eltolásvektort további
hárommal, de képalapú térbeli látás esetén az eltolás nagysága nem rekonstruálható, csu-
pán az iránya, ezért csak két paramétert lehet az eltolásból meghatározni. Így összesen
3+2 = 5 paramétert kell számítani, ebből a kettőből lehet a lényegi mátrixot előállítani az
alábbi módon:

E = [t]×R, (4)

ahol [t]× a t eltolásvektorból készített, vektoriális szorzást reprezentáló 3× 3-mas mátrix.
Az F alapvető és E lényegi mátrixokat kalibrált kamerák esetén könnyen át lehet számítani
az E = KT

2FK1 összefüggéssel, melyben K1 és K2 az első és a második kamera belső
paramétereit leíró felső háromszög mátrix, melyet az 1. összefüggésben adtam meg.

5

               hajder_274_24



Mind az alapvető, mind a lényegi mátrixok meghatározására a sztereó képpárokon
pontmegfeleléseket határoznak meg. Minden pontpár egy egyenletet ad, melyet az alábbi
alakban lehet leírni:

pT
2Fp1 = pT

2K
−T
2 EK−1

1 pT
1 = 0. (5)

Az esszenciális mátrixhoz öt [Nis03], a fundamentális mátrixhoz hét pontpárra van szük-
ség [HZ03], miután minden pontpár egy egyenleted ad. Praktikus okokból a fundamentális
mátrix becslésére a nyolcpontos algoritmus [Har95] is igen népszerű, bár eggyel kevesebb
pontból is meghatározható a feladat.
Háromszögelés (trianguláció)

Ha két képen ismerjük az egymásnak megfelelő pontokat, a pont térbeli helyzete is
meghatározható. A képeken a két pont egy-egy vetítőegyenest határoz meg, az eredeti
térbeli pont helye közel lesz ezekhez a vetítő egyeneshez. A feladathoz tartozó magyarázó
rajzot a 2. ábra mutatja meg. Pirossal jelöltem a vetítőegyeneseket, a hozzájuk legközelebbi
pont adja a becsült térbeli pont helyét.

e1 e2

p1 p2

C1 C2

l1 l2

X

2. ábra. A triangulációs probléma: a két képen p1 és p2 egymásnak megfelelő pontok megha-
tároznak egy-egy vetítőegyenest. Ideális esetben ezek metszéspontja adja a vizsgált térbeli pont
helyét. A zaj miatt a gyakorlatban az egyenesek kitérőek, ezért a térbeli pont helyét becsülni
kell.

Többféle eljárás létezik háromszögeléshez. Van, amelyik algebrai hibát [HZ03] mini-
malizál, másik megoldás a vetítőegyenesekhez legközelebbi pontot találja meg. Létezik
optimális trianguláció [HS97] is kétképes estre, amely attól optimális, hogy a képtérben
minimalizálja a hibát, és a képek közötti geometriai megkötést is rögzíti, melyet az alap-
vető mátrix határoz meg.
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3. I. tézis: Elméleti affin eredmények

Az I. téziscsoport az affin transzformációk elméletével foglalkozik. Megmutattam a disszer-
tációban, hogy milyen törvényszerűségek vezethetők le lyukkamerákra a lokális affin transz-
formációk felhasználásával. Összesen három törvényt sikerült kimondani. Az első két tör-
vényt ugyan jómagam is publikáltam, de nem tekintem saját eredménynek, ellentétben az
utolsóval, amelyik összefüggést nekem sikerült először felírnom. A törvények megfogal-
mazását ugyanakkor eredménynek tekintem, hiszen a kutatócsoportom munkájának jobb
megértését szolgálja.

Ezek alapján a téziscsoporton belül két altézist mondok ki:

I.1. tézis. Affin transzformációk törvényészerűségei [5,17,20].
Kutatómunkánk és a minket megelőző szakemberek munkássága alapján három tör-

vényben fogalmaztam meg az affin transzformációkkal kapcsolatos összefüggéseket.

1. Az első törvény a felületi normálvektor, a kameraparaméterek, a vetítési függvény és
a vetületi középpontok közötti összefüggést írja le:[

a11 a12
a21 a22

]
=

1

∇Π1
u
T [n]× ∇Π1

v

[
∇Π2

u
T
[n]×∇Π1

v ∇Π1
u
T
[n]× ∇Π2

u

∇Π2
v
T
[n]×∇Π1

v ∇Π1
u
T
[n]×∇Π2

v

]
, (6)

ahol a gradiens operátor (∇) jelöli a vetítési függvény gradiensét a térbeli koordináta
szerint3, n pedig a felületi normálvektor. A kapott formula véleményem szerinti rend-
kívül nagy értéke, hogy bármilyen vetítőfüggvény esetén működik, nem korlátozódik
egyetlen kameratípusra sem. A fenti alapegyenlet tehát egy általános összefüggést
ad, az alkalmazott kameratípusok közötti különbség a Π vetítőfüggvényekben jele-
nik meg.

2. A második törvény megmutatja, hogy milyen összefüggés képezhető lyukkamera ese-
tén a H homográfia és a két képen egymásnak megfelelő [u1 v1]

T és [u2 v2]
T pi-

xelkoordináták között, ha a lokális felület egy síkról származik. A parciális deriváltak
alapján összesen négy összefüggést lehet felírni:

a11 =
∂u2

∂u1
= H11−H31u2

s
, a12 =

∂u2

∂v1
= H12−H32u2

s
,

a21 =
∂v2
∂u1

= H21−H31v2
s

, a22 =
∂v2
∂v1

= H22−H32v2
s

.
(7)

3. A harmadik törvény a következő, I.2. altézisben megfogalmazott összefüggés a fun-
damentális (alapvető) mátrix és a lokális affin transzformáció elemei között.

I.2. tézis. Lineáris kapcsolat az epipoláris geometria és az affin transzformációk kö-
zött [5,17,20].

Amennyiben adott egy színtérről két, lyukkamerával felvett kép, és a két kép között az
F fundamentális mátrix teremt kapcsolatot, akkor az affin transzformáció és a fundamen-
tális mátrix között az alább vektoros (kétdimenziós) egyenletet lehet megadni:

ATF̂

[
p1

1

]
= −F̃T

[
p2

1

]
, (8)

3 Az alsó index a vízszintes/függőleges irányt, a felső index a kép számát jelöli.
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ahol F̃ és F̂ a fundamentális mátrix "csonkított" változatai, melyeket úgy kapunk, hogy
az eredeti F mátrixból az utolsó sort, illetve az utolsó oszlopot töröljük. p1 és p2 a két
képen az egymásnak megfelelő pontok homogén koordinátákkal megadva, ezen pontok
körül értelmezzük az A affin transzformációt.

Fontos megjegyzés. Az affin transzformációk alkalmazása esetén a háromdimenziós szte-
reó látás nemcsak térbeli helyeket (pontokat), hanem a felületi normálisokat is rekonstru-
álni képes, ahogyan az a 3. ábrán is látható. A rekonstrukció kimenete így nemcsak három-
dimenziós pontfelhő, hanem irányított pontfelhő lesz. Irányított pontfelhő esetén minden
egyes ponthoz a merőleges normálirány is adott.

e1 e2

p1 p2

C1 C2

l1 l2

X

A

n

3. ábra. Az affin transzformáció ismerete esetén a pirossal jelzett felületi normálvektor is
meghatározható, amennyiben a kamera kalibrált, azaz ismerjük a vetítőfüggvényt.

4. II. téziscsoport: Affin megoldók

Ebben a téziscsoportban az I. csoport elméleti eredményeit alkalmazva kilenc algoritmus
és algoritmuscsalád elkészítését ismertetem. Ezek az alábbi pontokban foglalhatóak össze:

II.1. tézis. Normálvektor optimális becslése affin transzformációból, kalibrált kame-
rapár esetén [14,16,7,28,31].

Az I.1 tézis szerinti első törvény alapján Baráth Dániel doktoranduszommal közösen az
alábbiak szerint definiáltuk az optimális normálvektorbecslés problémáját legkisebb négy-
zetes értelemben:

n = argnmin
2∑

i=1

2∑
j=1

(
nTwij

nTwc

− aij

)2

, (9)

ahol

w11 = (∇Π1
v ×∇Π2

u) , w12 = (∇Π2
u ×∇Π1

u) ,
w21 = (∇Π1

v ×∇Π2
v) , w22 = (∇Π2

v ×∇Π1
u) ,

wc = (∇Π1
u ×∇Π1

v) .
(10)
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Megmutattuk, hogy ez a feladat legkisebb négyzetes értelemben optimálisan megold-
ható. Három eljárást is kidolgoztunk, a második és a harmadik eljárás esetén kutatócso-
portunk kollégáinak segítségét is igénybe vettünk:

– Negyedfokú polinom segítségével.

– Harmadfokú polinom segítségével.4

– Lineáris összefüggések hányadosaként.5

Az újabb módszerek egyre gyorsabbak, a futási idő csökkentése motiválta az újabb eljárá-
sok kifejlesztését.

II.2. tézis. Lyukkamera vetítő mátrixának becslése affin transzformációból [15].
Eichhardt Iván kollégámmal, kutatócsoportunk oszlopos tagjával közösen megmutat-

tuk, hogy az I.1 tézis szerinti első törvénye alapján – amelyet a 6. összefüggés ír le –,
ha ismerjük az affin transzformációt, a felületi pontokat és normálvektorokat, továbbá a
vetületeket a képeken, akkor lyukkamerára a projektív mátrix paramétereit meg tudjuk
határozni az egyik kamerára, ha a másik kamerának belső paramétereit ismerjük. Erre
alapozva kidolgoztunk egy algoritmust projektív mátrix becslésére.

A kalibrációs algoritmus működőképességét kamera-projektor páros kalibrációján ke-
resztül mutattuk meg. A projektor maga inverz kamerának fogható fel, amely nem képet
(leképzést) készít a háromdimenziós világról, hanem a síkbeli mintát vetíti ki a térbe.

II.3. tézis. Homográfia becslése affin transzformációkból [4,16].
Az I.1. altézis második törvényszerűsége négy egyenletet ír fel, amely összeköti a ho-

mográfiát és a lokális affin transzformációkat lyukkamera modell alkalmazása esetén. Az
összefüggésekből Baráth Dániel doktorandusszal két becslő algoritmust készítettünk:

1. HA algoritmus. Általános esetben, ha a kamerák paraméterei teljesen ismeretlenek,
két affin megfelelésből ki tudjuk számolni a kapcsolódó homográfiát; szemben a ha-
gyományos, kizárólag pontmegfeleléseket alkalmazó módszerrel [HZ03], amelynek
legalább négy megfelelésre van szüksége.

2. HAF algoritmus. Ha a két kép között az alapvető (fundamentális) mátrix ismert,
egyetlen affin transzformáció is elég a becsléshez.

A javasolt módszerek univerzálisak abban az értelemben, hogy mind a minimális, mind a
túlhatározott esetekben alkalmazhatóak.

II.4. tézis. Síkok klaszterezése lokális affin transzformációk segítségével, kalibrált
kamerák esetén [18].

A II.3. altézisben kimondott HAF algoritmus segítségével kidolgoztunk Baráth Dániel-
lel és Jiri Matas cseh kollégával közösen egy szegmentáló eljárást, amely az azonos síkhoz
tartozó affin megfeleltetéseket csoportosítja, hiszen egyetlen megfelelésből a homográfiát

4 A levezetés megalkotásában Nghia Le Minh BSc-s hallgató segítségét kell kiemelni, aki a formális
bizonyítást végső alakját megalkotta.

5 Itt Lóczi Lajos kollégám segítségét kell kiemelnem, aki a Mathematica alkalmazását vetette be, és a
leggyorsabb megoldót így találta meg.
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meg tudja becsülni a HAF algoritmus, ha a két kép között az epipoláris geometriát leíró
fundamentális mátrix ismert. A kiszámított homográfia alapján a hozzá tartozó térbeli sí-
kot meg lehet határozni, és az azonos síkokat eredményező lokális affin transzformációk
kiválasztása alapján a síkfelületet a képen szegmentálni lehet. Ez a módszer a HAF algo-
ritmus kiterjesztésének tekinthető több (multi) modell illesztésére.

II.5. tézis. Lényegi és alapvető mátrix becslése lokális affin transzformáció alapján
[5,20].

Az I.2-es tézis egy vektoros összefüggést ad, amelyik egy lokális affin transzformációt
és a fundamentális mátrixot összeköti. Ennek az egyenletnek a felhasználásával doktoran-
dusz halgatómmal közösen készítettünk egy homogén lineáris egyenletrendszert, amelyből
legkisebb négyzetes értelemben optimális becslő eljárást alkottunk meg. Az affin összefüg-
gésből két homogén egyenletet kapunk, ezt egészítettük ki a pontmegfelelésekből szár-
mazó összefüggéssel [HZ03], ezért minden lokális affin transzformáció három egyenletet
ad. Algoritmusunk ezért három megfelelésből, homogén lineáris egyenletrendszer megol-
dásán keresztül becsli meg a fundamentális mátrixot, szemben a hagyományos pontalapú
algoritmussal [HZ03], amely legalább hét megfelelés meglétét feltételezi.

A javasolt algoritmusunk minimális és túlhatározott esetben egyaránt működőképes.

II.6. tézis. Félig kalibrált kamera kalibrációja két lokális affin transzformációból [20].
A II.5-ös altézis speciális esete, amikor a kamera félig kalibrált, azaz ismerjük a döfés-

pontot, és csak a fókusztáv ismeretlen. Ekkor a kamera belső paraméterei közül csupán
egy ismeretlen, így az alapvető mátrix összesen hat szabadságfokkal bír. Ezért két lokális
affin transzformáció elégséges a megoldáshoz, hiszen ezek összesen hat egyenletet adnak.
Ehhez javasoltunk egy algoritmust, amelyik a homogén lineáris egyenletrendszerből szár-
mazó nulltérben (magtérben) geometriai és optikai törvényszerűségeket figyelembe véve
megkeresi a feltételeknek legjobban megfelelő megoldást.

II.7. tézis. Síkban mozgás optimális becslése kalibrált kamerák esetén egyetlen loká-
lis affin transzformációból [24].

Javasoltunk Baráth Dániellel doktorandusszal egy becslő algoritmust, amelyik síkban
mozgás és teljesen kalibrált kamerák esetén a síkban mozgás két szabadságfokát képes
megbecsülni. A két szabadságfok a függőleges elforgatás és a síkban elmozdulás iránya.
Az elmozdulásnak a nagyságát a térbeli látás törvényszerűségei miatt nem lehet meghatá-
rozni, csak az irányára lehet becslést adni.

Az algoritmusunk egy algebrai hibát minimalizál, a pontmegfelelésekből egy, a lokális
affin transzformációból további kettő egyenletet lehet felírni, így összesen három egyen-
let áll rendelkezésre a két szabadságfokra, ezért a feladat már egy affin megfelelés teljes
megléte esetén is túlhatározott. A lineáris egyenletrendszer megoldására legkisebb négyze-
tes értelemben optimális algoritmust javasolunk, amely tetszőleges számú affin megfelelés
esetén működni képes. Az eljárás minimális 6 és a túlhatározott eseteket egyaránt kezelni
képes.

II.8. tézis. Síkban mozgás becslése félig kalibrált kamerák esetén egyetlen lokális
affin transzformációból [25].

6 Minimális esetet akkor kaphatunk, ha a három egyenletből az egyiket elhagyjuk, például a pontmeg-
feleléseket nem vesszük figyelembe, csak a két affin törvényszerűséget.
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A II. 7. altézishez nagyon hasonló algoritmust dolgoztunk ki Baráth Dániellel közösen
arra az esetre, ha a síkban mozgás esetén ugyanazzal a félig kalibrált kamerával veszünk
fel két képet. Ekkor a két képen az egyetlen ismeretlen belső paraméter a fókusztávolság.

Megmutattuk, hogy az alapvető mátrixnak így három szabad paramétere van: a közös
fókusztávolság, a két kép közötti függőleges elforgatás és az eltolás iránya. Javasoltunk egy
lineáris megoldót, amely egy lokális affin transzformációból képes ezt a három paramétert
megbecsülni. Az eljárás túlhatározott esetre is működik, amikor egynél több transzfor-
mációból nyerünk információt, de az optimalitása a módszernek ebben az esetben nem
garantált.

II.9. tézis. Lokális affin transzformációk becslése egyenesekből [28].
Nghia Le Minh ELTE-s BSc hallgatómmal közös munkánkban azt mutattuk meg, hogy

a képeken egymásnak megfeleltetett egyenesek irányait felhasználva is ki lehet nyerni az
affin transzformációkat. Munkánkban megkülönböztettünk skálázott és skálázatlan egye-
neseket. Utóbbi esetében az egyenesek iránya adott csupán, skálázott esetben a szakaszok
hosszváltozatának lokális approximációja is ismert.

Ha az alapvető mátrix adott, akkor az eipoláris egyenesek normálvektoraira fel tudunk
írni egy skálázott összefüggést, ahogyan azt például a 8. összefüggésben már meg is tettük,
ezáltal egy inhomogén lineáris összefüggésünk van az affin transzformációra.

Ezeknek az affin transzformációknak a kinyeréséhez többféle algoritmust készítettünk.
A becslési módszereink a lineáris részét képesek meghatározni az affin transzformációnak,
az eltolást a pozíciók adhatják meg. Ha a skála nem ismert, a négy affin paraméterhez
minden egyes ismeretlen skála egy becsülnivaló paramétert ad hozzá. A lineáris egyen-
letek ebben az esetben homogének az affin transzformációra nézve. Fontos feltétel, hogy
legalább egy skálát ismerni kell, tehát egy inhomogén egyenletre szükség van a teljes becs-
léshez.

5. III. téziscsoport: Kötegelt behangolás újszerű alkalma-
zása nem hagyományos problémaosztályokra

A kötegelt behangolás olyan problémák esetén alkalmazható, amikor nagy mennyiségű
adat viszonylag kevés paramétertől függ, és az adatok kétdimenziós mátrixba szervezhe-
tőek. A 4. ábra mutat egy példát a probléma algebrai alakjára. Eredeti verzióját sokképes
rekonstrukcióra fejlesztették ki [Bil00]. Amennyiben van N darab kameránk és K darab
pontunk, minden egyes kamerához minimum hat, maximum tizenegy paramétert kell meg-
határoznunk. Vegyük az első esetet, ami kalibrált kamerák esetén lehetségesen, azaz a bel-
ső paraméterek ismertek, és csak a külső paramétereket kell becsülni: három forgatási és
három eltolási paraméter számítandó ebben az esetben. Az M darab térbeli pont értelem-
szerűen három szabad paraméterrel, a három térbeli koordinátával rendelkezik. Összesen
tehát 6N + 3M paraméter becslését jelenti a rekonstrukciós folyamat.

Ha minden pont minden képen látszik – ami csak elméletileg lehetséges, a gyakorlati
esetekben takarások is előfordulnak –, összesen 2NM koordinátaértéket tudunk detek-
tálni. A kettes szorzó onnan jön, hogy a képeken vízszintes és függőleges koordinátákat
egyaránt le tudunk olvasni. Nagy kép- és pontszám esetén 2N ·M >> (6N + 3M), azaz a
feladat jelentősen túlhatározott.
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Ha felírunk valamifajta hibafüggvényt a rekonstrukcióra, az i-edig kép j-edik pont-
ja csak az i-edik kamera paramétereitől és a j-edik pont térbeli koordinátáitól függ. Az
összes többi kamera és a térbeli pozíció nem befolyásolja a vetített pont helyét. Ezért, ha
a hibafüggvényt az ismeretlen paraméterek szerint deriváltjuk, a laza függőség miatt sok
zérus értéket kapunk. Más szóval, a Jacobi mátrix elég ritka lesz, ahogyan azt a 4. áb-
ra bal oldali képén látjuk három kamera és hat pont rekonstrukciója esetén. Numerikus
algoritmusok alkalmazása során a linearizált normálegyenlet is ritka lesz, az ábrának a
jobb oldali képe ezt a tényt mutatja meg. A normélegyenletet invertálni kell a megoldás-
hoz. Általános esetben az invertálandó mátrix mérete a paraméterek számával egyenlő. A
normálegyenlet speciális formáján jól látható, hogy a főátló mentén kisebb blokkok talál-
hatóak. A teljes mátrix inverziója a kisebb blokkok inverziójának segítségével megadható,
ahogyan azt Laurakis [LA04] munkája nagyon alaposan elmagyarázza.

(a) A Jacobi mátrix felépítése három kamerás és
hat pontos rekonstrukció esetében.

M3

M1

M2 W

WT

S1

S2

S6

S5

S4

S3

X =

(b) A bal oldali feladathoz tartozó normálegyen-
let.

4. ábra. Numerikus optimalizálás kötegelt behangolás segítségével. A nemnulla elemek vilá-
goskékek az ábrán. Észrevehető, hogy a normálegyenletben a főátló mentén kisebb blokkok
találhatóak, ezek invertálása gyorsan elvégezhető.

Tudományos munkám során sikerült megmutatni, hogy a kötegelt behangolás algorit-
musa más problémaosztályok esetén is sikerrel alkalmazható. Az elért tudományos ered-
ményeimet az alábbi tézispontokba foglalom össze:

III.1. tézis. Kötegelt behangolás alkalmazása fotometrikus sztereóra [3].
Fodor Bálint doktorandusz hallgatómmal és Jankó Zsolt SZTAKI-s kollégámmal közö-

sen sikerült egy újszerű eljárást készíteni kötegelt behangolás alkalmazásával, amely a
fotometrikus sztereó problémát oldja meg pontszerű fényforrás esetén. Tetszőleges szá-
mú fényforrást alkalmazni tudunk, a bemenet egy képsorozat, ahol a kamera helyét a
rekonstruálandó tárgyhoz képest nem változtatjuk meg. Minden megvilágítás egy képet
eredményez a sorozatban. A módszer laboratóriumi körülményeket igényel abból a szem-
pontból, hogy külső megvilágításból nem szűrődhet be fény. Minden felvételnél egyetlen
megvilágítás engedélyezett.
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A numerikus optimalizációnál a kezdeti paraméterek meghatározásához párhuzamos
fényforrás alkalmazását javasoljuk. A rekonstrukció felírható paraméter-minimalizálásként,
ahol az optimalizálandó paraméterek a fények és a felületi normálvektorok. A kötegelt
behangolás alkalmazásával tetszőleges fényforrás alkalmazható, mi pontszerű fényforrás
feltételezésével mutattuk meg a módszer létjogosultságát.

III.2. tézis.Kötegelt behangolás alkalmazása irányított pontok rekonstrukciójára, af-
fin transzformációk alkalmazásával [21].

Eichhardt Iván kollégámmal, kutatócsoportunk tagjával közösen megmutattuk 2017-
ben, hogy a hagyományos kötegelt behangolás algoritmus kiegészíthető az affin transz-
formációkkal, ezért Structure from Motion (SfM) eljárások esetén pontos rekonstrukciós
eredmény kapható numerikus optimalizálással annak ellenére, hogy a finomítandó para-
méterek száma igen nagy. A hagyományos pontalapú rekonstrukcióhoz képest minden tér-
beli pont kiegészíthető a felületi normálvektorral is. A normálvektornak a nagysága nem
tartalmaz érdemi információt, csak az iránya, ezért a térbeli normálvektor két további
paramétert jelent, azaz az irányított pont összesen öt paraméterrel írható le. Így a becslés
kiegészül pontonként további ismeretlenekkel, ugyanakkor az egyes képmintákhoz tartozó
affin transzformációkat a képekből meg lehet határozni, azaz a képeken a 2D koordinátá-
kon túl az affin transzformációk is megjelennek ismert adatként.

6. IV. téziscsoport: Új módszerek LiDAR mérőeszközök és
perspektív kamerák kalibrációjára

Az utolsó kutatási terület, melyet jelenleg is nagy intenzitással művelek, különböző moda-
litású szenzorok közös kalibrációja. Az elmúlt években LiDAR és digitális kamerák össze-
kalibrálására koncentráltunk kutatócsoportomban, tudományos eredményeimet is ezen a
területen értem el.

Tézispontjaimat az alábbiakban foglalom össze:

IV.1. tézis. Kamera-LiDAR kalibráció téglatest (doboz) segítségével [6,22].
Pusztai Zoltán doktoranduszommal közösen kidolgoztunk egy újszerű eljárást LiDAR

letapogató eszköz és digitális kamera kalibrációjára, amely téglatestet (dobozt) alkalmaz
kalibrációs objektumként, szemben a meglévő módszerekkel [GMCS12, VŠMH14], melyek
a legtöbb esetben sakktábla segítségét veszik igénybe a kalibrációs feladat megoldásra.

A LiDAR pontfelhő feldolgozására javasoltunk egy félautomatikus eljárást, amely a me-
rőlegesség figyelembe vételével meghatározza a doboz csúcspontját és az éleit. Az eljárás
először robusztus illesztéssel merőleges oldalakat keres, majd iteratív eljárással beforgat-
ja és betolja a látható oldalakat a megfelelő pozícióba. Ismert dobozméret esetében így a
doboz csúcsainak pozíciója egyértelműen megbecsülhető.

A kamera képén a doboz sarkait manuálisan kell meghatározni. A pontfelhőn becsült és
a képen meghatározott pontok között egy Perspektív n-pont [LMNF09] (PnP) algoritmus
adja meg a két eszköz közötti relatív eltolást és elfogatást.

Az eljárás könnyen kiterjeszthető tetszőleges számú kamera és LiDAR letapogató eszköz
alkalmazására.

IV.2. tézis. Kamera-LiDAR kalibráció gömb segítségével [9,26].
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Tóth Tekla doktoranduszom közreműködésével kidolgoztunk egy új módszert, amely
gömb segítségével határozza meg digitális kamerák és LiDAR letapogató eszközök elhe-
lyezkedését. Az eljárásunk teljesen automatikus.

Egy kamera képén egy gömb kontúrpontjai speciális ellipszist alkotnak, az ellipszis
paramétereit meghatároztuk a gömb pozíciójának és sugarának függvényében. Megmutat-
tuk, hogy a detektált ellipszisből hogyan lehet meghatározni a gömb középpontját a képen.
Ismert sugár és kamera belső paraméterek esetében a gömb térbeli pozíciója is meghatá-
rozható.

A LiDAR pontfelhőn robusztus illesztés segítségével a középpont és a sugár szintén
meghatározható, erre a feladatra a területen szabványosnak mondható eljárások robuszti-
fikálását javasoljuk.

A kamerák és LiDAR-ok közötti elforgatás és eltolás megoldására pontregisztrációs el-
járást alkalmazunk. Módszerünk tetszőleges számú kamerára és LiDAR eszközre működik,
ha legalább négy gömbre el tudjuk a szükséges illesztési feladatokat végezni. Túlhatározott
esetben, azaz négynél több felvétel esetén is működik az eljárásunk, a gömbök számának
növelésével a kalibráció pontossága növekszik.

IV.3. tézis. Egy forgatási paraméterre redukált kamera-LiDAR kalibráció [30].
Tófalvi Tamás és Tóth Tekla doktorandusz hallgatókkal közösen egy harmadik eljárást

is kidolgoztunk LiDAR-kamera kalibrációra, amely sakktáblát használ a külső paraméterek
kiszámítására. A fő újdonság, hogy a kamerát és a LiDAR-t egy speciális, saját tervezésű
és gyártású 3D-nyomtatott alkatrész segítségével egymáshoz rögzítjük 7, így a két eszköz
relatív orientációja egyszerűsödik, mindössze egy forgatási szöget kell meghatározni.

Az általunk javasolt módszer sakktáblák síkjait vizsgálja, és ezek normálvektorait hasz-
nálja a helyes forgatási szög megbecslésére. A javasolt megoldó lineáris problémaként ír-
ható fel, a forgatásra így legkisebb négyzetes értelemben optimális megoldást tudunk adni,
amelyik minimális és túlhatározott esetekben egyaránt működik.

A módszer egy képet igényli csak, ezért online kalibrálásra is használható, ha a jármű
elhalad egy falra (síkra) rögzített sakktáblaminta mellett.

7 A rögzítés tervezése és 3D nyomtatása Kovács Bandó mérnökünk munkája.
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