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1. Ho6vezetés heterogén anyagokban

A Fourier-egyenleten tili hévezetési jelenségek 1étezése mar a XX. szdzad els6
fele 6ta ismert és elfogadott. Az 1970-es évekre aztan szamos kisérleti adat
igazolta az ugynevezett masodik hang és ballisztikus hévezetési mechanizmu-
sok létezését, melyek alacsony hémérsékleten (<20 K), vagy nanoszerkeze-
tekben megfigyelheté hullamjelenségek. Habar az extrém pontos miszerek
fejlesztése (G generdciés detektorok a CERN-ben, Einstein Teleszkép), vagy
épp a nagy léptékben fejlodé lirtechnikai alkalmazasok miatt egyre fontosabb
az ilyen kiilonlegesebb koriilmények koézotti termikus viselkedés modellezése
is, a dolgozatom ennél joval kevésbé specidlis koriilmények kozotti hévezetési
kérdéseket vizsgal.

1. Abra. Példék heterogén anyagokra. Az A) és B) abrdk fémorganikus térhdlos
szerkezet elektronmikroszképos képét mutatjak por (A) és 25 baron pelletalt (B)
formaban. A C) dbra olyan mikrokapszuldkat mutat, amelyeket épiiletek szigete-
léseibe keverve lehet azok hatékonysdgat javitani. A D) és E) abrak szintaktikus
aluminiumhab elektronmikroszképos képeit mutatjék, ahol a "KG" révidités a kera-
miagdmbhéjakra, az "E" az erésitéanyagra, az "M" a matrixanyagra utal. Az F) dbra
egy biolégiailag lebonthaté NYAK szerkezetét mutatja, amely lenszdlakkal erdsitett
PLA-b6] késziil.

A kutatdsaim kozéppontjiban a heterogén, Osszetett szerkezetii anyagok
termikus modellezése all. A kutatds egyedisége abban mutatkozik meg, hogy
én alkalmazom el6szor a Fourier-egyenleten tuli hévezetési modelleket azok
effektiv értelmezésében. Ez azt jelenti, hogy a heterogén, tébbkomponensii
anyagot nem annak aprélékos részleteiben, hanem az ered6 termikus visel-
kedését célzdan kivanom jellemezni. A tébbkomponensii szerkezetek miatt a
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Fourier-torvény altal leirt egy iddskdla nem elegendd. A sajat, illetve a té-
lem fiiggetleniil is publikalt kisérleti eredmények kimutattak, hogy minimum
két idéskalas hovezetési modellek alkalmazéasa sziikséges. Az 1. dbréan Gssze-
tett szerkezeti, er6sen pordzus anyagokra lathatunk reprezentativ példakat,
ilyenek a gaztarolasra kivaléan hasznalhaté fémorganikus térhélés anyagok,
aluminium habok, vagy épp a fenntarthaté jovot célzo biologiailag lebonthatd
NYAK-ok.

Mivel ilyen komplex szerkezetli anyagok a mérnoki gyakorlat legtobb te-
riiletén eléfordulhatnak, kezdve a hé- és gaztarolastél, a szigeteléseken at a
kiilonféle kompozitokon keresztiil a szerkezeti anyagokig, ezért az elért ered-
mények hasznosulasa is ilyen sokrétli potenciallal rendelkezik.

Az anyag Osszetételétél, a komponensek hévezeté képességétél, a testek
méretétol és az alkalmazott peremfeltételektdl fiigg, hogy a heterogén anyag-
ban lejatsz6dé hévezetési jelenség modellezheté-e a Fourier-torvénnyel vagy
sem. Hangsilyozom, hogy itt nem arrdl van szd, hogy a komponensek viselke-
dése kiilon-kiilon eltérne a Fourier-torvénytol, hanem az egyes komponensek
kolesonhatéasa idéz el6 olyan hévezetési folyamatokat, amikor az egy idéskalas
Fourier-térvény nem elengedd, ezért a két idéskalas modellek hasznalata nem
megkeriilheto.

A szakirodalom szédmos hévezetési modellt tart szdmon, de azokbdl csupan
két alternativa all rendelkezésre, mivel a t6bbi modell vagy termodinamikailag
inkompatibilis, vagy pedig tul sok ismeretlen egyiitthatot tartalmaz, igy az
anyagjellemzék meghatdrozasat célzo kisérletek kiértékelésére alkalmatlanok.

A két lehetséges alternativa a Guyer—Krumhansl-egyenlet és a Jeffreys-
egyenlet. Mindkét modell a T h6mérsékletben ugyanigy irhaté fel,

TattT+atT = alAT+U,2T8tAT, (1)

ahol a1 és ag a statikus és dinamikus héfokvezetési tényezSk és T pedig az
ugynevezett relaxaciés idé. A két modell hidba rendelkezik ugyanolyan T-
reprezentaciéval, konstitutiv szinten jelentésen eltérnek egymastol, amely ki-
hat azok matematikai tulajdonsagaira, a kezdeti és peremfeltételek kezelésére,
és gy Osszességében azok megoldhatésagara.

A két hovezetési idéskala jelenléte, ahogy az egyiitthatok neve is mutatta,
megkiilonboztet igynevezett statikus és dinamikus idéskaldkat. A statikus
idéskéla a lassi, a dinamikus idéskéla a gyors folyamatokhoz kapcsolodik. Ez
azt jelenti, hogy ha a peremfeltételek gyors folyamatokat irnak el6, akkor a
statikus idéskala kevéssé relevans, és a dinamikus, idéderivaltakat tartalmazoé
tagok egyiitthatdi lesznek a relevansak.
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2. dbra. Egy numerikus teszt arra vonatkozdan, hogy a Fourier-egyenlet gyors
folyamatokra hogyan tudja lekovetni a Jeffreys-egyenlet megoldédsat.

Ha az (1) egyenletet részleteiben elemezziik, felismerhetjiitk benne a
Fourier-egyenletet és annak idéderivaltjat is. Emiatt, gyors folyamatokra ele-
gendo csak a Fourier-egyenletet megoldani, de ebben az esetben a dinamikus
hoéfokvezetési tényezét kell hasznalni. Erre mutat egy demonstrativ példat a
2. dbra, ahol egy gyors periodikus peremfeltétel hatdsira létrejové hémérsék-
letbeli valtozasokat a Fourier-egyenlettel is jol lehet kozeliteni, amennyiben
részletesen ismert a hovezet6 kozeg két sajat idoskaldja.

Azonban a statikus és dinamikus héfizikai paraméterek meghatarozasa két
idéskalas hévezetési modellek nélkiil nem lehetséges. A dolgozatban taglalt
kisérleti eredmények az tgynevezett héimpulzuselvii kisérletre épiilnek, en-
nek sematikus vazlatat mutatja a 3. dbra egy szabvanyos, NETZSCH altal
gyartott berendezés példajan. A BME GPK Energetikai Gépek és Rendsze-
rek Tanszéken 16v8 berendezést Grof Gyula és Gyenis Akos épitették, ennek
felépitése a kemencét leszamitva szintén ezt az elrendezést koveti.

A héimpulzuselvii mérési elrendezés egy standardizalt eljaras kiilonféle
anyagok héfokvezetési tényez6jének meghatarozasara. Ez a kisérleti elrende-
zés t6bb szempontbdl is elényos. Egyarant alkalmazhato hoszigeteld és igen
j6 hoévezeté anyagokra is. Maésrészt, a mérés tranziens, azaz a homérséklet
id6beli valtozdsanak mérésére és annak feldolgozdsara épiil. A kutatdsaim
kimutattak, hogy allanddsult allapoti esetekben a Fourier-, valamint az azon
tali modellek kozotti eltérések kisérletileg csak specialis koriilmények koézott
mutathatéak ki, igy az id6beli valtozdsok megfigyelése kovetelmény. A madd-
szernek hatranyai is vannak: a probatestek erésen heterogének is lehetnek
(példaul 90% feletti porozitasi tulajdonsdgokkal), ami méréstechnikailag ki-
hivasokat hordoz.

A mérési elrendezés sajatossaga, hogy a prébatestek vastagsaga nem lehet
nagyobb, mint 5 mm, mikdzben azok heterogenitasai szintén a milliméteres
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skaldn mozoghatnak. Ennek az az egyik kovetkezménye, hogy a probatestek
viselkedése méretfiiggést mutathat, még a Fourier-egyenlet esetében is, mivel
a probatesteket akar azok jellemzé mérete alatt is kellhet vizsgalni. Ez nem
minden esetben van igy, de nem kizarhatd gyakorlati eset. Ez nem feltétle-
niil hatranyos, bizonyos alkalmazasokhoz ezek az informécidk is hasznosak és
elvartak. Ilyen példdul a CERN ALICE kisérletéhez tervezett j generacios
detektor, aminek a szerkezeti vdzat 85% feletti porozitdst szénhabbdl készi-
tik, de a szénhabszerkezet vastagsaga az 5 milliméteres nagysagrendbe esik.
Emiatt mégsem lenne értelme ettol joval vastagabb probatesteket vizsgélni,
nem lenne reprezentativ, hidba akkor tiinne el a probatestek méretfiiggése.

NETZSCH LFA 427
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3. abra. A hdimpulzus mérési elrendezés sematikus vazlata a szabvanyos NETZSCH
LFA berendezés alapjan.

A masik kihivast a mérések kiértékelése jelenti. Ez Fehér Anna Ph.D. hall-
gatom f6 kutatdsi teriilete, és az 6 érdeme, hogy a két idéskalas modellekre
kidolgozott egy altalanosan hasznalhatéd kiértékelési modszertant. Ezek ak-
kor miikédnek gyorsan és megbizhatban, ha a modellek megoldasai is gyorsak
és meghizhatéak. Matematikai szempontbol a Guyer—Krumhansl- és Jeffreys-
egyenletek a Fourier-egyenlethez képest jelentds eltéréseket mutatnak, igy sem
a numerikus, sem az analitikus megolddsok nem maguktél értet6déek. A kuta-
tasaim soran ezeket a szempontokat is részletesen elemeztem, és a tézisemben
olyan ajanlasokat fogalmaztam meg, amelyek segitségével a téves megoldasok
elkeriilhetGek.
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2. A kutatas célja és a dolgozat felépitése

Ezek fényében a kutatdsaim célja egy olyan eszkoztar megalkotasa volt, amely
a Guyer-Krumhansl- és Jeffreys-egyenletek gyakorlati feladatokra valé alkal-
mazhatosdgat teremti meg. Mivel ezekre a modellekre nem &alltak készen
azok a fajta megoldasi modszerek, alkalmazasi javaslatok és h6technikai ér-
telmezések, amelyek a Fourier-torvény esetén teljesen hétkdznapinak szami-
tanak, ezért a kutatdsom sordn ezeket a szempontokat atfogdan vizsgaltam.
A Fourier-egyenleten tili modellek esetén szamos olyan 1ij szempontot kellett
megismerni, amelyek a Fourier-egyenlet esetén fel sem léphetnek.

A dolgozatom részletesen elmagyarizza a relevans hovezetési modellek ir-
reverzibilis kontinuumtermodinamikai hatterét, az allapottér és az onsage-
ri megoldasok szerepét. Erre alapozva vezetem le a Guyer—-Krumhansl- és
Jeffreys-egyenleteket, és targyalom az azokban jelentkez6 transzportegytlitt-
hatok hotechnikai jelentését. Ezenfeliil targyalom a modellek nemlinearitasi
tulajdonsdgait, kiilonos tekintettel a hémérsékletfliiged hévezetési tényezd sze-
repére és annak kovetkezményeire.
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4. dbra. Az altalam kidolgozott mddszerekkel valé analitikus és numerikus megol-
désok osszehasonlitdsa a kereskedelmi COMSOL végeselemes szoftverrel, a Guyer—
Krumhansl-egyenlet esetén.
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A dolgozat kovetkez6 kozponti eleme a modellek megoldasi médszereinek
fejlesztése és azok megbizhat6 alkalmazésa. A megbizhatésag azért kiemelke-
d6 szempont, mivel a hagyomanyos analitikus és numerikus megoldasi mod-
szerek nem veszik figyelembe a Fourier-egyenleten tili modellek matematikai
és fizikai sajatossagait. Erre egy érdekes 6sszehasonlitést a 4. 4bra mutat, ahol
a sajat modszereimmel kapott eredményeket vetettem 6ssze a COMSOL vé-
geselemes szoftver altal adott eredménnyel. Az eltérések szemmel lathatoak,
és nem csupan numerikus, kozelitésbeli hibarél van szé. Mivel a kereskedelmi
szoftverek nincsenek felkészitve az jonnan jelentkezé modellek matematikai
sajatossdgaira, ezért az eredmények validaldsa kulcsfontossdgi. Ezen tdlme-
néen a dolgozat szintén targyalja a nemlinedris modellek numerikus megol-
désainak a szempontjait, és moddszert javasol a linearis stabilitasvizsgalati
modszer kiterjesztésére allapotfiiggd egyutthatdk esetére vonatkozoan.

A termodinamikai hattér, a nemlinearitasok kezelésének maddjai, illetve a
kapcsolodd megoldasi mdédszerek mind elengedhetetlenek ahhoz, hogy a he-
terogén anyagokon végzett kisérletek kiértékelhetéségét, valamint a jovobeli
mérnoki problémédkon valé alkalmazhatésagot megteremtsem. Végiil, a dol-
gozat tobb kisérleti és gyakorlati példat is bemutat, ahol a Fourier-egyenleten
tuli modellek alkalmazésa kritikus volt a hévezetési kisérletek kiértékeléséhez
és azok értelmezéséhez, a megfelel6 hotechnikai paraméterek meghatdrozasa-
hoz. Ezek a h6impulzuselvii kisérletek egyértelmiien meghatarozzak a statikus
és dinamikus héfokvezetési tényezdket, a fajlagos hékapacitasok fiiggvényében
pedig a statikus és dinamikus hévezetési tényezbket. A dolgozat a bemuta-
tott kisérleti eredmények alapjan ajanlasokat, javaslatokat és altaldnos ér-
vényl eredményeket fogalmaz meg a heterogén anyagok termikus jellemzése
kapcsan.

3. Tézisek és eredmények

Az els6 tézisem a modellek megfelel6 definidlasra vonatkozik. A termodina-
mikai er6k és dramok rendszere, a kozottitk 1év6 Osszefliggések nem egyér-
telmtek, tobbféle mddon is felirhatéak, és ezeknek az tigynevezett onsageri
egyenleteknek nemlinedris esetekben komoly kévetkezményeik is vannak.

A maésodik tézisem méar csak a Guyer—-Krumhansl- és Jeffreys-egyenletekre
vonatkozik, mivel a szakirodalom jelenlegi allasa szerint csak ez a két modell
rendelkezik a sziikséges termodinamikai kompatibilitdssal és a két diffazios
idéskalaval kontinuumértelmezésben. Ennek héfizikai jelentOségét a maéso-
dik tézis foglalja 6ssze. A harmadik és negyedik téziseim a kétféle hévezetési
modell nemlinearitéasi tulajdonsagait foglalja 6ssze, kiilon részletezve a hémér-
sékletfiiggb hévezetési tényez6 nemtrividlis kévetkezményeit.

Az 6t6dik és hatodik téziseim béar csak a Guyer-Krumhansl- és Jeffreys-
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egyenletekre fogalmaztam meg, de valdéjaban ezen talmutatdan is érvényesek
a kontinuumtermodinamikailag konzisztens hovezetési modellekre nézve, mi-
vel a masodik f6tétel megkoti a konstitutiv egyenletek szerkezetét, igy nem
tetszoOleges szerkezetil differencidlegyenletet kell megoldani.

A heterogén anyagok jellemzésére sokszor csak igen specifikus, az anyag-
szerkezet részletes ismeretére épité hovezetési tényezd becsléseket haszndl a
szakirodalom, de a heterogén anyagok nagymértékii valtozatossaga miatt ezek
csak kevés esetben, és akkor is komoly feltételek mellett hasznalhatéak. A
Fourier-torvénnyel torténé méréskiértékelés szintén nem megbizhatd. Emiatt
a szakma szdmara egy igen Uj megkozelitést jelent a statikus és dinamikus
héfokvezetési tényezdk bevezetése, és ezek értelmezése. Ezt szintén Fehér An-
na Ph.D. hallgatémmal kézosen végeztem, és a kisérleti eredmények alapjan
a megfigyeléseim a hetedik tézisem foglalja 6ssze.

1. Tézis — A Fourier-egyenleten tuli modellek definialasa

Kimutattam, hogy a Fourier-egyenleten tili modelleket azok onsageri
alakjaval kell definialni, ami egyértelmiisiti a termodinamikai erdk és
aramok kozotti Osszefiiggéseket, a makroszkopikus transzportegyititt-
hatdk kozotti kapcesolatokat, valamint a kezdeti és peremfeltételek fi-
zikai tartalmat. Az onsageri alak mellé meg kell adni a modellhez
tartozé allapotteret. A transzportegyiitthatok allapotfiiggését onsage-
ri szinten kell definidlni.

Az 1. tézishez kapcsolédé publikaciok: [1-9].

2. Tézis — A két difftziés idoskalaval rendelkezé modellek értelmezése

Megallapitottam, hogy a Guyer-Krumhansl- és Jeffreys-egyenletek,
mint két idéskaldas modellek megkiilonboztetnek statikus és dinami-
kus hovezetési és hofokvezetési tényezoket. Mivel meglatasom szerint
a Guyer—-Krumhansl- és Jeffreys-egyenletek esetében a Fourier-szam
nem pontos és félreértésre ad okot, ezért a Fourier-szam elnevezést
statikus és dinamikus idskdlara javaslom modositani.

A 2. tézishez kapcsolédd publikécidk: [7,8,10].
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3. Tézis — A Guyer—-Krumhansl-egyenlet nemlinearis tulajdonsagai

A Guyer-Krumhansl-egyenlet esetén megallapitottam, hogy a hoéve-
zetési tényezd homérséklettdl vald fiiggése a transzportegytitthatdk
mindegyikére 6roklodik. Ennek kévetkezménye, hogy a tomegsiiriiség
hoémérsékletfiiggését figyelembe kellhet venni, igy a hétagulason ke-
resztilli termomechanikai csatolds a modellezési feladat fiiggvényében
jelentkezhet. A relaxacios idé hémérsékletfiiggését tovabbi nemlinearis
jarulék jelentkezése nélkiil nem lehet figyelembe venni. A térben nem-
lokélis taghoz tartozé transzportegyiitthatok homérsékletfiiggése nem
vart médon moédositja a latszolagos hovezetési tényezdt, amely ilyen
modon hémérséklet- és hédramsiirtiség-fliggévé is valhat. Az egyes
transzportegyiitthatokban jelentkez6 anyagi nemlinearitasok gyors fo-
lyamatok esetén nem kiiszobolhetéek ki, mivel barmely egytitthatd
homeérsékletfiiggése mindkét idoskala transzportegyiitthatoit érinti.

A 3. tézishez kapcsol6dé publikédcidk: [2,6,7,11,12].

4. Tézis — A Jeffreys-egyenlet nemlinedris tulajdonsigai

A Jeffreys-egyenlet esetén megallapitottam, hogy a statikus hévezetési
tényez6 hémérséklettol vals fiiggése anélkiil is figyelembe vehetd, hogy
az allapotfiiggés a tobbi transzportegyiitthatéban jelentkezne. Mivel
a Jeffreys-egyenletben a statikus és dinamikus skaldk mar konstittcios
szinten is elkiilonithetoek, emiatt lehetséges a statikus hévezetési té-
nyez6 homérsékletfiiggésének dinamikus idoskalan valéd kikiiszobolése.
A relaxécids id6 hémérsékletfiiggése vagy a tomegsliriiség hémérsék-
letfliggését és igy a hétaguldsi hatasok figyelembevételét, vagy pedig
tovabbi nemlinedris jarulékokon keresztiil mindkét id6skala modosita-
sat vonja maga utan.

A 4. tézishez kapcsolédé publikdcidk: részben a [2,8] publikdciéim tartal-
mazzak ezeket a megallapitasokat, a teljes eredmény publikalas alatt all.
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5. Tézis — Az analitikus megoldasok sajatossagai

A Guyer-Krumhansl- és a Jeffreys-egyenlet  hémérséklet-
reprezentacidja alapjan megéllapitottam, hogy els6- és masodfaju
peremfeltételek esetén ugyanaz a sajatfliggvény-sajatérték rendszer
hasznéalhaté.  Erre épitve kidolgoztam egy specidlis, Galjorkin-
mobdszerre épiilé analitikus megoldasi technikat. Megadtam az
inhomogén kezdeti feltételek kovetkezményeit, és termodinamikailag
konzisztens moédszert ajanlottam a kezdeti idéderivaltak figyelembe-
vételére.

Az 5. tézishez kapcsolédé publikaciok: [7,8,11,13-16].

6. Tézis — A nemlinedris hévezetési egyenletek numerikus stabilitasa

A nemlinedris, hémérsékletfliggd transzportegyiitthatékkal rendelkezé
Fourier-, Guyer—Krumhansl- és a Jeffreys-féle hévezetési egyenletek
numerikus stabilitdsanak vizsgalatahoz kiterjesztettem a Neumann-
modszer érvényességét és egy modszert adtam a stabilitasi hatarok
becslésére. Megallapitottam, hogy a transzportegyiitthatokat az anyag
olyan &llapotdn kell figyelembe venni, ahol a leggyorsabb a karakte-
risztikus terjedési sebesség, és ennek becslésére a linearis megoldasbdl
kapott homérsékletbeli széls6érték hasznalhato.

A 6. tézishez kapcsol6dé publikdcidk: [2,6,11,12,17].

7. Tézis — Heterogén anyagok termikus jellemzése

Réamutattam, hogy a kisérletileg megfigyelt dinamikus héfokvezetési
tényez6 mindig nagyobb, mint a statikus hofokvezetési tényezs. Ez
az allitas igaz a statikus és dinamikus hévezetési tényez6k viszonyara
is. Heterogén anyagok héimpulzuselvii termikus jellemzésére javasla-
tot tettem a probatestek méretének, valamint a héimpulzus idejének
valtoztatasara.

A 7. tézishez kapcsol6dd publikacidk: [10,18-24].
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