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1. A kutatasok elozménye

Az MTA doktori disszertacioban a nemlinearis klasszikus térelméleti és
hidrodimamikai modellekben 1étrejové lokalizalt dllapotok szerkezetével és
sugarzasaval kapcsolatos eredményeimet mutatom be. A sik héttéren definidlt
onkolcsonhatd valds ¢ skalarmezd dltal 1étrehozott hosszu élettartamu rezgd
allapotok létezését el6szor numerikus modszerekkel mutattdk meg [Bogo-
lyubskii and Makhan’kov, 1977]]. Ezen allapotokra késébb az oszcillon elne-
vezés terjedt el a szakirodalomban [Copeland et al., 1995]]. Kideriilt, hogy a
gravitacios kolcsonhatds alatt all6 valds skalarmezdk hasonlo, rezgd gomb-
szimmetrikus dllapotokat hozhatnak létre, amelyekre az oszcillaton elnevezés
terjedt el [Seidel and Suen, 1991][Seidel and Suen, 1994].

Munkdmban az emlitett jelenségek alapvetd viselkedését mutatd legegy-
szer(ibb valds skalarmez6t tartalmazé rendszereket tanulméanyozom. Erdemes
megemliteni, hogy oszcillonok 1étrejonnek joval Osszetettebb rendszerekben
is, mint példdul a standard modell bozonikus szektordban [Farhi et al., 2005,
Graham, 2007]. Nemlinearis onkolcsonhato rendszerek esetén még a skalar-
mez0 létezése sem feltétleniil sziikséges, ahogy azt a tomeges Proca mez&bol
kialakul6 oszcillatonok 1étezése is mutatja [Garfinkle et al., 2003, Brito et al.,
2016].

A sik héttéren 1€trejovo oszcillonok altalaban jol 1athatéan energiat veszi-
tenek skalarmezd kisugarzasaval, de bizonyos esetekben az energiaveszteség
annyira lassu hogy numerikus modszerekkel sokdig nem is volt kimutathato.
A gravitdcidhoz csatolt skalarmezdk 4ltal 1étrehozott oszcillatonok olyan j6
kozelitéssel periodikusak, hogy a témaval kapcsolatos munkdink el6tt nume-
rikus modszerekkel nem sikeriilt kimutatni, hogy sugaroznak, emiatt a leg-
tobb esetben hallgatélagosan feltételezték hogy allandé6 frekvencidval rezeg-
nek.

Egy bizonyos feliileti fesziiltség tartomédnyban a feliileti vizhullamok le-
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irasara alkalmas Korteweg-de Vries (KdV) egyenleteket célszer kiegésziteni
egy otodik derivalt taggal [Hunter and Scheurle, 1988]]. A jol ismert szolito-
noknak megfeleld6 megolddsok ekkor kis amplitidéja hulldamokat bocsatanak
ki a terjedés iranyaba, és igy lassan energiat veszitenek [Benilov et al., 1993]].
A dolgozatban ezt a rendszert f6leg azért vizsgaljuk, mert technikailag egy-
szer(ibb mint a rezgd skaldrmez6 probléma, ugyanakkor az alkalmazott méd-
szerek lényegében ugyanazok, és igy a skaldarmezdk altal 1étrehozott oszcillon

és oszcillaton dllapotok is konnyebben érthetd mdédon leirhatéva valnak.

2. Célkituzések

Mivel az eredményeink szerint nem léteznek alland6 energidval rendelke-
70 sztatikus vagy egzaktul id6-periodikus dllapotok, a munkam legf6bb célja
a minimalis sugérzassal rendelkezd megoldasok megtaldldsa, valamint szer-
kezetiik, stabilitdsuk €s élettartamuk vizsgalata. Kis amplitiaddju allapotok
esetén a sugarzas nagysagat analitikusan is ki tudjuk szamolni, nagy ampli-
tudok esetén viszont preciz numerikus modszereket kell alkalmaznunk.

Az oszcillonok és oszcillatonok gyenge sugdrzdsianak és az ebbdl kovetke-
z0 hosszu élettartamuknak kdszonhetden szamos fizikai alkalmazdsuk vélik
lehetdvé. Az utdbbi években jelentdsen megndtt a témdval kapcsolatos publi-
kaciok szama. A kiilonféle kozmoldgiai modellekben szerepld skalarmezok-
bdl 1étrejovo oszcillatonok a galaxisokban 1€vo sotét anyag modellezésére is
alkalmasak lehetnek [[Alcubierre et al., 2002]. Ha a skalarmez6 onkdlcsonha-
tdsat az axionokra jellemzd potencidl hatdrozza meg, akkor a kialakul6 osz-
cillatonokra az axion-csillag elnevezés terjedt el [Visinelli et al., 2018, |Cha-
vanis, 2018|]. Nagyon alacsony tomegl axion-szeri részecskék altal alkotott
elmosddott (fuzzy) sotét anyag feltételezése magyarazatot adhat arra, hogy a

galaxisokban miért nem figyelhetiink meg bizonyos méret alatti sotét anyag
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csomoésodasokat [Hu et al., 2000, Marsh and Pop, 2015]]. Skaldrmezdk &l-
tal létrehozott lokalizalt objektumok kialakulhattak kozvetleniil az inflacios
1ddszak utdn az inflatonbdl vagy a hozza csatolt skalarmezdkbdl. Ezeknek
az oszcillonoknak kialakuldsa €s elbomlasa soran jelentdsen megnovekedhet
a gravitacios hulldimok kibocsatdsa, ami a gravitacios hullamok spektruman

érzékelhetd csucsokként mérhetévé valhat [Zhou et al., 2013|, /Antusch et al.,
2018, /Amin et al., 2018]].

3. Vizsgalati modszerek

GOmbszimmetrikus sugdrz6 oszcillonok id6ben valé fejlodésének tanul-
manyozisahoz negyedrendd Runge-Kutta numerikus kodot alkalmaztam. A
kéd a vonalak moédszerén alapul, és a kiilsd hatarfeltétel problémadjat a tér
kompaktifkdlasaval oldja meg.

Az id6ben egzaktul periodikus kvézibreather megolddsok numerikus meg-
konstrudlasahoz spektralis modszeren alapul6 numerikus eljarast hasznaltam.
A szamolasokhoz a francia kutatok dltal Meudon-ban kifejlesztett LORENE
[LORENE, 2008] és KADATH [KADATH, 2010, Grandclément, 2010] spekt-
ralis kédot alkalmaztam. A sugdrzas extrém kicsi mértéke miatt nagyon nagy
pontossagu szdmoldsokra van sziikség az onkolcsonhatd €s az Ongravitdld
skalarmezd esetén 1s. A LORENE és KADATH numerikus kédok, mivel 16
jegy pontossiggal szdmolnak, nem képesek 10~12-nél kisebb amplitidéju
aszimptotikus rezgések numerikus vizsgalatdra. Ezért a sztatikus otodrendd
KdV probléma esetére sajat spektralis numerikus kodot fejlesztettem ki tet-
sz8leges szdmjegy pontossdggal szdmol6 aritmetika haszndlatdval.

Az oszcillonok és az oszcillatonok mérete is hatartalanul névekszik mi-
kozben a skalarmezd € paraméterrel jellemzett rezgési amplitiddja nullahoz

tart. Az r radidlis koordindta p = er alaku atskdldzdsa utan lehetévé valik az
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€ hatvéanyai szerinti kifejtés. A vezetd rend csak a skalarmezd 1d6fiiggését
hatdrozza meg, mig a magasabb rendben megjelend konzisztencia feltételek
megadjak a megoldas térbeli alakjat is. A kifejtés nem konvergens, hanem
aszimptotikus sor, ugyanakkor ez a sor megfelelé rendben kiszamolva a va-
16di megoldas nagyon j6 kozelitését adja. Hasonlo kifejtés alkalmazhato az
otodrendt KdV egyenlettel leirhaté probléma esetén is.

Mivel a sugarzas €-ban exponencialisan kicsiny amplitiddju, a kifejtésen
kiviil tovabbi, kevésbé kozismert modszereket sziikséges alkalmazni a sugar-
z4as mértékének meghatarozasdhoz. Az idoben periodikus megoldasokat leir
Fourier egyenletek és az € kifejtés komplex r sikra val6 kiterjesztését, vala-
mint az aszimptotikus illesztés modszerét Segur és Kruskal haszndlta el6szor
egydimenziés oszcillonok sugdrzdsanak kiszdmoldsara [Segur and Kruskal,
1987]]. A komplex sikon elhelyezkedd szingularitas kozelében a fliggvények
viselkedése e-tdl fiiggetlenné valik kis € esetén. Segur és Kruskal a szingu-
laritas kornyezetében differencidlegyenletek numerikus megoldasa segitsé-
gével szamolta az exponencidlisan kicsi korrekciot. Munkdink egyik fontos
eredményeként megmutattuk, hogy szimmetrikus U (¢) kolcsonhatasi poten-
cial esetén analitikus modon is szamolhat6 a sugarzas, Borel 6sszegzés segit-
ségével. Ezt a modszert el6szor Pomeau, Ramani és Grammaticos alkalmaz-
ta az 0todrendd KdV egyenlet megolddsaira [Pomeau et al., 1988|]. Laplace
transzformécio segitségével [Grimshaw and Joshi, 1995] ekvivalens, de va-
lamivel egyszerlibb médszert dolgoztak ki, €s a vezetd rendli eredményekhez

jarul6 korrekcidkat is szdmolni kezdték.

4. A dolgozatban bemutatott ij tudomanyos eredmények

1. Oszcillonok idofejlodése
Val6s 6nkolcsonhaté skalarmezé esetén Gauss gorbe alaki kezddadat
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1d6fejlodését nagy pontossdgu numerikus kéddal tanulmédnyoztam. En-
nek segitségével megmutattam, hogy az irodalomban a [Honda and Chop-
tuik, 2002] cikkben kordbban bemutatott periodikusnak tin oszcillon
allapotok skalarmezd kisugarzasaval nagyon lassan energiat veszitenek
[1]]. A kiils6 hatarfeltétel megfeleld kezelésének koszonhetden az élla-
potok fejlodését a numerikus kdd nagyon hosszud idon keresztiil is meg-
bizhatdan le tudja irni. Ennek f6képp a kis amplitidéju, és ezért nagyon

lassan sugérzé édllapotok tanulményozasandl van nagy jelentdsége.

Altaldnos Gauss kezdadat esetén a felesleges energia egy jelentSs ré-
sze a folyamat elején kisugarzodik, és hosszu élettartamu rezgd oszcil-
lon allapot jon 1étre. Azonban, a felesleges energia egy kisebb része az
oszcillon egészének alacsony frekvencias rezgéseként még hosszu ideig
jelen marad. Ezt az ugynevezett alak-modust a frekvencia €s az amp-
litudo lassu periodikus véltozasaként figyelhetjiik meg. A munkam so-
ran torekedtem minél tisztabb oszcillon dllapotok létrehozasara, ahol az

alak-mddus a lehet6 legkisebb.

. A kvazibreath allapotok fogalmanak bevezetése és ezek numerikus
vizsgalata

A lassan energiat kisugarzé oszcillonok helyett numerikusan és analiti-
kusan is 1ényegesen egyszeriibb a kis amplitudgju allohulldm aszimpto-
tikdval rendelkez6 egzaktul id6dperiodikus megoldéasok vizsgédlata. A mi-
nimélis 4lléhullam farokkal rendelkez6 megoldasra bevezettik a
kvazibreather elnevezést [1], ami azéta elterjedt a témdval kapcsolatos
szakirodalomban. A kvdzibreather megolddsoknak az @ rezgési frek-
vencidval paraméterezett csaladja 1€tezik, amely megolddsokat spektré-
lis numerikus kod segitségével szamoltuk ki extrém nagy pontossaggal.
Az 1d6fejlodési kodban a kvazibreathert kezdéadatként hasznélva, vala-

mint a fejlddés Fourier transzformaéltjat vizsgdlva megmutattam, hogy
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az azonos frekvencidju oszcillonok és kvazibreatherek mag tartomanya
egymassal megegyezik, €s a farok amplitudojuk is nagy pontossaggal
azonos [1]]. A kvazibreather kezddadatbdl kifejlodé oszcillon a lehetd
legtisztabb, ebben az esetben a lehetd legkisebb a zavarként megmarado

alacsony frekvencids alak-modus.

A numerikus szdmoldsok eredményei megadtdk a mag tartomany ener-
gidjanak az amplitido szerinti pontos fiiggését is, ami az objektumok
stabilitdsanak szempontjabol nagy jelentdoségli. Az id6fejldédési kod al-
kalmazdséaval kapott numerikus eredményeim alatdmasztjdk azt az al-
taldnos elvet, amely szerint ha a teljes energia novekszik a kézéppon-
ti amplitid6 novelésével akkor az allapot stabil, kiillobnben instabil. A
maximadlis tomegnek megfelel6 frekvencia adja meg a stabilitési tarto-
many hatarat. Hiromdimenzios tér esetén az oszcillonok stabilak egy
bizonyos o, frekvencia alatt. Amikor frekvencidjuk a sugarzds hatasara
torténd energiaveszteség miatt az @, érték folé novekszik, akkor hirtelen

elbomlanak.

. Oszcillonok kis-amplitadéju allapotok szerinti kifejtése

Kis és kozepes amplitudoju oszcillonok nagy pontossaggal tanulma-
nyozhatdk az amplitidot jellemzd, kicsinek tekintett € paraméter hat-
vanyai szerinti kifejtéssel. A kifejtést a szakirodalomban kordbban ren-
delkezésre allonal magasabb rendekig meghataroztam éltalanos U (¢)
kolcsonhatdsi potencidlra és tetszSleges d térdimenzié esetére [2]. Al-
talanos potencidlra * rendig, szimmetrikusra pedig £° rendig megha-
taroztam az oszcillon alakjat. Megmutattam, hogy kis amplitidds osz-
cillonok csak 1 < d < 3 dimenzi6 esetén l1étezhetnek, és csak akkor, ha
U(¢) a kvadratikus Klein-Gordon potencidlnél laposabb alakd a mini-
muma koriil. Megmutattam, hogy az oszcillonok alakjat, vezetd rend-

ben, egy univerzdlis kozonséges masodrendi differencidlegyenlet irja
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le.

A kis-amplitido szerinti kifejté€s eredményét az idofejlodést leird nume-
rikus kédban kezd6értékként haszndlva, a Gauss kezddadat fejlédésésé-
hez képest joval tisztabb oszcillonokat kapunk, alacsonyabb amplitido-
ju alak-mddusokkal [2]]. Kis € értékeknél mar a vezetd linedris rend is
J6 kozelitést ad, mig kozepes amplitidoknil magasabb € hatvanyokig
is el kell menni a kifejtéssel. Nagy amplitidokndl, a tomeg extrému-
maénak kozelében, a kifejtés aszimptotikus jellege miatt a magas rendek
inkabb rontjdk az eredményt. Ekkor a kvéizibreather konfigurécié spekt-
ralis koddal valé szdmolédsa adja meg precizen az oszcillon magjanak

alakjat.

. Oszcillonok sugarzasi amplitidéjanak meghatarozasa

A kis € paraméter szerinti kifejtés nem képes megadni az oszcillon, il-
letve a kvazibreather farkat, mert a farok amplitidéja €-ban exponencia-
lisan kicsi. A sugdrzds nagysagat a fliggvények komplex r radidlis koor-
dinata esetére valo kiterjesztése €s aszimptotikus illesztés segitségével
hataroztam meg. Szimmetrikus U (¢) potencial esetén a farok nagysaga
Borel 6sszegzés alkalmazasdval analitikusan is szamolhato. Egyébként
a Fourier modusegyenletek numerikus integraldsa sziikséges a komplex
sikon elhelyezked6 szingularitds kozelében. El8szor d = 1 térdimenzid
esetén mutattuk be az eljarast [3]], majd egy kovetkez6 publikdcidban

d =2 és d = 3 dimenzidra altalanositottuk a modszert [4].

Kis € amplitado esetén a sugarzas miatti energiaveszteségi rata nagy-
sdgira S = ae'~Yexp(—B/¢) adédik, ahol o és B az U(¢) potencidl
alakjatol és a d dimenziotol fiiggd pozitiv allandok. A szingularitds va-
16s tengelytdl vald tavolsaga viszonylag egyszertien meghatirozza a 3

konstans értékét, mig o ért€ke az aszimptotikus illesztés eredményeként
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adodik. Egynél tobb térdimenzid esetén megjelenik egy € In € alaku kor-
rekcid is az a egyiitthatéban. Ha d > 2 akkor a sine-Gordon potenciél
esetén is van sugarzas, de ennek szdmoldsa kiilon figyelmet igényel, mi-

vel ebben az esetben az egyébként vezetd rendi tagok eltlinnek [4]].

Tobbféle kolcsonhatdsi potencidl esetén Osszehasonlitottam a sugdrzas
nagysdgéra kapott analitikus és numerikus eredményeket. Az eredmé-
nyek konzisztensek és megersitik egymdst. Erdemes azonban figye-
lembe venni, hogy a kétféle eljaras kiillonb6z6 tartomdnyokban alkal-
mazhatd. Az analitikus eredmény az € szerinti kifejtésnek csak a vezetd
rendje, kozepes és nagy amplitidokndl tovabbi korrekciok szdmolésa-
ra lenne sziikség. Numerikusan viszont csak nagy kdzponti amplitadéja
oszcillonok esetén valik kimutathatéva a sugarzas, amely bizonyos ese-

tekben akar € ~ 0.5-nek is megfelelhet.

. Oszcillatonok kis-amplitidos kifejtése

Az altalanos relativitaselmélet keret€ben a gravitdcidhoz csatolt valds
skalarmez6 altal 1étrehozott oszcillatonok alakjat és viselkedését tanul-
manyoztam az amplitidét jellemzd kis € paraméter hatvanyai szerinti
kifejtés alkalmazdsaval [S]]. A gravitacids esetben a ¢ skaldrmezdn ki-
viill a metrika diagondlis komponenseit képviseld A és B fiiggvények is
idoben lassan valtoz6 frekvencidval rezegnek. A szakirodalomban ko-
rabban ismert vezetd €2 rend helyett €* rendig hatdroztam meg a ki-
fejtést, altalanos U(¢) kolcsonhatdsi potencidl és tetszGleges d térbeli
dimenzi6 esetén. Az oszcillatonok alakjat vezetd rendben két masod-
rendd kozonséges differencidlegyenletbdl allé rendszer hatdrozza meg,
amelyek Schrodinger-Newton egyenletek néven ismertek. Ezeknek 3 <
< d < 5 dimenzi6 esetén van exponencidlisan lokalizalt megoldasa, igy

kis amplitadoju oszcillatonok csaladja csak ekkor 1étezhet.
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A kifejtés magasabb rendekig torténd szamolasa lehetové teszi a teljes
tomeg amplitidotdl vald fliggésének tanulmédnyozésat, és igy a stabili-
tasi tartomanyok meghatarozasit. Hairom térdimenzi6 és onkodlcsonha-
tas mentes Klein-Gordon potencial esetén kis amplitudoknal a tomeg &
szerint linedrisan n6, majd egy bizonyos €. értéknél eléri maximumat és
csokkenni kezd. Ez azt jelenti, hogy haromdimenzios oszcillatonok kis
és kozepes amplitudok esetén stabilak, hasonloan az egy és kétdimen-
zi6s sik hattéren definidlt oszcillonokhoz. Mivel a sugarzds mértéke a
tomeg csokkenésével exponencidlisan csokken, d = 3 esetén az oszcil-
latonok sohasem veszithetik el az 6sszes energidjukat, igy élettartamuk

sziikkségképpen végtelen nagy [5]].

. Oszcillatonok sugarzasanak analitikus meghatarozasa

Oszcillatonok sugarzasdnak mértékét a sik hatterti oszcillonoknal korab-
ban alkalmazott mddszeriink altalanositasdaval hataroztam meg, komp-
lex sikra kiterjesztéssel, aszimptotikus illesztéssel, €s Borel 6sszegzés
segitségével [S]. Ezen munkank el6tt kordbban csak egy cikkben volt
talalhat6 becslés a tomegveszteség nagysagara [Page, 2004], de az a va-
16di érték sokszorosat adta. Kis € amplitid6 esetén a sugdrzas miatti
energiaveszteségi rata nagysaga ugyanolyan alaku képlet szerint fiigg az
amplitidétdl mint oszcillonok esetén, S = ae!~Yexp (—B/¢), a részle-
tes szamolds eredményeképp ad6d6 « és B allandokkal. Az oszcillato-
nok sugarzdsdnak mértéke annyira kicsi, hogy a kiilonféle kezd6adatok
numerikus id6fejlédését szamold numerikus kédokkal eddig nem tudtak

kimutatni.

. Oszcillatonok és sugarzasuk numerikus vizsgalata

Az oszcillatonok sugarzdsanak nagysidga mégis meghatarozhat6 alkal-

masan kidolgozott megbizhaté numerikus moédszerrel, ha a lassan val-
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tozo frekvencidju sugarzo oszcillaton helyett a hozza rendkiviil hasonl6
egzaktul periodikus kvazibreather megoldast vizsgaljuk. Azonos frek-
vencia esetén a kvazibreather minimaélis amplitudo6ja allohullam farka-
nak amplitiddja megegyezik az oszcillaton kimend hullimédnak amp-
litadgjaval. A kvazibreatherek preciz szerkezetét €s a farok nagysigat
Philippe Grandclement francia kutatoval egyiittmikodve, az altala ki-
fejlesztett KADATH numerikus konyvtar alkalmazéasaval szamoltuk ki
[6]. A spektralis kéddal elérhetd nagy pontossigra feltétleniil sziikség
van, mert még a legkedvez8bb esetben is, amikor az oszcillaton magj4-
nak amplitidéja 0.5 koriili, a rezgd farok amplitidéja 1078 rendd, de a

kett6 ardnya dltaldban még ennél is joval kisebb.

Mint kordbban az oszcillonokndl, a gravitacids esetben is fennéll, hogy
az € kifejtéssel és aszimptotikus illesztéssel kapott sugarzisi eredmé-
nyek kis és kozepes amplituidokndl érvényesek, mig a numerikus mod-
szerrel a nagy amplitudos de még stabil oszcillatonok sugarzasat tudjuk
meghatdrozni. A szdmoldsaim egyik legfontosabb kovetkezménye, hogy
az egyik tartomdnyban sem taldlhat6 olyan oszcillaton amelynek ne len-

ne sugarzdsa, vagyis nincs egzaktul periodikus breather megoldas.

Megmutattam, hogy egy rezgési periddus alatt a stabil tartomédnybeli
oszcillatonok legfeljebb 10~ !1-ed részét veszithetik el a tomegiiknek.
Még az univerzum élettartaminak megfelel6 1d6 alatt sem csokkenhet

tomegiik az eredetinek a felénél kisebbre [6]].

. Az 6todrendi KdV egyenlet idofiiggetlen megoldasainak vizsgalata

Ha a KdV egyenletet kiegészitjiik egy &2-el szorzott 6todik derivaltas
taggal, ahol € egy kis paraméter, sztatikus esetet vizsgédlva szoliton-
szerl megoldasokat kapunk, amelyek a mag tartomédnyon kiviil nagyon

kis amplitadoju oszcillacioba mennek at az exponencidlis lecsengés he-

10



f odor. gyul a 298 24

lyett. A rezgd farok amplitiddja ugyanazokkal a modszerekkel szamol-
hat6 mint a skaldrmezdk éltal 1étrehozott oszcillonok esetén. Mivel a
KdV esetben a megolddsok idofiiggetlenek, a szdmolds technikailag jo-
val egyszeriibb. Ennek koszonhetden ekkor a vezetd rendl eredményhez
jarul6 magasabb rendl korrekciokat is ki tudtam szamolni. Kijavitottam
az irodalomban megjelent hib4s €2 rendii korrekci6 nagysagat, és el tud-
tam jutni £'? rendig [7, [8]. Annak érdekében, hogy 10~!2-nél kisebb
amplitidéji aszimptotikus rezgéseket is ki tudjak szdmolni, sajat spekt-
ralis numerkus kédot fejlesztettem ki tetszdleges szamjegy pontossagu
aritmetika hasznélataval. A numerikus és analitikus eredmények rendki-
viil j61 egyezést mutatnak [7, 8]. A KdV esetére kidolgozott mddszerek
remélhetdleg alkalmazhatok lesznek a sugarzas pontosabb szamoldsara

a korabban emlitett skalarmezdok esetén 1s.
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