Valasz Jakovac Antal biraléi véleményére
Fodor Gyula MTA doktori értekezésével kapcsolatban

Nagyon koszonom hogy id6t szant a dolgozatom gondos atnézésére és a biralat el-
készitésére. A kérdésekre adott valaszaim a kovetkezdsk:

1. Mennyire stabil a breather-jellegti megoldas, azaz egy altalanos
kezddsfeltétel vezet-e ilyen jellegii megoldasokhoz?

Tetsz6leges kezdeti skalarmezd eloszlasbol ugyan nem fejlédik ki oszcillon vagy
oszcillaton, de a lehetséges kezdGadatok jelent&s részébdl igen. Azt hogy mennyire
konnyt megfelels kezdGadatot talalni, illusztralja az is, hogy a hetvenes évek végén
gombszimmetrikus fejlédést leir6 numerikus kod segitségével talaltak meg az oszcil-
lonokat, anélkiil hogy tudtak volna milyen kezd&adatbol fejlédnek ki legkénnyebben
[1, 2, B]. Azota tudjuk, hogy az oszcillonoknak egyparaméteres serege létezik, ahol az
amplitudo egyértelmiien meghatarozza a rezgés frekvenciajat és az oszcillon jellemzs
méretét. A kezdeti id6pontban a skalarmezd idéderivaltjat valasszuk nulldnak, és
tegyiik fel, hogy térbeli alakjat egy tetszéleges véges energiaju lokalizalt fiiggvény
hatarozza meg. Ha a kezdGadat amplitidoja és térbeli mérete az egyparaméteres
megoldas-sereg egyik elemének kozelében van, akkor a felesleges energia kisugéarzasa
utédn hossza ideig rezgé oszcillon allapot jon létre. Tovabbi feltétel még az is, hogy
stabil legyen az a megoldas aminek a kozelében van a kezdGadat. Az egyparaméte-
res sereg egy adott megoldasa akkor stabil, ha az amplitid6 névelésével a rendszer
energidja (tomege) is novekszik. FEz haromdimenziés oszcillonoknél egy bizonyos
amplitido felett teljesiil, mig gravitacidhoz csatolt oszcillatonoknél éppen egy adott
amplitido alatt.

A leggyakrabban valasztott kezd6adat Gauss-fiiggvény alaku, ¢ = Cexp (—r?/12)
ahol C hatarozza meg az amplitudot, ro pedig az allapot méretét. Az alabbi abra
a létrejovs oszcillon élettartamat mutatja ¢* potencial esetén Andersen és Tranberg
2012-es cikkébdl [4], a két paraméter értékétsl fliggden:
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Lathato, hogy egyaltalan nincs sziikség finomhangolasra ahhoz, hogy oszcillonokat
kapjunk. A Gauss-fiiggvény egyébként nem kifejezetten jol kozeliti az oszcillon valodi
terbeli alakjat. A rezgés w frekvencidja a skalarmezé m = /2 tomegénél kicsivel
alacsonyabb, és igy a rezgési periodus kozelitSleg T = 27 /w ~ 4.4. Ez mutatja,
hogy ezernél tébb rezgés is torténhet az oszcillon végsé bomlasa elétt.
Aszimmetrikus kezdGadatokbol is lokalizalt oszcillonok jonnek létre, amelyek
gyorsan gombszimmetrikussa valnak skalarmezd kisugarzasaval B [6]. A stabili-
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tast az is jol mutatja, hogy két oszcillon iitkozésekor is gyakran egy Osszeolvadt
oszcillon allapot jon létre a felesleges energia kisugarzasa utan [7]. Véletlenszert
skalarmezG-eloszlasok idéfejlédése soran csomosodasok jonnek 1étre, amelyek oszcil-
lonokka alakulnak [8]. Az inflacios idészak végén az inflaton mez&bdl is oszcillonok
johetnek létre [9] 10, 1T], amelyek a gravitacios hullam hatteret is befolyasolhatjak
[12, 13, [14].

Gravitaciohoz csatolt skalarmezs esetén a létrejové oszcillatonok még a stk hat-
téren definialt oszcillonoknal is stabilabbnak bizonyulnak. A Klein-Gordon skalar-
mezGbdl felépiils oszcillatonok esetén nem 1ép fel hirtelen bomlas, gyorsan csokkend
sugarzas mellett barmilyen sokaig fennmaradnak. Még ha van is 6nkolcsonhata-
sa a skalarmezdnek, kis amplitidoju oszcillatonoknal akkor is a gravitacids vonzas
dominal, igy ekkor is végtelen az élettartam. Mar az oszcillonok numerikus mod-
szerrel torténd felfedezésekor is nyilvanvald volt, hogy gémbszimmetrikus Gauss-
fiiggvény alakt kezdSadatokbol nagyon kénnyen kialakulhatnak [I5], [16]. Altalanos
relativitaselmélet keretében miikodé 3 + 1 dimenziés numerikus kédok segitségével
kapott eredmények szerint, nem gombszimmetrikus skalarmezskbdl is létrejonnek
oszcillatonok, amelyek skalar és gravitacios hullamok kisugarzaséval gyorsan gomb-
szimmetrikussa valnak [17, [18]. Oszcillatonok iitkozése esetén fekete lyukka vagy
oszcillatonna valo dsszeolvadas is megfigyelhetd a numerikus szimulécioknal [19, 20].
Gyenge gravitacional a nemrelativisztikus hataresetben az Einstein-Klein-Gordon
rendszer az id6fliggs Schrodinger-Newton egyenletekkel kozelithets. Ezek az egyen-
letek Schrodinger-Poisson, illetve 6nkolcsonhato skalarmezé esetén Gross-Pitaevskii-
Poisson néven is ismertek. Ebben a numerikusan kénnyebben kezelheté rendszerben
is sokféle kezdGadatbol kialakulnak oszcillatonok, és nagy foku stabilitdst mutatnak
[21, 22 23, 24].

2. Mennyire érzékenyek a megoldasok az egyenletek pontos alakja-
ra? Valés koriilmények kozott azt gondolhatjuk, hogy sok kis korrekcio
lehet az egyenletekhez, ez mennyiben érinti a kisugarzott terekre kapott
eredményeket?

Gombszimmetrikus oszcillonok d térdimenzi6 esetén az aldbbi egyenlet megoldéa-
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ahol a vessz§ az 6nkolesonhatést leird U(¢) potencial ¢ szerinti derivaltjat jeloli. A
potencialrol feltehetjiik hogy a ¢ = 0 helyen minimuma van, és U(0) = 0. A mini-
mum kozvetlen kérnyezetében valo viselkedése U(¢) ~ %m2¢2, ahol m a skalarmezd
tomege. Ha m nem nulla, akkor a tér és id6 koordinatak atskilazasaval mindig
elérhets, hogy m = 1 legyen, amit fel is tesziink a tovabbiakban. Az atskalazés
természetesen a kezdGadatot is érinti, igy a fejlddés fiigg a skalarmezd tomegétsl, de
folytonos moédon. A potencial viselkedése az alabbi kifejtéssel jellemezhetd:

1 1 1 1
U(p) = =¢* + =god® + —g3¢* + —gud® + ... .
(¢) 2¢ +392¢ +493¢ +594¢ +
Oszcillonok egyparaméteres csaladja létezik, amit az amplitudéval ardnyos € para-

méterrel jellemziink [25]. Ennek a frekvencidval valo osszefiiggése w? = 1 — &2, Az



oszcillon megoldas vezets rendben

¢ = 6%5(67“) cos (wt) A= ggg - Zgg ,

ahol d = 1 dimenziénal S(p) = v/2sech p, mig més dimenzioknal S(p) egy numeri-
kusan meghatéarozhato lokalizalt fiiggvény. Az U(¢) potencial csak a A konstanson
keresztiil jelenik meg a rezgés amplituddjaban, az oszcillon térbeli alakja és frek-
vencidja nem fiigg a potencialtol. A kifejtéses eljarasbol az is kovetkezik hogy kis-
amplitadoju oszcillon csak akkor létezik, ha \ pozitiv. Altalanos esetben, feltéve
hogy A értéke nem extrém kicsi, az oszcillon mag-tartomanyanak viselkedése lassi
folytonos modon fiigg a kolcsonhatasi potencial alakjatol. Ez a kifejtés magasabb
rendjeiben is hasonloképpen kovetkezik, és a numerikus szimuléciok is lasst folytonos
fiiggésre utalnak.

Az oszcillonok sugérzasanak mértéke méar valamivel érzékenyebb a potencial meg-
véalasztasara, de még mindig folytonos fliggést mutat. Egy dimenzio és szimmetrikus
potencial esetén az oszcillonok sugarzéasi amplitudoja vezets rendben [26]
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ahol a 3 konstanst kell meghataroznunk a komplex sikon toérténd aszimptotikus
illesztés modszerével. Magasabb dimenzi6 és aszimmetrikus potencial esetén is ha-
sonlo kifejezést kapunk. Mindegyik esetben az exponencialis fliggvény argumentuma
csak a polus valos tengelytsl valo tavolsagatol fiigg, és ezért a potencial vilaszta-
satol fiiggetlen. Az esetleges kis korrekciok igy nem jelennek meg exponencialisan
novekedve a sugarzési amplitudo értékében. Konkrétan azt az esetet vizsgaltuk,
amikor a potencial szimmetrikus, azaz gs, = 0, és csak g3 és g5 nem nulla. Ekkor a
skalarmezo atskalazasaval elérhetd, hogy g3 = —1 legyen. A sugarzést meghatarozo
v3 konstans gs-t6l valo fiiggését az alabbi abran mutatjuk:
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Lathato hogy a sugarzas nagysaga erdsen fiigg a potencialban a ¢% tag egyiitthato-
jatol, még elGjelet is valt. Viszont a fiiggés folytonos, nem torténik hirtelen valtozas.
3. A 4. fejezet tobb abrajan (21, 22, 23-as dbrak) a numerikus pontok
és az elméleti gorbe erdsen eltér egymastol. Tudna kommentalni ezt az
eltérést?



A kérdés szorosan Osszefiigg Dr. Lévay Péter Pal harmadik kérdésével, igy a vala-
szom is jelentds részben megegyezik. A numerikus eredmények és az elméleti gorbe
kozotti nagy eltérés oka az, hogy a két modszer eltéré paraméter tartoményban
miikodik igazan jol. Az oszcillonok esetében a jelenleg rendelkezésre allo numeri-
kus pontossag és az analitikus kozelités vezetd rendjének Gsszehasonlitasa leginkabb
annak a szemléltetésére alkalmas, hogy a kétfajta eredmény konzisztens egymaéssal.
Ha tévol is van a kétféle érték nagy amplitudoji oszcillonoknal, az amplitudot csok-
kentve egyre kisebbé vélik az eltérés. A numerikus eljaras még nem alkalmazhato
olyan kis amplitidoknal, ahol valoban nyilvanvalé egyezés jelenne meg.

A kétféle modszerrel kapott eredmények kapcsolata legkonnyebben az 6todrendi
KdV egyenlet példdjan mutathaté be. Ebben az esetben joval pontosabb numerikus
eredmények is rendelkezésre allnak, és az analitikus kifejtésnek a magasabb rendjeit
is ki tudjuk szamolni. A kovetkezd két dbran az o sugarzéasi amplitado fliggését
mutatjuk a koézponti amplitidonak megfelel6 € paraméter fiiggvényeként, a KdV
esetben. A baloldalon a dolgozat 15. dbrajat lathatjuk, amit tetsz6legesen sok jegyre
szamolo spektralis numerikus koéddal kaptunk. A jobboldalon kinagyitottuk az a
részt, ami a szokasos 16 jegyre szamol6 koddal is kiszamolhato.
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Az extrém gyors csokkenés miatt a fliggSleges tengelyen dupla logaritmikus skalat
hasznélunk. Nyilvinvaloan nem lehet kiszamolni a szokésos 16 jegy pontossagi
aritmetika hasznalatéval egy 10716 koriili amplittdéval rendelkezd rezgést a tévoli
tartomanyban, ha a koézéppontban az amplitidé még mindig 10~! koriil marad. A
doktori dolgozat megirdsdnak idején, skalarmezsk altal létrehozott oszcillonok és
oszcillatonok esetén még csak 16 jeggyel szamold kodok alltak rendelkezésre, igy
numerikus eredményeink is csak viszonylag nagy amplitudéju allapotokra voltak.
Az analitikus eredményeink a kicsinek tekintett ¢ amplitiidé szerinti kifejtésen
alapulnak. A sugarzasi amplitudo6 vezetd rendben exponencialisan lecsengd, és ehhez
jarulnak e hatvanyai szerinti korrekciok. Az N-ed rendi analitikus kozelités alakja

anN = %exp (—L) (KO +K1€+K282 4+ ... +KN€N) s
€ 2ve

ahol v = (=1 + V1 +4e2) /(8¢?), és az osszeg N + 1 tagbol all. Oszcillonok és
oszcillatonok esetén csak az g vezets rend ismert, és a Ky konstans meghataroza-
séhoz volt sziikség a Borel sszegzésre. A KdV esetben meg tudtuk oldani a belsé
kifejtést magasabb rendekben is, ezért tobb K, konstans is rendelkezésre all. A
kévetkezs abrakon az N-ed rendd analitikus eredmény Aay = (ay — «a) /a rela-
tiv hibajat mutatjuk a pontosnak tekinthetd numerikus « értékhez képest, a KdV
elmélet esetén.
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Lathato, hogy kis és kozepes € amplitudok esetén, a magasabb rendi kifejtéssel
kapott eredmények egyre jobb kozelitést adnak, és sok jegyre megegyeznek a nume-
rikusan kapott értékekkel, tehat a két modszer egyértelmiien konzisztens eredményt
ad. A jobboldalon kinagyitottuk azt a kezdd tartoményt, amelyre még lehetett
volna numerikus eredményt kapni 16 jegyre szamol6 koddal is. Lathato, hogy az
analitikus kifejtés g vezets rendjének ilyen nagy kozponti amplitidoknal még olyan
nagy a hibaja, hogy a sugarzas nagysagara csak durva becslésnek tekinthetd.

A doktori dolgozat 21, 23 és 23-as abrajanal az amplitudot jellemzs e paraméter
minimalis értéke 0.30, 0.29 illetve 0.2. Ez azért van igy, mert a rendelkezésre allo
numerikus modszerekkel nem tudtuk meghatarozni az oszcillon rendkiviil gyengévé
valo sugarzasat ennél kisebb amplitudok esetén. Az analitikus eljaras az € hatvanyai
szerinti kifejtésen alapul, és a sugarzas nagysaga csak vezetd rendben ismert. Igy
nem meglepd, hogy ilyen nagy e értékekre elég nagy az elméleti eredmény hibéja.
Az utébbi honapokban kidolgoztunk oszcillonok esetére is egy tetszéleges jegyre
szamolo spektralis kodot, valamint ki tudtuk szamolni a kifejtés néhédny magasabb
rendjét is. Egy térdimenzi6 esetén a numerikus és analitikus eredmények, a KdV
esethez hasonlban, tobb tizedesjegyre vald egyezést mutatnak, de még nem keriiltek
publikalésra.

4. Az (50)-es képlet koriil nem vilagos, melyik megoldast valasztjuk,
a képlet szerinti megoldas nem aranyos e-nal.

A dolgozat (49)-es egyenlete szerint az 6todrendi KdV egyenlet aszimptotikus

megoldasat az
u=asin| — —9
€

alakban keressiik. Innen lathato, hogy a hullamszam k/e. Az (50)-es egyenletnél a
k* — k? — ce? = 0 egyenletnek azt a megoldésat valasztjuk, amelyre k? és k is pozitiv,

1 5c?
k:\/§<1+\/1+4052>:1+§€2—%€4+... .

A hullamhossz A\ = 27e/k az a mennyiség, ami kis e-ra aranyos e-al.

Tedor Gyt

Fodor Gyula

Budapest, 2026 aprilis 17.



Hivatkozasok

[1] A.E. Kudryavtsev, “Solitonlike solutions for a Higgs scalar field,” JETP Letters,
vol. 22, p. 82, 1975.

[2] I. L. Bogolubsky, (‘Cascade evolution of spherically symmetric pulsons in mul-
tivacuum field theory models,”| Physics Letters A, vol. 61, no. 4, pp. 205 — 206,
1977.

[3] I. L. Bogolyubskii and V. G. Makhan’kov, “Dynamics of spherically symmetrical
pulsons of large amplitude,” JETP Letters, vol. 25, p. 107, 1977.

[4] E. A. Andersen and A. Tranberg, “Four results on ¢* oscillons in D + 1 dimen-
sions,” Journal of High Energy Physics, vol. 2012, no. 12, p. 16, 2012.

[5] A. B. Adib, M. Gleiser, and C. A. S. Almeida, “Long-lived oscillons from asym-
metric bubbles: Existence and stability,”| Phys. Rev. D, vol. 66, p. 085011, 2002.

[6] M. Hindmarsh and P. Salmi, “Numerical investigations of oscillons in 2 dimen-
sions,” Phys. Rev. D, vol. 74, p. 105005, 2006.

[7] M. Hindmarsh and P. Salmi, “Oscillons and domain walls,”| Phys. Rev. D, vol. 77,
p- 105025, 2008.

[8] E. W. Kolb and I. I. Tkachev, “Nonlinear axion dynamics and the formation of
cosmological pseudosolitons,” Phys. Rev. D, vol. 49, pp. 5040-5051, 1994.

[9] M. A. Amin, R. Easther, H. Finkel, R. Flauger, and M. P. Hertzberg, “Oscillons
after inflation,”| Phys. Rev. Lett., vol. 108, p. 241302, 2012.

[10] J. C. Aurrekoetxea, K. Clough, and F. Muia, “Oscillon formation during infla-
tionary preheating with general relativity,” Phys. Rev. D, vol. 108, p. 023501,
2023.

[11] R. Mahbub and S. S. Mishra, “Oscillon formation from preheating in asymmetric
inflationary potentials,” Phys. Rev. D, vol. 108, p. 063524, 2023.

[12] S. Antusch, F. Cefala, and S. Orani, “What can we learn from the stochastic
gravitational wave background produced by oscillons?.”| Journal of Cosmology
and Astroparticle Physics, vol. 2018, no. 03, pp. 032-032, 2018.

[13] X.-X. Kou, J. B. Mertens, C. Tian, and S.-Y. Zhou, “Gravitational waves from
tully general relativistic oscillon preheating,” Phys. Rev. D, vol. 105, p. 123505,
2022.

[14] K. D. Lozanov, M. Sasaki, and V. Takhistov, “Universal gravitational waves
from interacting and clustered solitons,” Physics Letters B, vol. 848, p. 138392,
2024.


http://jetpletters.ru/ps/1522/article_23290.shtml
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(77)90138-4
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(77)90138-4
http://jetpletters.ru/ps/1388/article_21071.shtml
http://jetpletters.ru/ps/1388/article_21071.shtml
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP12(2012)016
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP12(2012)016
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.66.085011
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.66.085011
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.74.105005
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.74.105005
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.77.105025
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.49.5040
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.49.5040
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.108.241302
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.108.241302
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.108.023501
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.108.023501
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.108.063524
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.108.063524
http://dx.doi.org/10.1088/1475-7516/2018/03/032
http://dx.doi.org/10.1088/1475-7516/2018/03/032
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.105.123505
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.105.123505
http://dx.doi.org/https://doi.org/10.1016/j.physletb.2023.138392
http://dx.doi.org/https://doi.org/10.1016/j.physletb.2023.138392

[15] E. Seidel and W.-M. Suen, “‘Oscillating soliton stars,” Phys. Rev. Lett., vol. 66,
pp. 1659-1662, Apr 1991.

[16] E. Seidel and W.-M. Suen, “Formation of solitonic stars through gravitational
cooling,” Phys. Rev. Lett., vol. 72, pp. 2516-2519, Apr 1994.

[17] J. Balakrishna, R. Bondarescu, G. Daues, and M. Bondarescu, ‘Numerical si-
mulations of oscillating soliton stars: Excited states in spherical symmetry and
ground state evolutions in 3D,” Phys. Rev. D, vol. 77, p. 024028, 2008.

[18] F. Muia, M. Cicoli, K. Clough, F. Pedro, F. Quevedo, and G. P. Vacca, “The
fate of dense scalar stars,” Journal of Cosmology and Astroparticle Physics,
vol. 2019, no. 07, pp. 044-044, 2019.

[19] T. Helfer, E. A. Lim, M. A. G. Garcia, and M. A. Amin, (‘Gravitational wave
emission from collisions of compact scalar solitons,” Phys. Rev. D, vol. 99,
p. 044046, 2019.

[20] J.Y. Widdicombe, T. Helfer, and E. A. Lim, “Black hole formation in relativistic
oscillaton collisions,” Journal of Cosmology and Astroparticle Physics, vol. 2020,
no. 01, p. 027, 2020.

[21] A. Bernal and F. S. Guzman, [‘Scalar field dark matter: Head-on interaction
between two structures,” Phys. Rev. D, vol. 74, p. 103002, Nov 2006.

[22] E. J. M. Madarassy and V. T. Toth, “Evolution and dynamical properties of
Bose-FEinstein condensate dark matter stars,”| Phys. Rev. D, vol. 91, p. 044041,
Feb 2015.

[23] F. Edwards, E. Kendall, S. Hotchkiss, and R. Easther, ‘Pyultralight: a pseudo-
spectral solver for ultralight dark matter dynamics,”| Journal of Cosmology and
Astroparticle Physics, vol. 2018, no. 10, p. 027, 2018.

[24] M. A. Amin and P. Mocz, “Formation, gravitational clustering, and interactions
of nonrelativistic solitons in an expanding universe,” Phys. Rev. D, vol. 100,
p- 063507, Sep 2019.

[25] G. Fodor, P. Forgécs, Z. Horvath, and A. Lukacs, “Small amplitude quasibreat-
hers and oscillons,” Phys. Rev. D, vol. 78, p. 025003, 2008.

[26] G. Fodor, P. Forgacs, Z. Horvath, and M. Mezei, “Computation of the radiation
amplitude of oscillons,” Phys. Rev. D, vol. 79, p. 065002, 2009.


http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.66.1659
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.72.2516
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.72.2516
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.77.024028
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.77.024028
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.77.024028
http://dx.doi.org/10.1088/1475-7516/2019/07/044
http://dx.doi.org/10.1088/1475-7516/2019/07/044
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.99.044046
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.99.044046
http://dx.doi.org/10.1088/1475-7516/2020/01/027
http://dx.doi.org/10.1088/1475-7516/2020/01/027
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.74.103002
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.74.103002
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.91.044041
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.91.044041
http://stacks.iop.org/1475-7516/2018/i=10/a=027
http://stacks.iop.org/1475-7516/2018/i=10/a=027
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.100.063507
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.100.063507
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.78.025003
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.78.025003
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.79.065002
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.79.065002

