Valasz Dr. Lévay Péter Pal biral6i véleményére Fodor Gyula MTA doktori
értekezésével kapcsolatban

Nagyon koszonom hogy id6t szant a dolgozatom gondos és alapos atnézésére, vala-
mint a biralat elkészitésére. A kérdésekre adott valaszaim a kovetkezsk:

1. Az aszimptotikus sorok elméletébdl ismert egyéb fontos matema-
tikai jelenségek (példaul az tgynevezett Stokes jelenség) relevans-e az
oszcillonok és oszcillatonok kontextusaban? Léteznek-e ilyen jellegii vizs-
galatok? Az inflacios kozmologia és a Stokes jelenség esetleges kapcsolatat
illetGen lasd arXiv:grqc/9211027, és PRD044 3043 (1991).

A Stokes-jelenség akkor 1ép fel, amikor differencialegyenletek megoldasainak vagy
integraloknak aszimptotikus kozelitéseit hasznaljuk, és azt tapasztaljuk, hogy expo-
nenciélisan kicsi tagok hirtelen megjelennek amikor bizonyos hatarvonalakat (Stokes-
vonalakat) lépiink 4t a komplex sikon. Fizikai értelemben a Stokes-jelenség azt ma-
gyarazza meg, hogy miért jelennek meg ezek a minden renden tul kicsi hatasok, és
hogyan valnak hirtelen megfigyelhet6vé. A Stokes-jelenséget alapvet&en az okozza,
hogy egy adott komplex sikon értelmezett fiiggvényt aszimptotikusan olyan fiiggvé-
nyekkel kozelitliink, amelyek téle eltérs tobbértéki struktiraval rendelkeznek.

A Stokes jelenség alkalmazasra kertl, tobbek kozott, a kvantummechanikaban a
WKB-kozelitésnél, nemperturbativ effektusok vizsgélatanal, aramlastani és hullam-
terjedési jelenségeknél, hatarrétegeknél, optika és elektroméagnesesség esetén, plaz-
mafizikaban, fekete lyukak sugarzasanak szamolasanal, valamint kozmolégiaban ré-
szecskék keletkezésének szamolasa esetén.

Oszcillonok és oszcillatonok sugérzasanak szamolasakor kdzponti szerepe van a
Stokes jelenségnek, még ha ez a publikicidkban név szerint emlitésre nem is keril.
A mag tartoméany leirdsahoz egy ¢ amplitid6é paraméter hatvanyai szerinti kifej-
tést hasznalunk, ami nem konvergens, hanem aszimptotikus sor. Megfelel§ rendig
hasznalva nagyon jo kozelitést ad, de az e-ban exponencialisan kicsi sugarzast nem
irja le. Mivel kozben a térkoordinata is atskalazasra keriil, az eljaras a tobbskalas
kifejtéses modszer alkalmazaséanak is tekinthetd.

Az id6ben periodikus oszcillon megoldés komplex sikra vald kiterjesztését, és
az ott megjelend szingularitas kornyezetében értelmezett bels6 megoldast elGszor
Segur és Kruskal [I] vizsgaltdk 1987-ben, az aszimptotikus illesztés modszerének
alkalmazésaval. A bels6 megoldéas Stokes-vonalanél megjelend exponenciélisan ki-
csi jarulékot a differencidlegyenletek numerikus integralasaval szamoltak. Ennek a
jaruléknak a valos tengelyre valo kiterjesztése hatarozza meg az oszcillon sugarza-
sat. A nemperturbativ jelenséget minden renden tul kicsi korrekcioként értelmezték.
Pomeau, Ramani és Grammaticos [2] alkalmazték elszor a Borel Osszegzést az ex-
ponenciélisan kicsi jarulék kiszamolasara, egy az oszcillonhoz hasonl6 de egyszertibb
probléma esetén (6todrendt KdV egyenlet). Ezt a modszert altalanositottuk tobb
cikkiinkben oszcillonok és oszcillatonok sugarzasanak meghatarozasara, tovabbra is
a Stokes jelenség név szerinti emlitése nélkiil. A Borel 0sszegzés alapvets jelen-
tGségl a Stokes-jelenség irodalmaban, és minden gyakorlati alkalmazésa esetén, a
vonalaknal megjelend jarulék meghatarozasahoz.

Példaként a doktori dolgozat 7. abrajanak Stokes vonalakkal kiegészitett valto-



zatat mutatjuk be.

Itt egy egyszertibb modell esetén a vé_) belsé megoldas komplex ¢ sikon valé viselke-
dését lathatjuk. A piros vonal az anti-Stokes vonal, ami mentén nagy tavolsdgokra
U((f) ~ asing + bcos g alaku rezgések jelenhetnek meg, ahol a és b konstansok. A
konkrét megoldast ugy valasztottuk, hogy mindkét konstans eltiinik, a = b = 0. En-
nek ellenére, a zolddel jelolt Stokes vonal mentén megjelenik egy v(()_) ~ iaexp(—iq)
nagy tavolsdgokra lecsengd jarulék, ami a kiilsé megoldas valos tengelyén felléps su-
garzasért lesz felel6s. A jarulék o amplitidojénak, vagyis a Stokes multiplikatornak
a meghatarozasahoz sziikséges az altalunk is hasznalt Borel 6sszegzéses modszer.

A Stokes jelenség preciz matematikai magyarazatat és altalanositasat nyajto re-
surgence elméletet Jean Ecalle dolgozta ki a hetvenes évek végén [3, 4, [5]. Erdemes
lenne resurgence elméleti modszereket alkalmazni oszcillonokra is, hogy a sugarzas
szamolasanak technikajat konnyebben be lehessen mutatni a resurgence elméletet
ismer6 kutatok részére. Az eljaras hatékonysaganak novelésével magasabb rendti
exponencialis korrekciokat is lehetne vizsgalni, de a sugarzas szamolasara hasznalt
eddigi modszerekkel is annyira preciz eredményeket érhetiink el, hogy tovabbi rendek
szamolasara mar nem feltétleniil van sziikség.

2. Mi az oka annak hogy a 4. fejezetben tanulmanyozott Minkowski
skalartérelméletben az 141 és 2-+1 dimenzids esetekben az instabil tar-
tomanyba torténd belépés utani hirtelen elbomlas” (sudden decay) jelen-
sége (a magasabb dimenziokkal ellentétben) nem lép fel? Ez numerikus
tapasztalat, vagy létezik valamilyen matematikai vagy fizikai szempontbol
megragadhaté intuitiv magyarazat?

Az oszcillonok hirtelen elbomlasat és a stabilitas feltételeit legkdonnyebben az
energia frekvenciatol valo fliggésének tanulményozasaval lehet megérteni. A bal
oldali abran sik hattéren rezgs oszcillonok energidjara, a jobb oldalon pedig a gra-
vitacioval kolesonhato oszcillatonok tomegére mutatjuk a numerikus eredményeket,
harom térdimenzi6 esetén. Az energia és a tomeg itt a mag tartoményban talalhato
energiat és tomeget jelenti, a skalarmezé altal kisugarzott rezgések altal hordozott
nagy téavolsagokra kiaramlo energia illetve tomeg nélkiil.
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A legfontosabb kiilonbség a két abra kozott, hogy sik hattéren definialt haromdi-
menzios oszcillonoknal 1étezik egy also korlat az energiara. Ha a sugarzasi veszteség
hatasara az oszcillon energidja ez ala csokkenne, akkor méar nincs rendelkezésre allo
lokalizalt allapot, a konfiguracioé hirtelen elbomlik. A gravitacidos mez6hoz csatolt
skaldrmezG6 esetén nincs ilyen minimum témeg, és az oszcillaton barmilyen sokéig
megmarad, egyre lassuld sugarzassal. Mindkét esetben, a skaldrmezd rezgésének
kozépponti amplitidoja és az ottani energiastirtiség monoton csokken a frekvencia
novelésével. Ilyen moédon alkalmazhato az az altalanos fizikai elvarés, hogy a rendszer
akkor stabil, ha a teljes energia (tomeg) névekszik a kozépponti strtiség novelésével.
Ezt az id6fejlddést leir6 numerikus szimulaciok is alatamasztjak mindkét esetben.

A haromdimenzios oszcillatonokhoz hasonlbéan, az egydimenzios oszcillonok ese-
tén sincs energia minimum, és igy a stabil oszcillonok tomege és amplituddja bar-
milyen kicsire lecsokkenhet, hirtelen elbomlas nékiil. A koézponti amplitidé csok-
kenésével altalaban egyiitt jar az oszcillon térbeli méretének novekedése. Ketts
térdimenzié esetén ez azt jelenti, hogy a nulla amplitadéji hataresetben éppen vé-
ges marad az energia. Mivel ez ekkor minimélis energiat jelent, a kétdimenzios
oszcillonok stabilak. Nem torténik hirtelen bomlas, mert a sugarzas intenzitésa is
nullahoz tart, mégpedig sokkal gyorsabban mint az amplitidé csokkenése. Numeri-
kus idéfejlesztési kod alkalmazasaval is azt tapasztaljuk, hogy egy és két dimenzid
esetén az oszcillonok sokféle kezdGadatbol konnyen létrejonnek, rendkiviil gyengén
sugaroznak, és sosem bomlanak el hirtelen.

Hasonlé szellemben azt is kérdezhetjiik, hogy mi az oka az 5. feje-
zetben szerepld azon allitasnak (88. oldal), miszerint gémbszimmetrikus
téridSkben kis amplitiid6ji lokalizalt oszcillatonok csak 3,4,5 tér dimen-
zi6éban létezhetnek?

A gravitacidhoz csatolt kis amplitudoja oszcillatonokat vezetd rendben a Schro-
dinger-Newton egyenletek irjak le. Ezek az egyenletek tetszéleges d térdimenzio
esetén értelmezhetdk, és bebizonyithatd, hogy d > 6 esetén nincsenek lokalizélt
megoldasaik [6]. Oszcillatonokrol szolo cikkiinkben [7] és az internetre feltoltott
osszefoglaloban [8, O] részletesen targyaltuk a tetszéleges dimenzios esetet. Egy
térdimenzié esetén az Einstein tenzor nyommentessége miatt nem csatolhato ska-
larmez6 a gravitacidohoz a szokasos moédon. Két dimenziénal a Schrédinger-Newton
egyenletek szétcsatolodnak, az egyik egyenlet linearissa valik, igy nem létezhet lo-
kalizalt megoldas. A d = 6 esetben ugyan van lokalizalt megoldéas, de exponenciélis



helyett csak polinomialisan lecsengd, igy fizikai szempontbol nem elég jol lokalizalt.
Ilyen moédon kovetkezik, hogy kis amplitudoji oszcillatonok csak 3 < d < 5 térdi-
menzio esetén léteznek. A stabilitasuk tanulmanyozhaté a tomeg frekvenciatol vald
fliggésének vizsgalataval. Kis amplitadokra a tomeg az M ~ e MM) 4 641 (2)
Osszefiiggés szerint viselkedik, ahol az € amplitud6 paraméter és a frekvencia kapcso-
lata e2 = 1—w?, valamint MM > 0 és M® < 0 konstansok. Mivel az M (¢) fiiggvény
kis e-ra csak d = 3 esetén monoton névekvs, a hadromdimenziés kicsi amplitidoval
rendelkezd Klein-Gordon oszcillatonok stabilak, mig d = 4 és d = 5 esetén instabi-
lak kell legyenek. Tudoméasom szerint, még nem végeztek numerikus szimulaciokat
héaromnal tobb térdimenzios oszcillatonok esetén.

3. Mi az oka a tézispontokban emlitett oszcillonok vizsgalata soran
tapasztalt numerikus és analitikus moédszerek komplementer jellegii sike-
reinek?

A kérdés szorosan Osszefligg Jakovac Antal 3. kérdésével, igy a vélaszom is je-
lentés részben megegyezik. A numerikus és az analitikus modszerrel is ugyanazt
szamoljuk, a mag tartomanytol nagy tavolsagokra megjelend kicsi rezgések amp-
litudojat, ezért idedlis esetben ugyanazt a megoldést vizsgalva azonos eredményt
kellene kapnunk. A megoldasok egyparaméteres serege létezik, ezeket a kdzéppon-
ti amplitadonak megfelel6 € paraméter, vagy az w = /1 — €2 frekvencia értékével
jellemezhetjiik. A numerikus és az analitikus modszer kiillonb6z§ paraméter tarto-
manyokban miikddik legjobban.

A kétféle modszerrel kapott eredmények kapcsolata legkonnyebben az 6todrendi
KdV egyenlet példdjan mutathaté be. Ebben az esetben joval pontosabb numerikus
eredmények is rendelkezésre allnak, és az analitikus kifejtésnek a magasabb rendjeit
is ki tudjuk szamolni. A kovetkezd két dbran az o sugarzéasi amplitado fliggését
mutatjuk a kozponti amplitidénak megfelels ¢ paraméter fiiggvényeként, a KdV
esetben. A baloldalon a dolgozat 15. dbrajat lathatjuk, amit tetszGlegesen sok jegyre
szamolo spektralis numerikus koddal kaptunk. A jobboldalon kinagyitottuk az a
részt, ami a szokésos 16 jegyre szamol6 koddal is kiszamolhato.
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Az extrém gyors csokkenés miatt a fligg6leges tengelyen dupla logaritmikus skalat
hasznalunk. Nyilvanvaléan nem lehet kiszamolni a szokasos 16 jegy pontossagi
aritmetika hasznéalataval egy 10716 koriili amplitidéval rendelkezd rezgést a tavoli
tartomanyban, ha a kozéppontban az amplitidé még mindig 10~! koriil marad. A
doktori dolgozat megirdsdnak idején, skalarmezsk altal létrehozott oszcillonok és
oszcillatonok esetén még csak 16 jeggyel szamold kodok alltak rendelkezésre, igy
numerikus eredményeink is csak viszonylag nagy amplitadoju allapotokra voltak.
Az analitikus eredményeink a kicsinek tekintett e amplitidé szerinti kifejtésen
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alapulnak. A sugarzasi amplitud6 vezetd rendben exponencialisan lecsengd, és ehhez
jarulnak e hatvanyai szerinti korrekciok. Az N-ed rendi analitikus kozelités alakja

an = %exp (—ﬂ> <K0+K1€+K262+...+KN€N> ,
€ 2ve
ahol v* = (—1 +v1+ 452) /(8¢?), és az Gsszeg N + 1 tagbol all. Oszcillonok és
oszcillatonok esetén csak az g vezetd rend ismert, és a Ky konstans meghataroza-
sahoz volt sziikség a Borel 0sszegzésre. A KdV esetben meg tudtuk oldani a belss
kifejtést magasabb rendekben is, ezért tobb K, konstans is rendelkezésre all. A
kovetkezs abrakon az N-ed rendd analitikus eredmény Aay = (ay — a) /a rela-
tiv hibajat mutatjuk a pontosnak tekintheté numerikus « értékhez képest, a KdV

elmélet esetén.
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Lathato, hogy kis és kozepes € amplitidok esetén, a magasabb rendid kifejtéssel
kapott eredmények egyre jobb kozelitést adnak, és sok jegyre megegyeznek a nume-
rikusan kapott értékekkel, tehat a két modszer egyértelmiien konzisztens eredményt
ad. A jobboldalon kinagyitottuk azt a kezdd tartoményt, amelyre még lehetett
volna numerikus eredményt kapni 16 jegyre szamol6 koddal is. Lathato, hogy az
analitikus kifejtés o vezetd rendjének ilyen nagy kozponti amplitudoknal még olyan
nagy a hibaja, hogy a sugarzas nagysagara csak durva becslésnek tekinthetd.

Az utébbi honapokban kidolgoztunk oszcillonok esetére is egy tetszéleges jegyre
szamolo spektralis kodot, valamint ki tudtuk szamolni a kifejtés néhédny magasabb
rendjét is. Egy térdimenzi6 esetén a numerikus és analitikus eredmények, a KdV
esethez hasonlban, tobb tizedesjegyre vald egyezést mutatnak, de még nem keriiltek
publikalésra.

4. Az oszcillatonok esetében a gravitacios tér és a skalartér osszjatéka
egy specialis id6fiiggs téridégeometriat eredményez. Az ilyen téridégeo-
metria esetén tudtommal nincsenek megmaradé mennyiségekkel kapcso-
latos szokasos Killing vektorok. Milyen megmaradé toltés felel6s akkor
azért, hogy egyaltalan definidlhatjuk a konfiguracio téomegét? Nyilvan en-
nek az objektumnak tomegvesztésérol beszéliink ezért ez egy igen fontos
elméleti kérdés. Ennek a kérdésnek a részletes tisztazasa nem szerepel a
dolgozatban.

Egy oszcillatont is tartalmazo aszimptotikusan sik rendszer teljes tomegét a tér-
szerii végtelenben definialt ADM (Arnowitt, Deser, Misner) tomeg adja meg a tér-
szerl végtelenben. Azonban ez a tomeg id6fiiggetlen, és tartalmazza a rendszerben
barmikor jelen 16v§ Osszes sugérzasi energiat is. Gravitacios hullamokat kisugarzo



vagy nulla tomegi skalarmez6t tartalmazo rendszer esetén a fényszertd végtelen-
ben definialt id6fliggd Bondi tomeg segitségével figyelembe vehetjiik a kisugéarzott
energia veszteséget. Oszcillatonokat viszont csak tomeges skaldrmezk tudnak lét-
rehozni. Tomeges skalarmezdk is képesek energiat kisugarozni egy koézponti tarto-
méanytol nagy tavolsagokra, de az energia nem fénysebességgel tavozik, igy a Bondi
tomeg &allandé marad. Oszcillatonok fizikailag relevans tomegének leirasahoz egy
kvézi-lokélis tomeg fogalmat kell hasznélnunk, ami megadja a mag tartoményban
talalhatd tomeg-energiat, és képes leirni annak csokkenését. Mivel a kiils§ sugarzo
tartomanyban az energiastirtiség nagysagrendekkel kisebb mint az oszcillaton koz-
ponti részén, az igy szamolt tomeg nagysaga csak sokadik tizedesjegyben fiigg attol,
hogy pontosan hogyan vélasztjuk a mag tartomény kiils§ hatarfeliiletét. Nyilvan-
valéan ott célszerd a hatart kijelolni, ahol a mag tartomanyban kifelé haladva az
exponencialisan lecsengs skalarmézé rezgésbe megy at, és megjelenik az els6 zérus-
hely.

Altalanos téridékben tobbféle megkozelités is létezik a kvazilokalis tomeg defi-
nidlasara, és nincs altalanosan elfogadott definicid. Viszont numerikus szimulaciok
azt mutatjak, hogy az altalanos kezdGadatbol 1étrejove oszcillatonok rendkiviil gyor-
san gombszimmetrikussa valnak, gravitacios hullamokat és skaldrmezét kisugarozva.
Ezért az oszcillatonokkal kapcsolatos irodalom nagy része kizarolag gémbszimmetri-
kus rendszerekkel foglalkozik. Skalarmez&k még gombszimmetria esetén is képesek
energiat kisugarozni, igy az oszcillatonok tomegének csokkenése a szimmetridhoz
adaptalt numerikus kédokkal is tanulmanyozhat6. Gémbszimmetrikus id6tiiggs tér-
id6 esetén létezik egy jol definialt, altaldnosan hasznalt, és megmarad6 mennyiségen
alapulo kvazi-lokalis tomegfogalom, a Misner-Sharp témeg (energia) [10]. A [8], 9]
donsagait altaldnos térdimenzi6 és kozmologiai konstans esetén, itt csak a fontosabb
eredményeket foglalom 0ssze 3 dimenzids aszimptotikusan sik téridére.

Tetszoleges id6fliged gombszimmetrikus téridé esetén definidlhato az A-val jelolt
fliggvény, amely minden ponthoz hozzérendeli a rajta &tmend kétdimenzios gombnek
a gqp metrika alapjan szamolt feliiletét. Definidlhato az r geometriai sugar fiiggvény
is, az A = 4772 dsszefiiggéssel. A Misner-Sharp témeg koordinata rendszer fiiggetlen
definicidja:

A

= g (1 - g% ats) -
Az 7 fiiggvény segitségével definialhatjuk a K¢ = ¢?V,7# Kodama vektort |11} 12,
ahol az €, antiszimmetrikus tenzor a térfogati forma a (¢,7) sikban. A Kodama
vektor divergenciamentes, V,K® = 0, ezért a T}, energia-impulzus tenzor segitségé-
vel definialt .J, = T,, K* energiadram szintén divergenciamentes, V,.J* = 0, és igy
egy megmarado toltést definial. Egy n® jovébe mutaté normélvektord konstans ¢
hiperfeliiletre integralva, a megmaradé toltés

E = 47r/ 723/ Grr N Jodr .
0

Felhasznalva, hogy a Misner-Sharp tomeg derivaltja V,m = —4meq,J?, elemi szamo-
lassal belathato, hogy az integrallal definialt energiafiiggvény megegyezik a Misner-
Sharp tomeggel, E' = m. Kovetkezésképpen, az m értéke az 7 sugara gémbon beliil



elhelyezkedds tomeg nagysagat adja meg. Mivel megmaradé toltés altal meghatéro-
zott, az id6derivaltja az adott gombon a skalarmezé altal kisugarzott energiadram-
mal egyezik meg. Aszimptotikus értéke a térids teljes M tomegét hatarozza meg,
térszerd végtelenbe tartva az ADM tomeget, a null végtelen esetén a Bondi tomeget.
Vakuum Schwarzschild megoldas esetén m a téridé minden pontjaban megegyezik
a megoldas szokasos tomeg paraméterével.

5. Miben kiilonboznek az oszcillatonok sugarzasakor illetve a két fe-
kete lyuk iitkozésekor keletkezd gravitacios hullamok?

Balakrishna és szerzétarsai [13] numerikus szimulaciok segitségével vizsgaltak
nem gémbszimmetrikus moédon deformalt oszcillatonok rezgését. A kibocsatott gra-
vitacios hullamok rendkiviil gyorsan lecsengenek, és a konfiguracié gémbszimmetri-
kussa valik. Ez azzal magyarazhato, hogy az oszcillatonoknak nincs hatérozott kiils
hatarfeliilete, és az energiastirtiség a gyors exponencialis lecsengés ellenére sem csok-
ken pontosan nullara, még nagy téavolsagra sem.

JelentGsebb gravitacios hullam kibocsatas oszcillatonok iitkozésekor és 0sszeol-
vadasakor varhato. Az altalanos relativitaselmélet keretében szamolt pontos nume-
rikus eredmények még csak azonos tomegt oszcillatonok centralis litkdzése esetén
allnak rendelkezésre [14] 15]. A végallapot lehet oszcillaton vagy fekete lyuk, a kez-
ddéallapotok tomegétsl és sebességétdl fliggden. A szimulaciok szerint oszcillatonok
iitkozésekor altalaban tobb energia kertil kisugarzasra gravitaciés hullimként mint
azonos tomegi fekete lyukak iitkozésénél. A szémolt hullamforma jelent&sen kiilon-
bozik a fekete lyuk {itkozéstol, az osszeolvado és a lecsengd fazisban is. Oszcillaton
végallapot esetén a lecsengés hosszabb ideig tart, és visszhangszertien visszatérs jelek
johetnek létre a kiils6 és belss fénygytrik létezése miatt. Az litkdzés kimenetele a
skalarmez6 rezgésének relativ fazisatol is fligg. Ellentétes fazisnal bizonyos mértéki
taszito hatas 1ép fel. Ilyenkor az iitkozés utan vagy mindkét oszcillaton elbomlik,
vagy két fekete lyuk jon létre, amelyek kis id6vel kés6bb Gsszeolvadnak. Komplex
skalarmezdk altal létrehozott bozoncsillagok iitkozése varhatdéan nagyon hasonléan
torténik az azonos kolcsonhatasi potenciallal rendelkezé valos mezdk altal 1étreho-
zott oszcillatonok {itkozéséhez. A bozoncsillagok altal kibocsatott gravitacios hulla-
mokra vonatkozoan lényegesen tobb numerikus eredmény keriilt eddig publikalasra,
beleértve a nem centréalis iitkozés esetét is [16], 17, [18, 19).

Egymas koriil kering6 oszcillatonok esetén, amikor még viszonylag nagy tavolsag-
ra vannak, a gravitacios hullam jel gyakorlatilag megegyezik az azonos tomegt fekete
lyukak jelével. Az energia kisugéirzasa hatasara kozelebb keriilve, az oszcillatonok
arapaly erdk hatasara létrejovs deforméacioja eltolodast okozhat a hullimformaban.
Azonban, ha a skalarmezé nem Klein-Gordon, hanem jelentés az 6nkolcsonhatésa,
akkor létezhet annyira kompakt és nagy tomegt oszcillaton, ami az arapaly hatasara
sem deforméalodik jelentés modon. Ilyen esetekben az Gsszeolvadés utani lecsengés
kozben kibocsatott hullamok bonyolultabb és visszhangszeriien visszatérd viselke-
dése utalhat arra, hogy oszcillaton keletkezett. A kovetkez$ generacios gravitacios
hullam detektorok varhatoan képesek lesznek arra, hogy megkiilonboztessék a fe-
kete lyukak Osszeolvadaséat az egyéb egzotikus kompakt objektumok, mint példaul
oszcillatonok vagy bozon csillagok, altal esetlegesen létrehozott jelektsl [20] 2], 22].

A korai univerzumban, kézvetlen az inflacios idészak utan, az inflaton kondenza-



tum csomosodasa soran oszcillonok johetnek létre. Ezek az oszcillonok, formaloda-
sukkor és hirtelen elbomlasukkor is, a strtiség fluktuaciok kovetkeztében gravitacios
hullamokat hoznak létre, amelyek a gravitacios sugarzasi hattéren megfigyelhetévé
véalhatnak [23, 24] 25).

6. Mi az oka annak, hogy az oszcillatonok kapcsan illetve a Diodsi-
Penrose elmélet kapcsan is a Schrodinger-Newton egyenletekbe botlunk?
Ha van mélyebb analégia, akkor hasznalhaték-e a Szerzd eredményei a
hullamfiiggvény gravitacios redukciojaval kapcsolatos elméletekben?

Oszcillatonok vizsgélatanal az Finstein egyenleteket oldjuk meg, tgy hogy az
energia-impulzus tenzort egy m tomegd valés Klein-Gordon skalarmezé adja, ame-
lyet ¢-vel jeloliink. A nemrelativisztikus hataresetben ¢-t egy komplex v skalarme-
z6vel helyettesitjik, ¢ = \/% (e*imt@b + eimt&) Feltessziik, hogy v lassan véltozik,
igy a masodik iddderivalt tagot elhagyhatjuk. Egyuttal az altalanos relativitaselmé-
let gyenge gravitiacios hatéaresetet is véve kapjuk az idéfiiges Schrodinger-Newton
egyenleteket [20, 27|, amelyeknek dimenzidtlan alakja [28]:

% _ —AY+ O, AD =y
ot

ahol ® a gravitacios potencial, és A a Laplace-operator. A 1) komplex skalart egy
részecske hullamfiiggvényeként értelmezve, ez nyilvanvaléan megegyezik a Newto-
ni gravitacidhoz csatolt Schrodinger egyenlettel, ami a Didsi-Penrose elméletben is
alapvets fontossagu [29 [30]. Mindkét esetben egy skalarmezével leirhaté gyengén
gravitaléo mennyiséget vizsgalunk, igy nem meglepd, hogy ugyanazt az egyenletrend-
szert kapjuk.

Mivel a gravitacios potencial Poisson egyenletet elégit ki, a Schrodinger-Newton
egyenletek szamos cikkben Schrodinger-Poisson egyenletek néven szerepelnek [31],
32]. Ha o6nkolcsonhato skalarmezét csatolunk gravitéciohoz, akkor a nemrelativisz-
tikus newtoni limesz sordn a Schrédinger egyenletben megjelenik egy 1|v|*-vel aré-
nyos tag is, és ekkor a Gross-Pitaevskii-Poisson egyenlet elnevezés hasznalatos. Ez
az elnevezés kiilonosen elterjedt az axionok éaltal létrehozott oszcillatonok, mas néven
axion-csillagok esetén [33] [34].

Stacionarius megoldasokat a 1) = e~ *F'W helyettesitéssel kaphatunk, ahol ¥ valos
és nem fiigg az id6tsl. Az idsfiiggetlen Schrodinger-Newton egyenletek alakja

AU =(d—E)U | Ad=|U7.

Az oszcillatonokkal kapcsolatos munkéainkban kozvetleniil ezt az idéfiiggetlen egyen-
letrendszert kaptuk, egy kicsinek tekintett ¢ amplitido-paraméter hatvanyai sze-
rinti kifejtést alkalmazva, és a vezets rendet tekintve. Az idéfiiggetlen Schrodinger-
Newton egyenleteknek 1éteznek exponencialisan lokalizalt gombszimmetrikus megol-
désai |35} 136, 37, 38], amelyek a kis amplitudoju és nagy kiterjedést oszcillatonokat
irjak le vezetd rendd kozelitésben. A Didsi-Penrose elméletben ezek a stacionarius
megoldasok azokat a végss idsfiiggetlen hullamfliggvény alakokat adjak, amelyekké
az altalanos szuperpozicioja allapotok bomlanak a gravitacios kdlesénhatés hatasara
[30], igy megfelelGen lokalizalt makro-objektumokat irnak le [29)].



Ha az oszcillatonok amplitido szerinti kifejtését magasabb ¢ hatvanyok szerint
skalazodo tagokkal folytatjuk, akkor egyre erGsebben gravitalo skalarmezdk altal 1ét-
rehozott lokalizalt allapotokat irhatunk le. A hullamfiiggvény redukcidjaval kapcso-
latos elméletekben ennek akkor lehet jelentGsége, ha a newtoninal erGsebb gravitacios
kolesonhatést akarunk vizsgalni. Barmilyen " rendben a megoldas exponencialisan
lokalizalt, ezért tigy tlinhet, hogy erds gravitacio esetén is vannak allandé energiaju
lokalizélt megoldasai a relativisztikus Einstein-Klein-Gordon egyenleteknek. Azon-
ban, ha a Klein-Gordon egyenletben hasznalt ¢ skalar valos, az ¢ szerinti kifejtés
nem konvergens hanem aszimptotikus sor, és az optimalisan trunkalt 6sszegnek van
még egy e-ban exponencialisan kicsi hibaja. Ennek nagysigrendje megfelel az osz-
cillatonok sugarzasi amplitudojanak. A sugérzas annyira gyenge, hogy gyakorlati
jelentGsége valoszintileg nincs, de elméleti szempontbol mindenképp érdekes, hogy

c s

A biralatban megfogalmazott észrevételekkel kapcsolatos megjegyzéseim
és a felmeriilt kérdésekre val6 valaszaim:

1. A jelenlegi doktori dolgozatnak létezik egy korabbi, 2019-es verzidja [9], ami
sajnos nem jutott el az eljaras biralati szakaszaig. Ennek angol nyelvd valtozata
az arXiv szerverre feltoltott osszefoglalo cikk [§]. Ekkor még a dolgozat kivanatos
terjedelme 80 és 200 oldal kozott volt, azota lecsokkent 60 és 120 oldal kozottire.
Az els6 valtozat atfogd dsszefoglalonak lett szanva az oszcillonok és oszcillatonok té-
makorérsl. A méasodik valtozat kifejezetten a sugarzéas analitikus kifejtésen alapuld
szamolasara koncentral, és tartalmazza KdV egyenlettel kapcsolatos ijabb eredmé-
nyeket is. Igyekeztem a rendelkezésre allo terjedelemben csak a fontosabb eredmé-
nyekre koncentralni, de egyet értek azzal a megjegyzéssel, hogy hasznos lett volna
nagyobb gondot forditani az olvasdébarat kornyezet kialakitésara.

2. A dolgozat ifrasakor numerikus eredmények idében periodikus oszcillon meg-
oldasokra csak harom dimenzi6 esetén alltak rendelkezésre. A dolgozat hosszabb
verzidjaban alfejezetként elkiiloniil a kvazibreather megoldasok altaldnos kezelése a
haromdimenziés numerikus szimulaciok eredményétsl. Célszert lett volna megtar-
tani az alfejezetekre valo osztést a roviditett 0 valtozatban is.

3. Nem vilagos szamomra hogy mi lehet a kapcsolat az oszcillatonok
gyenge sugarzasra valé hajlama és a sotét energia kozott? Példaul egy
ilyen kisebb moédositas az Alcubierre cikk vonatkozé részének néhany
mondatos ismertetését jelentette volna.

A sOtét energiat egy kvintesszencia elnevezéstii skalarmezs létezésével is magya-
razhatjuk, de a kvintesszencia térben homogén eloszlast, nem hoz létre lokalizalt
struktirakat. Ha létezne a kolcsonhatési potencialnak minimuma, akkor is a ska-
larmez6 extrém kicsi, ~ 10733V, tomege miatt a létrejovs oszcillatonok mérete a
kozmologiai horizont nagysagrendjébe esne.

Kis tomegi axion-szert skalar részecskék homogén sétét anyagként viselkedhet-
nek a korai univerzumban. A gravitéci6é hatasara a skalarmez6bdl fokozatosan nem-
lineéris lokalizalt strukturak, vagyis oszcillatonok johetnek létre. Ha a mez6 tomege
~ 10722eV nagysagrendd, akkor galaxis méretti anyagcsomok keletkezhetnek, igy
lehetséges magyarazatot kapunk a s6tét anyagnak a galaxisokban vald eloszlasara



[39, 40, 32]. Ennek feltétele, hogy az oszcillatonok stabilak és elegendGen hosszt
élettartamiak legyenek. Eredményeink szerint annyira lassan sugaroznak, hogy az
univerzum élettartamanak megfelels id6 alatt is csak tomegiik egy kis részét veszitik
el [7, 41].

Hasonléan a dolgozatban felbukkan az a gondolat miszerint az oszcilla-
tonok elbomléasa soran jelentdsen megnovekedhet a gravitaciés hullamok
kibocsajtasa ami mérhetsvé valhat. Létezik erre vonatkoz6 konkrét ered-
mény?

Klein-Gordon skalarmezébdl gravitécios kolesonhatas altal 1étrehozott oszcilla-
ton bar gyengén sugaroz, nem bomlik el soha, mert a sugirzas nagyon gyorsan
még tovabb gyengiil, és a kis amplitidoju allapotok stabilak. Ha a skalarpotencial
altal képviselt 6nkolesonhatéas elég erds, akkor az oszcillaton lényegében ugy visel-
kedik, mint egy sik hattéren létrejovs oszcillon, és ha az amplitidoja egy bizonyos
hatar ala esik hirtelen elbomolhat. Ez az elbomlés skalarmezd gyors kisugarzasa-
val jar, de a gombszimmetria miatt nem jonnek létre gravitaciés hullamok. Ha
viszont egy tartomanyban szamos viszonylag kozeli oszcillon jon létre és bomlik
el, az mégis megfigyelhet6 hozzajarulast adhat a gravitaciés hullam hattérhez. A
skalarmez6 nagy stirtiség ingadozésai a korai univerzumban gravitacios hullamokat
generalhatnak, még oszcillonok létrejotte nélkiil is [42]. Az oszcillonok megjelenésé-
vel 1étrejovs és késébb hirtelen elbomld nagy strtiségli tartomanyok ezt lényegesen
erGsebbé tehetik. Errél a témérol szamos publikacié jelent meg az utébbi években
[43, 144) 23], 45], [46, 147, [48), 241, [49, 25| 50], 5.

6. A kis-amplitudos kifejtést bemutato cikkiinkben [52] a valtozo feletti pont
jelolte a 7 id6koordinata szerinti derivalast. A cikk (12)-es egyenletének felel meg a
dolgozatban a (167)-es egyenlet. A két ponttal valo jellés sajnos benne maradt az
egyik tagban. Mivel wy = —1,

. o2 1 o? 1
(bl_”?aji :235; ‘

7. A 63. oldalon szerepld abra az el6z6 oldalon a 4.3.1 alfejezet el6tti utolso két
mondathoz tartozik, de sajnos a tordelés megvéltozasa miatt atkeriilt a kovetkezd
oldalra. Az abra az oszcillonok létezési feltételét illusztralja.

A részletes szamolasbol kidertil, hogy a skalar onkolesonhatéasat leird U(¢) poten-
cidlnak a minimum kornyékén sekélyebbnek kell lennie mint az azonos tomeghez
tartozo kvadratikus Klein-Gordon potencidlnak. Ez persze a rezgésidét is csokkenti,
igy érthetd, hogy az oszcillonok w rezgési frekvenciaja mindig kisebb a skaldrmezé
m tomegénél.
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8. Nem vilagos szamomra, hogy honnan latszik az az allitas, hogy a
metrika A és B komponenseiben torténd oszcillaciék a statikus kompo-
nenshez képest kicsik.

A doktori dolgozat 93. oldalan a 24. abra jobboldali része mutatja az A és B
metrika komponensek rezgését. Az, hogy a rezgés kicsi az idéfiiggetlen komponens-
hez képest, a numerikus eredményekbdl is jol latszik, de az 5.6 fejezetben leirt e
amplitudo szerinti kifejtésbdl is konnyen adodik. A (323)-(324) egyenletek szerint,
a metrikus fiiggvények kifejtése az alabbi tagokkal kezdSdik:

A = 1+e%ap+e! [aio) +a? cos(27')} +0(£%) |

2
B = 1-¢c%ay + & [b4 - % COS(QT)] +0(£%) |

ahol ao, aflo), af), by és p, mar csak a radialis koordinata fliggvényei. Latszik, hogy

van egy €2 rendd idéfiiggetlen rész, amelynek alakjat az ao lokalizalt fiiggvény irja
le. Az id6ben cos(27) szerint rezgd rész ennél joval kisebb, * rendd. Az amplitado
paraméter Osszefiiggése az oszcillon w rezgési frekvencidjaval €2 = 1 — w?, és igy ¢
még nagy amplitadodji oszcillatonoknal is viszonylag kicsi.

Fodor Gyl

Fodor Gyula

Budapest, 2026 aprilis 17.
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