Opponensi vélemény Révész Szilard Gyorgy
., Extremal problems for positive definite functions and polynomials”

c. MTA doktori értekezésérol

A iv+164 oldal terjedelmi, angol nyelven irt értekezésében a jelolt a
klasszikus analizis harom témakoréhez tartozé problémakat old meg. Ezek
koziil ketto esetében az addigi szerzok sejtése kifejezetten az ellenkezdje volt
annak, mint amit a jeloltnek sikeriilt bizonyitania. A harmadik esetében,
amely a pozitiv definit fiiggvényekre vonatkozé Turan- -Eréd problémaval
kapcsolatos, nem sziiletett meglepé eredmény. Itt az elorelépést éppen az
jelenti, hogy a korabbi specialis eredmények utan lényegesebben nagyobb
altalanossagot sikeriilt elérnie.

Az értekezés 1. Fejezetének cime: ,,Turan—Eréd tipusu, forditott
Markov egyenlotlenségek a sik komplex tartomanyaira”. Ennek terje-
delme 38 oldal, amelynek végén , Tovabbi megjegyzések és problémak”,
, KOszonetnyilvanitds” (Haldsz Gabornak) és 22 referencidt tartalmazd
,Irodalomjegyzék” talalhato.

J6l ismert, hogy tetszoleges n-ed foku komplex egyilitthatéju p poli-

nomra a Markov egyenldtlenség szerint

1P ||k < cxn®llpllk,

ahol K kompakt és konvex halmaz a sikon, cx konstans és .|| a K-n vett
maximum norma. Ha példdul K = [—1,1], akkor ennél nem is adhaté
jobb becslés; ha azonban K egy konvex tartomany, akkor itt Cn is irhato
Cn? helyett. Jeldljiikk P, (K)-val azon n-ed foku komplex egyiitthatéju p
polinomok halmazat, amelyeknek mindegyik zérushelye K-ba esik. Turdn

Pal azt vizsgélta, hogy vajon a P, (K)-beli polinomokra érvényes-e egy
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forditott iranyu Markov egyenlétlenség. Mas szavakkal, megadhaté-e olyan

Cp(K) > 0 konstans, hogy minden p € P, (K) polinomra

'l = Cn (K Il -

Turan Pal 1939-ben bebizonyitotta, hogy ha K korlap, akkor a forditott
egyenlotlenség C, (K) = n/d-vel &ll fenn, ahol d a korlap atmérdje; mig
ha K egy szakasz, akkor a forditott egyenlStlenség C,, (K) = cy/n/d-vel all
fenn, ahol d a szakasz hossza és ¢ > 0 abszolut konstans.

Itt mindenképpen utalnunk kell arra, hogy Er6d Janos is publikalt egy
cikket errdl a témarol 1939-ben, amelyet azota is sokan idéztek, de csak az
intervallum esetére vonatkozo konstans pontos kiszamitasaval kapcsolatban.
De valojaban Er6d Janos cikke ennél sokkal tobb, eredmények és gondolatok
egészen értékes tarhaza. Ez indokolja azt, hogy a Tézisekkel ellentétben,
a doktori értekezésben mar az 1. Fejezet cimében a Turdn—Erod tipusu
egyenlotlenség elnevezés szerepel.

Turdan Pal és Eréd Janos dolgozatait kovetve szamos tovabbi ered-
mény keriilt publikdlasra, elsosorban olyan K halmazokra, amelyeknek a
hatara szakaszonként sima. Ezek koziil a legjelentésebbet N. Levenberg és
E. Poletsky kozosen publikaltak 2002-ben. A jelolt egy kozel 70 éves prob-
lémakort zart le 2006-ban a J. Approx. Theory-ban megjelent dolgozataval.
Haldsz Gabor 1ényeges Otletét (essential idea) felhasznélva, a jelolt a kévet-
kezo tételt bizonyitotta be: Ha a K konvex és kompakt halmaz belseje nem
iires, akkor a forditott Markov egyenlétlenség a C,,(K) = (cd/w?)n jobbol-
dallal igaz, ahol d a K halmaz &tmérdje, w a K halmaz legkisebb szélessége,
és ¢ = 0,0003. Ezen tétel értékét tovabb noveli az a tény, hogy a jelolt még
azt is bizonyitotta, hogy a forditott Markov egyenlétlensége pontos abban
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az értelemben, hogy minden elég nagy n-re van olyan p € P, (K) polinom,

amelyre

lpll < (600d/w?*)n]|p|.

Az 1. Fejezetben elért eredmények élessége a komplex szamsik geo-
metridjanak megértésén, pontos analitikus kezelésén mulik. Az, hogy a
geometriat haszndlni kell, nem 1j gondolat, mivel Eroéd Janos méar 1939-
ben felismerte ezt az iranyt. A fejezet tjdonsiga annak tisztazasa, hogy a
gorbiiletet milyen mértékben lehet kihasznélni. A jelolt Blaschke tin. gu-
rulé kortételének (Blaschke’s rolling ball theorem) egy élesitését (lasd J.B.
Strantzen 1989-ben megjelent cikkében) tudta bevetni bizonyitasiaban.

Az értekezés 2. Fejezetének cime: ,, Turan tipusi extremalis probléma
pozitiv definit fliggvényekre”. Ennek terjedelme 67 oldal, amelynek végén
89 referenciat tartalmazo ., Irodalomjegyzék” talalhato. A szakirodalomban
Sztecskin-nek egy 1972-ben megjelent cikke nyoman elterjedt elnevezés sze-
rint Turéan extremalis problémajanak nevet viseli a mai altaldnosabb formé-
ban a kovetkezo probléma: Legyen () egy nyilt, O-ra szimmetrikus halmaz.
Jeloljik F(€)-val azon folytonos, pozitiv definit, integralhaté fliggvények
halmazat, amelyeknek tartdéja suppf C 2. Az 2 halmaz Turan konstansat

T(Q) = sup} /Q F/10): f € F(Q))

képlettel definialjuk.
Tobbek kozott, Sztecskin bizonyitotta, hogy ha

h=1/n, neN é Q=|[-h,h]CT:=R/Z,

akkor a
A(z) == (1 = |z|/h)+
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haromszog-fiiggvény az extremadlis és Tt ([—h, h]) = h. Ebb8l mar konnyen

levezetheto, hogy tetszoleges h-ra is hasonlé allitas érvényes:

Megjegyezzik, hogy ez az utébbi eredmény mar R.P. Boas, Jr. és M. Kac
egy 1945-ben megjelent cikkében is megtalalhat6. So6t, C. Carathéodory
(1911) és Fejér Lipot (1915) bizonyos eredményei is mar ezen probléma-
kor el6futarai voltak, mégpedig az in. pontonkénti Turan problémaval
kapcsolatosak, amelyben adott z € ) pontbeli fliggvényérték maximumat
keressiik.

Késébb Sztecskin tanitvanyai, tobbek kozott V.V. Arestov, E.E.
Berdysheva, D.V. Gorbachev és A.S. Manoshina kiterjedten vizsgaltak Tu-
ran problémajanak tobbvaltozos valtozatat R%ben.

A Turdn—Sztecskin nevével jelzett probléma vizsgalatat 2003-ban a je-
161t kiterjesztette a lokalisan kompakt Abel (réviditve: LCA) csoportokra.
Ez a kiterjesztés kézenfekvo volt, mivel a pozitiv definitség, a zéruselem
kornyezete és egy zérus-szimmetrikus €2 halmazon torténd integrélas telje-
sen természetes egy LCA csoport algebrai és topoldgiai strukturajaban. A
Haar mérték biztositja, hogy az intgral tetszoleges kompakt halmazon jol
definidlt. Ezen vizsgédlatok eredményeit a jelolt M.N. Kolountzakis-szal ko-
z0s dolgozataiban publikdlta a Proc. Amer. Math. Soc., Canad. J. Math.
és J. London Math. Soc. folydiratokban.

Bar a 2. Fejezet témakorében nem sziiletett meglepé eredmény, inkabb
az jelentett elorelépést, hogy a korabbi eléggé specidlis eeedmények utan
lényegesen nagyobb altaldnossagot sikeriilt megragadni. A hely és id6 kor-

latos volta miatt, az eredmények részletes ismertetésére itt nem tériink ki.
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Az értekezés 3. Fejezetének cime: ,, Hézagos, idempotens trigonometri-
kus polinomok integral koncentracioja”. Ennek terjedelme 57 oldal, amely-
nek végén ,, Koszonetnyilvanitds” (Terence Tao-nak) és 45 referenciat tar-
talmazo ,, Irodalomjegyzék” talalhato.

Norbert Wiener (1934) klasszikus tétele szerint, ha egy f fiiggvény
Fourier sordban egyre nagyobbak a hézagok és f L2?-beli akdrmilyen kis
intervallumon, akkor f L?-beli a teljes (—m,7) intervallumon is. Anthony
Zygmund vetette fel a kérdést, hogy mi a helyzet mas LP terekben. Erre a
kérdésre valaszolva, Erdés Pal és Rényi Alfréd 1962-ben ellenpéldat adtak
minden p > 2-re véletlen konstrukcioval. Hamarosan Turan P&l explicit
ellenpéldat adott elég nagy p-re. Ezek utan az volt az altalanos vélekedés,
hogy p < 2 esetén Wiener tétele érvényben marad.

Ezen vélekedéssel szemben, 2008-ban a jelolt Aline Bonami-val kézosen
azt bizonyitotta be, hogy Wiener tétele kizardlag a p = 2 esetben igaz. Sot,
ennél lényegesen tobbet bizonyitottak, mivel Zygmund kérdésének eldon-
tése csak melléktermék, hiszen kozos dolgozatuknak fotargya azon csupa 0
és 1 egyiitthatoju polinomok vizsgalata, amelyeknek értékei kis halmazra
koncentralodnak, és az ellenpéldat ilyenekbol épitették fel.

A szokésos jeloléssel legyen e(t) := 2™, tovdbb4 legyen ey (t) := e(ht).

A konvolicié muveletére nézve fennallé tulajdonsaguk miatt a

P::{Zeh:HCN, #H < oo}
heH
halmazbeli trigonometrikus (exponencialis) polinomokat idempotens trigo-
nometrikus polinomoknak, vagy roviden csak idempotenseknek nevezziik.
Tovabba, egy £ C T halmazt szimmetriusnak neveziink, ha minden x € F

esetén —x € F.



Azt mondjuk, hogy p-koncentracié all fenn valamely p > 0-ra, ha létezik
olyan ¢ > 0 konstans, hogy barmelyik szimmetrikus, nyilt & C T halmazhoz

taldlhato olyan f € P idempotens, amelyre

[ =c 1.

Az Gsszes ilyen ¢ konstans supremumadt cp-vel jeloljik, és a p- koncentra-
ci6 szintjének nevezziik; mig az ennek eleget tevé f-et p- koncentraldodéd
(idempotens) polinomnak nevezziik.

A nyilt halmazokra vonatkozé koncentracié fogalma kiterjesztheté mér-
het6 halmazokra is. Akkor mondjuk, hogy p-koncentracié all fenn mérheto
halmazokra, ha létezik olyan v > 0 konstans, hogy minden szimmetrikus,

mérhet6 és pozitiv mértékii £ C T halmazhoz taldlhaté olyan f € P idem-

[ i

Az 6sszes ilyen ~y konstans supremumat v,-vel jeloljik, és a mérheté hal-

potens, amelyre

mazokra vonatkozo6 p-koncentracié szintjének nevezziik.

Ezen definiciék terminusaiban a jelolt Aline Bonami-val kézosen elért
legfontosabb eredményét a kovetkezoképpen fogalmazhatjuk meg. Minden
0 < p < oo esetén pozitiv p-koncentracié van. Ha p nem paros egész szam,

akkor teljes koncentracié all fenn, azaz ¢, = 1. A paros egészeket tekintve,
0495 <cy <1/2 és 0483 < cor <1%, k=3,4,....

Ezen feliil, a p = 2 esetet kivéve, ugyanezeken a szinteken van koncentracié
tetszolegesen nagy eloirt hézagok mellett is. Viszont p = 2 esetén tetszoleges

nagy hézagok eldirdsa esetén a koncentracio szintje O-ra csokken.
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Megemlitjiik, hogy p = 2 esetén co értékét M. Déchamps—Gondim, F.
Lust-Piquard és H. Queffélec mar 1983-ban megadtak:

2sin® x

Co = sup =046....

x>0 T

A mérhet6é halmazok koncentracié szintjére a jelolt és Alne Bonami
a kovetkezoket bizonyitottak. Minden 1/2 < p < oo esetén a mérhetd
halmazokra is pozitiv p-koncentraciéo van. Ha p > 1 nem péros egész szam,
akkor mérhet6 halmazokra is teljes koncentracio all fenn.

Viszont tovébbra is nyitott kérdés, hogy 0 < p < 1/2 esetén van-e a
mérhet6 halmazokra is pozitiv koncentracio, és hogy 0 < p < 1 esetén van-e
teljes koncentracio.

Megjegyezziik, hogy a jelolt és Aline Bonami a koncentréacié kérdését a
Ly = Z/qZ diszkrét csoporton is vizsgaltak és a fentiekhez hasonlé tételeket
bizonyitottak be, ahol ¢ > 2 egész szam.

Az értekezés 3. Fejezetében levo eredményeket olyan magas szintlinek
és boségesnek tartom, hogy mar annak alapjan is odaitélheto lenne a je-
16ltnek az MTA doktora cim. De az értekezés 1. és 2. Fejezetében levo
eredmények is kiemelked6en magas szintliek. Ugyancsak az elismerés hang-
jan kell szélnom a jelolt Téziseir6l, amelyben logikusan exponalja az egyes
problémaéakat, részletekbe menden ismerteti nemcsak a megel6z6 eredménye-
ket, hanem kitér az azok bizonyitasaban alkalmazott mddszerek elonyeire
és esetleges korlataira, feltarja a lehetséges tovabbi forrasokat és a tovabb-
1épést biztosito 1j moszereket, amelyekkel az adott probléma gyakran még
az altalanosabb feltételek mellett is természetesebb médon oldhaté meg.

Osszefoglalva megallapithatjuk, hogy 2003-t6l kezdSd8en a jelolt a

klasszikus analizis harom témakorében ért el nemzetkozileg is kiemelked6
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eredményeket. Két témakor esetében éppen az ellenkezdjét bizonyitotta
annak, mint amit a korabbi eredmények alapjan az addigi szerzok sejtet-
tek. A harmadik témakorben nem sziiletett meglep6 eredmény, itt a jelolt
a korabbi specialis eredmények utan lényegesen nagyobb altalanossagot ért
el. Az eredmények bizonyitasara olyan 1ij mddszereket alkalmazott, ame-
lyeket meggy6z6désiink szerint masik is sikerrel fognak majd kutatasaikban
alkalmazni. A jelolt eredményeit nemzetkozileg is a legelismertebb folydi-
ratokban publikalta, nevezetesen az American Math. J., C.R. Math. Acad.
Sci. Paris, Canadian J. Math., East J. Approx., J. Approx. Theory, J.
London Math. Soc. (2), Proc. Amer. Math. Soc., Trans. Amer. Math.
Soc. folydiratokban.

Az eredények mélysége, sokrétiisége és nemzetkozi visszhangja alapjan
az értekezés tudomanyos eredményeit elegendének tartom az MTA doktori

cim megszerzéséhez és a nyilvanos védés kitlizését javasolom.

Szeged, 2010. augusztus 23.

Dr. Moricz Ferenc

a matematikai tudomanyok doktora



