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1. Bevezetés

Az elmult néhany évtizedben a polinom modszer egy hatékony és sokrétiien
alkalmazhato eszkozzé valt, amely szamos fontos nyitott probléma megoldésa-
hoz is elvezetett, mint példaul Dvir bizonyitasa [35] a Kakeya-sejtés véges testek
feletti valtozatara, Guth és Katz eredménye [65] Erdés kiilonbozs téavolsagokra
vonatkozo problémajaval kapcsolatban, vagy a ,siiveghalmaz-probléma” (,cap set
problem”) megoldasa [31, 41]. A siiveghalmaz-probléma arra a kérdésre keresi a
valaszt, hogy mekkora az F% vektortér legnagyobb olyan részhalmaza, amely nem
tartalmaz harom pontot egy egyenesen, vagy ezzel ekvivalensen: nem tartalmaz
hérom hosszu (nemkonstans) szamtani sorozatot. A kérdés az évek soran egy fon-
tos, kozponti problémava valt, amelynek megoldasatol azt vartak, hogy szamos
més probléma megoldasahoz is elvezethet (és kés6bb valoban el is vezetett) a
kombinatorikdban, a szdmelméletben, s6t, a matematika mas teriiletein is.

Bar a siiveghalmaz-probléma erdsen sugallta, hogy esetében a polinom maéd-
szer alkalmazhato lehet, hiszen az a feltétel, hogy z, y és z szadmtani sorozatot
alkotnak, egyszertien kifejezhets az x — 2y + z = 0 egyenlettel, hosszi évekig szinte
minden eredményt Fourier-analitikus technikak segitségével értek el. Jegyezziik
meg, hogy amikor a problémét Fs felett vizsgaljuk, az x — 2y + z egyenlet szim-
metrikus a véaltozokban, mivel ebben az esetben az egyenlet az x+y+ z = 0 alakot
Olti.

Az 1990-es és a 2000-es években a polinom modszer segitségével igazolt e-
redmények tobbsége Alon kombinatorikus nullhelytételére [2| épiilt, azonban a
siiveghalmaz-probléma esetében egy 1j valtozatra volt sziikség. Nagyon réviden,
a f6 otlet hipermatrixok egy ujfajta rangjanak bevezetése volt (bar ez a rang csak
implicit modon jelent meg az eredeti cikkiinkben [31]), amelyre szintén teljesiil,
hogy egy diagonalis hiperméatrix rangja a f6atlojan 1évé nemnulla elemek szama.
Ha egy A halmaz csak trivialis (konstans) harom hosszisagu szamtani sorozatokat
tartalmaz, akkor a harom hosszt szamtani sorozatok ,karakterisztikus fiiggvénye”
(Ax Ax A-ra megszoritva) egy diagonélis tenzor, igy ennek a tenzornak a rangjat
feliilrsl becsiilve az A halmaz méretére vonatkozo felsg korlatot kapunk.

Bar az Alon-Jaeger-Tarsi sejtés kozelmultbeli megoldasaban [90] (és az ered-
ményeken tovabb javito [91] cikkben) szintén a polinom modszer egy 10j valtoza-
tat alkalmaztuk, ennek jellege egészen mas, mint a korabban emlitett valtozaté:
csoportgytri-azonossagok kozotti Osszefiiggésekre épiil. A polinomok a szerzd
néhany aritmetikai Ramsey-elméleti munkajaban [74, 80, 92| is meghatarozo sze-
repet jatszanak, de ezek az Otletek és modszerek is eléggé eltérd jellegtiek.

Ezért a szerzd ugy dontott, hogy jelen értekezésben a fent emlitett (Croot-Lev-
Pach) polinom modszert ismerteti, amelyet el8szor a Z7, csoportokban szamtani
sorozatot nem tartalmazo halmazok maximalis lehetséges méretének becslésére
hasznaltunk, targyaljuk az ismert legjobb becsléseket rogzitett hosszusagi szam-
tani sorozatokat elkeriil6 halmazok maximélis méretére vonatkozoan, végiil be-
mutatjuk a technika néhany tovabbi alkalmazésat.
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Az értekezés elsG, bevezets fejezete utan a 2. fejezet tartalmazza szamtani
sorozatokkal kapcsolatos eredményeket, melyek bizonyitasa modszer és sziikebb
témakor alapjan a 3-6. fejezetekben talalhato, a tézisfiizetben jelezziik melyik
bizonyités pontosan hol szerepel. A 7. fejezetben tovabbi alkalmazéasokat targya-
lunk.

A fejezetek és dllitdsok szdmozdsa az angol nyelvid értekezés szdamozdsdt koveti.

1.1. Roth problémaja harom hosszii szamtani sorozatokrol

1953-ban K. F. Roth [106] bebizonyitotta, hogy az [n]:={1,2,...,n} halmaz
legnagyobb olyan részhalmazanak mérete, amely nem tartalmaz x,x + d,x + 2d
héarom elemi szamtani sorozatot o(n). A bizonyitasa (azt megfelelGen értelmez-
ve) O(n/logloglogn) kvantitativ korlatot is ad. Ez természetes modon elvezet a
kovetkezs kérdéshez:

Roth problémaja. Mekkora a legnagyobb olyan S ¢ [n] részhalmaz meérete,
amely nem tartalmaz harom elemt szamtani sorozatot?

A legtobb el6relépés ennél a problémanal Roth otletére épiil, és ugynevezett
Strtségnovels érvelést” hasznal. Az 6tlet 1ényege, hogy ha feltételezziik, hogy az
S ¢ [n] halmazban nincs harom hosszisagn szamtani sorozat, és |S| = an, ahol
n > No(a), akkor meg lehet mutatni, hogy létezik egy olyan

P:={a,a+d,a+2d,...,a+kd}c[n]
szamtani sorozat, aminek hosszara k > n'/2-o(1) teljesiil, tovabba
IS N P|>a(l+ca)|P|

bizonyos ¢ > 0 konstans mellett. Eltolassal és atskalazéssal tehat egy harom
hosszlisdgt szamtani sorozatot nem tartalmazo S’ ¢ [n'] halmazt kapunk va-
lamely |n/| > n!/2-°() mellett, gy, hogy |S’| > a(1 + ca)|n’|. Ezt ismételgetve (az
No(«a) korlat felett maradva) végiil ellentmondashoz jutunk, ha « > ¢'/loglogn,
mert ha « ilyen nagy, akkor az egyik S” halmaznak méar 1 strtiségtinek kellene
lennie, ugy, hogy kdzben nem tartalmaz harom hosszii szamtani sorozatot. Ha te-
hat az eredeti S halmaz nem tartalmaz harom hosszi szdmtani sorozatot, akkor
|S| < n/loglogn.

Az oOtlet tovabbi finomitésaival nagyobb stirtiségnivelés is elérhetd iteracion-
ként (az intervallum hosszahoz viszonyitva) (68, 116|, ami |S| < n(logn)~? alaku
korlatot ad bizonyos 0 < § < 1/2 esetén. A striiségnovelést részsorozatok helyett
(mint Roth modszerében) tgynevezett Bohr-szomszédsagokon végezve, Bourga-

in [18] még erdsebb, |S| < ny/ lolgol% alaka becslést kapott. Ezutan Bourgain [19]
és Sanders [110, 111] tovabbi munkaikban a korlatot |S| < n(logn)-1*(M-re ja-
vitottak. Ha ezt a korlatot még egy kicsit sikeriil javitani (a —1-et (-1 -¢)-ra
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csokkentve), a kovetkezd hires sejtés [47] megoldasat nyerjik a k = 3 specialis
esetben, ami Szemerédi tételének [115] altalanositésa:

Erdés-Turan sejtés k hosszi szamtani sorozatokrol. Ha az A, pozitiv egész

szamokbol all6 halmazra Y. 1/a = oo, akkor minden 2 < k-ra az A halmaz tartal-
acA
maz k hosszu szamtani sorozatot.

A legjobb kvantitativ korlatot az &ltalanos esetben (tetszéleges k érték mel-
lett) Leng, Sah és Sawhney |76] igazoltak, akik nemrég bizonyitottak, hogy min-
den k > 5 esetén létezik egy bizonyos ¢, > 0 konstans, melyre [n] legnagyobb, k
hosszt szamtani sorozatot nem tartalmazo6 S részhalmazanak méretére

|S| < nexp(—(loglogn)).
Ez a becslés javit a Gowers-féle korlatokon [58|, miszerint |S| <« n(loglog 71)‘272’%9
A k =4 esetben Green és Tao [62, 63] az |S| < n(logn)=¢ becslést adtak bizonyos
0 < ¢ <1 mellett.

Bloom és Sisask [15] voltak, akik a fenti sejtést k = 3-ra elészor bizonyitot-
tak, Bateman és Katz [9] munkajara épitve, megmutatva, hogy n > Ny esetén
a legnagyobb, harom hosszi szamtani sorozatot nem tartalmaz6 S ¢ [n] hal-
maz méretére |S| < n(logn)~1-¢ (valamilyen expliciten megadhat6 ¢ > 0 mellett).
Ezutan Kelley és Meka [73] egy jelentds attorést elérve ezt tovabb javitottak az

S| < nexp(—c(logn)*/'?)
becslésre, amit Bloom és Sisask [17]| tovabbfejlesztett, igy kapjuk az
15| < nexp(~c’(logn)?)

korlatot.

Ezek a fels6 becslések méar nem allnak messze a leheté legjobbaktol, mivel
Behrend [10] munkdja ota ismert, hogy létezik olyan harom hosszti szamtani
sorozatot nem tartalmazo S € [n] halmaz, amelyre

|S| > nexp(—(2y/log4 + o(1))\/logn).

Ezt Elkin [40] javitotta egy kicsi, de végtelenhez tartd tényezdvel, majd nemrégi-
ben Elsholtz, Hunter, Proske és Sauermann [44] tovabbi jelentds javulast elérve
igazoltak, hogy

|S| > nexp(-(C +o0(1))y/logn),
ahol C = 24/log(24/7)log2 < 2\/log 4.
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1.2. Véges testek feletti valtozatok

Mint lattuk, Roth eredeti megkdzelitésében a f6 nehézség az volt, hogy kel-
16en nagy stirtiségnovelést sikeriiljon elérni. Meshulam [83] azt vizsgalta, hogy az
érvelés mit ad abban az esetben, ha egész szamok helyett az F} vektortér részhal-
mazaival dolgozunk. A p = 3 eset siiveghalmaz-probléma (cap set problem) néven
ismert.

Meshulam az altaldnos esetben (7 esetén) ahelyett, hogy egy szdmtani soro-
zatban érne el stirtiségnovekedést minden egyes iteracional (amint az Roth érve-
lésében volt), a t+V affin alterekben kap stirtiségnovekedést, ahol dim(V') =n-1.
Mivel ezek az affin alterek p»~! mérettiek, a strtségnovels lépés tobbszor alkal-
mazhato, mintha az S halmaz elemeit egész szamokbol allo [ V] intervallumokbol
valasztanank N ~ p™ mellett. Tovabba, az egész érvelés elegansabb és egyszertibb,
mint az egész szamok esetében, mikozben a nehézségek nagy részét tovabbra
is tartalmazza. Valojaban ez igaz tobb masik additiv kombinatorikai probléma-
ra [60, 95] is. Igy gyakran célszerd lehet egy Z feletti probléma megoldasahoz
el6szor megnézni, hogy mit tudunk bizonyitani a probléma Ty feletti viltozatéra.

Meshulam végiil bebizonyitotta, hogy a legnagyobb olyan S ¢ Fy részhalmaz-
ra, amely nem tartalmaz harom hosszu szamtani sorozatot (vagyis az x—2y+z =0
egyenlet megoldasat) valamely ¢, > 0 konstans mellett teljesiil, hogy

5] < 2
n

Meshulam bizonyitasa Fourier-analitikus modszereket hasznél, de Lev 78] kidol-
gozott egy tisztan kombinatorikus megkozelitést is ugyanezen korlatok eléréséhez.

Fontos kihivasnak tartottak Meshulam becslésének jelentds erdsitését, Terry
Tao [118] példaul egyszer tigy hivatkozott arra a kérdésre, hogy megértsiik mekko-
ra lehet I} harom hosszt szamtani sorozatot nem tartalmazoé részhalmaza, mint
ytalan a kedvenc nyitott kérdése”.

Bateman és Katz voltak az els6k, akik jelentGs el6relépést értek el ilyen irany-
ban, bebizonyitva, hogy létezik olyan € > 0 konstans, hogy a p = 3 esetben
|S| «< 37/nl*e. Ezutan Ellenberg és Gijswijt [41], a mi munkankra [31] épitve
algebrai modszerekkel bebizonyitottak, hogy minden p > 3 primszam esetén 1é-
tezik olyan ¢, > 0 konstans, hogy |S| < (p—9,)". A moddszer tovabbi algebrai
altalanositasait, atfogalmazésait dolgozta ki Tao, Sawin [112, 119] és Petrov [96].

Nemrégiben Kelley és Meka 73] kifejlesztettek egy kombinatorikus modszert
(amelynek egyik osszetevGje [30]) ennél gyengébb, de més kombinatorikus és
Fourier-analitikus megkozelitéseknél még mindig sokkal erGsebb korlatok bizo-
nyitasara, elérve az |S| <« 2-%n""pn becslést.

Edel [36] a p = 3 esetben olyan S halmazt konstruélt, amely nem tartalmaz
héarom hosszi szamtani sorozatot és a méretére |S| > (2,217389)". Ezt el6szor
Tyrrell [121] cikkében |S| > (2,218)"-re javitotta, majd Romera-Paredes és sztsai
[105] cikkiikben nagy nyelvi modellek segitségével |S| > (2,2202)" becslést igazol-
tak, végiil Naslund [87] eredménye szerint |S| > (2,2208)". Nemrégiben Elsholtz,
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Hunter, Proske és Sauermann [44] altalanos alsé korlatot ért el tetszéleges p > 3
primszamra, igazolva az |S| > (¢p)™ becslést valamilyen ¢ > 1/2 konstans esetén.

1.3. Jelolések

Az értekezésben (és jelen tézisfiizetben is) a <«, > illetve O és 2 jeloléseket
pozitiv mennyiségekre a szokasos modon alkalmazzuk, vagyis X > YV, YV « X,
X =Q(Y) és Y = O(X) mind azt jelenti, hogy X > ¢Y’, valamilyen ¢ > 0 abszolut
konstans mellett. Ha mind az X <Y, mind az Y « X feltétel teljesiil, akkor azt
irjuk, hogy X = ©(Y"). Ha a ¢ konstans fiigg egy ¢ mennyiségtdl, akkor az X «; Y,
Y = O,(Y) jeloléseket alkalkalmazzuk, és igy tovabb. Hasznaljuk a Landau-féle o
jelolést is.

Az x,y € F? vektorok (standard) skalaris szorzatat (z,y) = ixl‘% jeloli. A ska-

laris szorzatot roviden zy-nak irjuk, ahol ez nem okozhat félreértést.
Hasznéaljuk az [n] := {1,2,...,n} jelolést és a Kronecker-delta fliggvényt is a
kovetkezdképpen.
1 haz=y

5ac7y = 5I(y) = 5(1'7?/) =
0 hazxz=#y

A Zr, = (Z/mZ)™ csoportban (nemtrividlis) k hosszisagu szamtani sorozat
alatt egy a,a+d,...,a+ (k-1)d (a,d € Z%,) kiilonbozd elemekbdl allo k hosszt
szamtani sorozatot értiink, és a rovidség kedvéért k-AP-nek nevezziik (a szamta-
ni sorozat angol roviditését hasznélva, hogy az értekezésben hasznalttal azonos
legyen a jelolés). A k hosszi (nemtrividlis) szamtani sorozatot nem tartalmazo
halmazokat k-AP-mentesnek nevezziikk. A Z" csoport legnagyobb k-AP-mentes
részhalmazanak méretét ri(Z7 )-nel, az {1,2,...,n} halmaz legnagyobb k-AP-
mentes részhalmazanak méretét pedig r(n)-nel jeloljiik.

Az értekezésben Fi linearis és affin altereivel is dolgozunk. Ha L egy d-
dimenzids linearis altér, akkor a rovidség kedvéért azt mondjuk, hogy L egy d-
altér. A vq,. .., v vektorokat tartalmazo legkisebb linearis altér (vagyis az altaluk
generalt lineéris altér) jelolése (vy, ..., vg).

Hasonloképpen, ha L egy d-dimenzios affin altér, akkor azt mondjuk, hogy L
egy affin d-altér, és a legkisebb affin altér jelolése, amely tartalmazza a vy, ..., v
vektorokat (vagyis az altaluk generalt affin altér) (v, ..., vk)ars-

Egy A € Zn részhalmazra az A+ A ={a+a': a,a’ € A} jelolést hasznaljuk
az Osszeghalmazra és az AYA ={a+a': a,a’ € A a # a'} jelolést a megszoritott
Osszeghalmazra.
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2. SzaAmtani sorozatot nem tartalmazé halmazok

A 2. fejezetben Z1, alaki csoportok szamtani sorozatot nem tartalmazé rész-
halmazainak méretére vonatkozo eredményeket targyalunk. A fejezet eredménye-
inek bemutatésa soran a [43, 45, 93, 94| cikkeket kovetjiik.

Nagy érdeklédés 6vezi a Z,,, csoport szamtani sorozatot nem tartalmazo hal-
mazainak vizsgalatat, kiilonosen az m = 3 és 4 esetekben. (Megjegyezziik, hogy
a paratlan és paros m esetek kissé eltérGek, és mivel az m = 2 eset trivialis, a
két legkisebb érdekes eset az m = 3 és az m = 4.) Ha m = 3,4,5, akkor az a
tulajdonsig, hogy ,nincs 3 hosszisagi szamtani sorozat modulo m” ekvivalens
annak megkdvetelésével, hogy ,nincs 3 pont egy egyenesen”. Az utobbi tulajdon-
sag stiveg vagy stiveghalmaz (cap vagy cap set) néven ismert. A szamtani sorozatot
nem tartalmazoé halmazok és a siivegek irdnti nagy érdeklédés ellenére nem sok
szakirodalom szol Z;, szamtani sorozatot nem tartalmazo halmazairol altalanos
m > 3 és altalanos k hosszisagu sorozatok esetében. Tovabbéa nagyon kevés exp-
licit értéket ismeriink az ilyen halmazok maximalis méretére vonatkozoan. Bar a
szorosan kapcsolodo véges geometria teriiletén kiterjedt szakirodalom all rendel-
kezésre, additiv kombinatorikai néz&pontbo6l mindossze Tao és Vu konyvének egy
feladatat, valamint Lin és Wolf egy cikkét tudjuk emliteni.

Ebben a fejezetben kiilonbo6zé esetekre vonatkozo also és fels korlatokat tér-
gyalunk, és m =4 esetben pontos értékeket adunk meg, amelyek nagysagrendileg
OsszevethetGk az m = 3-ra ismert pontos értékekkel.

Az 1. fejezetben méar emlitettiik Meshulam [83] eredményét, mely szerint
r3(Zp,) = O(™2) teljesiil m > 3 paratlan értékeire, ezt Lev [77] kiterjesztette m > 4
paros értékekre is. Ennek tovabbi erdsitését Sanders [109] érte el, megmutatva,
hogy

n 4”
(2 =0 (o
teljestil valamilyen pozitiv ¢ esetén. Green és Tao [61] cikkiikben azt irtak, hogy
¢ = 2722 megfelel$ valasztas.

Croot, Lev és a szerz6 [31] egy exponencidlisan kisebb korlatot bizonyitott
egy teljesen 1j megkozelités segitségével: Fourier-analitikus modszerek helyett a
polinom moédszer egy 1j valtozatat kidolgozva.

Jelolje H a binaris entropiafiiggvényt, azaz legyen

H(z)=-zlogyx - (1-x)logy(1-z), z€(0,1),
ahol log, z az x szam 2 alapu logaritmusa. Legyen
1
= max{é(H(0,5 —e)+ H(2e)): 0<£<025} ~0,926.

2.1. Tétel (Croot-Lev-Pach [31]). Han >1 és az A € Zj halmaz 3AP-mentes,
akkor |A| <47, ahol 47 ~ 3,61.
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Megjegyezziik, hogy ez az exponencidlis javitads a 2.1. Tételben az els6 volt az
ilyen jellegii problémék koérében.

Egy G 2 Zpmy ® Ly, ® -+ @ Ly, csoport esetén, ahol my | ma | ... | my, je-
16ljiik rky(G)-vel az olyan i € [1,k] indexek szamat, amelyekre 4 | m;. Mivel
n :=rky(G) mellett a G csoport 477|G| darab Z}-nel izomorf mellékosztaly unio-
ja, igy a 2.1. Tétel kozvetlen kévetkezményeként az alabbi altalanositasat kapjuk:

2.2. Kovetkezmény (Croot-Lev-Pach [31]). Ha A egy G wvéges Abel-csoport
3AP-mentes részhalmaza, akkor n :=rky(G) mellett |A| < 4-0-1"|G].

A [31] cikkiinkben kidolgozott ij modszert hasznalva Ellenberg és Gijswijt [41]
az r3(Z3) < 2,756™ becslést igazoltak. Megjegyezziik, hogy ezek a kérdések a
matrixszorzas bonyolultsaganak vizsgalatahoz is kapcsolodnak [5, 14].

A 3AP-mentes halmazok maximaélis lehetséges méretére vonatkozo alsé korla-
tokat a G = Z3 csoportban szintén részletesen vizsgaltédk. Ismert, hogy hogy van
olyan S ¢ G halmaz, amelyre |S| > 2,2208” = |G|?, ahol 3 = logf)% ~ 0,72625.

Sanders [109] az alabbi als6 korlatot bizonyitotta az m = 4 esetben: létezik
3AP-mentes S ¢ G = Zj halmaz, amelyre

|S| > |G ~ 2,519

Ez az eredmény abbol kovetkezik, hogy Z3-ban talalhaté egy 16 méretii konstruk-
ci6, amire a szorzatkonstrukciot alkalmazva a fenti aszimptotikus becslést nyerjiik,
hiszen /16 = 2,519. . ..

Az alédbbiakban egy jobb als6 korlatot adunk r3(Z7)-re. A konstrukcioban
bizonyos minimélis tavolsaggal rendelkez6 binéaris kédokat hasznalunk. Jeldlje
A(m,d) az FJ' vektortéren vett, legalabb d minimalis tévolsaggal rendelkezd
(esetleg nemlinearis) kodok koziil a lehetd legnagyobb méretét. Megjegyezziik,
hogy A(m,1) =2™ (minden vektor kivalaszthato) és A(m,2) =2m-! (minden péa-
ros Hamming-sulyu vektor kivalaszthato). Az alabbi két linken maximalis kodok
pontos értékeit vagy korlatjait tartalmazo tablazatok talalhatok:
https://www.win.tue.nl/"aeb/codes/binary-1.html
és http://www.codetables.de/

A kovetkezd korlatot bizonyitjuk:

2.3. Tétel (Elsholtz-Pach [45]). Ha n > 1, akkor

2(n
ny s _—
r3(Zy) > ggltzgi:%:l (Z_)A(z, i—t).
Ennek az eredménynek a kovetkezményeként egy elég jo als6 korlatot nyeriink

r3(Z1)-re:
2.4. Kévetkezmény (Elsholtz-Pach [45]).
377,
TB(ZZ) > ==,

NG
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ami azt jelenti, hogy létezik olyan 3AP-mentes S € Zj halmaz, melyre
|S| > 40,792471.

Az alabbiakban felsoroljuk a kapott alsd becsléseket azokban az esetekben,
amikor a dimenzi6 legfeljebb 10:

2.5. Kévetkezmény (Elsholtz-Pach [45]).
2<r3(ZY), 6 <r3(Z3), 16 <r3(Z3), 42 <ry(Z3), 124 < r3(Z3),
344 < r4(Z8), 960 < r3(Z7), 2832 <r5(Z3), 7880 < r3(Z3), 22232 < r5(ZL0).

A Z csoport esetén a [41] cikk korlatjat Jiang [71] javitotta egy \/n faktorral,
igy a kovetkezd ismert:

2,2208..." «< r3(Zy) <2,755..." [\/n, [87, 41, T1]
3"/n<«<r3(Z))<3,61...", [45, 31],
ha pedig p > 3 primszam, akkor valamilyen pozitiv ¢, konstans esetén
r3(Zy) < (p-6p)"  [41].
A modszer valojaban az

r3(Zy) < (J(p)p)"  [14]
korlatot eredményezi, ahol
1 . 1-1tp
T0) = i Ay (1)
Tovabba ismert, hogy J(s) csokkend és lim J(s) =0,8414... (lasd [14] cikk (4.11)
egyenletét).

2.6. Megjegyzés. Mivel J(s) csokkend és J(3) <0,9184, ezért tetszdleges m > 3
egész szamra a kovetkezd becslést kapjuk (lasd pl. [14] vagy [97]):

r3(Zyy,) < (0,9184m)". (2)

Primhatvany m-ek esetén a prim eset olyan trividlis kovetkezményeinél, mint
példaul r3(Zy) < 3nr3(ZY), erésebb becsléseket is adtak mar. A modszert paratlan
primhatvanyokra megfelelen alkalmazva [14, 96, 114] az

r3(Zy,) < (mJ(m))"

korlatot kapjuk. Példaul a trividlis r3(Zy) < 37r3(Zy) < 8,268™ becslés helyett
ezzel az eredménnyel rs(Zy) < 7,847"-re javul a korlat.

8
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A technikailag nehezebb paros esetben m = 23 = 8 esetén szintén tortént
javitas. Az r3(Zg) mennyiség értékére rs(Zj) becslése alapjan kapott trivialis
kévetkezmény az alédbbi:

Tg(Zg) < 2”7“3(22) < 7,222”,

azonban Petrov és Pohoata [97| be tudték bizonyitani, hogy az erésebb r3(Zg) <
7,09" korlat is érvényes.

Konnyd belatni, hogy az (rs(Zr,))Y" sorozat konvergal egy bizonyos as,,
hatéarértékhez (ha rogzitett m mellett n - o). Mindez abbdl a megfigyelésbdl
lathato, hogy a szorzatkonstrukecié segitségével kis dimenzidkban talalt konstruk-
ciokat fel lehet fijni. Ha ugyanis A egy 3AP-mentes halmaz n-dimenziéban, akkor
az A x Ax---x A direkt szorzat szintén 3AP-mentes tn-dimenzidban.

——————
t

Mivel as,, < m, azt mondhatjuk, hogy a Z, csoport 3AP-mentes halmazai
exponencidlisan kicsik, ha m > 3. A [94] cikket megel6zGen hosszabb szamtani so-
rozatok esetén nem volt ismert egyetlen 4 < k < m esetén sem, hogy r1(Z",) szintén
exponencialisan kicsi vagy (m—o(1))" nagysagrendd (han — o0). Az 5. fejezetben
bebizonyitjuk, hogy amikor 6 | m és k € {4,5,6}, akkor r(Z") exponenciélisan
kicsi, specialisan

re(Z¢) < 5,709™.

Ugy ttinhetne, hogy ezt az allitast akar ugy is meg lehet fogalmazni, hogy
lim(rg(Z2))Y" < 5,709, azonban némileg meglep6 moédon nem tudjuk bizonyitani,
hogy r6(Z2)'/™ konvergal. A konvergencia azért nem adodik automatikusan, mert
a szorzatkonstrukcié nem miikodik teljes altalanossagban.

Ha k£ = 3 vagy ha m primhatvany, akkor az Ax A x---x A t-szeres direkt
| S ——

szorzat nem tartalmaz k-AP-t, ha A maga k-AP-mentes, tazonban altalanos k és
m esetén ez nem igaz, amit a k = 6,m = 6 esettel illusztralunk. Az 1-dimenzios
esetben vilagos, hogy 74(Zg) = 5, és példaul az A = {0,1,2,3,4} halmaz 6AP-
mentes. Ha az A x A ={0,1,2,3,4} x {0,1,2,3,4} halmazt vessziik, akkor a Z2
csoport egy 25 elemt részhalmazat kapjuk, amely a kévetkezs 6AP-t tartalmazza:

(0,0),(2,3),(4,0),(0,3),(2,0),(4,3).

Bar a szorzatkonstrukeié nem alkalmazhato, re(Z2) értékére igy is 25 = 52 adodik,
azonban megmutatjuk, hogy r¢(Z3) < 125 = (r6(Z))3.
A kovetkezd korlatokat bizonyitjuk:

2.7. Tétel (Pach-Palincza [94]). Kis dimenzidkban a kévetkezdk teljestilnek:
re(Zg) =5, 16(Z3) =25 117 <r(Z3) < 124.

2.8. Tétel (Pach-Palincza |94]). 6 AP-mentes halmazok esetén a kovetkezd ered-
ményeket kapjuk:
4,44" < 2"rg(Zy) < re(Zg) < 5,709",

ha n elegendden nagy.
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Ha 6 | m, akkor a Zg csoport Z?, egy részcsoportja, és mind az (m/6)" mel-
lékosztalyban hasznélva a 2.8. Tétel korlatjat az alabbi kovetkezményt kapjuk:

2.9. Kovetkezmény (Pach-Palincza [94]). Ha 6 | m és k € {4,5,6}, akkor
ri(Zn,) < (0,948m)",
ha n elegendden nagy.
Végiil egy masik fels6 korlatot is adunk r6(Z)-ra rs(Z%) figgvényében.
2.10. Tétel (Pach-Palincza [94]). 6 AP-mentes halmazok esetén a kovetkezd becs-

lést kapjuk:
r6(Z§) < 2"\ /3nr3(Z3).

Megjegyezziik, hogy az r3(Z}) < 2,756™ korlatot hasznélva a 2.10. Tétel az
re(Zy) < 5,75" becslést adja, ami rosszabb, mint a 2.8. Tételben szerepls. Ha
azonban r3(Z%) < 2,697, akkor a 2.10. Tétel jobb becslést ad, mint a 2.8. Tétel.

Megemlitjiik, hogy bar a moédszer barmely F, véges test esetén alkalmazhato
q = p* mellett, azonban mivel 73(F7) = r3(F9™), a relevans esetek azok, amikor a
¢ primhatvany prim. (Az F,e-ra val6 alkalmazasbol adodo felsé korlat rosszabb,
mint amit F, mellett kapunk.)

Csak nagyon kevés explicit érték ismert. Az m = 3 esetben siivegek pontos
értékersl a kovetkezdk ismertek:

r(Z3) = 2,75(Z3) = 4,r5(Z3) = 9,75(Z3) = 20,75(Z3) = 45,73(Z3) = 112.

Megjegyezziik, hogy a 4-dimenzios eset a SET kartyajatéknak felel meg. A 6-
dimenzios eredmény szerzdje (Potechin [100]) és az 5-dimenzios esetben karakte-
rizalt maximalis siiveg szerzdi [39] emlitették, hogy szamitogépes segitséget hasz-
naltak. Edel arrol tajékoztatott minket, hogy a [39] cikkhez sziikséges szamitasi
id6 néhany hét volt.

A pontos értékeket a Zj csoport 3AP-mentes részhalmazai esetén 5-dimenzioig,
4AP-mentes halmazok esetén pedig 4-dimenzi6ig hatarozzuk meg:

2.11. Tétel (Elsholtz-Pach [45]). 3AP-mentes halmazok esetén a kivetkezd ered-
mények teljestilnek:

r(Z5) = 2, r3(Z3) = 6, r5(Z3) =16, rs(Z3) =42, r3(Z3) = 124.

2.12. Tétel (Elsholtz-Pach [45]). 4AP-mentes halmazok esetén a kivetkezd ered-
mények teljestilnek:

ra(Z3) =3, r4(Z3) = 10, 74(Z3) = 36, ry(Z3) = 128.

Mint mar emlitettiik, ismert, hogy az ilyen tipust eredményeket fel lehet fajni
magasabb dimenzidkba is, és igy aszimptotikus becsléseket nyeriink a szorzat-
kontrukcioval:

10
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2.13. Lemma. Legyen q egy primhatvdny.

a) Ha Sy € 27" és Sy € Zy? k-AP-mentes halmazok, akkor Sy x Sy c Zy*™"™
szintén k-AP-mentes, kévetkezésképpen:

Tk(Z;HHm) > Tk(Zgl) Tk(ZZQ)
b) Az a) rész ismételt alkalmazdasdval kapjuk a kévetkezd becslést:
n n t
T’k(th) 2 (Tk(Zq)) .

A legnagyobb ismert pontos értékek, r5(Z3) = 124 és r4(Z3) = 128, felfajasabol
az aldbbi becsléseket kapjuk:
2.14. Kovetkezmény.

r3(Zy) > 2,622", ry(Zy) > 3,363".

Az els6 eredmény lényegesen gyengébb, mint a 2.4. Kovetkezmény mig a ma-
sodik a jelenleg ismert legerGsebb becslés.
A 2.13. Lemmébol adodik a kévetkezs allités:

2.15. Allitas. Legyen q >k >3, ahol a q primhatviny és k rogzitettek. Ekkor az

Qg = lim (rk(ZZ‘))l/n

n—oo

hatarértek létezik.

A késébbiekben ismertetett 2.16. és 2.17. Tételekbdl kovetkezik, hogy

[m+1

< <m.
5 ] < a;mm sm
k = 3 esetén tobbet is tudunk: as, < J(p)p, amikor m = p egy paratlan primszam,
és J(p) értéke (1) alapjan lett definialva.
Tao és Vu [120, Exercise 10.1.3] megfigyelik (Behrend konstrukcidja alap-

jan), hogy Z -ben létezik olyan 3AP-mentes halmaz, amelynek a mérete legalabb
[m/2]" 1
m2n2 .

Lin és Wolf [79] a kovetkezoket bizonyitotta: ha m egy primszam és k < m,

akkor

ri(Zn) > (mQ(k_l) +mht - 1)% ~ mET

A fenti als6 korlaton javito altalanos eredményeink a kovetkezdk:

1Ugy ttinik, hogy a nevezét valoszintileg m2n-nek szantak (a mi jeloléseinkkel).

11
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2.16. Tétel (Elsholtz-Pach [45]). Legyen m > 5 pdratlan szam, ekkor létezik olyan
Cm > 0 konstans, hogy

rs(Zn) >

m

)

Tovabbad, a

1
Om =\/ —— (m*+4m3 — 14m? — 36m + 45)
2880
jeléléssel C,, = 3¢§la megfeleld. Végtelenhez tarto pdratlan m esetén ezzel a vd-

lasztdssal aszimptotikusan C,, ~ \%‘/jz Ervényes.

Az m =5 eset javit a siivegek aszimptotikus also korlatjan, a részleteket lasd
a 2.1 alfejezetben.

A legfontosabb otlet ismét az, hogy keriiljiik a szorzatkonstrukciot, és eggyel
tobb szamjegyet hasznalunk, mint amit Tao és Vu [120, Exercise 10.1.3.] hasznalt,
néhany extra megkotéssel, amelyek a kapott becslésen nem rontanak sokat (ha m
allando és n novekszik).

2.17. Tétel (Elsholtz-Pach [45]). Legyen m > 4 pdros szdm, ekkor létezik olyan
C > 0 konstans, hogy

r3(Zn,) >

As)

Tovdbbad, a

\/m4 +8m3 +4m?2 — 48m
O =

2880
jeloléssel Cy, = 3\%0 megfeleld. Végtelenhez tarto pdros m esetén ezzel a vilasz-
85

tassal aszimptotikusan C,, ~ sz Crvényes.

(Ennek az eredménynek egy valtozata az m = 8 specialis esetben szerepel a
[97] cikkben is, és azt megelézben [45] egy el6zményében is. Petrov és Pohoata
[97] cikke a fels6 korlat javitasara koncentréal.)

Mint az Behrend konstrukciojabol jol ismert, jo okok szoélnak a rendelkezés-
re allo szamjegyek szamanak felére vald korlatozasa mellett. A fenti esetekben a
szamjegyek felénél egy elemmel tobbet hasznalunk. Paros m-ek esetén ezen feliil
még a 070 tipusi sorozatokat is alaposan meg kell vizsgdlnunk. Az alabbi pél-
dakban még tovabb megyiink, és megjegyezziik, hogy azok a szamtani sorozatok,
amelyek a modulo m redukciét hasznaljak, elég sok kiilon figyelmet igényelnek.
(Példaul az ry(Z7,) esetben figyelniink kell az 1,6,0,5 tipust sorozatokra is mo-
dulo 11).

2.18. Tétel (Elsholtz-Pach [45]). A kévetkezd becslés érvényes:

n

n 7
n

12
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(A 3-as kitevs csokkentésére nem tettiink kisérletet.) Osszehasonlitasképpen Lin
és Wolf [79] also korlatja 6,04™.

Az egyes esetek kiilon-kiilon vizsgalata segitségével m és k mas konkrét értéke-
ire is hasonld eredményeket kaphatunk. Két tovabbi esetet mutatunk, ahol ezeket
az Otleteket altalanositjuk a kovetkezs végtelen csaladokra: m = p*, k =ps 1+ 1
(illetve k = p*=2 + 1), ahol p primszam. Mejegyezziik, hogy ebben az esetben a fel-
hasznalt szamjegyeket ugy valasztjuk, hogy azok nem egymast kovetéek, hanem
kihasznaljuk a csoport algebrai szerkezetét. Szamos hasznos tulajdonsig meg-
marad: sok szamtani sorozat kizarhato Salem-Spencer ,azonos gyakorisag tulaj-
donséag” otletével, és a ,minden elem kiilonb6zs” feltételt (nemtrivialis szamtani
sorozatok) hasznalva.

2.19. Tétel (Elsholtz-Pach [45]). Legyen m = p* egy valddi primhatvdny: s > 2.
Legyen k = p>~t+1. Ekkor léteznek olyan C,, €s ¢, <m/[2 pozitiv konstansok, hogy
a kovetkezd becslés érvényes:

T’k(Zn)ZOm

m

2.20. Kovetkezmény (Elsholtz-Pach [45]). Léteznek olyan C,, és ¢, < m/2
pozitiv konstansok, hogy a kovetkezd becslések érvényesek:

371
nes’
771,
nes’
25"
neat’

121"

neizs’

10101™

nco201

Tg(ZZ) > 04

r5(Zg) > Cs

7"10(237) > 027

726(Z195) 2 Chas

r102(Z7512) > Cro201

2.21. Tétel (Elsholtz-Pach [45]). Legyen m = p* egy valddi primhatvdny, melyre
s > 3. Legyen k = p=2+1. Ekkor léteznek olyan C,, €s ¢, <m/2 pozitiv konstansok,
hogy a kovetkezd becslés teljestil:

(m —2p? +2p)"

nem

Tk(ZZz) > Cm

Ha p = 2, akkor ez bizonyosan nem éles: a 2.17. Tétel szerint m = 8,k = 3
esetén H szamjegyet is hasznalhatunk 4 helyett.

13
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2.22. Kovetkezmény (Elsholtz-Pach [45]). Léteznek olyan C,, és ¢, < m/[2
pozitiv konstansok, hogy a kovetkezd becslések érvényesek:

(p® - 2p*+2p)"

nCp+l
157

near’

T'p+1 (Z;Z?)) > Cpi1

Y

r4(Zy;) 2 Coy

Y

16(Zo5) 2 Clas

710125
r26(Ztizs) > Coas fﬁ; ~
Korabbi ilyen tipusi eredményekrdl nincs tudomasunk.

Az r3(Z}) mennyiség becsléséhez a probléma egy ekvivalens atfogalmazasat
hasznaljuk, amelyet a 4.1 alfejezetben mutatunk be. Azt mondjuk, hogy egy
A(z) ¢ F3 (z € F}) halmazrendszer kielégiti a (+) tulajdonsagot, ha az alabbi
kovetkeztetés érvényes:

Ve ey (yex+ A(x)+A(z) = A(y) = @). ()

(Megjegyezziik, hogy A(x) = @ esetén x + A(x)+A(x) := @.) A 4.1. Lemmaban
megmutatjuk, hogy a (*) tulajdonsagot kielégité halmazrendszert alkoto rész-
halmazok legnagyobb lehetséges Gsszmérete pontosan r3(Z%). Ezért a (*) tulaj-
donsagot kielégits {A(x) : x € F4} halmazrendszerek maximélis Osszméretének
becslése az eredeti kérdésiinkkel ekvivalens probléma.

Mint kidertil, nagyon hasznos, amikor at tudunk térni arra az esetre, amikor a
nemiires A(z) részhalmazok mind (linearis) alterek. Nem tudjuk, hogy ez maga-
sabb dimenzi6ban is megoldhato-e, de az alacsony dimenzios esetekben hatékony
modszernek bizonyult.

Ebben az esetben 3" felsd korlatot igazolunk, ami elég kozel van az altaldnos
r3(Zy) > 37/\/n also korlathoz.

2.23. Tétel (Elsholtz-Pach [45]). Ha az A(x) (x € ZY) halmazrendszer kielégiti
a (%) tulajdonsdgot és minden nemires A(x) részhalmaz linedris altér, akkor

> A(z) <3

n
zely

Megjegyezziik, hogy n = 1 esetén barmely 2 elemi részhalmaz 3AP-mentes
részhalmazt alkot Zj-ben. Ha n € {2, 3,4}, akkor az extremalis konstrukcio egyér-
telmi a kovetkez§ értelemben:

2.24. Tétel (Elsholtz-Pach [45]). Legyen n € {2,3,4}. Ha az {A(z):x e F}} és
{A'(z) : x € F3} halmazrendszerek dsszmérete r3(Z1) és kielégitik a (*) tulajdon-
sagot, akkor létezik egy invertalhato ¢ : 2 — 73 affin linedris transzformdcio és
léteznek olyan c(x) € ZY vektorok (x € 2 ), hogy A’'(z) = A(p(x)) + c(x) minden
x € LY esetén.

14
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2.1. Siivegek

Egy siiveg az AG(n, q) affin térben egy olyan halmaz [F7-ben, amelynek nincs
harom pontja egy egyenesen. Itt tehat m = ¢ primhatvany, és olyan halmazokat
vizsgalunk, amelyeknek nincs harom pontja egy egyenesen Z, -ben. Ha m = q egy
primszam, akkor Z, és AG(n,q) siivegei megegyeznek. A  nincs harom pont egy
egyenesen” feltétel kifejezhets ax + by + cz = 0 tipust linearis egyenletekkel (ahol
a+0b+c=0). Amint az alabbiakban latjuk, ha m = 3 vagy m = 5, akkor elég, ha
csak a harom hosszi szamtani sorozatokra figyeliink (z —2y + 2z = 0 egyenlet). Az
m = 4 eset nem felel meg az affin stivegeknek, hiszen Z, # Fy, de Z;,,-ben m = 3,4, 5
esetén ha harom pont egy egyenesre esik, akkor mindig szamtani sorozatot alkot.

Magas dimenzioban a legjobb alsé korlatokat eredményezé konstrukcidkat
Edel [36] a legjobb 6-dimenzios siiveg segitségével adta a szorzatkonstrukeiot
hasznalva. Prim m esetén, ez r3(Zr,) > mnogn(m*+m*-1))/6 a]s6 korlatot ad (ez
Lin és Wolf [79] konstrukcioja is), és ez koriilbeliil 2/3 kitevét ad aszimptotiku-
san.

Ha m = 5, akkor ez 5967057 » 2 9421™ méret konstrukciot ad. Ezzel szem-
ben, a fenti 2.16. Tétel also korlatja C53"/\/n ~ 5%0826n  Elképzelhets, hogy a
konstrukcioban a Cj konstans a 2.3. Tételben szereplé m = 4 esethez hasonléan
javithato. Mindenesetre ez az elsé javitas AG(n, m) affin stivegeinek méretére, ha
m=q2>5.

2.2. Egyenesmentes halmazok

A véges geometria és az extremélis kombinatorika hatéarteriiletén szamos olyan
problémat tanulméanyoznak, amelyek az affin vagy projektiv terek olyan maximé-
lis méretd részhalmazainak megtalalasara iranyulnak, amelyek bizonyos konfigu-
raciokat elkeriilnek. Példaul a kordbban targyalt stiveghalmaz-probléma esetében
FZ-ben a 3 hosszl szamtani sorozatok ugyanazok, mint az affin egyenesek, igy a
3AP-mentes halmazok megegyeznek az egyenesmentes halmazokkal.

Természetes kérdés, hogy az F, feletti n-dimenzios affin tér legnagyobb egye-
nesmentes részhalmaza mekkora lehet.

Mivel abban az esetben, ha p primszam, az [} csoport p hosszi szédmtani
sorozatai éppen az n-dimenzios affin térben 1év6 egyeneseknek felelnek meg, ezért
ebben az esetben r, () értékét keressiik.

Az altalanos esetben meglepGen kevés eredmény ismert r,(F!)-re vonatkozoé-
an. A trivialis also korlat r,(F7) > (p - 1), amelyet egy p — 1 oldalhosszisagi
hiperkocka segitségével érhetiink el. Jamison [70], valamint Brouwer és Schrij-
ver [20] egymaéstol fliggetleniil bebizonyitottak, hogy ez éles n = 2 esetén. Eggyel
nagyobb dimenzidéban, n = 3-ra, a javitas ehhez a konstrukciohoz képest egyetlen
ponttal nagyobb halmaz megadésa volt, amit Zare egy mathoverflow szalban [124|
irt le. A kovetkez6 alsé korlatokat bizonyitjuk:
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2.25. Tétel (Elsholtz-Fiihrer-Fiiredi-Kovacs-Pach-Simon-Velich [43]).
Legyen p > 5 primszdam, ekkor

rp(F) > (p-1)*+p-2yp=p"-3p* +4p-2\/p- 1.
Ez a becslés néhany specialis esetben tovabb javithato.

2.26. Tétel (Elsholtz-Fiihrer-Fiiredi-Kovacs-Pach-Simon-Velich [43]).
Legyen p egy primszam, amelyre p =7 (mod 24), ekkor

rp(F3) 2 (p=1)°+(p-1) =p* - 3p” +4p-2.
Tovabbd r7(F$) > 225.

Aleksanyan és Papikian [1] a trividlis r,(Fy) < p" - 5‘% fels6 korlatot adta,
amely arra az észrevételre épiil, hogy egy rogzitett ponton atmend Osszes egye-
nesbdl legalabb egy pontot el kell hagyni. Specialisan, r,(F3) < p* - p* - p - 1.
Az er6sebb r,(F1) < pm —2p™t + 1 és 7,(F3) < p3 - 2p? + 1 korlatok Sziklai [117,
Proposition 4.1| eredménye alapjan kaphatok meg (lasd még [7], [13]). A kovet-
kez6 4j korlatot igazoljuk:

2.27. Tétel (Elsholtz-Fiihrer-Fiiredi-Kovacs-Pach-Simon-Velich [43]).
Legyen p > 3 egy primszdam, k € {3,4,...,p} és neN. Ekkor

200 = Dru(Fp) + 9 = /AT = D () (0" = ru(Fp)) + 97"
2p" .

Tk(F;LJrl) <

A haromdimenzios eset az alabbi kovetkezményt adja.

2.28. Kovetkezmény (Elsholtz-Fiihrer-Fiiredi-Kovacs-Pach-Simon-Velich [43]).

Legyen p > 3 eqy primszdm, ekkor

5 —4pt +2p® — p? + dp — 2 — \/8pS — 20p° + 17pt — 12p3 + 20p2 — 16p + 4
2p? ’

2p
rp(IFf,) <

specidlisan,
rp(F3) <p® = 2p° - (V2-1)p+2.

Frankl és sztsai [56] napraforgomentes halmazokat hasznalva az r,(FX') >
p(p—1)?P1 also korlatot adtak.

Talaltunk egy 70 pontbol allo 5AP-mentes halmazt F3-ban, és megmutattuk
a kovetkezd fels6 korlatokat kis primszamokra:

2.29. Tétel (Elsholtz-Fiihrer-Fiiredi-Kovacs-Pach-Simon-Velich [43]).
rs(F2) < 74.
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2.30. Tétel (Elsholtz-Fiihrer-Fiiredi-Kovacs-Pach-Simon-Velich [43]).
rr(F2) < 243.

A 2.13. Lemma szerint két egyenesmentes halmaz S xSy szorzatéaval (S; ¢ F',
Sy € Fp?) egy magasabb, (n; + ny)-dimenzios egyenesmentes halmazt kaphatunk.
Ez a konstrukci6 az |Sy|/™ also korlatot adja ay, = lim (7, (F7) )1/ értékére, és igy
az (|S1|Y™ —o(1))" aszimptotikus also korlatot r,(IF7)-re (lasd még pl. [33], [93]).
A legerdsebb ismert also korlat altalanos p esetén Frankl és sztsai [56] kovetkezd

eredménye:

azonban kis primszamok esetén az j haromdimenzios also6 becsléseink, r5(F3)
70 és r7(F2) > 225, jobb also korlatokat adnak: nevezetesen as > 4,121 és ay
6,082.

A kovetkezd also korlatot is igazoljuk tetszGleges dimenziora:

vV v

2.31. Tétel (Elsholtz-Fiihrer-Fiiredi-Kovacs-Pach-Simon-Velich [43]).
Legyen p > 3 primszam, ekkor ry(F2) > (p-1)"+%2(p—-1)(p—2)"5.

3. Az aszimptotikus als6 becslések bizonyitasa

Ez a fejezet az aszimptotikus alsé becslések bizonyitasat tartalmazza. Ne-
vezetesen, a 2.4. Kovetkezményt, a 2.15. Allitast, a 2.16., 2.17., 2.18., 2.19. és
2.21. Tételeket bizonyitjuk ebben a fejezetben. A bizonyitasok Salem-Spencer
otletére (kiilonbozd koordinatak eléforduldasa gyakorisagéanak rogzitése), illetve
Behrend-tipusti konstrukcidkra épiilnek. Utobbiak esetében egyszertibb valdszi-
niiségi becsléseket (mint példaul a Csebisev-egyenldtlenség) is felhasznalunk. A
2.15. Allitas egy kozismert észrevétel, ennek bizonyitésat a teljesség kedvéért
ismertetjiik, illetve azért, hogy az allitas kimondasaval hangsilyozzuk a ¢ prim-
hatvany feltétel sziikségességét. (Amint emlitettiik, modulo 6 példaul nem ismert
az analog allitas 6 hosszi szamtani sorozatok esetén.)

4. Szamtani sorozatot nem tartalmazé6 halmazok a
2!} csoportban

Ebben a fejezetben az r3(Z}) és r4(Z}) mennyiségekre adunk korlatokat.
Az r3(Zy) < 3,611" felsé korlat bizonyitasdhoz Croot, Lev és a szerzé [31] a
polinom modszer egy 1j valtozatat dolgozta ki. Az értekezés ezen fejezetében a
[31] cikk bizonyitasat kovetjik, de kissé mas modon mutatjuk azt be. A Z} cso-
port szerkezetébdl adodoan, ha a, b, c egy hdrom hosszii szdmtani sorozat, akkor
¢—a =2(b-a)-nak az involuciok altal generalt részcsoportban kell lennie, vagyis
a {0,2}" 2 F? részcsoportban. (Megjegyezziik, hogy ez a részcsoport egyszerre a
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képe és a magja a g+ 2g (g € Z7) endomorfizmusnak.) Igy természetes, hogy az
r3(Z7) érték meghatarozasanak problémajat atfogalmazzuk egy bizonyos feltételt
kielégits F7-beli halmazok rendszerére vonatkoz6 extremalis problémava. Bar ez
az atfogalmazas nem jatszik dontd szerepet a bizonyitasunkban, tgy gondoljuk,
hogy hasznos lehet explicit médon kimondani, mivel a [31] cikkben csak implicit
modon hasznaltuk.

4.1. 3AP-mentesség halmazrendszeres dtfogalmazasa

Ebben a fejezetben r3(Z}) meghatarozasanak egy ,halmazrendszeres megfo-
galmazasat” adjuk, alkalmazasként egy tjabb bizonyitast adunk a 2.4. Kovetkez-
ményre, majd bizonyitjuk a 2.23. Tételt.

Azt mondjuk, hogy egy A(z) € F} (x € F}) halmazrendszer kielégiti a (x)
tulajdonsagot, ha az alabbi kovetkeztetés teljestil:

VeeFy (yex+ A(x)+A(zx) = A(y) = 2). (%)
Jelolje ri(n) a Y |A(z)| 6sszeg maximalis lehetséges értékét, ha az {A(z) : x €
el

F?} halmazrendszer kielégiti a (*) tulajdonsagot.
A 4.1. Lemma bizonyitdsa megmutatja, hogy a (*) tulajdonsag éppen azt a
feltételt fejezi ki, hogy a ,megfelelg” A c Z} halmaz 3AP-mentes:

4.1. Lemma. Minden n > 1 esetén r3(Zy) = ri(n).

A 2.23. Tétel arrol a specilis esetrdl szol, amikor a nemiires A(x) részhalma-
zok mind alterek. Ez egyrészt heurisztikusan egy érdekes esetnek tiinik, hiszen a
(%) tulajdonsag egy rogzitett z-re annal tobb iires A(y) létezését koveteli meg,
minél nagyobb az A(x)+A(x) megszoritott Osszeghalmaz, marpedig az alterek
Osszeghalmaza kicsi. Masrészt, az alacsony dimenzids esetekben az dertil ki, hogy
amikor Y |A(z)| értéke nagy, akkor a legtobb nemiires A(x) részhalmaz val6ban
altér. A bizonyitasunk egy linearis algebrai Gtletet, bizonyos tenszorszorzatok li-
nearis fiiggetlenségét hasznalja.

4.2. 4AP-mentesség halmazrendszeres atfogalmazasa

Egy hasonl6 atfogalmazas adhatd a 4AP-mentességre is. Azt mondjuk, hogy
részhalmazok egy A(x) € Fy (x € FY) rendszere kielégiti a (**) tulajdonsagot, ha
az alabb kovetkeztetés érvényes:

Vo,y ey (z+ye(A(z) + A(x)) n(A(y) + Ay)) = z=y)  (x¥)
Jelolje r(n) a Y, |A(z)| 6sszeg maximalis lehetséges méretét, ha az {A(z) :x €
zelfy

F?} halmazrendszer kielégiti a (**) tulajdonséagot.

4.2. Lemma. Minden n > 1 esetén ry(Z}) = r)(n).

18



pachpp_312 25

4.3. Also becslés r3(Z}) értékére

Ez a rovid alfejezet a 2.3. Tétel bizonyitasat tartalmazza. A konstrukcioban
megfelelGen valasztott részhalmazokon vesziink binéris kédokat bizonyos mini-
malis tavolsaggal.

4.4. Felso becslés r3(Z}) értékére

Ez az alfejezet tartalmazza az értekezés legfontosabb eredményének, neveze-
tesen, az 13(Z}) < 3,611 becslésnek a bizonyitasat. Ez volt az els6 exponencialis
javitas hasonlo probléméknal, és az ennek igazolasahoz kidolgozott modszeriink
— a polinom modszer egy 0j valtozata — szdmos mas problémanél is hatékony-
nak bizonyult, a sziikebb, additiv kombinatorikai teriilet mellett a szamelmélet,
geometria, algebra és a szamitastudomény teriiletén is.

A bizonyitas soran polinomokkal dolgozunk. Egy tébbvaltozdés monom foka a
kitev6k Osszege, egy tobbvaltozas polinom foka pedig az 6t alkoté monomok fo-
kainak maximuma. A polinom multilinedris ha minden egyes valtozoban lineéris.

A 2.1. Tétel bizonyitasa a kovetkezs lemmaéan alapul.

4.3. Lemma. Tegyiik fel, hogy n > 1 és d > 0 egész szamok, P egy n-vdltozos
multilinedris polinom eqy F test felett, amelynek foka legfeljebb d, és A € F™ egy

olyan halmaz, melyre
A>2 T C)
0<i<d/2 \
Ha minden a,be A, a +b esetén P(a-0) =0, akkor P(0) =0.

4.4. Megjegyzés. A multilinearitdsi feltétel példaul cserélhetd arra, hogy P min-
den egyes valtozéban korldtos foku. Jelolje fs(n,d) az olyan a:’f ... 2 monomok
szamdt, amelyekre 0 < iq,...,1, <0 €s iy +--+1, < d. Ha P-ben egyetlen vdl-
tozd foka sem haladja meg a & értéket, és a (teljes) fokszam legfeljebb d, akkor
|A| > 2f5(n,|d[2]) és P(a-b)=0 (a,be A, a+0b) mellett P(0) =0. Tovdbbd, ha
példdul 0 = d, vagy ¢ = |F| - 1 véges F esetén, akkor a vdltozdk fokdra vonatkozd
feltételt teljesen el is hagyhatjuk.

4.5. Megjegyzés. Az |A|-ra vonatkozé alsé korldt nem gyengithetd jelentdsen
a kovetkezd példa szerint. Legyen F = Fy és P(x) € Falxy,...,x,] a legfeljebb d

foki multilinedris monomok ésszege, azaz P(xz) = Y !, ahol x' =[] x;. Legyen
Ic[n], iel
\I|[sjl

A c F2 azon vektorok halmaza, amelyek legfeljebb d/2 darab 1-est tartalmaznak,
ekkor|Al= ¥ (TZL) Ugyanakkor A+A-ban minden vektor legfeljebb d darab 1-est

0<i<d/2
tartalmaz, igy a binomidlis tétel szerint P eltinik A+A-n, de P(0)=1#0.

A 4.3. Lemmat és a halmazrendszeres atfogalmazést hasznalva a kovetkezd
allitason keresztiil kapjuk a 2.1. Tétel bizonyitasat. Az allitas arrol szol, hogy a
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(*) feltétel teljesiilése esetén az A(x) halmazok koziil nem lehet tul sok nagyon
nagy:

4.6. Allitas. Tegyiik fel, hogy n > 1 és az A(x) € F} (v € F}) halmazrendszer
kielégiti a () tulajdonsdgot. Legyen 0 <e < 0,25 és

B:={x:|A(x)| > 2"H(0’5‘5)+1}.
Ekkor | B| < 2nH(2¢)

Az eredmény igazolasa utan megmutatjuk, hogy a lemma milyen alakot 6lt,
ha Z7 helyett Fj-ben (vagy méas paratlan primhatvany elemi test feletti vektor-
térben) vizsgaljuk a problémat, illetve, hogy a lemma alkalmazasa hogyan alakul
ebben a kontextusban. Ez utobbi rész Ellenberg és Gijswijt [41] eredményének a
cikkiikben szerepl6tsl kicsit eltéré bemutatasa.

4.5. A Z} csoport 3AP-mentes részhalmazai, ha n <5

Ebben a rovid alfejezetben az alacsony dimenziés pontos értékek meghataro-
zasa soran alkalmazott stratégiankat mutatjuk be.

4.6. A 2.11. Tétel bizonyitasa n < 4-re és a 2.24. Tétel bizo-
nyitasa

Ebben az alfejezetben a probléma halmazrendszeres atfogalmazasat hasznalva
meghatarozzuk rs(Z}) értékét a 4-dimenzios esetig, és az extremalis konstrukeio
(megfelel értelemben vett) unicitasat is igazoljuk.

4.7. Az r3(Z3) = 124 allitas bizonyitasa

Ebben az alfejezetben a 2.11. Tétel n = 5 esetét bizonyitjuk. Az ilyen jellegi
problémakhoz hasonléan a pontos érték meghatarozasa nagyon hamar nagyon
nehézzé valik. Ilyen tipusu kérdésként emlithetnénk példaul a Ramsey-szamok,
vagy kozelebbi példaként, az r3(F%) mennyiség pontos értékének meghatéroza-
sat. Utobbi n = 6-ig ismert, ott az extremélis halmaz 112 elemi egy 729 mére-
tld csoportban, mig itt 124 elemd egy 1024 elemii csoportban. A pontos érték
meghatarozasahoz itt is a probléma halmazrendszeres atfogalmazéasat vizsgalva,
tobb, kombinatorikus Gtlet segitségével és esetszétvalasztéassal jutunk el. Az otle-
tek részben leszamlalasi jellegtiek, részben linearis algebraiak (amikor mar tudjuk
bizonyos részhalmazokrol, hogy alterek). A kapott allitas egyrészt mutatja, hogy
a 2.3. Tételben adott alsd becslésiink n < 5-ig éles, valamint azt gondoljuk, hogy
a bizonyitas soran hasznalt, idénként ad hoc jellegt otletek koézott lehet olyan,
amit megfelelen altalanositva alkalmazhato lehet a jovében hasonlé problémék-
nal aszimptotikus becslések igazolasahoz is.
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4.8. A 7} csoport 4AP-mentes részhalmazai

Ebben az alfejezetben a 2.12. Tételt bizonyitjuk, a probléma halmazrendszeres
atfogalmazasat és linearis algebrai otleteket hasznalva. Azért tartjuk érdekesnek
ry(ZY) vizsgalatat, mert Z4 specialis szerkezete — ami 3 hosszi sorozatoknal in-
kabb kisebb (technikai jellegti) nehézségeket okoz — 4 hosszi sorozatok esetén
segithet. Lehetségesnek tartjuk, hogy r4(Z7) esetében a felsé becslésben egy ex-
ponencialis javitast elérni konnyebb, mint példaul r,(F2) esetében.

5. SzaAmtani sorozatot nem tartalmazé halmazok a
Z¢ csoportban

Ebben a fejezetben a Zg csoportban vizsgaljuk, hogy mekkora lehet egy k-
AP-mentes halmaz, és belatjuk, hogy a valasz k = 6-ra is exponencialisan kicsi,
legfeljebb 5,709". A moédszer ugyanakkor nagyon hasznalja Zg speciélis szerkeze-
tét, és igy Z-re csak 6 | m esetén terjeszthetsk ki eredményeink. A fejezet a [94]
cikkre épiil.

5.1. Halmazrendszeres atfogalmazas

Ebben az alfejezetben megadjuk r(Zg) meghatarozasanak halmazrendszeres
atfogalmazasat minden k € {3,4,5,6} mellett.
Azt mondjuk, hogy az A(r) € Z% (r € Z}) halmazrendszer kielégiti a

o (x); feltételt, ha A(r") u A(r"") 3AP-mentes minden r/, 7" € Z2 esetén,

o (x), feltételt, ha nem lehet két kiilonboz6 r/, " € ZY indexet és egy a,b, ¢
szamtani sorozatot valasztani Z%-ben ugy, hogy a,be A(r’) és a,c e A(r"),

o (x); feltételt, ha nem lehet két kiilonboz6 r’, " € ZY indexet és egy a,b, ¢
szamtani sorozatot valasztani Z%-ben ugy, hogy a,b,c € A(r") és a,be A(r"),

o (*)g feltételt, ha A(r") n A(r") barmely r/,r" € Z% indexekre 3AP-mentes.

Megjegyezziik, hogy ebben az atfogalmazasban Z} csak egy indexhalmaz, a struk-
turaja nem jatszik szerepet.

A kovetkez6 allitas ri(Zg) meghatarozasanak halmazrendszeres megfogalma-
zésait adja.

5.1. Allitas. Legyen k € {3,4,5,6}. A legnagyobb dsszméretd olyan A(r) ¢ Z}
(r € Z3 ) halmazrendszer dsszmérete, melyre teljesil a (* )y tulajdonsdg ri(Zy).

Megemlitjiik, hogy Zg felett a 3AP-mentes halmazok vizsgalata ekvivalens a
kérdés Zs feletti vizsgalataval:
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5.2. Allitas. 3AP-mentes részhalmazokra kovetkezd dsszefiiggés érvényes:
r3(Zg) = 2"r3(Z5).

Altalanosabban is, r3(Z",) vizsgalata m = 2 (mod 4) esetén a paratlan esettel
ekvivalens:

5.3. Allitas. Ha m = 4M +2 valamely M egész szdmra, akkor
r3(ZL) = 2"r3(Zay, )

5.2. Bizonyitasok

Ebben az alfejezetben a 2.7., 2.8. és 2.10. Tételeket bizonyitjuk. Az r¢(Z)
érték meghatarozasanak halmazrendszeres megfogalmazéasanal az kap fontos sze-
repet, hogy ha Z7} egy részhalmaza kellen nagy, akkor nagyon sok 3AP-t tartal-
maz.

5.3. Megjegyzések

Ebben az alfejezetben néhany altalanos megjegyzés mellett a kapott eredmény
egy lehetséges alkalmazéasat mutatjuk be 3 hosszii geometriai sorozatot nem tar-
talmazé halmazokra.

6. Egyenesmentes halmazokra vonatkozd eredmé-
nyek bizonyitasa

Ebben a fejezetben egyenesmentes halmazokra vonatkozd eredményeinket —
melyeket a 2.2. alfejezetben mutattunk be — igazoljuk. A fejezet a [43] cikkre épiil.

6.1. A fels6 becslések bizonyitasa

A 2.27. Tétel, a 2.28. Kovetkezmény, a 2.29. és 2.30. Tételek bizonyitasat
tartalmazza ez az alfejezet.

6.2. Az als6 becslések bizonyitasa

A 2.31., 2.25. és 2.26. Tételeket bizonyitjuk ebben az alfejezetben.

7. A szeletrangmodszer alkalmazasai

Ebben a fejezetben elGszor az ugynevezett szeletrangmdodszert (slice rank met-
hod) mutatjuk be. Ez a Croot, Lev és a szerz§ [31] altal kidolgozott polinom
modszer Tao altal adott szimmetrikus valtozata. A szeletrangmodszer bemutata-
sat lasd [119, 112| blogbejegyzésekben.
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7.1. A szeletrangmodszer

Legyenek Aq,..., Ay véges halmazok, F pedig egy test. Azt mondjuk, hogy
h:Ayx-x A, —>TF
szeletrangja 1, ha

h(l'l, Ce ,l'k) = f(l'z)g(l'l, B 7 T Y (7T I ,.fL'k)

bizonyos 1 < i < k esetén. Az F : Ay} x --- x A, — F szeletrangja, amelyet

slice-rank( F')-fel jeloliink, a legkisebb olyan r, hogy F' = ¥ h;, ahol a h; fiige-
i=1

vények szeletrangja 1. Megjegyezziik, hogy k = 2 esetén a szeletrang egybeesik a

szokasos matrixranggal.
A kovetkez6 lemmat [119] tébbszor is alkalmazni fogjuk:

7.1. Lemma. Legyen A eqy véges halmaz, és legyen F : Ax---x A - F eqy
——

k
diagondlis tenzor, amely tehdt csak a diagondlisdin vesz fel nemnulla értékeket,
azaz,

F(xy,...,x0) = ) cabal@1) ... 0a(a),

aeA
1 z=a

ahol ¢, #0 (a € A) és §4(x) =
0 z#a

Ekkor
slice-rank(F") = | 4.

Ezt ugy fogjuk bizonyos feltételeknek eleget tevé halmazok méretének korla-
tozasara hasznalni, hogy talalunk egy F' diagonalis tenzort, majd ezutan elegendd
lesz I szeletrangjat feliilrsl becsiilni.

7.2. Derékszogmentes halmazok

Olyan problémakat vizsgalunk, amelyek bizonyos geometriai konfiguracidkat
elkeriil6 halmazok lehetd legnagyobb méretének meghatarozésara vonatkoznak.
Kérdéseink egy része kodelméleti problémakhoz kapcsolodik.

Legyen q egy péaratlan primhatvany, n pedig egy pozitiv egész szam. Egy
derékszog Fp-ben egy olyan x,y, z € Fj harmas, amelynek elemei kiilonbozk és

(x—2z,y-2)=0,

ahol (-,-) a standard skalaris szorzatot jeloli.
Jelolje R(n,q) az F? tér legnagyobb olyan részhalmazanak méretét, amely
nem tartalmaz derékszoget.
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Bennett [11] bebizonyitotta, hogy
R(n,q) < "%

Ge és Shangguan [57] a szeletrangmodszerrel javitottak ezt a korlatot rogzitett ¢
és nagy n esetén, nevezetesen, megmutattak, hogy

n+q
<
R(n,Q)_(q_1)+3,

vagyis rogzitett ¢ esetén az R(n,q) mennyiség n-ben polinomiélis. Megemlitet-
ték, hogy a standard ortonormalt bazis az R(n,q) > n als6 korlatot adja és azt
sejtették, hogy a fels§ korlatjuk aszimptotikusan pontos (rogzitett ¢ esetén):

7.2. Sejtés (Ge-Shangguan, [57]). Bdrmely rogzitett q primhatviny esetén
R(n,q) =0(n"™").

Naslund [86] tovabb javitotta az R(n,q) fels6 korlatjat, megmutatva, hogy

n+q n+gq
R < () 2 (1)
(n,q) i1 -3
Megmutatjuk, hogy minden paratlan ¢ primhatvany esetén valojaban R(n,q) <
n?2 ami megcafolja a 7.2. Sejtést:

7.3. Tétel (Bursics-Matolcsi-Pach-Schrettner [22]). Legyen q egy pdratlan prim-
hatviny. Ha egy A € ¥y halmaz nem tartalmaz deréksziget, azaz hdrom kildnbozd
vektort, melyekre (x — z,y — z) =0, akkor

n+q-2
|4 S2(q—1)q( 1 )+2q.
q-2

Naslund a derékszog konfiguracioé egy altalanositott véltozatéat is vizsgalta.
Azt mondjuk, hogy az xg, 1, ...,z vektorok k-derékszdget alkotnak, ha kiilon-
bozok, és x1-xo, . .., Tx—To egy ortogonalis vektor-k-ast alkotnak, azaz (z;—zg, z;-
xo) = 0 minden 1 < i < j < k esetén. (Specidlisan, a 2-derékszog egy derékszog.)
Naslund bebizonyitotta, hogy ha k egész szdm és ¢ = p" péaratlan primhatvany
p >k mellett, akkor ha egy A ¢ F} részhalmazra

n+(k-1)q
4 (6 e-n) )

akkor A tartalmaz k-derékszoget.
Ennél a problémanal a kovetkezd alsd korlatot adjuk:
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7.4. Tétel (Bursics-Matolcsi-Pach-Schrettner [22]). Legyen q egy pdratlan prim-
szdm €s 2 <k egy egész szdm. Létezik olyan A € F} részhalmaz, melyre

|Al > (1-o0(1))- ([k_;lk[r;%q”)/([%}/?;k—gjlﬂ])

és A nem tartalmaz egyetlen k-derékszoget sem, azaz nem tartalmaz olyan xg, x1,. ..,
vektorokat, hogy
<l’i - Jfo,xj - 330) = O

minden 1 <1< j <k esetén.
A k = 2 specialis esetben a 7.4. Tétel a kovetkezd also korlatot adja R(n, ¢)-ra:

7.5. Kovetkezmény (Bursics-Matolcsi-Pach-Schrettner [22]). Legyen q egy pd-
ratlan primszam. Létezik olyan A c Fy halmaz, melyre

n
A1 (= o) (12 o )/ (1
[334]] / [19]
és A nem tartalmaz derékszoget, azaz nem lehet olyan x,y,z € A kiilonb6zd vek-
torokat vdlasztani, hogy (y—x,z —x) = 0.
Vagyis R(n,q) > n[q%] Megjegyezziik, hogy ebben a korldtban a kitevs a
q/3-hoz legkozelebbi egész szam.
Ezen problémak motivaltak, hogy a kévetkezé kérdést is vizsgaljuk:

Mekkora lehet egy A € Fy halmaz, ha nem tartalmaz olyan haromszoget, amely
csupa-derékszogi, azaz nincsenek olyan x,y, z € A kiilonbozd vektorok, amelyekre

<I—y7y—Z> = (y—z,z—x) = (Z—I,Zt—y> =07
A szeletrangmoddszerrel a kovetkezo fels korlatot adjuk:

7.6. Tétel (Bursics-Matolcsi-Pach-Schrettner [22]). Legyen q egy pdratlan prim-
hatviny. Ha A ¢ ¥y nem tartalmaz csupa-der¢kszogl hdromszaget, azaz olyan
x,y, 2 kilonbozo vektorokat, hogy

(r-yy-2)={y-2zz2-2)=(2-2,0-y) =0,

|A|S(n+2q—2)+(n+2q—3)+2((n+q—1)+(n+q—2)).
2q -2 2q-3 q-1 q-2

Egy kapcsolodo kérdésnél az aldbbiakat bizonyitjuk:

akkor
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7.7. Tétel (Bursics-Matolcsi-Pach-Schrettner [22]). Legyen q egy pdratlan prim-
szdm. Legyen S(n,q) az Ty tér legnagyobb olyan halmazdnak mérete, amely nem
tartalmaz olyan x,y kilonbozé vektorokat, hogy (x —y,x —y) = 0. A kovetkezdk

teljesiilnek:
n n+q n+q—2)
<S < - .
(q—l)_ (n’Q)_(q—l) ( q-3

Tovdbbd, ha n # -2 (mod q) vagy ¢ =1 (mod 4), akkor
n n
S > .
moz(")+(")

A ¢ = 3 speciélis esetben tovabb javithatjuk a 7.7. Tétel als6 korlatjat, ha
feltételezziik, hogy az n szdm 3-mal osztva 2 maradékot ad. Tudunk ugyanis
konstrualni egy a feltételeknek megfelels, (”;’3) —1 méretd halmazt, ami egyben az
altalanos fels6 korlatunk. Végtelen sok esetben tehat a pontos valasz a kdvetkezé:

7.8. Tétel (Bursics-Matolcsi-Pach-Schrettner [22]). Ha n =2 (mod 3), akkor
3
S@uaz(”+ )—L
2

Ez a kérdés kapcsolodik egy kddelméleti problémahoz is, amelynél a kévetke-
z0ket bizonyitjuk:
7.9. Tétel (Bursics-Matolcsi-Pach-Schrettner [22]). Legyen q egy pdratlan prim-
szam. Legyen T(n,q) az {a,b}™ legnagyobb olyan részhalmazdnak mérete, amely-

ben nincs két olyan vektor, amelyek Hamming-tdavolsiga oszthato q-val. Ekkor a
kovetkezd korldtok érvényesek:

T(”;Q)S( " )+( " )++(n)+(n) tetszdleges n-re,
qg-1 q-2 1 0

T(n,q)g(q?1)+(q?3)+---+(g)+(g) han=0 (mod q),
T(n,q) > (q iL 1) + (q iL 3) oot (;L) + (7(;) tetszdleges n-re,

T(n,q)z(q?1)+(q72)+ +(Tf)+(g) han=-1 (mod q).

Tehat a 7.9. Tétel n=0 és —1 (mod ¢) esetén megadja a pontos értéket.

Megjegyezziik, hogy a 7.9. Tételbsl az altalanos felsd korlat Delsarte [34]
egy klasszikus eredménye. Késébb kiilonb6zd bizonyitasokat adtak ra Frankl [55,
Theorem 1.6|, illetve Babai és sztsai |6]. Megjegyezziik, hogy Delsarte korlatja
kapcsolatban all a hires Ray-Chaudhuri-Wilson [102] tétellel, amely szerint egy
n elemd halmaz k részhalmaza koziil legfeljebb (2) darab vélaszthato ki ugy,
hogy legfeljebb s féle lehetséges mérete legyen a metszeteknek. Valojaban ez az
eredmény volt Delsarte motivacioja a probléma vizsgélatara.

Ebben a dolgozatban a prim esetet vizsgéljuk, az allitasnak egy tjabb bizo-
nyitasat adjuk, és egy altalanos alsé korlatot igazolunk. Tovabba megmutatjuk,
hogy mind az als6, mind a fels6 korlat végtelen sok esetben éles.
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7.3. Bizonyitasok

Ebben az alfejezetben az utolsod fejezetben szerepld allitasokat bizonyitjuk: a
7.3.,7.4.,76., 7.7.,78. é7.9. Tételeket.
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