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1. Bevezetés
Az elmúlt néhány évtizedben a polinom módszer egy hatékony és sokrétűen

alkalmazható eszközzé vált, amely számos fontos nyitott probléma megoldásá-
hoz is elvezetett, mint például Dvir bizonyítása [35] a Kakeya-sejtés véges testek
feletti változatára, Guth és Katz eredménye [65] Erdős különböző távolságokra
vonatkozó problémájával kapcsolatban, vagy a „süveghalmaz-probléma” („cap set
problem”) megoldása [31, 41]. A süveghalmaz-probléma arra a kérdésre keresi a
választ, hogy mekkora az Fn3 vektortér legnagyobb olyan részhalmaza, amely nem
tartalmaz három pontot egy egyenesen, vagy ezzel ekvivalensen: nem tartalmaz
három hosszú (nemkonstans) számtani sorozatot. A kérdés az évek során egy fon-
tos, központi problémává vált, amelynek megoldásától azt várták, hogy számos
más probléma megoldásához is elvezethet (és később valóban el is vezetett) a
kombinatorikában, a számelméletben, sőt, a matematika más területein is.

Bár a süveghalmaz-probléma erősen sugallta, hogy esetében a polinom mód-
szer alkalmazható lehet, hiszen az a feltétel, hogy x, y és z számtani sorozatot
alkotnak, egyszerűen kifejezhető az x−2y+z = 0 egyenlettel, hosszú évekig szinte
minden eredményt Fourier-analitikus technikák segítségével értek el. Jegyezzük
meg, hogy amikor a problémát F3 felett vizsgáljuk, az x − 2y + z egyenlet szim-
metrikus a változókban, mivel ebben az esetben az egyenlet az x+y+z = 0 alakot
ölti.

Az 1990-es és a 2000-es években a polinom módszer segítségével igazolt e-
redmények többsége Alon kombinatorikus nullhelytételére [2] épült, azonban a
süveghalmaz-probléma esetében egy új változatra volt szükség. Nagyon röviden,
a fő ötlet hipermátrixok egy újfajta rangjának bevezetése volt (bár ez a rang csak
implicit módon jelent meg az eredeti cikkünkben [31]), amelyre szintén teljesül,
hogy egy diagonális hipermátrix rangja a főátlóján lévő nemnulla elemek száma.
Ha egy A halmaz csak triviális (konstans) három hosszúságú számtani sorozatokat
tartalmaz, akkor a három hosszú számtani sorozatok „karakterisztikus függvénye”
(A×A×A-ra megszorítva) egy diagonális tenzor, így ennek a tenzornak a rangját
felülről becsülve az A halmaz méretére vonatkozó felső korlátot kapunk.

Bár az Alon-Jaeger-Tarsi sejtés közelmúltbeli megoldásában [90] (és az ered-
ményeken tovább javító [91] cikkben) szintén a polinom módszer egy új változa-
tát alkalmaztuk, ennek jellege egészen más, mint a korábban említett változaté:
csoportgyűrű-azonosságok közötti összefüggésekre épül. A polinomok a szerző
néhány aritmetikai Ramsey-elméleti munkájában [74, 80, 92] is meghatározó sze-
repet játszanak, de ezek az ötletek és módszerek is eléggé eltérő jellegűek.

Ezért a szerző úgy döntött, hogy jelen értekezésben a fent említett (Croot-Lev-
Pach) polinom módszert ismerteti, amelyet először a Znm csoportokban számtani
sorozatot nem tartalmazó halmazok maximális lehetséges méretének becslésére
használtunk, tárgyaljuk az ismert legjobb becsléseket rögzített hosszúságú szám-
tani sorozatokat elkerülő halmazok maximális méretére vonatkozóan, végül be-
mutatjuk a technika néhány további alkalmazását.

1

               pachpp_312_25



Az értekezés első, bevezető fejezete után a 2. fejezet tartalmazza számtani
sorozatokkal kapcsolatos eredményeket, melyek bizonyítása módszer és szűkebb
témakör alapján a 3-6. fejezetekben található, a tézisfüzetben jelezzük melyik
bizonyítás pontosan hol szerepel. A 7. fejezetben további alkalmazásokat tárgya-
lunk.

A fejezetek és állítások számozása az angol nyelvű értekezés számozását követi.

1.1. Roth problémája három hosszú számtani sorozatokról

1953-ban K. F. Roth [106] bebizonyította, hogy az [n] ∶= {1,2, . . . , n} halmaz
legnagyobb olyan részhalmazának mérete, amely nem tartalmaz x,x + d, x + 2d
három elemű számtani sorozatot o(n). A bizonyítása (azt megfelelően értelmez-
ve) O(n/ log log logn) kvantitatív korlátot is ad. Ez természetes módon elvezet a
következő kérdéshez:

Roth problémája. Mekkora a legnagyobb olyan S ⊆ [n] részhalmaz mérete,
amely nem tartalmaz három elemű számtani sorozatot?

A legtöbb előrelépés ennél a problémánál Roth ötletére épül, és úgynevezett
„sűrűségnövelő érvelést” használ. Az ötlet lényege, hogy ha feltételezzük, hogy az
S ⊆ [n] halmazban nincs három hosszúságú számtani sorozat, és ∣S∣ = αn, ahol
n > N0(α), akkor meg lehet mutatni, hogy létezik egy olyan

P ∶= {a, a + d, a + 2d, . . . , a + kd} ⊆ [n]

számtani sorozat, aminek hosszára k > n1/2−o(1) teljesül, továbbá

∣S ∩ P ∣ ≥ α(1 + cα)∣P ∣

bizonyos c > 0 konstans mellett. Eltolással és átskálázással tehát egy három
hosszúságú számtani sorozatot nem tartalmazó S′ ⊆ [n′] halmazt kapunk va-
lamely ∣n′∣ > n1/2−o(1) mellett, úgy, hogy ∣S′∣ ≥ α(1 + cα)∣n′∣. Ezt ismételgetve (az
N0(α) korlát felett maradva) végül ellentmondáshoz jutunk, ha α > c′/ log logn,
mert ha α ilyen nagy, akkor az egyik S′′ halmaznak már 1 sűrűségűnek kellene
lennie, úgy, hogy közben nem tartalmaz három hosszú számtani sorozatot. Ha te-
hát az eredeti S halmaz nem tartalmaz három hosszú számtani sorozatot, akkor
∣S∣ ≪ n/ log logn.

Az ötlet további finomításaival nagyobb sűrűségnövelés is elérhető iteráción-
ként (az intervallum hosszához viszonyítva) [68, 116], ami ∣S∣ < n(logn)−δ alakú
korlátot ad bizonyos 0 < δ < 1/2 esetén. A sűrűségnövelést részsorozatok helyett
(mint Roth módszerében) úgynevezett Bohr-szomszédságokon végezve, Bourga-
in [18] még erősebb, ∣S∣ ≪ n

√
log logn
logn alakú becslést kapott. Ezután Bourgain [19]

és Sanders [110, 111] további munkáikban a korlátot ∣S∣ < n(logn)−1+o(1)-re ja-
vították. Ha ezt a korlátot még egy kicsit sikerül javítani (a −1-et (−1 − ε)-ra
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csökkentve), a következő híres sejtés [47] megoldását nyerjük a k = 3 speciális
esetben, ami Szemerédi tételének [115] általánosítása:

Erdős-Turán sejtés k hosszú számtani sorozatokról. Ha az A, pozitív egész
számokból álló halmazra ∑

a∈A
1/a = ∞, akkor minden 2 ≤ k-ra az A halmaz tartal-

maz k hosszú számtani sorozatot.

A legjobb kvantitatív korlátot az általános esetben (tetszőleges k érték mel-
lett) Leng, Sah és Sawhney [76] igazolták, akik nemrég bizonyították, hogy min-
den k ≥ 5 esetén létezik egy bizonyos ck > 0 konstans, melyre [n] legnagyobb, k
hosszú számtani sorozatot nem tartalmazó S részhalmazának méretére

∣S∣ ≪ n exp(−(log logn)ck).

Ez a becslés javít a Gowers-féle korlátokon [58], miszerint ∣S∣ ≪ n(log logn)−2
−2k+9 .

A k = 4 esetben Green és Tao [62, 63] az ∣S∣ ≪ n(logn)−c becslést adták bizonyos
0 < c < 1 mellett.

Bloom és Sisask [15] voltak, akik a fenti sejtést k = 3-ra először bizonyítot-
ták, Bateman és Katz [9] munkájára építve, megmutatva, hogy n > N0 esetén
a legnagyobb, három hosszú számtani sorozatot nem tartalmazó S ⊆ [n] hal-
maz méretére ∣S∣ < n(logn)−1−ε (valamilyen expliciten megadható ε > 0 mellett).
Ezután Kelley és Meka [73] egy jelentős áttörést elérve ezt tovább javították az

∣S∣ < n exp(−c(logn)1/12)

becslésre, amit Bloom és Sisask [17] továbbfejlesztett, így kapjuk az

∣S∣ < n exp(−c′(logn)1/9)

korlátot.
Ezek a felső becslések már nem állnak messze a lehető legjobbaktól, mivel

Behrend [10] munkája óta ismert, hogy létezik olyan három hosszú számtani
sorozatot nem tartalmazó S ⊆ [n] halmaz, amelyre

∣S∣ > n exp(−(2
√

log 4 + o(1))
√

logn).

Ezt Elkin [40] javította egy kicsi, de végtelenhez tartó tényezővel, majd nemrégi-
ben Elsholtz, Hunter, Proske és Sauermann [44] további jelentős javulást elérve
igazolták, hogy

∣S∣ > n exp(−(C + o(1))
√

logn),

ahol C = 2
√

log(24/7) log 2 < 2
√

log 4.

3

               pachpp_312_25



1.2. Véges testek feletti változatok

Mint láttuk, Roth eredeti megközelítésében a fő nehézség az volt, hogy kel-
lően nagy sűrűségnövelést sikerüljön elérni. Meshulam [83] azt vizsgálta, hogy az
érvelés mit ad abban az esetben, ha egész számok helyett az Fnp vektortér részhal-
mazaival dolgozunk. A p = 3 eset süveghalmaz-probléma (cap set problem) néven
ismert.

Meshulam az általános esetben (Fnp esetén) ahelyett, hogy egy számtani soro-
zatban érne el sűrűségnövekedést minden egyes iterációnál (amint az Roth érve-
lésében volt), a t+V affin alterekben kap sűrűségnövekedést, ahol dim(V ) = n−1.
Mivel ezek az affin alterek pn−1 méretűek, a sűrűségnövelő lépés többször alkal-
mazható, mintha az S halmaz elemeit egész számokból álló [N] intervallumokból
választanánk N ≈ pn mellett. Továbbá, az egész érvelés elegánsabb és egyszerűbb,
mint az egész számok esetében, miközben a nehézségek nagy részét továbbra
is tartalmazza. Valójában ez igaz több másik additív kombinatorikai problémá-
ra [60, 95] is. Így gyakran célszerű lehet egy Z feletti probléma megoldásához
először megnézni, hogy mit tudunk bizonyítani a probléma Fnp feletti változatára.

Meshulam végül bebizonyította, hogy a legnagyobb olyan S ⊆ Fnp részhalmaz-
ra, amely nem tartalmaz három hosszú számtani sorozatot (vagyis az x−2y+z = 0
egyenlet megoldását) valamely cp > 0 konstans mellett teljesül, hogy

∣S∣ <
cppn

n
.

Meshulam bizonyítása Fourier-analitikus módszereket használ, de Lev [78] kidol-
gozott egy tisztán kombinatorikus megközelítést is ugyanezen korlátok eléréséhez.

Fontos kihívásnak tartották Meshulam becslésének jelentős erősítését, Terry
Tao [118] például egyszer úgy hivatkozott arra a kérdésre, hogy megértsük mekko-
ra lehet Fn3 három hosszú számtani sorozatot nem tartalmazó részhalmaza, mint
„talán a kedvenc nyitott kérdése”.

Bateman és Katz voltak az elsők, akik jelentős előrelépést értek el ilyen irány-
ban, bebizonyítva, hogy létezik olyan ε > 0 konstans, hogy a p = 3 esetben
∣S∣ ≪ 3n/n1+ε. Ezután Ellenberg és Gijswijt [41], a mi munkánkra [31] építve
algebrai módszerekkel bebizonyították, hogy minden p ≥ 3 prímszám esetén lé-
tezik olyan δp > 0 konstans, hogy ∣S∣ ≪ (p − δp)n. A módszer további algebrai
általánosításait, átfogalmazásait dolgozta ki Tao, Sawin [112, 119] és Petrov [96].

Nemrégiben Kelley és Meka [73] kifejlesztettek egy kombinatorikus módszert
(amelynek egyik összetevője [30]) ennél gyengébb, de más kombinatorikus és
Fourier-analitikus megközelítéseknél még mindig sokkal erősebb korlátok bizo-
nyítására, elérve az ∣S∣ ≪ 2−κpn

1/9
pn becslést.

Edel [36] a p = 3 esetben olyan S halmazt konstruált, amely nem tartalmaz
három hosszú számtani sorozatot és a méretére ∣S∣ > (2,217389)n. Ezt először
Tyrrell [121] cikkében ∣S∣ > (2,218)n-re javította, majd Romera-Paredes és sztsai
[105] cikkükben nagy nyelvi modellek segítségével ∣S∣ > (2,2202)n becslést igazol-
tak, végül Naslund [87] eredménye szerint ∣S∣ > (2,2208)n. Nemrégiben Elsholtz,
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Hunter, Proske és Sauermann [44] általános alsó korlátot ért el tetszőleges p ≥ 3
prímszámra, igazolva az ∣S∣ > (cp)n becslést valamilyen c > 1/2 konstans esetén.

1.3. Jelölések

Az értekezésben (és jelen tézisfüzetben is) a ≪, ≫ illetve O és Ω jelöléseket
pozitív mennyiségekre a szokásos módon alkalmazzuk, vagyis X ≫ Y , Y ≪ X,
X = Ω(Y ) és Y = O(X) mind azt jelenti, hogy X ≥ cY , valamilyen c > 0 abszolút
konstans mellett. Ha mind az X ≪ Y , mind az Y ≪X feltétel teljesül, akkor azt
írjuk, hogy X = Θ(Y ). Ha a c konstans függ egy t mennyiségtől, akkor az X ≪t Y ,
Y = Ot(Y ) jelöléseket alkalkalmazzuk, és így tovább. Használjuk a Landau-féle o
jelölést is.

Az x, y ∈ Fnq vektorok (standard) skaláris szorzatát ⟨x, y⟩ =
n

∑
i=1
xiyi jelöli. A ska-

láris szorzatot röviden xy-nak írjuk, ahol ez nem okozhat félreértést.
Használjuk az [n] ∶= {1,2, . . . , n} jelölést és a Kronecker-delta függvényt is a

következőképpen.

δx,y = δx(y) = δ(x, y) =

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1 ha x = y

0 ha x ≠ y

A Znm = (Z/mZ)n csoportban (nemtriviális) k hosszúságú számtani sorozat
alatt egy a, a + d, . . . , a + (k − 1)d (a, d ∈ Znm) különböző elemekből álló k hosszú
számtani sorozatot értünk, és a rövidség kedvéért k-AP-nek nevezzük (a számta-
ni sorozat angol rövidítését használva, hogy az értekezésben használttal azonos
legyen a jelölés). A k hosszú (nemtriviális) számtani sorozatot nem tartalmazó
halmazokat k-AP-mentesnek nevezzük. A Znm csoport legnagyobb k-AP-mentes
részhalmazának méretét rk(Znm)-nel, az {1,2, . . . , n} halmaz legnagyobb k-AP-
mentes részhalmazának méretét pedig rk(n)-nel jelöljük.

Az értekezésben Fn2 lineáris és affin altereivel is dolgozunk. Ha L egy d-
dimenziós lineáris altér, akkor a rövidség kedvéért azt mondjuk, hogy L egy d-
altér. A v1, . . . , vk vektorokat tartalmazó legkisebb lineáris altér (vagyis az általuk
generált lineáris altér) jelölése ⟨v1, . . . , vk⟩.

Hasonlóképpen, ha L egy d-dimenziós affin altér, akkor azt mondjuk, hogy L
egy affin d-altér, és a legkisebb affin altér jelölése, amely tartalmazza a v1, . . . , vk
vektorokat (vagyis az általuk generált affin altér) ⟨v1, . . . , vk⟩aff .

Egy A ⊆ Znm részhalmazra az A + A = {a + a′ ∶ a, a′ ∈ A} jelölést használjuk
az összeghalmazra és az A+̂A = {a + a′ ∶ a, a′ ∈ A,a ≠ a′} jelölést a megszorított
összeghalmazra.
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2. Számtani sorozatot nem tartalmazó halmazok
A 2. fejezetben Znm alakú csoportok számtani sorozatot nem tartalmazó rész-

halmazainak méretére vonatkozó eredményeket tárgyalunk. A fejezet eredménye-
inek bemutatása során a [43, 45, 93, 94] cikkeket követjük.

Nagy érdeklődés övezi a Znm csoport számtani sorozatot nem tartalmazó hal-
mazainak vizsgálatát, különösen az m = 3 és 4 esetekben. (Megjegyezzük, hogy
a páratlan és páros m esetek kissé eltérőek, és mivel az m = 2 eset triviális, a
két legkisebb érdekes eset az m = 3 és az m = 4.) Ha m = 3,4,5, akkor az a
tulajdonság, hogy „nincs 3 hosszúságú számtani sorozat modulo m” ekvivalens
annak megkövetelésével, hogy „nincs 3 pont egy egyenesen”. Az utóbbi tulajdon-
ság süveg vagy süveghalmaz (cap vagy cap set) néven ismert. A számtani sorozatot
nem tartalmazó halmazok és a süvegek iránti nagy érdeklődés ellenére nem sok
szakirodalom szól Znm számtani sorozatot nem tartalmazó halmazairól általános
m > 3 és általános k hosszúságú sorozatok esetében. Továbbá nagyon kevés exp-
licit értéket ismerünk az ilyen halmazok maximális méretére vonatkozóan. Bár a
szorosan kapcsolódó véges geometria területén kiterjedt szakirodalom áll rendel-
kezésre, additív kombinatorikai nézőpontból mindössze Tao és Vu könyvének egy
feladatát, valamint Lin és Wolf egy cikkét tudjuk említeni.

Ebben a fejezetben különböző esetekre vonatkozó alsó és felső korlátokat tár-
gyalunk, és m = 4 esetben pontos értékeket adunk meg, amelyek nagyságrendileg
összevethetők az m = 3-ra ismert pontos értékekkel.

Az 1. fejezetben már említettük Meshulam [83] eredményét, mely szerint
r3(Znm) = O(m

n

n ) teljesülm ≥ 3 páratlan értékeire, ezt Lev [77] kiterjesztettem ≥ 4
páros értékekre is. Ennek további erősítését Sanders [109] érte el, megmutatva,
hogy

r3(Zn4) = O (
4n

n logc n
)

teljesül valamilyen pozitív c esetén. Green és Tao [61] cikkükben azt írták, hogy
c = 2−22 megfelelő választás.

Croot, Lev és a szerző [31] egy exponenciálisan kisebb korlátot bizonyított
egy teljesen új megközelítés segítségével: Fourier-analitikus módszerek helyett a
polinom módszer egy új változatát kidolgozva.

Jelölje H a bináris entrópiafüggvényt, azaz legyen

H(x) = −x log2 x − (1 − x) log2(1 − x), x ∈ (0,1),

ahol log2 x az x szám 2 alapú logaritmusa. Legyen

γ ∶= max{
1

2
(H(0,5 − ε) +H(2ε))∶ 0 < ε < 0,25} ≈ 0,926.

2.1. Tétel (Croot-Lev-Pach [31]). Ha n ≥ 1 és az A ⊆ Zn4 halmaz 3AP-mentes,
akkor ∣A∣ ≤ 4γn, ahol 4γ ≈ 3,61.
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Megjegyezzük, hogy ez az exponenciális javítás a 2.1. Tételben az első volt az
ilyen jellegű problémák körében.

Egy G ≅ Zm1 ⊕ Zm2 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ Zmk csoport esetén, ahol m1 ∣ m2 ∣ . . . ∣ mk, je-
löljük rk4(G)-vel az olyan i ∈ [1, k] indexek számát, amelyekre 4 ∣ mi. Mivel
n ∶= rk4(G) mellett a G csoport 4−n∣G∣ darab Zn4 -nel izomorf mellékosztály unió-
ja, így a 2.1. Tétel közvetlen következményeként az alábbi általánosítását kapjuk:

2.2. Következmény (Croot-Lev-Pach [31]). Ha A egy G véges Abel-csoport
3AP-mentes részhalmaza, akkor n ∶= rk4(G) mellett ∣A∣ ≤ 4−(1−γ)n∣G∣.

A [31] cikkünkben kidolgozott új módszert használva Ellenberg és Gijswijt [41]
az r3(Zn3) ≤ 2,756n becslést igazolták. Megjegyezzük, hogy ezek a kérdések a
mátrixszorzás bonyolultságának vizsgálatához is kapcsolódnak [5, 14].

A 3AP-mentes halmazok maximális lehetséges méretére vonatkozó alsó korlá-
tokat a G = Zn3 csoportban szintén részletesen vizsgálták. Ismert, hogy hogy van
olyan S ⊆ G halmaz, amelyre ∣S∣ > 2,2208n = ∣G∣β, ahol β =

log 2,2208
log 3 ≈ 0,72625.

Sanders [109] az alábbi alsó korlátot bizonyította az m = 4 esetben: létezik
3AP-mentes S ⊆ G = Zn4 halmaz, amelyre

∣S∣ ≫ ∣G∣2/3 ≈ 2,519n.

Ez az eredmény abból következik, hogy Z3
4-ban található egy 16 méretű konstruk-

ció, amire a szorzatkonstrukciót alkalmazva a fenti aszimptotikus becslést nyerjük,
hiszen 3

√
16 = 2,519 . . ..

Az alábbiakban egy jobb alsó korlátot adunk r3(Zn4)-re. A konstrukcióban
bizonyos minimális távolsággal rendelkező bináris kódokat használunk. Jelölje
A(m,d) az Fm2 vektortéren vett, legalább d minimális távolsággal rendelkező
(esetleg nemlineáris) kódok közül a lehető legnagyobb méretét. Megjegyezzük,
hogy A(m,1) = 2m (minden vektor kiválasztható) és A(m,2) = 2m−1 (minden pá-
ros Hamming-súlyú vektor kiválasztható). Az alábbi két linken maximális kódok
pontos értékeit vagy korlátjait tartalmazó táblázatok találhatók:
https://www.win.tue.nl/~aeb/codes/binary-1.html
és http://www.codetables.de/
A következő korlátot bizonyítjuk:

2.3. Tétel (Elsholtz-Pach [45]). Ha n > 1, akkor

r3(Zn4) ≥ max
0≤t≤n

n

∑
i=t+1

(
n

i
)A(i, i − t).

Ennek az eredménynek a következményeként egy elég jó alsó korlátot nyerünk
r3(Zn4)-re:

2.4. Következmény (Elsholtz-Pach [45]).

r3(Zn4) ≫
3n
√
n
,
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ami azt jelenti, hogy létezik olyan 3AP-mentes S ⊆ Zn4 halmaz, melyre

∣S∣ ≫ 40,7924n.

Az alábbiakban felsoroljuk a kapott alsó becsléseket azokban az esetekben,
amikor a dimenzió legfeljebb 10:

2.5. Következmény (Elsholtz-Pach [45]).

2 ≤ r3(Z1
4), 6 ≤ r3(Z2

4), 16 ≤ r3(Z3
4), 42 ≤ r3(Z4

4), 124 ≤ r3(Z5
4),

344 ≤ r3(Z6
4), 960 ≤ r3(Z7

4), 2832 ≤ r3(Z8
4), 7880 ≤ r3(Z9

4), 22232 ≤ r3(Z10
4 ).

A Zn3 csoport esetén a [41] cikk korlátját Jiang [71] javította egy
√
n faktorral,

így a következő ismert:

2,2208 . . .n ≪ r3(Zn3) ≤ 2,755 . . .n /
√
n, [87, 41, 71]

3n/
√
n≪ r3(Zn4) ≤ 3,61 . . .n , [45, 31],

ha pedig p ≥ 3 prímszám, akkor valamilyen pozitív δp konstans esetén

r3(Znp) ≤ (p − δp)
n [41].

A módszer valójában az

r3(Znp) ≤ (J(p)p)n [14]

korlátot eredményezi, ahol

J(p) =
1

p
min
0<t<1

1 − tp

(1 − t) t(p−1)/3
. (1)

Továbbá ismert, hogy J(s) csökkenő és lim
s→∞

J(s) = 0,8414 . . . (lásd [14] cikk (4.11)
egyenletét).

2.6. Megjegyzés. Mivel J(s) csökkenő és J(3) ≤ 0,9184, ezért tetszőleges m ≥ 3
egész számra a következő becslést kapjuk (lásd pl. [14] vagy [97]):

r3(Znm) ≤ (0,9184m)n. (2)

Prímhatvány m-ek esetén a prím eset olyan triviális következményeinél, mint
például r3(Zn9) ≤ 3nr3(Zn3), erősebb becsléseket is adtak már. A módszert páratlan
prímhatványokra megfelelően alkalmazva [14, 96, 114] az

r3(Znm) ≤ (mJ(m))n

korlátot kapjuk. Például a triviális r3(Zn9) ≤ 3nr3(Zn3) ≤ 8,268n becslés helyett
ezzel az eredménnyel r3(Zn9) ≤ 7,847n-re javul a korlát.
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A technikailag nehezebb páros esetben m = 23 = 8 esetén szintén történt
javítás. Az r3(Zn8) mennyiség értékére r3(Zn4) becslése alapján kapott triviális
következmény az alábbi:

r3(Zn8) ≤ 2nr3(Zn4) ≤ 7,222n,

azonban Petrov és Pohoata [97] be tudták bizonyítani, hogy az erősebb r3(Zn8) ≤
7,09n korlát is érvényes.

Könnyű belátni, hogy az (r3(Znm))1/n sorozat konvergál egy bizonyos α3,m

határértékhez (ha rögzített m mellett n → ∞). Mindez abból a megfigyelésből
látható, hogy a szorzatkonstrukció segítségével kis dimenziókban talált konstruk-
ciókat fel lehet fújni. Ha ugyanis A egy 3AP-mentes halmaz n-dimenzióban, akkor
az A ×A × ⋅ ⋅ ⋅ ×A

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
t

direkt szorzat szintén 3AP-mentes tn-dimenzióban.

Mivel α3,m < m, azt mondhatjuk, hogy a Znm csoport 3AP-mentes halmazai
exponenciálisan kicsik, ha m ≥ 3. A [94] cikket megelőzően hosszabb számtani so-
rozatok esetén nem volt ismert egyetlen 4 ≤ k ≤m esetén sem, hogy rk(Znm) szintén
exponenciálisan kicsi vagy (m−o(1))n nagyságrendű (ha n→∞). Az 5. fejezetben
bebizonyítjuk, hogy amikor 6 ∣ m és k ∈ {4,5,6}, akkor rk(Znm) exponenciálisan
kicsi, speciálisan

r6(Zn6) ≤ 5,709n.

Úgy tűnhetne, hogy ezt az állítást akár úgy is meg lehet fogalmazni, hogy
lim(r6(Zn6))1/n ≤ 5,709, azonban némileg meglepő módon nem tudjuk bizonyítani,
hogy r6(Zn6)1/n konvergál. A konvergencia azért nem adódik automatikusan, mert
a szorzatkonstrukció nem működik teljes általánosságban.

Ha k = 3 vagy ha m prímhatvány, akkor az A ×A × ⋅ ⋅ ⋅ ×A
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

t

t-szeres direkt

szorzat nem tartalmaz k-AP-t, ha A maga k-AP-mentes, azonban általános k és
m esetén ez nem igaz, amit a k = 6,m = 6 esettel illusztrálunk. Az 1-dimenziós
esetben világos, hogy r6(Z6) = 5, és például az A = {0,1,2,3,4} halmaz 6AP-
mentes. Ha az A × A = {0,1,2,3,4} × {0,1,2,3,4} halmazt vesszük, akkor a Z2

6

csoport egy 25 elemű részhalmazát kapjuk, amely a következő 6AP-t tartalmazza:

(0,0), (2,3), (4,0), (0,3), (2,0), (4,3).

Bár a szorzatkonstrukció nem alkalmazható, r6(Z2
6) értékére így is 25 = 52 adódik,

azonban megmutatjuk, hogy r6(Z3
6) < 125 = (r6(Z6))

3.
A következő korlátokat bizonyítjuk:

2.7. Tétel (Pach-Palincza [94]). Kis dimenziókban a következők teljesülnek:

r6(Z1
6) = 5, r6(Z2

6) = 25, 117 ≤ r6(Z3
6) ≤ 124.

2.8. Tétel (Pach-Palincza [94]). 6AP -mentes halmazok esetén a következő ered-
ményeket kapjuk:

4,44n ≤ 2nr3(Zn3) ≤ r6(Zn6) ≤ 5,709n,

ha n elegendően nagy.
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Ha 6 ∣ m, akkor a Zn6 csoport Znm egy részcsoportja, és mind az (m/6)n mel-
lékosztályban használva a 2.8. Tétel korlátját az alábbi következményt kapjuk:

2.9. Következmény (Pach-Palincza [94]). Ha 6 ∣m és k ∈ {4,5,6}, akkor

rk(Znm) ≤ (0,948m)n,

ha n elegendően nagy.

Végül egy másik felső korlátot is adunk r6(Zn6)-ra r3(Zn3) függvényében.

2.10. Tétel (Pach-Palincza [94]). 6AP -mentes halmazok esetén a következő becs-
lést kapjuk:

r6(Zn6) ≤ 2n+1
√

3nr3(Zn3).

Megjegyezzük, hogy az r3(Zn3) ≤ 2,756n korlátot használva a 2.10. Tétel az
r6(Zn6) ≤ 5,75n becslést adja, ami rosszabb, mint a 2.8. Tételben szereplő. Ha
azonban r3(Zn3) ≤ 2,69n, akkor a 2.10. Tétel jobb becslést ad, mint a 2.8. Tétel.

Megemlítjük, hogy bár a módszer bármely Fq véges test esetén alkalmazható
q = pα mellett, azonban mivel r3(Fnq ) = r3(Fαnp ), a releváns esetek azok, amikor a
q prímhatvány prím. (Az Fpα-ra való alkalmazásból adódó felső korlát rosszabb,
mint amit Fp mellett kapunk.)

Csak nagyon kevés explicit érték ismert. Az m = 3 esetben süvegek pontos
értékéről a következők ismertek:

r3(Z1
3) = 2, r3(Z2

3) = 4, r3(Z3
3) = 9, r3(Z4

3) = 20, r3(Z5
3) = 45, r3(Z6

3) = 112.

Megjegyezzük, hogy a 4-dimenziós eset a SET kártyajátéknak felel meg. A 6-
dimenziós eredmény szerzője (Potechin [100]) és az 5-dimenziós esetben karakte-
rizált maximális süveg szerzői [39] említették, hogy számítógépes segítséget hasz-
náltak. Edel arról tájékoztatott minket, hogy a [39] cikkhez szükséges számítási
idő néhány hét volt.

A pontos értékeket a Zn4 csoport 3AP-mentes részhalmazai esetén 5-dimenzióig,
4AP-mentes halmazok esetén pedig 4-dimenzióig határozzuk meg:

2.11. Tétel (Elsholtz-Pach [45]). 3AP -mentes halmazok esetén a következő ered-
mények teljesülnek:

r3(Z1
4) = 2, r3(Z2

4) = 6, r3(Z3
4) = 16, r3(Z4

4) = 42, r3(Z5
4) = 124.

2.12. Tétel (Elsholtz-Pach [45]). 4AP -mentes halmazok esetén a következő ered-
mények teljesülnek:

r4(Z1
4) = 3, r4(Z2

4) = 10, r4(Z3
4) = 36, r4(Z4

4) = 128.

Mint már említettük, ismert, hogy az ilyen típusú eredményeket fel lehet fújni
magasabb dimenziókba is, és így aszimptotikus becsléseket nyerünk a szorzat-
kontrukcióval:
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2.13. Lemma. Legyen q egy prímhatvány.

a) Ha S1 ⊆ Zn1
q és S2 ⊆ Zn2

q k-AP-mentes halmazok, akkor S1 × S2 ⊂ Zn1+n2
q

szintén k-AP-mentes, következésképpen:

rk(Zn1+n2
q ) ≥ rk(Zn1

q ) rk(Zn2
q ).

b) Az a) rész ismételt alkalmazásával kapjuk a következő becslést:

rk(Zntq ) ≥ (rk(Znq ))
t
.

A legnagyobb ismert pontos értékek, r3(Z5
4) = 124 és r4(Z4

4) = 128, felfújásából
az alábbi becsléseket kapjuk:

2.14. Következmény.

r3(Zn4) ≫ 2,622n, r4(Zn4) ≫ 3,363n.

Az első eredmény lényegesen gyengébb, mint a 2.4. Következmény míg a má-
sodik a jelenleg ismert legerősebb becslés.

A 2.13. Lemmából adódik a következő állítás:

2.15. Állítás. Legyen q ≥ k ≥ 3, ahol a q prímhatvány és k rögzítettek. Ekkor az

αk,q ∶= lim
n→∞

(rk(Znq ))
1/n

határérték létezik.

A későbbiekben ismertetett 2.16. és 2.17. Tételekből következik, hogy

⌈
m + 1

2
⌉ ≤ αk,m ≤m.

k = 3 esetén többet is tudunk: α3,p ≤ J(p)p, amikor m = p egy páratlan prímszám,
és J(p) értéke (1) alapján lett definiálva.

Tao és Vu [120, Exercise 10.1.3] megfigyelik (Behrend konstrukciója alap-
ján), hogy Znm-ben létezik olyan 3AP-mentes halmaz, amelynek a mérete legalább
[m/2]n

m2n2 . 1

Lin és Wolf [79] a következőket bizonyította: ha m egy prímszám és k ≤ m,
akkor

rk(Znm) ≥ (m2(k−1) +mk−1 − 1)
n
2k ≈m

(k−1)n
k .

A fenti alsó korláton javító általános eredményeink a következők:
1Úgy tűnik, hogy a nevezőt valószínűleg m2n-nek szánták (a mi jelöléseinkkel).
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2.16. Tétel (Elsholtz-Pach [45]). Legyen m ≥ 5 páratlan szám, ekkor létezik olyan
Cm > 0 konstans, hogy

r3(Znm) ≥
Cm
√
n
(
m + 1

2
)
n

.

Továbbá, a

σm =

√
1

2880
(m4 + 4m3 − 14m2 − 36m + 45)

jelöléssel Cm = 1
3
√
3σm

megfelelő. Végtelenhez tartó páratlan m esetén ezzel a vá-

lasztással aszimptotikusan Cm ∼ 8
√
5

√
3m2

érvényes.

Az m = 5 eset javít a süvegek aszimptotikus alsó korlátján, a részleteket lásd
a 2.1 alfejezetben.

A legfontosabb ötlet ismét az, hogy kerüljük a szorzatkonstrukciót, és eggyel
több számjegyet használunk, mint amit Tao és Vu [120, Exercise 10.1.3.] használt,
néhány extra megkötéssel, amelyek a kapott becslésen nem rontanak sokat (ha m
állandó és n növekszik).

2.17. Tétel (Elsholtz-Pach [45]). Legyen m ≥ 4 páros szám, ekkor létezik olyan
Cm > 0 konstans, hogy

r3(Znm) ≥
Cm
√
n
(
m + 2

2
)
n

.

Továbbá, a

σm =

√
m4 + 8m3 + 4m2 − 48m

2880

jelöléssel Cm = 1
3
√
3σm

megfelelő. Végtelenhez tartó páros m esetén ezzel a válasz-

tással aszimptotikusan Cm ∼ 8
√
5

√
3m2

érvényes.

(Ennek az eredménynek egy változata az m = 8 speciális esetben szerepel a
[97] cikkben is, és azt megelőzően [45] egy előzményében is. Petrov és Pohoata
[97] cikke a felső korlát javítására koncentrál.)

Mint az Behrend konstrukciójából jól ismert, jó okok szólnak a rendelkezés-
re álló számjegyek számának felére való korlátozása mellett. A fenti esetekben a
számjegyek felénél egy elemmel többet használunk. Páros m-ek esetén ezen felül
még a 0m2 0 típusú sorozatokat is alaposan meg kell vizsgálnunk. Az alábbi pél-
dákban még tovább megyünk, és megjegyezzük, hogy azok a számtani sorozatok,
amelyek a modulo m redukciót használják, elég sok külön figyelmet igényelnek.
(Például az r4(Zn11) esetben figyelnünk kell az 1,6,0,5 típusú sorozatokra is mo-
dulo 11).

2.18. Tétel (Elsholtz-Pach [45]). A következő becslés érvényes:

r4(Zn11) ≫
7n

n3
.
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(A 3-as kitevő csökkentésére nem tettünk kísérletet.) Összehasonlításképpen Lin
és Wolf [79] alsó korlátja 6,04n.

Az egyes esetek külön-külön vizsgálata segítségévelm és k más konkrét értéke-
ire is hasonló eredményeket kaphatunk. Két további esetet mutatunk, ahol ezeket
az ötleteket általánosítjuk a következő végtelen családokra: m = ps, k = ps−1 + 1
(illetve k = ps−2 +1), ahol p prímszám. Mejegyezzük, hogy ebben az esetben a fel-
használt számjegyeket úgy választjuk, hogy azok nem egymást követőek, hanem
kihasználjuk a csoport algebrai szerkezetét. Számos hasznos tulajdonság meg-
marad: sok számtani sorozat kizárható Salem-Spencer „azonos gyakoriság tulaj-
donság” ötletével, és a „minden elem különböző” feltételt (nemtriviális számtani
sorozatok) használva.

2.19. Tétel (Elsholtz-Pach [45]). Legyen m = ps egy valódi prímhatvány: s ≥ 2.
Legyen k = ps−1+1. Ekkor léteznek olyan Cm és cm ≤m/2 pozitív konstansok, hogy
a következő becslés érvényes:

rk(Znm) ≥ Cm
(m − p + 1)n

ncm
.

2.20. Következmény (Elsholtz-Pach [45]). Léteznek olyan Cm és cm ≤ m/2
pozitív konstansok, hogy a következő becslések érvényesek:

r3(Zn4) ≥ C4
3n

nc4
,

r5(Zn8) ≥ C8
7n

nc8
,

r10(Zn27) ≥ C27
25n

nc27
,

r26(Zn125) ≥ C125
121n

nc125
,

r102(Zn1012) ≥ C10201
10101n

nc10201
.

2.21. Tétel (Elsholtz-Pach [45]). Legyen m = ps egy valódi prímhatvány, melyre
s ≥ 3. Legyen k = ps−2+1. Ekkor léteznek olyan Cm és cm ≤m/2 pozitív konstansok,
hogy a következő becslés teljesül:

rk(Znm) ≥ Cm
(m − 2p2 + 2p)n

ncm
.

Ha p = 2, akkor ez bizonyosan nem éles: a 2.17. Tétel szerint m = 8, k = 3
esetén 5 számjegyet is használhatunk 4 helyett.
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2.22. Következmény (Elsholtz-Pach [45]). Léteznek olyan Cm és cm ≤ m/2
pozitív konstansok, hogy a következő becslések érvényesek:

rp+1(Znp3) ≥ Cp+1
(p3 − 2p2 + 2p)n

ncp+1
,

r4(Zn27) ≥ C27
15n

nc27
,

r82(Zn729) ≥ C729
717n

nc729
,

r6(Zn125) ≥ C125
85n

nc125
,

r26(Zn625) ≥ C625
585n

nc625
.

Korábbi ilyen típusú eredményekről nincs tudomásunk.
Az r3(Zn4) mennyiség becsléséhez a probléma egy ekvivalens átfogalmazását

használjuk, amelyet a 4.1 alfejezetben mutatunk be. Azt mondjuk, hogy egy
A(x) ⊆ Fn2 (x ∈ Fn2 ) halmazrendszer kielégíti a (∗) tulajdonságot, ha az alábbi
következtetés érvényes:

∀x ∈ Fn2 (y ∈ x +A(x)+̂A(x) Ô⇒ A(y) = ∅). (∗)

(Megjegyezzük, hogy A(x) = ∅ esetén x + A(x)+̂A(x) ∶= ∅.) A 4.1. Lemmában
megmutatjuk, hogy a (∗) tulajdonságot kielégítő halmazrendszert alkotó rész-
halmazok legnagyobb lehetséges összmérete pontosan r3(Zn4). Ezért a (∗) tulaj-
donságot kielégítő {A(x) ∶ x ∈ Fn2} halmazrendszerek maximális összméretének
becslése az eredeti kérdésünkkel ekvivalens probléma.

Mint kiderül, nagyon hasznos, amikor át tudunk térni arra az esetre, amikor a
nemüres A(x) részhalmazok mind (lineáris) alterek. Nem tudjuk, hogy ez maga-
sabb dimenzióban is megoldható-e, de az alacsony dimenziós esetekben hatékony
módszernek bizonyult.

Ebben az esetben 3n felső korlátot igazolunk, ami elég közel van az általános
r3(Zn4) ≫ 3n/

√
n alsó korláthoz.

2.23. Tétel (Elsholtz-Pach [45]). Ha az A(x) (x ∈ Zn2) halmazrendszer kielégíti
a (∗) tulajdonságot és minden nemüres A(x) részhalmaz lineáris altér, akkor

∑
x∈Fn2

∣A(x)∣ ≤ 3n.

Megjegyezzük, hogy n = 1 esetén bármely 2 elemű részhalmaz 3AP-mentes
részhalmazt alkot Zn4 -ben. Ha n ∈ {2,3,4}, akkor az extremális konstrukció egyér-
telmű a következő értelemben:

2.24. Tétel (Elsholtz-Pach [45]). Legyen n ∈ {2,3,4}. Ha az {A(x) ∶ x ∈ Fn2} és
{A′(x) ∶ x ∈ Fn2} halmazrendszerek összmérete r3(Zn4) és kielégítik a (∗) tulajdon-
ságot, akkor létezik egy invertálható ϕ ∶ Zn2 → Zn2 affin lineáris transzformáció és
léteznek olyan c(x) ∈ Zn2 vektorok (x ∈ Zn2), hogy A′(x) = A(ϕ(x)) + c(x) minden
x ∈ Zn2 esetén.
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2.1. Süvegek

Egy süveg az AG(n, q) affin térben egy olyan halmaz Fnq -ben, amelynek nincs
három pontja egy egyenesen. Itt tehát m = q prímhatvány, és olyan halmazokat
vizsgálunk, amelyeknek nincs három pontja egy egyenesen Znm-ben. Ha m = q egy
prímszám, akkor Znm és AG(n, q) süvegei megegyeznek. A „nincs három pont egy
egyenesen” feltétel kifejezhető ax + by + cz = 0 típusú lineáris egyenletekkel (ahol
a + b + c = 0). Amint az alábbiakban látjuk, ha m = 3 vagy m = 5, akkor elég, ha
csak a három hosszú számtani sorozatokra figyelünk (x− 2y + z = 0 egyenlet). Az
m = 4 eset nem felel meg az affin süvegeknek, hiszen Z4 ≠ F4, de Znm-benm = 3,4,5
esetén ha három pont egy egyenesre esik, akkor mindig számtani sorozatot alkot.

Magas dimenzióban a legjobb alsó korlátokat eredményező konstrukciókat
Edel [36] a legjobb 6-dimenziós süveg segítségével adta a szorzatkonstrukciót
használva. Prím m esetén, ez r3(Znm) ≥ mn(logm(m4+m2−1))/6 alsó korlátot ad (ez
Lin és Wolf [79] konstrukciója is), és ez körülbelül 2/3 kitevőt ad aszimptotiku-
san.

Ha m = 5, akkor ez 50,6705n ≈ 2,9421n méretű konstrukciót ad. Ezzel szem-
ben, a fenti 2.16. Tétel alsó korlátja C53n/

√
n ≈ 50,6826n. Elképzelhető, hogy a

konstrukcióban a C5 konstans a 2.3. Tételben szereplő m = 4 esethez hasonlóan
javítható. Mindenesetre ez az első javítás AG(n,m) affin süvegeinek méretére, ha
m = q ≥ 5.

2.2. Egyenesmentes halmazok

A véges geometria és az extremális kombinatorika határterületén számos olyan
problémát tanulmányoznak, amelyek az affin vagy projektív terek olyan maximá-
lis méretű részhalmazainak megtalálására irányulnak, amelyek bizonyos konfigu-
rációkat elkerülnek. Például a korábban tárgyalt süveghalmaz-probléma esetében
Fn3 -ben a 3 hosszú számtani sorozatok ugyanazok, mint az affin egyenesek, így a
3AP-mentes halmazok megegyeznek az egyenesmentes halmazokkal.

Természetes kérdés, hogy az Fq feletti n-dimenziós affin tér legnagyobb egye-
nesmentes részhalmaza mekkora lehet.

Mivel abban az esetben, ha p prímszám, az Fnp csoport p hosszú számtani
sorozatai éppen az n-dimenziós affin térben lévő egyeneseknek felelnek meg, ezért
ebben az esetben rp(Fnp) értékét keressük.

Az általános esetben meglepően kevés eredmény ismert rp(Fnp)-re vonatkozó-
an. A triviális alsó korlát rp(Fnp) ≥ (p − 1)n, amelyet egy p − 1 oldalhosszúságú
hiperkocka segítségével érhetünk el. Jamison [70], valamint Brouwer és Schrij-
ver [20] egymástól függetlenül bebizonyították, hogy ez éles n = 2 esetén. Eggyel
nagyobb dimenzióban, n = 3-ra, a javítás ehhez a konstrukcióhoz képest egyetlen
ponttal nagyobb halmaz megadása volt, amit Zare egy mathoverflow szálban [124]
írt le. A következő alsó korlátokat bizonyítjuk:
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2.25. Tétel (Elsholtz-Führer-Füredi-Kovács-Pach-Simon-Velich [43]).
Legyen p ≥ 5 prímszám, ekkor

rp(F3
p) ≥ (p − 1)3 + p − 2

√
p = p3 − 3p2 + 4p − 2

√
p − 1.

Ez a becslés néhány speciális esetben tovább javítható.

2.26. Tétel (Elsholtz-Führer-Füredi-Kovács-Pach-Simon-Velich [43]).
Legyen p egy prímszám, amelyre p ≡ 7 (mod 24), ekkor

rp(F3
p) ≥ (p − 1)3 + (p − 1) = p3 − 3p2 + 4p − 2.

Továbbá r7(F3
7) ≥ 225.

Aleksanyan és Papikian [1] a triviális rp(Fnp) ≤ pn −
pn−1
p−1 felső korlátot adta,

amely arra az észrevételre épül, hogy egy rögzített ponton átmenő összes egye-
nesből legalább egy pontot el kell hagyni. Speciálisan, rp(F3

p) ≤ p3 − p2 − p − 1.
Az erősebb rp(Fnp) ≤ pn − 2pn−1 + 1 és rp(F3

p) ≤ p
3 − 2p2 + 1 korlátok Sziklai [117,

Proposition 4.1] eredménye alapján kaphatók meg (lásd még [7], [13]). A követ-
kező új korlátot igazoljuk:

2.27. Tétel (Elsholtz-Führer-Füredi-Kovács-Pach-Simon-Velich [43]).
Legyen p ≥ 3 egy prímszám, k ∈ {3,4, . . . , p} és n ∈ N. Ekkor

rk(Fn+1p ) ≤
2(pn+1 − 1)rk(Fnp) + pn −

√
4(pn+1 − 1)rk(Fnp)(pn − rk(Fnp)) + p2n

2pn
.

A háromdimenziós eset az alábbi következményt adja.

2.28. Következmény (Elsholtz-Führer-Füredi-Kovács-Pach-Simon-Velich [43]).

Legyen p ≥ 3 egy prímszám, ekkor

rp(F3
p) ≤

2p5 − 4p4 + 2p3 − p2 + 4p − 2 −
√

8p6 − 20p5 + 17p4 − 12p3 + 20p2 − 16p + 4

2p2
,

speciálisan,
rp(F3

p) ≤ p
3 − 2p2 − (

√
2 − 1)p + 2.

Frankl és sztsai [56] napraforgómentes halmazokat használva az rp(F2p
p ) ≥

p(p − 1)2p−1 alsó korlátot adták.
Találtunk egy 70 pontból álló 5AP-mentes halmazt F3

5-ban, és megmutattuk
a következő felső korlátokat kis prímszámokra:

2.29. Tétel (Elsholtz-Führer-Füredi-Kovács-Pach-Simon-Velich [43]).
r5(F3

5) < 74.
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2.30. Tétel (Elsholtz-Führer-Füredi-Kovács-Pach-Simon-Velich [43]).
r7(F3

7) < 243.

A 2.13. Lemma szerint két egyenesmentes halmaz S1×S2 szorzatával (S1 ⊆ Fn1
p ,

S2 ⊆ Fn2
p ) egy magasabb, (n1 +n2)-dimenziós egyenesmentes halmazt kaphatunk.

Ez a konstrukció az ∣S1∣
1/n1 alsó korlátot adja αp = lim

n→∞
(rp(Fnp))1/n értékére, és így

az (∣S1∣
1/n1−o(1))n aszimptotikus alsó korlátot rp(Fnp)-re (lásd még pl. [33], [93]).

A legerősebb ismert alsó korlát általános p esetén Frankl és sztsai [56] következő
eredménye:

αp ≥ p
1/2p(p − 1)(2p−1)/2p,

azonban kis prímszámok esetén az új háromdimenziós alsó becsléseink, r5(F3
5) ≥

70 és r7(F3
7) ≥ 225, jobb alsó korlátokat adnak: nevezetesen α5 ≥ 4,121 és α7 ≥

6,082.
A következő alsó korlátot is igazoljuk tetszőleges dimenzióra:

2.31. Tétel (Elsholtz-Führer-Füredi-Kovács-Pach-Simon-Velich [43]).
Legyen p ≥ 3 prímszám, ekkor rp(Fnp) ≥ (p − 1)n + n−2

2 (p − 1)(p − 2)n−3.

3. Az aszimptotikus alsó becslések bizonyítása
Ez a fejezet az aszimptotikus alsó becslések bizonyítását tartalmazza. Ne-

vezetesen, a 2.4. Következményt, a 2.15. Állítást, a 2.16., 2.17., 2.18., 2.19. és
2.21. Tételeket bizonyítjuk ebben a fejezetben. A bizonyítások Salem-Spencer
ötletére (különböző koordináták előfordulása gyakoriságának rögzítése), illetve
Behrend-típusú konstrukciókra épülnek. Utóbbiak esetében egyszerűbb valószí-
nűségi becsléseket (mint például a Csebisev-egyenlőtlenség) is felhasználunk. A
2.15. Állítás egy közismert észrevétel, ennek bizonyítását a teljesség kedvéért
ismertetjük, illetve azért, hogy az állítás kimondásával hangsúlyozzuk a q prím-
hatvány feltétel szükségességét. (Amint említettük, modulo 6 például nem ismert
az analóg állítás 6 hosszú számtani sorozatok esetén.)

4. Számtani sorozatot nem tartalmazó halmazok a
Zn4 csoportban

Ebben a fejezetben az r3(Zn4) és r4(Zn4) mennyiségekre adunk korlátokat.
Az r3(Zn4) ≤ 3,611n felső korlát bizonyításához Croot, Lev és a szerző [31] a
polinom módszer egy új változatát dolgozta ki. Az értekezés ezen fejezetében a
[31] cikk bizonyítását követjük, de kissé más módon mutatjuk azt be. A Zn4 cso-
port szerkezetéből adódóan, ha a, b, c egy három hosszú számtani sorozat, akkor
c − a = 2(b − a)-nak az involúciók által generált részcsoportban kell lennie, vagyis
a {0,2}n ≅ Fn2 részcsoportban. (Megjegyezzük, hogy ez a részcsoport egyszerre a
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képe és a magja a g ↦ 2g (g ∈ Zn4) endomorfizmusnak.) Így természetes, hogy az
r3(Zn4) érték meghatározásának problémáját átfogalmazzuk egy bizonyos feltételt
kielégítő Fn2 -beli halmazok rendszerére vonatkozó extremális problémává. Bár ez
az átfogalmazás nem játszik döntő szerepet a bizonyításunkban, úgy gondoljuk,
hogy hasznos lehet explicit módon kimondani, mivel a [31] cikkben csak implicit
módon használtuk.

4.1. 3AP-mentesség halmazrendszeres átfogalmazása

Ebben a fejezetben r3(Zn4) meghatározásának egy „halmazrendszeres megfo-
galmazását” adjuk, alkalmazásként egy újabb bizonyítást adunk a 2.4. Következ-
ményre, majd bizonyítjuk a 2.23. Tételt.

Azt mondjuk, hogy egy A(x) ⊆ Fn2 (x ∈ Fn2 ) halmazrendszer kielégíti a (∗)

tulajdonságot, ha az alábbi következtetés teljesül:

∀x ∈ Fn2 (y ∈ x +A(x)+̂A(x) Ô⇒ A(y) = ∅). (∗)

Jelölje r′3(n) a ∑
x∈Fn2

∣A(x)∣ összeg maximális lehetséges értékét, ha az {A(x) ∶ x ∈

Fn2} halmazrendszer kielégíti a (∗) tulajdonságot.
A 4.1. Lemma bizonyítása megmutatja, hogy a (∗) tulajdonság éppen azt a

feltételt fejezi ki, hogy a „megfelelő” A ⊆ Zn4 halmaz 3AP-mentes:

4.1. Lemma. Minden n ≥ 1 esetén r3(Zn4) = r′3(n).

A 2.23. Tétel arról a speciális esetről szól, amikor a nemüres A(x) részhalma-
zok mind alterek. Ez egyrészt heurisztikusan egy érdekes esetnek tűnik, hiszen a
(∗) tulajdonság egy rögzített x-re annál több üres A(y) létezését követeli meg,
minél nagyobb az A(x)+̂A(x) megszorított összeghalmaz, márpedig az alterek
összeghalmaza kicsi. Másrészt, az alacsony dimenziós esetekben az derül ki, hogy
amikor ∑∣A(x)∣ értéke nagy, akkor a legtöbb nemüres A(x) részhalmaz valóban
altér. A bizonyításunk egy lineáris algebrai ötletet, bizonyos tenszorszorzatok li-
neáris függetlenségét használja.

4.2. 4AP-mentesség halmazrendszeres átfogalmazása

Egy hasonló átfogalmazás adható a 4AP-mentességre is. Azt mondjuk, hogy
részhalmazok egy A(x) ⊆ Fn2 (x ∈ Fn2 ) rendszere kielégíti a (∗∗) tulajdonságot, ha
az alább következtetés érvényes:

∀x, y ∈ Fn2 (x + y ∈ (A(x) +A(x)) ∩ (A(y) +A(y)) Ô⇒ x = y) (∗∗)

Jelölje r′4(n) a ∑
x∈Fn2

∣A(x)∣ összeg maximális lehetséges méretét, ha az {A(x) ∶ x ∈

Fn2} halmazrendszer kielégíti a (∗∗) tulajdonságot.

4.2. Lemma. Minden n ≥ 1 esetén r4(Zn4) = r′4(n).
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4.3. Alsó becslés r3(Zn
4) értékére

Ez a rövid alfejezet a 2.3. Tétel bizonyítását tartalmazza. A konstrukcióban
megfelelően választott részhalmazokon veszünk bináris kódokat bizonyos mini-
mális távolsággal.

4.4. Felső becslés r3(Zn
4) értékére

Ez az alfejezet tartalmazza az értekezés legfontosabb eredményének, neveze-
tesen, az r3(Zn4) ≤ 3,611 becslésnek a bizonyítását. Ez volt az első exponenciális
javítás hasonló problémáknál, és az ennek igazolásához kidolgozott módszerünk
– a polinom módszer egy új változata – számos más problémánál is hatékony-
nak bizonyult, a szűkebb, additív kombinatorikai terület mellett a számelmélet,
geometria, algebra és a számítástudomány területén is.

A bizonyítás során polinomokkal dolgozunk. Egy többváltozós monom foka a
kitevők összege, egy többváltozás polinom foka pedig az őt alkotó monomok fo-
kainak maximuma. A polinom multilineáris ha minden egyes változóban lineáris.

A 2.1. Tétel bizonyítása a következő lemmán alapul.

4.3. Lemma. Tegyük fel, hogy n ≥ 1 és d ≥ 0 egész számok, P egy n-változós
multilineáris polinom egy F test felett, amelynek foka legfeljebb d, és A ⊆ Fn egy
olyan halmaz, melyre

∣A∣ > 2 ∑
0≤i≤d/2

(
n

i
).

Ha minden a, b ∈ A, a ≠ b esetén P (a − b) = 0, akkor P (0) = 0.

4.4. Megjegyzés. A multilinearitási feltétel például cserélhető arra, hogy P min-
den egyes változóban korlátos fokú. Jelölje fδ(n, d) az olyan xi11 . . . x

in
n monomok

számát, amelyekre 0 ≤ i1, . . . , in ≤ δ és i1 + ⋯ + in ≤ d. Ha P -ben egyetlen vál-
tozó foka sem haladja meg a δ értéket, és a (teljes) fokszám legfeljebb d, akkor
∣A∣ > 2fδ(n, ⌊d/2⌋) és P (a − b) = 0 (a, b ∈ A, a ≠ b) mellett P (0) = 0. Továbbá, ha
például δ = d, vagy δ = ∣F∣ − 1 véges F esetén, akkor a változók fokára vonatkozó
feltételt teljesen el is hagyhatjuk.

4.5. Megjegyzés. Az ∣A∣-ra vonatkozó alsó korlát nem gyengíthető jelentősen
a következő példa szerint. Legyen F = F2 és P (x) ∈ F2[x1, . . . , xn] a legfeljebb d
fokú multilineáris monomok összege, azaz P (x) ∶= ∑

I⊆[n],
∣I ∣≤d

xI , ahol xI = ∏
i∈I
xi. Legyen

A ⊆ Fn2 azon vektorok halmaza, amelyek legfeljebb d/2 darab 1-est tartalmaznak,
ekkor ∣A∣ = ∑

0≤i≤d/2

(
n
i
). Ugyanakkor A+̂A-ban minden vektor legfeljebb d darab 1-est

tartalmaz, így a binomiális tétel szerint P eltűnik A+̂A-n, de P (0) = 1 ≠ 0.

A 4.3. Lemmát és a halmazrendszeres átfogalmazást használva a következő
állításon keresztül kapjuk a 2.1. Tétel bizonyítását. Az állítás arról szól, hogy a
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(∗) feltétel teljesülése esetén az A(x) halmazok közül nem lehet túl sok nagyon
nagy:

4.6. Állítás. Tegyük fel, hogy n ≥ 1 és az A(x) ⊆ Fn2 (x ∈ Fn2) halmazrendszer
kielégíti a (∗) tulajdonságot. Legyen 0 < ε < 0,25 és

B ∶= {x ∶ ∣A(x)∣ ≥ 2nH(0,5−ε)+1}.

Ekkor ∣B∣ < 2nH(2ε).

Az eredmény igazolása után megmutatjuk, hogy a lemma milyen alakot ölt,
ha Zn4 helyett Fn3 -ben (vagy más páratlan prímhatvány elemű test feletti vektor-
térben) vizsgáljuk a problémát, illetve, hogy a lemma alkalmazása hogyan alakul
ebben a kontextusban. Ez utóbbi rész Ellenberg és Gijswijt [41] eredményének a
cikkükben szereplőtől kicsit eltérő bemutatása.

4.5. A Zn
4 csoport 3AP-mentes részhalmazai, ha n ≤ 5

Ebben a rövid alfejezetben az alacsony dimenziós pontos értékek meghatáro-
zása során alkalmazott stratégiánkat mutatjuk be.

4.6. A 2.11. Tétel bizonyítása n ≤ 4-re és a 2.24. Tétel bizo-
nyítása

Ebben az alfejezetben a probléma halmazrendszeres átfogalmazását használva
meghatározzuk r3(Zn4) értékét a 4-dimenziós esetig, és az extremális konstrukció
(megfelelő értelemben vett) unicitását is igazoljuk.

4.7. Az r3(Z5
4) = 124 állítás bizonyítása

Ebben az alfejezetben a 2.11. Tétel n = 5 esetét bizonyítjuk. Az ilyen jellegű
problémákhoz hasonlóan a pontos érték meghatározása nagyon hamar nagyon
nehézzé válik. Ilyen típusú kérdésként említhetnénk például a Ramsey-számok,
vagy közelebbi példaként, az r3(Fn3) mennyiség pontos értékének meghatározá-
sát. Utóbbi n = 6-ig ismert, ott az extremális halmaz 112 elemű egy 729 mére-
tű csoportban, míg itt 124 elemű egy 1024 elemű csoportban. A pontos érték
meghatározásához itt is a probléma halmazrendszeres átfogalmazását vizsgálva,
több, kombinatorikus ötlet segítségével és esetszétválasztással jutunk el. Az ötle-
tek részben leszámlálási jellegűek, részben lineáris algebraiak (amikor már tudjuk
bizonyos részhalmazokról, hogy alterek). A kapott állítás egyrészt mutatja, hogy
a 2.3. Tételben adott alsó becslésünk n ≤ 5-ig éles, valamint azt gondoljuk, hogy
a bizonyítás során használt, időnként ad hoc jellegű ötletek között lehet olyan,
amit megfelelően általánosítva alkalmazható lehet a jövőben hasonló problémák-
nál aszimptotikus becslések igazolásához is.
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4.8. A Zn
4 csoport 4AP-mentes részhalmazai

Ebben az alfejezetben a 2.12. Tételt bizonyítjuk, a probléma halmazrendszeres
átfogalmazását és lineáris algebrai ötleteket használva. Azért tartjuk érdekesnek
r4(Zn4) vizsgálatát, mert Z4 speciális szerkezete – ami 3 hosszú sorozatoknál in-
kább kisebb (technikai jellegű) nehézségeket okoz – 4 hosszú sorozatok esetén
segíthet. Lehetségesnek tartjuk, hogy r4(Zn4) esetében a felső becslésben egy ex-
ponenciális javítást elérni könnyebb, mint például r4(Fn5) esetében.

5. Számtani sorozatot nem tartalmazó halmazok a
Zn6 csoportban

Ebben a fejezetben a Zn6 csoportban vizsgáljuk, hogy mekkora lehet egy k-
AP-mentes halmaz, és belátjuk, hogy a válasz k = 6-ra is exponenciálisan kicsi,
legfeljebb 5,709n. A módszer ugyanakkor nagyon használja Z6 speciális szerkeze-
tét, és így Znm-re csak 6 ∣m esetén terjeszthetők ki eredményeink. A fejezet a [94]
cikkre épül.

5.1. Halmazrendszeres átfogalmazás

Ebben az alfejezetben megadjuk rk(Zn6) meghatározásának halmazrendszeres
átfogalmazását minden k ∈ {3,4,5,6} mellett.

Azt mondjuk, hogy az A(r) ⊆ Zn3 (r ∈ Zn2 ) halmazrendszer kielégíti a

• (∗)3 feltételt, ha A(r′) ∪A(r′′) 3AP-mentes minden r′, r′′ ∈ Zn2 esetén,

• (∗)4 feltételt, ha nem lehet két különböző r′, r′′ ∈ Zn2 indexet és egy a, b, c
számtani sorozatot választani Zn3 -ben úgy, hogy a, b ∈ A(r′) és a, c ∈ A(r′′),

• (∗)5 feltételt, ha nem lehet két különböző r′, r′′ ∈ Zn2 indexet és egy a, b, c
számtani sorozatot választani Zn3 -ben úgy, hogy a, b, c ∈ A(r′) és a, b ∈ A(r′′),

• (∗)6 feltételt, ha A(r′) ∩A(r′′) bármely r′, r′′ ∈ Zn2 indexekre 3AP-mentes.

Megjegyezzük, hogy ebben az átfogalmazásban Zn2 csak egy indexhalmaz, a struk-
túrája nem játszik szerepet.

A következő állítás rk(Zn6) meghatározásának halmazrendszeres megfogalma-
zásait adja.

5.1. Állítás. Legyen k ∈ {3,4,5,6}. A legnagyobb összméretű olyan A(r) ⊆ Zn3
(r ∈ Zn2) halmazrendszer összmérete, melyre teljesül a (∗)k tulajdonság rk(Zn6).

Megemlítjük, hogy Z6 felett a 3AP-mentes halmazok vizsgálata ekvivalens a
kérdés Z3 feletti vizsgálatával:
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5.2. Állítás. 3AP-mentes részhalmazokra következő összefüggés érvényes:

r3(Zn6) = 2nr3(Zn3).
Általánosabban is, r3(Znm) vizsgálata m ≡ 2 (mod 4) esetén a páratlan esettel

ekvivalens:
5.3. Állítás. Ha m = 4M + 2 valamely M egész számra, akkor

r3(Znm) = 2nr3(Znm/2).

5.2. Bizonyítások

Ebben az alfejezetben a 2.7., 2.8. és 2.10. Tételeket bizonyítjuk. Az r6(Zn6)
érték meghatározásának halmazrendszeres megfogalmazásánál az kap fontos sze-
repet, hogy ha Zn3 egy részhalmaza kellően nagy, akkor nagyon sok 3AP-t tartal-
maz.

5.3. Megjegyzések

Ebben az alfejezetben néhány általános megjegyzés mellett a kapott eredmény
egy lehetséges alkalmazását mutatjuk be 3 hosszú geometriai sorozatot nem tar-
talmazó halmazokra.

6. Egyenesmentes halmazokra vonatkozó eredmé-
nyek bizonyítása

Ebben a fejezetben egyenesmentes halmazokra vonatkozó eredményeinket –
melyeket a 2.2. alfejezetben mutattunk be – igazoljuk. A fejezet a [43] cikkre épül.

6.1. A felső becslések bizonyítása

A 2.27. Tétel, a 2.28. Következmény, a 2.29. és 2.30. Tételek bizonyítását
tartalmazza ez az alfejezet.

6.2. Az alsó becslések bizonyítása

A 2.31., 2.25. és 2.26. Tételeket bizonyítjuk ebben az alfejezetben.

7. A szeletrangmódszer alkalmazásai
Ebben a fejezetben először az úgynevezett szeletrangmódszert (slice rank met-

hod) mutatjuk be. Ez a Croot, Lev és a szerző [31] által kidolgozott polinom
módszer Tao által adott szimmetrikus változata. A szeletrangmódszer bemutatá-
sát lásd [119, 112] blogbejegyzésekben.
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7.1. A szeletrangmódszer

Legyenek A1, . . . ,Ak véges halmazok, F pedig egy test. Azt mondjuk, hogy

h ∶ A1 × ⋅ ⋅ ⋅ ×Ak → F

szeletrangja 1, ha

h(x1, . . . , xk) = f(xi)g(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xk)

bizonyos 1 ≤ i ≤ k esetén. Az F ∶ A1 × ⋅ ⋅ ⋅ × Ak → F szeletrangja, amelyet
slice-rank(F )-fel jelölünk, a legkisebb olyan r, hogy F =

r

∑
i=1
hi, ahol a hi függ-

vények szeletrangja 1. Megjegyezzük, hogy k = 2 esetén a szeletrang egybeesik a
szokásos mátrixranggal.

A következő lemmát [119] többször is alkalmazni fogjuk:

7.1. Lemma. Legyen A egy véges halmaz, és legyen F ∶ A × ⋅ ⋅ ⋅ ×A
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k

→ F egy

diagonális tenzor, amely tehát csak a diagonálisán vesz fel nemnulla értékeket,
azaz,

F (x1, . . . , xk) = ∑
a∈A

caδa(x1) . . . δa(xk),

ahol ca ≠ 0 (a ∈ A) és δa(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1 x = a

0 x ≠ a

.

Ekkor
slice-rank(F ) = ∣A∣.

Ezt úgy fogjuk bizonyos feltételeknek eleget tevő halmazok méretének korlá-
tozására használni, hogy találunk egy F diagonális tenzort, majd ezután elegendő
lesz F szeletrangját felülről becsülni.

7.2. Derékszögmentes halmazok

Olyan problémákat vizsgálunk, amelyek bizonyos geometriai konfigurációkat
elkerülő halmazok lehető legnagyobb méretének meghatározására vonatkoznak.
Kérdéseink egy része kódelméleti problémákhoz kapcsolódik.

Legyen q egy páratlan prímhatvány, n pedig egy pozitív egész szám. Egy
derékszög Fnq -ben egy olyan x, y, z ∈ Fnq hármas, amelynek elemei különbözők és

⟨x − z, y − z⟩ = 0,

ahol ⟨⋅, ⋅⟩ a standard skaláris szorzatot jelöli.
Jelölje R(n, q) az Fnq tér legnagyobb olyan részhalmazának méretét, amely

nem tartalmaz derékszöget.
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Bennett [11] bebizonyította, hogy

R(n, q) ≪ q
n+2
3 .

Ge és Shangguan [57] a szeletrangmódszerrel javították ezt a korlátot rögzített q
és nagy n esetén, nevezetesen, megmutatták, hogy

R(n, q) ≤ (
n + q

q − 1
) + 3,

vagyis rögzített q esetén az R(n, q) mennyiség n-ben polinomiális. Megemlítet-
ték, hogy a standard ortonormált bázis az R(n, q) ≥ n alsó korlátot adja és azt
sejtették, hogy a felső korlátjuk aszimptotikusan pontos (rögzített q esetén):

7.2. Sejtés (Ge-Shangguan, [57]). Bármely rögzített q prímhatvány esetén

R(n, q) = Θ(nq−1).

Naslund [86] tovább javította az R(n, q) felső korlátját, megmutatva, hogy

R(n, q) ≤ (
n + q

q − 1
) + 2 − (

n + q

q − 3
).

Megmutatjuk, hogy minden páratlan q prímhatvány esetén valójábanR(n, q) ≪
nq−2, ami megcáfolja a 7.2. Sejtést:

7.3. Tétel (Bursics-Matolcsi-Pach-Schrettner [22]). Legyen q egy páratlan prím-
hatvány. Ha egy A ⊆ Fnq halmaz nem tartalmaz derékszöget, azaz három különböző
vektort, melyekre ⟨x − z, y − z⟩ = 0, akkor

∣A∣ ≤ 2(q − 1)q(
n + q − 2

q − 2
) + 2q.

Naslund a derékszög konfiguráció egy általánosított változatát is vizsgálta.
Azt mondjuk, hogy az x0, x1, . . . , xk vektorok k-derékszöget alkotnak, ha külön-
bözők, és x1−x0, . . . , xk−x0 egy ortogonális vektor-k-ast alkotnak, azaz ⟨xi−x0, xj−
x0⟩ = 0 minden 1 ≤ i < j ≤ k esetén. (Speciálisan, a 2-derékszög egy derékszög.)
Naslund bebizonyította, hogy ha k egész szám és q = pr páratlan prímhatvány
p > k mellett, akkor ha egy A ⊆ Fnq részhalmazra

∣A∣ > (
n + (k − 1)q

(k − 1)(q − 1)
), (3)

akkor A tartalmaz k-derékszöget.
Ennél a problémánál a következő alsó korlátot adjuk:
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7.4. Tétel (Bursics-Matolcsi-Pach-Schrettner [22]). Legyen q egy páratlan prím-
szám és 2 ≤ k egy egész szám. Létezik olyan A ⊆ Fnq részhalmaz, melyre

∣A∣ ≥ (1 − o(1)) ⋅ (
n

⌈k−1
k k⌊

k
2k−1q⌋⌉

)/(
⌊ k
2k−1q⌋

⌈k−1
k k⌊

k
2k−1q⌋⌉

)

és A nem tartalmaz egyetlen k-derékszöget sem, azaz nem tartalmaz olyan x0, x1, . . . , xk
vektorokat, hogy

⟨xi − x0, xj − x0⟩ = 0

minden 1 ≤ i < j ≤ k esetén.

A k = 2 speciális esetben a 7.4. Tétel a következő alsó korlátot adja R(n, q)-ra:

7.5. Következmény (Bursics-Matolcsi-Pach-Schrettner [22]). Legyen q egy pá-
ratlan prímszám. Létezik olyan A ⊂ Fnq halmaz, melyre

∣A∣ ≥ (1 − o(1)) ⋅ (
n

⌈1
2⌊

2
3q⌋⌉

)/(
⌊23q⌋

⌈1
22⌊23q⌋⌉

)

és A nem tartalmaz derékszöget, azaz nem lehet olyan x, y, z ∈ A különböző vek-
torokat választani, hogy ⟨y − x, z − x⟩ = 0.

Vagyis R(n, q) ≫ n
⌈ q−1

3
⌉. Megjegyezzük, hogy ebben a korlátban a kitevő a

q/3-hoz legközelebbi egész szám.
Ezen problémák motiválták, hogy a következő kérdést is vizsgáljuk:

Mekkora lehet egy A ⊆ Fnq halmaz, ha nem tartalmaz olyan háromszöget, amely
csupa-derékszögű, azaz nincsenek olyan x, y, z ∈ A különböző vektorok, amelyekre

⟨x − y, y − z⟩ = ⟨y − z, z − x⟩ = ⟨z − x,x − y⟩ = 0?

A szeletrangmódszerrel a következő felső korlátot adjuk:

7.6. Tétel (Bursics-Matolcsi-Pach-Schrettner [22]). Legyen q egy páratlan prím-
hatvány. Ha A ⊆ Fnq nem tartalmaz csupa-derékszögű háromszöget, azaz olyan
x, y, z különböző vektorokat, hogy

⟨x − y, y − z⟩ = ⟨y − z, z − x⟩ = ⟨z − x,x − y⟩ = 0,

akkor

∣A∣ ≤ (
n + 2q − 2

2q − 2
) + (

n + 2q − 3

2q − 3
) + 2((

n + q − 1

q − 1
) + (

n + q − 2

q − 2
)) .

Egy kapcsolódó kérdésnél az alábbiakat bizonyítjuk:
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7.7. Tétel (Bursics-Matolcsi-Pach-Schrettner [22]). Legyen q egy páratlan prím-
szám. Legyen S(n, q) az Fnq tér legnagyobb olyan halmazának mérete, amely nem
tartalmaz olyan x, y különböző vektorokat, hogy ⟨x − y, x − y⟩ = 0. A következők
teljesülnek:

(
n

q − 1
) ≤ S(n, q) ≤ (

n + q

q − 1
) − (

n + q − 2

q − 3
).

Továbbá, ha n /≡ −2 (mod q) vagy q ≡ 1 (mod 4), akkor

S(n, q) ≥ (
n

q − 1
) + (

n

q − 2
).

A q = 3 speciális esetben tovább javíthatjuk a 7.7. Tétel alsó korlátját, ha
feltételezzük, hogy az n szám 3-mal osztva 2 maradékot ad. Tudunk ugyanis
konstruálni egy a feltételeknek megfelelő, (n+32 )−1 méretű halmazt, ami egyben az
általános felső korlátunk. Végtelen sok esetben tehát a pontos válasz a következő:

7.8. Tétel (Bursics-Matolcsi-Pach-Schrettner [22]). Ha n ≡ 2 (mod 3), akkor

S(n,3) = (
n + 3

2
) − 1.

Ez a kérdés kapcsolódik egy kódelméleti problémához is, amelynél a követke-
zőket bizonyítjuk:

7.9. Tétel (Bursics-Matolcsi-Pach-Schrettner [22]). Legyen q egy páratlan prím-
szám. Legyen T (n, q) az {a, b}n legnagyobb olyan részhalmazának mérete, amely-
ben nincs két olyan vektor, amelyek Hamming-távolsága osztható q-val. Ekkor a
következő korlátok érvényesek:

T (n, q) ≤ (
n

q − 1
) + (

n

q − 2
) + ⋅ ⋅ ⋅ + (

n

1
) + (

n

0
) tetszőleges n-re,

T (n, q) ≤ (
n

q − 1
) + (

n

q − 3
) + ⋅ ⋅ ⋅ + (

n

2
) + (

n

0
) ha n ≡ 0 (mod q),

T (n, q) ≥ (
n

q − 1
) + (

n

q − 3
) + ⋅ ⋅ ⋅ + (

n

2
) + (

n

0
) tetszőleges n-re,

T (n, q) ≥ (
n

q − 1
) + (

n

q − 2
) + ⋅ ⋅ ⋅ + (

n

1
) + (

n

0
) ha n ≡ −1 (mod q).

Tehát a 7.9. Tétel n ≡ 0 és − 1 (mod q) esetén megadja a pontos értéket.
Megjegyezzük, hogy a 7.9. Tételből az általános felső korlát Delsarte [34]

egy klasszikus eredménye. Később különböző bizonyításokat adtak rá Frankl [55,
Theorem 1.6], illetve Babai és sztsai [6]. Megjegyezzük, hogy Delsarte korlátja
kapcsolatban áll a híres Ray-Chaudhuri-Wilson [102] tétellel, amely szerint egy
n elemű halmaz k részhalmaza közül legfeljebb (

n
s
) darab választható ki úgy,

hogy legfeljebb s féle lehetséges mérete legyen a metszeteknek. Valójában ez az
eredmény volt Delsarte motivációja a probléma vizsgálatára.

Ebben a dolgozatban a prím esetet vizsgáljuk, az állításnak egy újabb bizo-
nyítását adjuk, és egy általános alsó korlátot igazolunk. Továbbá megmutatjuk,
hogy mind az alsó, mind a felső korlát végtelen sok esetben éles.
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7.3. Bizonyítások

Ebben az alfejezetben az utolsó fejezetben szereplő állításokat bizonyítjuk: a
7.3., 7.4., 7.6., 7.7., 7.8. és 7.9. Tételeket.
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