OPPONENSI VELEMENY
, Pach Péter P4l ,
POLINOM MODSZER AZ ADDITiV KOMBINATORIKABAN

cimii doktori értekezésérol.

Jelen értekezés a kombinatorikus szdmelmélet targykorébe tartozé problémakat vizs-
gal, médszerei algebrai, szdmelméleti, és kombinatorikus alapokon nyugszanak, az eredmé-
nyek szorosan osszefiiggenek egymadssal. A dolgozat idészerd, a polinom mddszer egy 1j
segédeszkoz, melynek ereje, alkalmazhatésidga még messze nincs kiaknazva.

Az alap probléma gyokere Erdds Pal és Turdan P4l azon sejtése, hogy pozitiv egész
szamok elég nagy halmaza (pozitiv slirliségii hlmaza) tartalmaz minden rogzitett k-ra k—
tagu szdmtani sorozatot. A k = 3 majd k = 4 esetekre Klaus Roth adott bizonyitdst
Fourier analizis segitségével, végiil Szemerédi Endre minden k—ra kombinatorikus dton. A
kovetkezd 1épés kvantitativ eredmények bizonyitdsa lett, amihez megint Szemerédi Endre
Gttoré munkdja adott irdnyt. A megszokott jelolést haszndlva ri(N) jeldli az [1,..., N]
egész szamok k—tagu szdmtani sorozatot nem tartalmazé részhalmazainak maximalis mére-
tét. Roth tétele tehat annyit jelent, hogy r3(IN) = o(N), de igazabdl a bizonyitasbdl
r3(N) = O(N/loglog N) adédik. Ezt javitotta meg Szemerédi Endre egy nagysdgrenddel
r3(N) = O(N/log® N) valamilyen kicsi pozitiv ¢—vel. 1985-t6l 2023-ig ennek a c-nek az
értéke javult 1/3-t6l 1-ig kisebb lépésekben, olyan neves kutaték munkajaval, mint Roger
Heath—Brown, Jean Bourgain, és Tom Sanders, amikoris (ijabb nagysagrendet 1épett Kelley
és Meka, illetve Bloom és Sisask, elérve a kozel optimdlis r3(N) = O(N exp(—clog'® N))
becslést. (Ugyanis Behrend 1946-ban, még Roth eredménye el6tt konstrualt példat arra,
hogy r3(N) > N exp(—¢ logl/2 N), ami ma is a legjobb, csak ¢/ értéke javult valamelyest.)

1995-ben Roy Meshulam megvizsgélta az analog kérdést az F)) véges vektortérben, és
azt taldlta, hogy (jeldlésiink logikus kiterjesztésével) r3(Fy) = Op(p"/n), ami az N/log N
eredmény megfelelje. Mig az egész szamok esetében az tjabb és tUjabb becslések eg-
yre nehezebb médszereket haszndltak, véges test feletti vektortérre a bizonyitds szép és
elegdns. Terry Tao "kedvenc nyitott kérdésének” nevezte az F§ 3-tagu szdmtani sorozatot
nem tartalmazé részhalmazainak megértését, de Meshulam eredményét neki nem sikeriilt
megjavitania. 2012-ben Bateman és Katz a nevezdt n' ' ¢—re emelte.

Erre reagilt a jelolt, Pach Péter P4l 2017-ben, amikor térsszerzbivel (Ernest Croot és
Vsevolod Lev) bebizonyitottak (a jelolés tovabbi kiterjesztésével), hogy r3(Zy) = O(3.61"),
ami N = 4"nel irva a nagyon erés és meglepd O(N?926)—nak felel meg, egész szdmokra ez
mar nem is igaz. Ez a disszertacié 2.1 Tétele, a jelolt szerint is a disszertacié legfontosabb
tétele. A hosszabb torténeti bevezetéssel én is ezt akartamn hangsilyozni. Sot, véleményem
szerint ez az egy eredmény elegend6 az MTA doktora cimhez.

A bizonyitas két jelentés innovaciét tartalmaz, egyik egy halmazrendszeres atfogalma-
z4s, Z}—beli 3 vagy 4 tagu szdmtani sorozatokat nem tartalmazoé halmazok megfeleltethetd-
ek F2 beli bizonyos halazrendszerekkel, a masik pedig, az igazdn fontos innovacié a polinom
médszer alkalmazésa. A polinom mddszer lényege, hogy ha egy test feletti polinomnak
valamilyen értelemben sok gyoke van, akkor az a nulla polinom. Ez csak az elv, de a
szerz6knek egy teljesen 1ij valtozatot kellett kidolgozniuk céljuk eléréséhez.
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A disszertacié természetesen sokkal tobb eredményt tartalmaz. A mésodik fejezet
tipikusan alsé és fels becsléseket az ri(Z",) mennyiségre kiilonb6z6 k,m,n valasztissal.
Péld4ul az iménti esetre (2.4 Kovetkezmény) r3(Z%) > 3" /y/n > N4, Ebbe a csaladba
tartozé eredmények (tételek vagy kovetkezmények) felsoroldsa egészen a 2.31 Tételig tar-
tanak, ami azt mondja ki, hogy rp(F7) > (p—1)"+(%—1)(p—1)(p—2)"~*. Ez als6 becslés az
IF,, feletti n-dimenzids affin tér legnagyobb egyenesmentes részhalmazanak méretére. Mas.
Kicsi k,m,n esetében pontos értékeket is kaphatunk rg(Z)-re, a 2.11 és 2.12 Tételek
tartalmazzdk a k = 3,m = 4,n < 5, illetve a k = 4,m = 4,n < 4 eseteket. Zardjelben
megjegyezném, hogy a konkrét Ramsey szamok kiszamitdsa is nehéz, itt ra(Z3) = 128
kiszémitdsa a disszertacié leghosszabb, legfaradsagosabb érvelése, ami tisztan logikai, nem
hasznél szamitégépet. Ennek kapesan feltennék egy kérdést a jeloltnek.

1. Kérdés: A jelolt megemliti, hogy r3(F%) mdr régebbrél ismert n < 6-ig, de azokat
jelentds szamitogépes tdmogatdssal érték el. Vajon a 2.11 és 2.12 Tételek is tovabb foly-
tathatok néhany n értékkel ha bevetiink szidmitogépeket is?

A 3. 4. 5. és 6. fejezetek a mar felsorolt &llitdsok bizonyitdsait tartalmazzadk. A
7. fejezet kicsit kilég a sorbdl, kordbban a tiltott konfiguracidkat linedris egyenletekkel ir-
hattuk le, most derékszog mentes halmazokat vizsgdlunk. Legyen ¢ paratlan prim hatvany,
az z,y,z € Ky hdrmas egy z—ben derékszog, ha kiulonbozdek, és a standard skalaris
szorzatra (xr — z,y — z) = 0. A fejezet tételei preciz alsé és felsd becsléscket adnak, melyek
fix ¢ és valtozé n esetén nd/ és n9=2 kozé teszi a legnagyobb derékszog mentes részhalmaz
méretét (7.3 Tétel és 7.5 Kovetkezmény). A fels6 becslés megcafol egy korabbi sejtést.
Még egy utolsé eredményt emelnék ki, ami kédelméleti ihletésii és kapcsolédik a derékszog
mentességhez. Ez a 7.9 Tétel, ami csak részben 4j eredmény, de egészben 1j bizonyitdssal.
Ha T'(n,q) jeloli (¢ most egy pératlan prim) az {a,b}" legnagyobb olyan részhalmazanak
méretét, amelyben nincs két vektor ¢-val oszthaté Hamming-tavolsigra, akkor
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tovabba n = 0 (mod q) esetben az als6, n = —1 (mod ¢) esetben a felsé becslés éles.
A 7. fejezettel kapcsolatban is feltennék két kérdést, ami a 7.6 Tétel egy lehetséges
altaldnositasara kérdez ra.

2. Kérdés: Van-e a 7.6 Tételhez kapcsolédd alsé becslés, ami erésebb, mint ami a 7.4
Tételbdl kovetkezik?

3. Kérdés: k > 3 fix. Lehet-e valami érdekeset mondani arrél az A C Fy; halmazrdl, ami
nem tartalmaz k vektort tgy, hogy koziiliikk barmely harom csupa derékszogii haromszog?

Végiil leteszek még egy centet kordbbi véleményem alatamasztasira. A 2.1 Tételt
2017-ben publikaltdk a szerzdk, az eltelt rovid id6 alatt méar 148 fliggetlen idézetet kapott
(MTMT adat). Ez nagyon ritkan fordul eld!

Egyébként a jeloltnek osszesen 57 publikacidja van, ebbdl 38 tudomanyos folydiratban,
amibél 8 D1 és 15 Q1 szintil. 57-re még PhD dolgozata, tovabba konferencia kotetekben,
tudomanyos gytijteményekben, ismeretterjesztd kiadvanyokban megjelent irdsai egészitik
ki. (Ezek is MTMT adatok.)




