Opponensi Vélemény

Keleti Tamas
Translations, measure and dimension
doktori értekezésérdl

Az értekezés olvasdjaban az az érzés tamadhat, hogy Keleti Tamés pa-
tologikus halmazok csak keveseket érdekls patologikus tulajdonsagait ku-
tatja. Ha azonban arra gondolunk, hogy a fraktalokrol, mint a természeti
s6t a tarsadalmi folyamatok leirdasara alkalmasnak tartott objektumokrol
napjainkban mennyi sokat idézett és matematikailag tavolrél sem korrekt
dolgozat jelenik meg, akkor belathatjuk, hogy az értekezés témavalasztésa
rendkiviil aktudlis. Az értekezés 0t fejezete koziil az elsé négy valamilyen
kapcsolatban &ll a fraktalokkal, a negyedik fejezet éppen a kiilénosen népsz-
erd a Sierpinski szivaccsal foglalkozik. Minden ezen a teriileten elért egzakt
matematikai eredmény hozzajarul a fraktalokkal kapcsolatos esetleges fél-
reértések eloszlatésahoz. Az értekezésben bizonyitott topologiai és mérték-
elméleti tételeknek néha megleps kévetkezményei vannak mas matematikai
diszciplindkban, ilyen pl. az egy tisztan algebrai allitast megfogalmazd 2.9
Korollarium.

Az értekezés mintegy harminc, a szerztdl szarmazo allitast (tételt, lem-
méat korollariumot) ismertet, ezek koziil a legmeglepSbb tizenkettérsl irok
részletesebben.

Az értekezés 1. Fejezete olyan "nagy" halmazok keresésével foglakozik,
amelyek nem tartalmaznak egy adott mintat. A Lebesgue-féle stirtiségi té-
tel segitségével konnyen bizonyithatd, hogy az R valos szdmegyenes minden
pozitiv Lebesgue-mértéki halmaza tartalmazza egy tetszéleges véges halmaz
valamely hasonlo kopidjat. (A tovabbiakban a jelz6 nélkiili mérték mindig a
Lebesgue-mértek.) A pozitiv mértékd R-beli halmazok Hausdorff-dimenzi6ja
1, ismeretes, hogy léteznek R-beli 0 mértékid 1 Hausdorff-dimenzi6ji hal-
mazok, ezek még mindig "nagy" halmazoknak tekintheték. A Fejezet 1.1
Tétele — Mattila tételenek élesitése — szerint van az R-nek olyan kompakt 1
Hausdorff-dimenzioju A részhalmaza, amely minden eltoltjat (az identikus
eltolas kivételével) legfeljebb egy pontban metszi. A bizonyitas az A halmaz
rekurziv konstrukcidjaban szereplé részhalmazok 6tletes indexelésével az tGn.
"6rdog jatéka" ideajat koveti.

Erdds egy sejtése szerint tetszéleges A C R végtelen halmazhoz van
olyan pozitiv mértékd halmaz F C R halmaz, amely nem tartlamazza A
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uma a kovetkez6 ennél részben erdsebb, részben gyengébb affirmativ ered-
ményt mondja ki: minden B C R legalabb 3 elemi halmazhoz van olyan 1
Hausdorff-dimenzi6ji kompakt halmaz, amely B tetszéleges hasonld kopidjat
legfeljebb két pontban metszi.

A 2. Fejezet az R valos szamegyenes "kis" halmazaival torténd lefedésének
lehet&ségét vizsgélja. A vizsgélatokat Gary Gruenhage egy észrevétele mo-
tivalta: az az allitds, hogy R egy adott pozitiv mértékd részhalmazanak
kontinuumnal kisebb szamossagu eltolasa lefedi R-t, konzisztens a ZFC ax-
ioméakkal. Gruenhage a kovetkezd kérdést fogalmazta meg: igaz-e, hogy R
nem lehet egy 0 mértékd halmaz kontinuumnal kisebb szadmossagu eltolt-
jainak egyesitése. Mivel a kontinuum hipotézis implikalja kérdésre adott poz-
itiv valaszt, a negativ valaszhoz extra halmazelméleti feltevésekre van sziik-
ség. Ezért a 0 mértékd halmaznal "kisebb" halmazokra érdemes a kérdést
megfogalmazni: igaz-e, hogy R nem lehet egy 1-nél kisebb Hausdorff-dimenzioja
halmaz kontinuumnal kisebb szamossagu eltoltjainak egyesitése. Ez az allitas
nem igaz. Viszont — mivel a pakolasi dimenzi6 altaldban nagyobb, mint a
Hausdorff-dimenzié — remélhet6, hogy R nem lehet egy 1-nél kisebb pakolasi
dimenzi6ju halmaz kontinuumnal kisebb szamossagu eltoltjainak egyesitése.
Ez az éllitdas a Fejezet 2.3 Tétele. A 2.4 Tétel ennél tébbet allit: R nem
lehet egy 1-nél kisebb Hausdorff-dimenzioju halmaz kontinuumnal kisebb
szamossagi hasonld kopidinak egyesitése sem.

A Fejezet 2. paragrafusa az R? sik "csusztatésaira" (itt az R? — R?
(x,y) = (z,y+ f(y)) ill. (z,y) — (x+ g(z),y) alaka leképezéseit fliggsleges
ill vizszintes cstsztatéasoknak nevezziik) fogalmaz meg egy olyan tételt, ame-
lynek érdekes csoportelméleti kovetkezménye van:

2.8 Tétel. Az R? sik minden permutécioja elGall véges sok (104+105) fiig-
gbleges és vizszintes cstisztatas szorzataként. Kovetkezéskepp igaz a

2.9 Korrollarium. Egy kontinuum szamossagi halmaz teljes szimmetrikus
csoportja elgall 209 egymaéssal izomorf Abel-féle részcsoport szorzataként.

A 3. Fejezet azt a kérdéskort vizsgalja, hogy milyen esetekben lehet
ill. nem lehet az R™ nagy mértéki N részhalmazait olyan részhalmazokkal
lefedni, amelyekben N stirtisége kicsi. Az egységnégyzetben O. Nikodym
konstrualt egy olyan 1 mértékid /N halmazt, amely a kdvetkezs tulajdonsaggal
rendelkezik: Vp € N van olyan [, egyenes amelyre N N[, = {p}.

Az N halmaznak egy legalabb 1 — & mértékd H részhalmaza lefedhetd
olyan keskeny, {,-vel parhuzamos téglalapokkal, amelyekben NN stirtisége kisebb,
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mint . Ha téglalapoktol (magasabb dimenzios téglatestktdl) megkoveteljiik,
hogy élei parhuzamosak legyenek a a koordinatatengelyekkel (az ilyen téglat-
esteket n-dimenzios intervallumoknak nevezziik), akkor a fenti tipusi lefedés
nem létezik:

3.2 Tétel. Tegyiik fel, hogy H C (0,1)" mérhets, |H| > h (| - | a Lebesgue
mértéket jeloli) halmaz és R a (0,1)" nyitott kocka intervallumainak egy
a H-t lefed6 osztalya. Ekkor van olyan R € R intervallum, amelyben H
stirtisége nagyobb mint (h/2n)". A bizonyitas standard otlete a Littlewood

altal bevezetett .
Mn:sup{—/f: xGREI”}
|R| Jr

maxialoperator (Z™ a [0, 1]™ részintevallumainak rendszere) alkalmazasa lenne,
de ez itt nem miikddik, mig a jelolt altal bevezetett

1
m, = inf —/f:xGRGI"}
{|R| R

minimaloperator sikerrel alkalmazhato.

Azt mondjuk, hogy halmazoknak egy B osztalya rendelkezik a V, lefedd
tulajdonsaggal, ha létezik két olyan konstans (C' < oo és ¢ > 0), amelyekre
VR CB(|JUR| <o) 3Ry,..., R, € R, hogy

(1) Uy Rel > c|UR| 6 (2) D xrlly < CIURJV
k=1

Cordoba és Fefferman bebizonyitottak, hogy az R™ ¢sszes intevallumainak
R osztélya minden 1 < ¢ < oo-ra rendelkezik a V; lefeds tulajdonséggal. A
fejezet 3.7 Tétele ¢ = 1-re egy erGsebb allitast fogalmaz meg.

Minden n = N-re létezik egy olyan C,: Rt — R* fliggvény, amely ren-
delkezik az aldbbi tulajdonsiggal: tetszéleges € > O-ra és az R" interval-
lumainak tetszéleges véges Osszmértékd R osztalyara (azaz | U R| < oo)

léteznek olyan Ry, ..., R, € R intervallumok, amelyekre igaz
| UR\Uklek‘ (1)
|UR|
és
ZZ& |Rk|
== < Ch(e). 2
U <0 @)



A Fejezet tovabbi részében a szerz6 az intervallumoknal altalanosabb
halmazokkal torténd lefedéseket vizsgal, és tételeiben a V, tulajdonsag (2)
feltételénél jobban kontrollalja lefed6rendszer atfedéseit.

Egy H C R™ halmazt r-regularisnak neveziink, ha van olyan H-t tartal-
mazo6 () kocka, amelyre |H|/|Q| > r.

Egy H C R" halmazt az x pontban csillagszertinek neveziink, ha Vy &€
H 7y C H. A H C R" halmaz r-csillagszert, haa {x: H csillagszerd H-ban}
halmaz tartalmaz egy r - diamH sugard nyitott gobmbdét. Az itt bizonyitott
allitasok koziil legérdekesebb a
3.22 Korollarium. Legyen R C R" konvex nyitott r-regularis halmazok-
nak vagy r-csillagszerid halmazoknak egy osztalya. Ekkor minden € > 0O-ra
kivalaszthatdé R-bél M olyan diszjunkt részosztaly, amely lefedi R (1 — ¢)-
szorosat, ahol M csak n-t6l r-t6l és e-tol fligg.

A 4. Fejezet az R%-beli specidlis fraktalok (a szeparacios feltételnek eleget-
tevé 6nhasonlé és Onaffin halmazok) és transzformaltjaik metszetének a tu-
lajdonségaival foglalkozik.

A g RY — R? leképezést hasonlésagnak nevezziik, ha van olyan r > 0
konstans, amelyre Va,b € R? dist(g(a), g(b)) = rdist(a,b). Har < 1 ag
hasonlésag kontraktiv. Az RY 2 — Az + b leképezést (A d x d tipusi
matrix, b € RY) affin leképezésnek nevezziik.

A K € R? kompakt halmazt énhasonlénak nevezziik, ha
K=o, (K)U---U®,.(K), ahol ®q,...®, (r > 2) kontraktiv hasonlosiagok.

A K € R? kompakt halmazt énaffinnak nevezziik, ha
K =®(K)U---U®,.(K), ahol ®y,...®D, (r > 2) olyan affin leképezések,
amelyek definialé6 matrixai 1-nél kisebb norméjuak.

Az I = (iy,...1,) multiindexhez rendeljuk hozza a &; = &1 0---0 P,
leképezést. Definidljuk az Q = {1,...,r}" halmazon {py,...,p,} valosz-
intiségi mérték direkt szorzatat, jeldlje ezt v.

Legyen

m:Q— K, {n(i1,iz...)} = U2 (P;, 0+ 0P, )(K)

a K halmaz folytonos cimz6 leképezése. A v mértéknek 7 leképezésnél vett
i képe a K halmazon az in. 6nhasonlo/6naffin mérték:

w(H) =v(r '(H)) minden H C K Borel-halmazra.



At mondjuk, hogy a K 6nhasonlé/6naffin halmaz taljesiti az erds szeparacios
feltételt, ha K = &y (K)U*--- U* &, (K).
A Fejezet {6 célja

p(g(K)NK) >0 < intgg(K)NK #

(ahol g izometria vagy hasonlosag) tipust allitasok igazolasa. Az alabb is-
mertetendd valamennyi allitasban fel van téve, hogy a K C R halmaz tel-
jesiti az erds szeparacios feltételt. Ha K onaffin, csak a kovetkezd allitast
sikeriilt igazolni.

4.7 Tétel. Legyen K C R? onaffin halmaz, és legyen p a K-n definiélt
onaffin mérték. Ekkor van olyan ¢ < 1 konstans hogy minden ¢ izometriara
w(g(K)NK) < ¢, kivéve ha K = g(K).

Onhasonl6é K halmazokra a kovetkezok igazak.

4.8 Tétel. Legyen K C R? 6nhasonlé halmaz, és legyen 1 a K-n definialt 6n-
hasonlé mérték. Ekkor van olyan ¢ < 1 konstans hogy minden g hasonlosagra
vagy u(g(K) N K) < cvagy K C g(K).

Felmeriil a kérdés, hogy a Tétel igaz-e az r hasonlésagi ardnytol fiiged
c-vel akkor is, ha K onaffin?

A paragrafus f6 eredménye a
4.9 Tétel. Legyen K C R? 6nhasonlé halmaz, legyen p a K-n definialt
onhasonlé mérték és legyen g egy hasonlosag. Ekkor p(g(K) N K) > 0 akkor
és csak akkor, ha a ¢g(K) N K halmaz K-beli belseje nem iires. Tovabba
p(intg (9(K) N K)) = p(g(K) N K).

Mivel két kiilonb6z6 6nhasonld mérték egymasra nézve szinguléris, a 4.9
Tétel alabbi Korollariuma szamomra meglepd.
4.10 Korrollarium. Legyen K C R énhasonlé halmaz, és legyen g és pio a
K-n definialt két kiilonbdzé 6nhasonld mérték. Ekkor R? minden ¢ hason-
losagara

i (g(K) N K) > 0 <= 1s(g(K) N K) > 0.

A Fejezet 2. paragrafusa tetszéleges A C R™ Borel-halmazon értelmezett
eltolasinvarians mértékek kiterjesztésével foglalkozik. Az ilyen kiterjesztések
altalaban nem egyértelmtek. Pl. ha A C R" pozitiv mérték elsé kategoriaju
halmaz, akkor a Lebesgue-mértéknek a bizonyitasban konstruélt kiterjesztése
minden mésodik kategoriaju halmazon végtelen lesz, pedig a Lebesgue-mérték

lenne a természetes kiterjesztés.



Ebbdl a paragrafusbol két érdekes eredményt idézek.

4.14 Lemma. Legyen A C R" egy olyan Borel-halmaz amelyre AN A 4+t
legfeljebb megszamlalhato (kivéve a t = 0 esetet). Ekkor minden folytonos,
az A halmazon értelmezett p Borel-mérték (egy mérték folytonos, ha az egy
pontbol allé halmazok mértéke 0) kiterjesztheté az R"-re eltolasinvarians
mértékkeé.

4.15 Korrollarium. Létezik egy olyan 1 Hausdorff-dimenziés kompakt C' C R
halmaz, amelyen értelmezett minden folytonos p Borel-mérték kiterjesztheté
az R-re eltolasinvarians mértékke.

A Fejezet 3. paragrafusa az onaffin Sierpiniski-szivacs eltoltjainak met-
szeteit vizsgalja.

A Sierpinski-szivacsot szemléletesen a kovetkezSképpen definidlhatjuk.
Osszuk fel az R™ beli egységkockat mqy x -+ x m, (m; > 2...m, > 2)
azonos méretl dobozokra, és néhanyat hagyjunk el belsliik. Ezutan tegyiik
meg ugyanezt a megmaradt dobozokkal; ugyanazt a mintat hasznalva, mint
az elsG lépésben. A beosztast definiald (my > 2...m, > 2) szam n-est jelolje
M, a megmaradt dobozokbol allo mintat D. A végtelen sok lépés utan meg-
marad6 K (M, D) halmaz az 6naffin Sierpinski-szivacs. A természetes tnaffin
p mértéket definialjuk ugy, hogy az Q cimhalmazon a {p; = 1/r,...,p. =
1/r} egyenletes eloszlas direkt szorzata legyen a v mérték.

Két érdekes eredményt emelek ki.

4.21 Tétel. Legyen a K = K(M,D) C R™ halmaz egy 6naffin Sierpiriski-
szivacs, és u legyen a rajta értelmezett természetes onaffin mérték. Ekkor
két természetes kivételes esettdl eltekintve u(K N (K +t)) = 0. A kivételek:
(i) van a K halmaznak két olyan S; és Sy elemi darabja, amelyre S = Sy +t,
(ii) a K halmaz K = L x K alakt, ahol L egy [0,1!] alakt kocka &tloja
(le{1,2,...,n}) és Ky egy kisebb dimenzi6ju énaffin Sierpinski-szivacs.
4.22 Tétel. Tetszbleges K C R™ 6naffin Sierpinski-szivacshoz 1étezik olyan,
az R"-en definialt v eltolasinvarians Borel-mérték, amelyre v(K) = 1

Az értekezés 5. Fejezete mérhets egészértéki fliggvények véges sok egész-
értéki periodikus fliggvény Gsszegeként torténd elGallitdsval foglalkozik.

Legyenek ay,...,a; € R\ {0} rogzitett periodusok. Azt mondjuk, hogy
az f R — R fiiggvénynek van (aq,...,ax)-periodikus felbontésa, ha f =
fi+ -+ fi, ahol minden j =1,..., k-ra f; a;-peridodusu fiiggvény. Legyen
Ay, f(z) = f(x +a;) — f(z). Mivel a A,; operatorok felcserélhetdk, ha az f
fiiggvénynek van (ay, ..., a;)-periodikus felbontasa, akkor



Ay D f =0 (3)

Egy F fiiggvényosztaly akkor rendelkezik a periodikus felbonthatosagi
tulajdonsaggal, ha minden a (3) Osszefiiggést kielégits f € F fliggvénynek
van F-ben. egy (ai,...,ax)-periodikus felbontésa.

A jelolt egy téarsszerzokkel irt dolgozataban megmutatta, hogy hogy a ko-
rlatos Z — 7 fiiggvények osztalya rendelkezik a periodikus felbonthatosagi
tulajdonsiggal, mig a korlatos R — Z fiiggvények osztalya altalaban nem ren-
delkezik vele. Azt remélhetnénk, hogy az R — Z mérhets leképezés mérhetd

valos (aq, . . ., ag)-felbontésanak létezése implikalja egészértéki (vagy legalabb
majdnem mindeniitt egészértékii) mérhetd (aq, ..., ax)-felbontas létezését.

Az 5.3 Tétel szerint ez mar k = 3-ra sincs igy. Az ellenpélda egy rend-

kiviil egyszert és szellemes konstrukcion alapszik: megad egy konkrét valos
valtozoju egész értékd fiiggvényt, amit fel lehet irni 3 valosértéki fiiggvény
osszegeként, de az alabbi (a jelolt altal bizonyitott) lemma miatt nem lehet
felbontani egész értékd periodikus fiiggvények Gsszegeként.
5.5 Lemma. Legyenek ay,...,a; € R\ {0} olyan valos szamok, amelyekre
a;/a;j egyetlen i # j parra sem racionalis, valamint minden j-re f; és g; a;
periodusit mérheté6 R — R fiiggvény. Ekkor minden j = 1,... k1a f; — g;
majdnem mindeniitt konstans.

A Fejezet f6 eredménye 5.3 tételben szerepls ellenpéldéval szemben ad
affirmativ valaszt.

5.12 Tétel. Az alabbi két allitas tetszéleges ay, . .., ar € R\ {0} peribdusokra
ekvivalens.

(i) Ha egy egészértéki fiiggvénynek van mérhets valosértékd (aq, ..., ax)-
periodikus felbontasa, akkor van neki mérheté egészérték

(a1, ...,ax)-periodikus felbontéasa is.

(ii) Ha By, ..., B, az {ay, ..., a;} halmaznak az a ~ b < a/b € Q relacioval

adott ekvivalenciaosztalyai, és b; jeloli a B; halmaz elemeinek legkisebb kozos

tobbszorosét (j = 1,...,n), akkor az i, e i szamok linearisan fliggetlenek
Q folott.

Az értekezés szerkezete a kovetkezs: egy 32 oldalas, rovid, jol olvashato
"Tézis"-ben osszefoglalja az eredményeket, azok motivacidjat és a bizonyita-
sukban felhasznalt eszkozoket; ezt koveti egy 8 itembdl allo Fiiggelék, amely
a Tézisben megfogalmazott eredményeket részletesen ismertets, a szerzétol



(és esetleges tarsszerz6itsl) szarmazod rangos folydiratokban megjelent dol-
gozatokat tartalmazza. A bizonyitasok finom oGtleteket, ugyanakkor gazdag
matematikai eszkoztarat hasznalnak. Csak példaképp emlitem meg egyik, a
Fiiggelekben nem is szerepld, az 5. Fejezethez kapcsolodd dolgozatot, amely-
ben 1j algebrai eszkozoket dolgoz ki.

A fentiek alapjan javaslom az értekezés nyilvanos vitara bocsatasat, és
Keleti Taméasnak az MTA Doktora fokozat odaitélését.

Szeged, 2010. julius 8.

Kramli Andras

A matematikai tudomany doktora



