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A dolgozat elsésorban extremélis kombinatorikai eredmiiyeket tartalmaz, kézos benniil,
hogy nagyon szép példék a kiilonbozé teriiletek kozti kapcsolatokra. A legtébb eredményben
az alapprobléma geometriai, de az algebra, analizis és valészintiségszamitas is fontos szerepet
jatszik. A dolgozat 105 oldalas, nagyvon szép munka, kériilbelil 11 kivalé cikk eredményein
alapul.

Az clsb fejezet a bevezetés és Gsszefoglalds. A mésodik fejezet Erdés és Gowers kivetkezd
probléméjdval foglalkozik. Mi az a legkisebb f(n) szdm, amelyre teljesiil, hogy f {n) pont
kozott a stkon mindig taldlhaté n egy egyenesen vagy 7 Altaldnos helyzetben. Payne és
Wood belattdk, hogy f(n) < en?logn. ezt javitja tovabb Hajnal Péter Szemerédivel kozos
munkéjdban cn?logn/ loglog n—re. A bizonyftds nagyon dtletes, a szemirandom médszeren
alapul, amit Ajtai, Komlés és Szemerédi fejlesatettek ki.

A harmadik fejezet a Heilbronn-féle négyszig probléméval foglalkozik. A klasszikus Heil-
bronn probléma a kévetkezé. Hatdrozzuk meg a legkisebb Ha(n) szémot azzal a tulaj-
donsdggal, hogy tetszéleges n pont az egységnégyzethen meghatdroz egy legfeljebb Ha(n)
teriiletli hdromszdget. Ennek a nyolcvan éves probléminak nagyon izgalmas torténete van
¢és mdig nem tudjuk az igazsdgot. Itt hidnyoltam a dolgozatban a korldtok attekintését és
hidnyzik a legjobb, 2023-as felsé becslés (Cohen, Pohoata, Zakharov).

A dolgozat ennek a négyesckre vonatkoz8 véltozatét vizsgélja. Hatérozzuk meg a leg-
kisebb Hy(n) szdmot azzal a tulajdonsiggal, hogy tetszdleges n pont az egységnégyzetben
tartalmaz négy pontot, amelyek konvex burka legfeljebb Hy(n) teriiletii. A f6 eredmény itt is
Szemerédivel kdzos, megjavitjak Schmidt alsé korlétjat, amely Q(1/n¥2), Qlog"/* n/n*?)-re.
Itt is a szemirandom médszert alkalmazzik.

A 0 — 1 maétrixok extremalis elinéletében az alapkérdés a kovetkezd Legfeljebb hiny 1-es
lehet egy olyan 0 — 1 métrixban, amely nem tartalmaz egy (vagy tébb) adott () — 1 métrixot
részmatrixként. Fz a kérdés az extremdlis grafelmélet 4ltalanosftdsanak tekinthetd, szdmos
geometriai és mas alkalmazéssal. A teriilet kutatdsa tobbek kézott Fiiredi és Hajnal cikkével
kezdddott, és driasi fejédésen ment keresztiil. A negyedik fejezetben Gyérfés egy probléméjat
vizsgdljdk ezzel a médszerrel. Adott 2n pont konvex helyzetben, két n-es osztdlyra bontva,
amelyeket elvilaszt egy egyenes. Az osztalyok kozott futé szakaszokat két szinnel szinezve,
mekkora (hény élti) egyszinfl, nem metszd fat talalhatunk biztosan? Legyen ez a szdm st(n),
Gyarfds sejtése szerint st(n) = n — 1. A madtrixok nyelvén egy ilyen fa egy 0-kbél vagy 1-
esekbdl 4116, 1épesd” a szomszédossagi métrixban. Gyarfds sejtését nem sikeriilt igazolni, de
erte, és az aszimmetrikus véltozatra nagyon szép konstrukeidk segitségével javitjdk a felsd
korldtot, amely bizonyos esetekben mér pontos.

Az 6todik fejezet a Bernoulli és a poly-Bernoulli szdmokkal foglalkozik. A Bernoul-
li szamok a Riemann-féle zeta fligevény vizsgdlatdban alapvetd szerepet toltenek be. A



Riemann-féle zeta fliggvény sltaldnositdsai, az Ggynevezett tdbbszors zeta fliggvények, ame-
lyek sok teriileten fontosnak bizonyultak, ezek vizsgélatdnal a poly-Bernulli szamok keriilnek
eld. A fejezet {6 eredményei a poly-Bernulli szdmokra adott sok kiilonbézé kombinatorikus
definicid, és ezek segiségével rengeteg azonossag, osszefiiggés felfedezése és kombinatorikus
bizonyitésa.

A hatodik fejezet telitett geometriai lerajzoldsokrdl szél. Egy grafot, lerajzolva a sikra,
topologiai grafnak hivunk. Ez egyszerti, ha barmely két élnek legfeljebb egy kozds pontja van,
amely egy kozds végpont vagy egy metszés. Kynel vette eldszor észre, hogy vannak nagyon
kevés élii egyszerii topologikus grafok, amelyek nem bévitheték, vagyis nem adhaté hozzéjuk
egy &l gy, egyszeriiek maradjanak. f\ltalénosabban, egy topologikus graf k-egyszerii, ha
bérmely két elnek legfeljebb k kozos pontja van. Kynél és tarsszerzéi mutattak linedris alsé és
felsé korldtokat a nem bévithetd k-egyszerfi topologikus grafok minimalis élszamara. Ebben
a fejezetben Hajnal Péter térsszerzdivel alaposan megjavitja a felsd korldtokat k = 1 és 2
esetén. A konstrukcick nagyon szépek és kifejezetten nehezek, otletesek. Biztos vagyok benne,
hogy az otletek felhaszndlhatdk a &k > 2 esetekben is.

Végiil a hetedik fejezet a kivetkezé problémaval foglalkozik. Adott egy A,,..., A, ésegy
By, ..., B, ellentétes irdnyitési konvex soksz6g. Ekkor van olyan egyenes, amely az A;B;
szakaszok mindegyikét metszi. Ezt a feladatot Hajnal Péter tdrsszerzbivel egyiitt javasol-
ta az 1999-es Schweitzer versenyre. Ennek a tételnek a hdrom dimenzids altaldnositdsat
vizsgdltak. A legfontosabb eredmény a kivetkezd. Legyen A;,..., A, egy konvex poliéder
és legyen Dh,..., B, ennek affin, ellentétes irdnyitdsi képe. Ekkor van olyan sik, amely az
A;B; szakaszok mindegyikét metszi. Azt is beldttdk, hogy tetszdleges ellentétes irdnyitdsd
poliéderekre nem feltételeniil igaz az allitds, mér oktaéderekre sem. Fz egy nagyon szép tétel,
és elég meglepd, hogy mér oktaédereknél sem elég az ellenkezd irdnyitds. Tébb més irdnyi
altaldnosités is ismert.

A dolgozat alapjdn egyértelmi, hogy Hajnal Péternek nagyon komoly tudésa van, kivéléan
atltja a kombinatorika sok teriiletét és a koztiik levd dsszefiiggéseket. A felhasznélt cikkek
jorészt vezetd folydiratokban jelentek meg, és néhanynak nagyon nagy hatdsa volt a késobbi
kutatdsokra.

A dolgozat kisebb pontatlansdgoktél eltekintve nagyon szépen megszerkesztett munka. A
tézisekben szerepld eredmények 4j eredmények, és messzemenden kielégitik az MTA doktori
cim kdvetelményeit. Melegen tdmogatom a nyilvdnos vita kitiizését és az MTA doktora cim
odaitélését.

Egy kérdés: A bevezetésben szerepel a kovetkezd:

Viegn

n2

o < Ha(n) < Ha(r) < () < ... < B

Az vildgos, hogy minden k-ra Hy(n) < B3, de valéban ismert, hogy van egy univerzilis
5. amelyre Hy(n) < 3 % minden k-ra és elég nagy n-re?
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