Valasz Tardos Gabor biralatara

El6szor is nagyon koszonom Tardos Gabornak az értekezésem alapos attanulma-
nyozésat, értékes megjegyzéseit és jogos kritikajat.

A birélat négy konkrét kérdést fogalmaz meg, amelyeket az alabbiakban felidézek
és megvalaszolok.

1. Kérdés: Szeretnék egy listat latni az egyes fejezetek alapjat jelents publikaci-
okrol. Be lettek nyujtva valahova? El lettek fogadva? Megjelentek? Hol?

Valasz: Mindegyik fejezetben ismertetett eredmények mindegyike megjelent cik-
kekben szerepelnek. Az alabbiakban felsorolom a a fejezetek "forrasait":

[1. fejezet] Egy osszefoglalo fejezet, bizonyitasok nélkiil. A disszertacié szaméara
irt fejezet.

[2.-3. fejezet] Péter Hajnal, Endre Szemerédi, Two Geometrical Applications of
the Semi-random Method In: Ambrus, Gergely; Barany, Imre; Boroczky, Karoly J;
Fejes To6th, Gabor; Pach, Janos (szerk.) New Trends in Intuitive Geometry New
York, Amerikai Egyesiilt Allamok, Berlin, Németorszag, Heidelberg, Németorszag :
Springer Netherlands (2018) 458 p. pp. 189-199. Paper: Chapter 8 , 11 p.

[4. fejezet] Janos Csanyi, Péter Hajnal, Gabor V. Nagy On the staircases of
Gyarfas ELECTRONIC JOURNAL OF COMBINATORICS 23 : (2) Paper: P2.17,
10 p. (2016)

[5. fejezet] B. Bényi, P. Hajnal, Combinatorics of poly-Bernoulli numbers, Studia
Sci. Math. Hungarica, 52(4) (2015) 537-558.

B. Bényi, P. Hajnal, Combinatorial properties of poly-Bernoulli rela- tives, Inte-
gers, 17 (2017), A31. Available at http://math.colgate.edu/~integers/vol17.html.

[6-7. fejezet] Hajnal, P. ; Igamberdiev, A. ; Rote, G. ; Schulz, A.; Saturated simple
and 2-simple topological graphs with few edges LECTURE NOTES IN COMPU-
TER SCIENCE 9224 pp. 391-405. , 15 p. (2016)

[8. fejezet| Péter, Hajnal ; Laszlo, I Szabo ; Vilmos, Totik; Convex polygons and
common transversals AMERICAN MATHEMATICAL MONTHLY 122 : (9) pp.
836-844. , 9 p. (2015)

2. Kérdés: Az utolsé fejezetben vizsgalt sokszoges (vagy versenyz8 autokra vo-
natkozo6) allitas megkapoan egyszerti. Honnan szarmazik?

Valasz: Az allitas a f6tétele Szab6 Laszl6 Imrével és Totik Vilmossal k6zos cik-
kiinknek. Harman sok éven keresztiil osztoztunk egy egybenyil6 szoba kett&son.
Emlékezetem szerint Szabo Lészlo vetette fel mint kérdés, talan a haromszog ese-
tébdl kiindulva. A folytonos valtozat, a megoldas 6rak kozotti beszélgetések alatt
alakult ki. Egyszoval (a szerintem is megkapd) allitas tanszéki sziilemény.

3. Kérdés: Ismert vagy esetleg varhaté a Heilbronn probléméra nagyséagrendileg
jobb als6 becslés, ha négy pont helyett mondjuk tiz pont konvex burkat vizsgaljuk?
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Valasz: Igen, ismert ilyen becslés: Claudia Bertram—Kretzberg, Thomas Hof-
meister, Hanno Lefmann An Algorithm for Heilbronn’s Problem SIAM Journal on
Computing 30(2):383-390, July 2006 cikkiikben belétjak, hogy Hy(n) > —;}ﬁ?

-----

A geometriai allitast bizonyitésa egy kombinatorikus étfogalmazé,ssalnkezd6dik.
Az alaptartomanyban vessziik egy "finom" négyzetracs racspontjait. Ekkor persze
lesznek egy egyenesre es6 (azaz 0 teriilet) pont k-asok. A pontokat egy hipergaf
csticsainak tekintjilk. Vessziik azokat a k-asokat, amik "tal kicsi" teriiletet hatéaroz-
nak meg. Ebben a hipergrafban keresiink egy nagy fiiggetlen ponthalmazt. Azaz
kiritkitjuk a kezdeti "rossz" ponthalmazt egy a Heilbronn-probléméhoz alkalmas
ponthalmazza.

Itt jon a képbe Turan tétele. A tétel egy alakja eﬂ egyszert graf legnagyobb
fliggetlen halmazanak méretére ad becslést: a(G) > d{,ﬂ:;(G)’ ahol dg1.s(G) a G graf
atlagos fokszama. Egy lehetséges bizonyitas egy mohé algoritmus és annak elemzé-
se. Spencer 1972-ben terjesztette ki ezt a tétel k-uniform hipergrafokra a véletlen
m(?dszer segitségével. Az eredmény egy fenti tipusi alsé becslés, de a nevezében

dﬁ:g(G) szerepel. (J. Spencer, Turan’s Theorem for k-Graphs , Discrete Mathema-
tics, 2 (1972), 183-186.)

Tehat otletek szintjén nem meriil fel 0j a becslés nagyobb k paraméterekre vals
kiterjesztésében. A technika olyan, hogy ugyanaz a gondolatmenet (a racs véletlen
kiritkitasa) egyre javul6 fels§ becsléseket ad.

A cikk azzal zérul, hogy a szerzé megemlitik a javitas kivanatossagat, ahogy a
klasszikus (haromszogekre vonatkozo) esetben tértént (M. Ajtai, J. Komlés, J. Pintz,
J. Spencer and E. Szemerédi, Extremal Uncrowded Hypergraphs, Journal of Combi-
natorial Theory Ser. A, 32 (1982), 321-335). Ez a disszertéciém eredménye k = 4-
re. Sajnos ez az el6zmény nem volt szimomra ismert, amikor a kutatas/publikéci6
tortént.

4. Kérdés: Egy n > 4 csticst telitett egyszerd topoldgiai graf minden csticsanak a
foka legalabb harom. Ebbdl adédik, hogy a grafnak legalabb 1.5n éle van. Mondhaté
ennél t6bb? Hol varhaté az igazsag 1.5n és Tn kozott?

Valasz: Nem tudok erre vonatkozé eredményrél. Talan kezelhet6 probléma, hogy
a telitett grafok fokszam eloszlalasarol tobbet mondjunk mint a “minden fok leg-
alabb harom" egyszeri 4llitas. Ezen irdnyi gondolataink vezettek a disszertacié 6.4
szekcidjédhoz (local saturation). Az itt ismertetett gondolatok inkdbb negativ ered-
mények. Nem lesz egyszer altalanos allitdsokat mondani telitett egyszer( topoléogia
grafok fokszamaira.

Hogy hova varom az igazsagot? Az az érzésem, hogy szigoriian koztes lesz.

A fels6 becslés, Tn javitasat nehéznek tartom. A végs6 konstrukciénk sok ja-
vitasi lépés ered6je. Tobbszor tudtunk ligyeskedni és egy kicsit javitani korabbi
konstrunkciénkon (a kezdet az volt, hogy J. Kyn¢l, J. Pach, R. Radoi¢i¢ és G. Téth
konstrukei6jat megjavitottam). A végss topolégikus graf ezért is ennyire Osszetett.
Ennek ellenére a kiindulé J. Kynél, J. Pach, R. Radoi¢i¢ és G. Té6th konstrukei6,
illetve annak szimmetrisja ott van benne. Tal4n egy teljesen més elindulas jobb
becsléshez vezet?

Az als6 becslés javitdsan nem lepSdnék meg, ezt a kérdést igéretesebbnek tartom.

Azon viszont meglepsdnék, ha a konstrukcié és az alsé becslés kozel keriilne
egymashoz.



Osszegezve: Tippem, hogy az igazsag Tn-hez van kozelebb, de a konstans 7 nem
optimalis. A jelenlegi alsé becslésben szereplé 1.5 konstans jelentds javitasa tj,
lényegi Gtleteket kivan.

Még egyszer koszonom Tardos Gabor munkajat és pozitiv véleményét.
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ajnal Péter

Szeged, 2026. jalius 21.




