opponensi vélemény
Hajnal Péter MTA doktori disszertaciojarol

A diszerticié matematikailag nagyon érdekes, de sajnos nehezen olvashatd.
A 6 nehézség a sok-sok jelolési pontatlansaghdl fakad, amelyek jelentésen las-
sitottak abban, hogy el tudjam olvasni és megértsem a széveget. Emellett az
is problémaés, hogy bar a méasok cikkeire valé hivatkozasok nagyon pontosak,
a sajat munkdira a szerz6 sokszor egyaltalan nem hivatkozik, idénként az sem
teljesen viladgos, melyik eredmény sajét.

Nem érdemes azonban ebben birdlatban az aprébb pontatlansagokat sorol-
nom, igy a tovabbiakban a disszerticié matematikai tartalmara koncentralok.

A disszertacio egy bevezetd és hét tovabbi, kiilonb6ézé kombinatorikai témak-
ban elért, de egyarant szép és érdekes eredményeket bemutaté fejezetbdl all. A
legtobb esetben széles korben vizsgdlt, fontos optimalizdciés kérdésekben elért
élesebb korlatokrdl, korabbi eredmények javitasardl van szé. Mind a vizsgalt
téméak sokszinuisége, mind a sok kiilénboz6 alkalmazott moédszer Hajnal Péter
széles matematikai latokorét bizonyitja.

A miésodik fejezet egy alapvet6 diszkrét geometriai problémaval foglalkozik,
amit el6észor FErdés P4l kérdezett: Hény pontot kell megadni a sikon, hogy
biztosan legyen kozte n egy egyenesen, vagy n dltaldnos helyzeten, azaz gy,
hogy semelyik hdrom pont nincs egy egyenesen (a disszertdcié az ilyen pon-
thalmazt fiiggetlennek nevezi). Itt a trivialis korldtok n?/4 (ennyi pont egy
négyzetracsban nem elég) és 2n3 (ennyi pont koziil a mohé algoritmus is taldl
n fliggetlent vagy n pontot egy egyenesen). A fels§ korldtot Payne és Wood
2013-ban O(n?logn)-re javitotta. A fejezet egy tovabbi javitdst tartalmaz:
méar O(n?logn/loglogn) pont is elég. A javitishoz a szerzd Duke, Lefmann
és Rodl ,uncrowded” hipergrafos médszerét hasznilja. Ez egy nagyon hatékony
médszer, ami gyakran, mint itt is, érdekes 1j alkalmazdsokhoz vezet.

Ugyanezt az ,uncrowded” hipergrafos médszert alkalmazza Hajnal Péter a
harmadik fejezetben is, de a diszkrét geometria egy masik, taldn még hiresebb
probléméjéra, a Heilbronn héromszog probléma egy véaltozatira. -Az eredeti
probléma azt kérdezi, hogy megadhaté-e n pont az egységnégyzetben, hogy
bérmelyik hirom konvex burka (az dltaluk meghatdrozott haromszég) nagy
teriiletli legyen. Olyan ponthalmazt egyszer(i megadni, ahol minden haromszog
teriilete Q(1/n?), ennél csak kicsit jobb Komlds, Pintz és Szemerédi 1982-es
konstrukciéja. Ha viszont harom helyett négy pont konvex burkédnak teriiletét



vizsgéljuk, arra Schmidt 1972-ben taldlt egy lényegesen erdsebb konstrukciot.
Ennek a logaritmikus javitdsdt mutatja be fejezet. Bar az uncrowded hipergréfos
modszer tipikusan csak kisebb javitast tud eredményezni, hangsilyozom, hogy
egy olyan alapvetd és széles kérben kutatott problémanal, mint a Heilbronn
haromszog probléma minden apré javitdsnak nagy a jelentésége.

A negyedik fejezet egy 0-1 métrixokrodl sz6lé extremadlis problémat vizsgal.
Ilyen extremadlis problémakkal Hajnal Péter régéta és kiemelkedGen sikeresen
foglalkozik. Pater 1992-es, Fiiredi Zoltdnnal k6z6s, ugyancsak 0-1 méatrixok ex-
tremalis elméletérdl szélé cikke maig rengeteg kutatas alapjat adja. Ha szabad
egy személyes megjegyzést is tennem, tébb sajit eredményem is ebben a régi
cikkben feltett kérdéseket vélaszol meg, de maradt olyan kérdése is a cikknek,
ami azéta is nyitott. Ez a fejezet egy konkrét, diszkrét geometridbdl szarmazo,
de 6nmagéiban is érdekes, Gyarfas Andrastél szarmazé kérdést vizsgal: ugy
nevezett homogén 0-, illetve 1-lépcsék nagysagat egy adott méretii 0-1 matrixban.
Vizsgalhaté a maximum, vagy az Osszeg. Pontosabban legyen st(n, N) a maxi-
malis k, hogy minden n x N-es 0-1 matrixban van k méreti homogén 0- vagy
1-1épcest, illetve legyen stx(n, N) a maximdlis k, hogy minden n x N-es 0-1
métrixban van egy homogén 0-lépcsd és egy homogén 1-1épcsé (egyik lehet
iires is), melyek méretének dsszege k. EbbOl a mésodikat sikeriilt pontosan
meghatarozni minden n és N értékre. Az elsével kapcsolatban is érdekes rész-
eredményekrol szamol be a fejezet. Ha a 0-1 matrix messze van a négyzetestél
(pontosabban, ha N > |5n/2] — 1), akkor a triviélis st(n, N) > [stx(n, N)/2]
becslés éles és megadja st pontos értékét. Ha viszont a méatrix kozel négyzetes,
akkor trivialis becslés nem éles és a fejezetben talalunk egy er6sebb felsé becslést,
és egy sejtést, ami szerint ez mér éles. Ez a sejtés Gyarfas négyzetes matrixokra
vonatkozo sejtését altalanositja.

Az 6t6dik fejezet is 0-1 matrixokrdl szdl, de itt extremaélis helyett enumerativ
kérdésekrél van sz6. Adott méretii 0-1 matrixok leszdmoldsa, amik nem tartal-
maznal bizonyos tiltott részmdtrozokat, teljes altaldnossdgban tipikusan kezel-
hetetleniil nehéz problémékra vezetnek. A fejezetben azonban szép szdmmal
keriil bemutatésra olyan tiltott részmétrix halmaz, amik kezelhet&eknek bi-
zonyulnak. A leszdmolasi probléma gyakran az tgy nevezett poly-Bernoulli
szamokhoz, vagy azok valamelyik rokondhoz vezet. A tiltott részmaétrix problé-
méan til permutdcidk leszdmoldsi problémairdl is sz6 esik, ahol az {z | w(z) > =}
halmazra teszlink megkotéseket. A fejezetben taldlunk egyszeri kombinatorikai
bizonyitast korabbrdl ismert 6sszeflissékre, valamint szép 1j allitdsokat is.

A hatodik és a hetedik fejezet telitett topoldgiai grafokrdl szél. Egy topoldgia
graf egy egyszer graf lerajzoldsa, ahol az éleket sitkgorbék reprezentaljak. Ezek
a gorbék metszhetik egymadst, de tipikusan valamilyen korldtozast tesziink a
metszésekre. A hatodik fejezet egyszert topolégiai grafokrdl szél, itt két élnek
legfeljebb egy k6z0s pontja lehet. Taldn az els§ természetes kérdés, hogy hany
éle lehet maximum egy adott méretii egyszerll topoldgiai grafnak, de ebben az
esetben ez a kérdés trividlis: a teljes graf is lerajzolhaté egyszerii topoldgiai
grafként. A mésodik kérdés ekkor az, hogy milyen kevés éle lehet egy telitett
egyszerli topolégiai grafnak, azaz olyannak, ahol tovébbi élet mar nem lehet
behizni Ugy, hogy a topoldgiai graf egyszeri maradjon. Kynél, Pach, Radoi¢i¢



és Té6th egy meglepd eredménye, hogy mar linedrisan sok éllel is vannak telitett
egyszeri topologiai grafok. A hatodik fejezet f6 eredménye ennek javitdsa: n
csics esetén 17.5n helyett méar egy nem tul egyszert konstrukciéval 7n él is
elég a telitettséghez. Emelett a fejezet tartalmaz maés érdekes eredményeket
is a ritka telitett egyszeril topoldgiai grafokrdl. A hetedik fejezet az egyszeril
topoldgiai grafokra kifejlesztett moédszereket alkalmazza 2-egyszerd topoldgiai
grdfokra, azaz ha két élnek maximum két kozos pontja lehet. Itt is elég linedrisan
sok (nevezetesen legfeljebb 14.5n) él a telitettség eléréséhez.

Végill a nyolcadik fejezet a kovetkezd egyszert allitast bizonyitja: Ha a
sikban adottak az ellenkez6 koriiljardsu A, ... A, és B; ... B, konvex n-szogek,
akkor talalhaté egy olyan egyenes, amely minden A;B; szakaszt metsz. Az
allitas érdekességét csak noveli, hogy a természetes altalanositisa csak nagyon
erés megszoritasok mellett igaz magasabb dimenziéban.

Hajnal Péter disszertaciéja magas szinvonalon mutatja meg a szerzé attekin-
tését a kombinatérika sokszinil vildgaban és meggy6zott arrdl, hogy a szerzd
messzemenéen megérdemli az MTA doktora fokozatot. Ezért javaslom
a doktori védés kitlizését. ’

Kérdések:

Csak egy technikai, egy torténeti és két tartalmi kérdésem van.

1. Szeretnék egy listat latni az egyes fejezetek alapjat jelentd publikdcidkrol.
Be lettek nyujtva valahova? El lettek fogadva? Megjelentek? Hol?

2. Az utolsé fejezetben vizsgalt sokszoges (vagy versenyzd autdkra vonatkozd)
allitas megkapdan egyszerii. Honnan szdrmazik?

3. Ismert vagy esetleg varhat6 a Heilbronn problémaéra nagysegrendileg jobb
alsé becslés, ha négy pont helyett mondjuk tiz pont konvex burkét vizsgaljuk?

4. Egy n > 4 csticsu telitett egyszerii toplogiai graf minden csiicsanak a foka
legalabb harom. Ebb6l adddik, hogy a grafnak legalabb 1.5n éle van. Mondhaté
ennél t6bb? Hol véarhaté az igazsdg 1.5n és 7n kozott?

Budapest, 2026, julius 14.
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Tardos Géabor
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