
opponensi v1lemdny

Hajnal P6ter \ATA doktori disszert6ci6jSr6i

A diszert6ci6 matematikailag nagr,'on 6rdekes. de sajnos nehezen olvashat6.
A f6 neh6zs6g a sok-sok je1ci16si pontatlans6gb6l fakacl. amelvek jelentcisen 1as-

sitottak abban, hog1, e1 tudjam ol-,,asni 6s rneg6rtsem a szoveget. Emellett az

is prob16m6s. hogy bdr a ni6sok cikkeire val6 hivatkoz6sok nagyon pontosak,
a sajiit munk6ira a szerzo sokszor egv61ta16n nem hivatkozik, idcink6nt az sem
teljesen vilSgos. melyik eredm6irl. s6,jj.1.

Nem 6rdemes azonban ebben birilatban az apr6bb pontatlansd,gokat sorol-
nom, igy a tov6bbiakban a disszertdci6 matematikai tartalmdra konceritrdlcik.

A disszertdci6 eg1,'bevezetcj 6s h6t tor.6bbi, ktilonbozcj konibinatorikai t6m6k-
ban e16rt. de eg1.ar6nt sz6p 6s 6rclekes eredm6nyeket bemutat6 fejezetbcil 511. A
legtobb esetben sz6les kcirben r.izsg6lt, fontos optimaliz6ci6s k6rd6sekben el6rt
6iesebb korl6tokr<il. korSbbi ereclm6nyek javit6s6r61 van sz6. NIincl a vizsgdlt
t6m6k sokszinfs6ge. mind a sok kiilonboz6 alkalmazott m6dszer Hajnal P6ter
sz6les matematikai ldt6kor6t bizonvitja.

A m6sodik fejezet egy alapvet5 cliszkr6t geometriai probl6m6vai foglalkozik.
amit el6szor Erdcjs P6l k6rdezett: H6ny pontot ke11 megadni a sikon, hogy
biztosan leg1,en kozte n egy eg)'e11esen, \'agy n d,ltaldnos hel,yzeten,. azaz itgy,
hogy semelyik hdroni pont nincs egy eglrenesen (a clisszeftici6 az ilr''en pon-
thalmazt fi)ggetLennek nevezi). ltt a trivi6lis korl6tok n'2 f 4 (enrryi pont egy
n6gyzetrdcsban rlem e16g) 6s 2n3 (ennyi pont kozul a moh5 algoritmus is talSl
rz fiiggetlent \rag)- i? pontot eg\- egyenesen). A felsci korlStot Pal,ns 6s Wbod
2013-ban O(n2 log n)-re javftotta. A fejezet eg1. tov6bbi javitrist tartalmaz:
nr6r O(n2 log n1 log 1og ri) pont is e16g. A javit6shoz a szerzo Duke, Lefmann
6s Rodl ,,uncrou,clec1" hipergr6fos m6dszer6t haszn6lia. Ez egy nagyon hat6kony
m6dszer, ami g1.akran. mint itt is, 6rrlekes uj alkalmaz6sokhoz vezet.

Ugyanezt az ..urrcror,vded" hipergrdfos ni6clszert alkalmazza Hajnal P6ter a
harmadik fejezetben is, de a diszkr6t geometria eg1' m6sik, tal6n m6g hiresebb
probl6m6jrira, a Heilbronn h6romszog probl6ma egy v5ltozat6ra. Az eredeti
probl6ma azt k6rdezi. hogy niegadhat6-e i1 pont az eg-v-s6gn6gvzetben, hogy
bSrmelyik h6rom konvex burka (az 6ltaluk meghat6rozott h6romszog) nagy
teriiletti 1eg1,s11. O11.6t ponthalmazt egl,szerti megadni, ahol minden h6,romszdg

terrilete Q(tln2), enn6l csak kicsit jobb Koml6s, Pintz 6s Szerner6di 1982-es

konstrukci6ja. Ha viszont h6rom helvett n6gv pont konvex burk6nak tertilet6t
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vizsg6ljuk, arra Schmidt 1972-ben tal6lt egv l6n1.6gss., er6sebb konstrukci6t.
Ennek a logaritmikus javit6sdt rnutatja be fejezet. B'6r az trncrou,ded hipergrdfos
m6dszer tipikusan csak kisebb javitdst tucl eredm6nyezni. hangs(rlyozom, hogy
egy ol1,'an alapvetci 6s sz61es korben kutatott probl6rndniil. mint a Heilbronn
h6romszog probl6ma minden apr6 javit6snak nagy a jelentcis6ge.

A negyeclik fejezet egv 0-1 m6trixokr6l sz6l6 extremdiis probl6m6t vizsg5l.
Il1,en extrem6lis probl6m6kkal Hajnal P6ter r6g6ta 6s kiemelked6en sikeresen
foglalkozik. P6ter 1992-es, Fiiredi Zolt6nnal kozos. ugvancsak 0-1 mdtrixok ex-
trem6lis elm6let6r6l sz6l6 cikke rn6ig rengeteg kutat6s alapj6t adja. Ha szabad
egy szem6lyes rnegjegyz6st is tennern, tobb saj6t eredni6nyem is ebben a r6gi
cikkben feltett k6rcl6seket v61aszo1 rneg. de maradt oi1,an k6rd66e is a cikknek.
ami az6ta is nyitott. Ez a fejezet egy konkr6t. diszkr6t geometriS,b6l szdrmaz6.
de dnmag6ban is 6rc1ekes, Gy6rf6s Anclr6st6l szdrmaz6 k6rc16st vizsg6l: r.ig-l

nevezett h,omog6n 0-, illetue 1-l,d.pcs6k nagyseig6t egy adott rr6retri 0-1 miitrixban.
Vizsg6ihat6 a maximum, vag.v az osszeg. Pontosabban legyen st(n,1v-) a maxi-
m6lis k. hogy minden n x Iil-es 0-1 rn6trixban van k m6retri homog6n 0- \ragy
1-16pcs5, illetr,'e leg1,en sty(n,,\) a maxirn6lis k, hogy niinden n x l[-es 0-1

rn6trixban van eg]'homog6n 0-16pcs6 6s egy'homog6n 1-16pcs5 (egfik lehet
iires is). melyek m6ret6nek dsszege k. trbbcjl a mSsodikat sikeriilt pontosan
meghat6rozni minden n 6s :\r 6rt6kre. Az els6vel kapcsolatban is 6rdekes r6sz-
ereclm6n1,ekr6l sz6rnol be a fejezet. Ha a 0-1 mdtrix lnessze van a n6gyzetest6l
(pontosabban. ha,^y' > l5n,l2) - 1). akkor a trivi6lis st(n,,n{) > [sty(n.,^[)/21
becsl6s 6les 6s megadja st pontos 6rt6k6t. Ha viszont a nr6trix kozel n6gyzetes,
akkor trivi6lis becsl6s nem 6ies 6s a fejezetben tal61unk egv ercisebb fe1s6 becsl6st,
6s egy sejt6st, ami szerint ez mdr 61es. Ez a sejt6s G1'drf6s n6gyzetes m6trixokra
vonatkoz6 sejt6s6t 6ltalSnositj a.

Az tjttjclik fejezet is 0-1 m6trixokr6l sz6l, de itt extrem6lis helyett enumerativ
k6rd6sekr61 r,an sz6. Aclott n-r6retti 0-1 rndtrixok lesz6mol6sa, amik nem tartal-
rnaznal bizonyos ti,ltott rd.szm,ri,trotokat. teljes 6ltal6noss6gban tipikusan kezel-
hetetleniii neh6z probl6mzikra vezetrrek. A feiezetben azonban sz6p sz6mrnal
keriil bernutat6sra oi1,an tiltott r6szrn6trix halmaz. amik kezelhetrjeknek bi-
zon1,u1nak. A lesz6mol6si probl6ma gyakran az irgl' nevezett polv-Bernoulli
sz6mokhoz, vagy azok r,'a1amel1,ik rokon6hoz vezet. A tiltott r6szm6trix prob16-

m6n tril permut6ci6k lesz6mol6si probl6rn6ir6l is sz6 esik. ahol az {r zr(r) > :c}
halmazra tesziink megkot6seket. A fejezetben taliilunk egyszerr.i kombinatorikai
bizorif it6st kor6bbr6i ismert 6sszefiiss6kre, valamint sz6p ti dllitdsokat is.

A liatodik 6s a hetedik fejezet telitett topol6giai 916fokr61 s261. trgy topol6gi,a,
grdf egy egyszerr-i gr6f 1erajzol6sa, ahol az 61eket sikgorb6k reprezent6lj6k. Ezek
a gorb6k rnetszhetik egym6st. de tipikusan valamill,en korl6toz6st tesziink a

metsz6sekre. A hatoclik fejezet egyszerri topol6giai gr6fokr6l sz6l, itt k6t 61nek

legfeljebb egy kozos pontja lehet. Talrin az els6 term6szetes k6rd6s, hogy h6ny
6le lehet maximum eg1. aclott m6retii egyszerti topol6giai gr6fnak, de ebben az

esetben ez a k6rd6s triviiilis: a teljes gr6f is lerajzolhat6 egyszerri topol6giai
gr6fk6rrt. A m5sociik k6rcl6s ekkor az. hogy milyen kev6s 61e lehet egy telftett
egyszerri topol6giai gr6fnak. azaz olyannak, ahol tov6bbi 6let m6r nem lehet
behrizni figy, hog1, a topol6giai gr6f egvszeni maradjon. Kvnil, Pach, Radoiii6
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6s T6tli egy meglep6 erecltl6n1.e. hogl'm6r line6risan sok 6liel is r.annak telitett
eg1'szeni topol6giai gr6fok. A hatoclik fejezet fd eredm6rr--r,e ennek javit6sa: rz

csrics eset6n 17.5n hell'ett m6r eg1. nem tirl egyszen-i konstrukci6val 7n 6l is
el6g a telitetts6gliez. Emelett a fejezet tartalmaz m6s 6rdekes erec1m6n1-eket

is a ritka telitett egyszeni topol6giai gr6fokr6l. A hetedik fejezet az egyszeni
topol6giai grd,fokra kifejlesztett n-r6clszereket alkalmazza 2-eg'y,szerii toytokigi,ai
grdfokra. azazha k6t 6lnek maximum k6t kozos poritia lehet. Itt is e16g line6risan
sok (ner.ezetesen legfeljebb 1,1.5n) 61 a telitetts6g el6r6s6hez.

V6gii1 a nyolcadik fejezet a kovetkez6 egvszerii 611it6st bizoni,'itja: Ha a
sikban aclottak az ellenkez6 koriilj6r6sLi At.. .An 6s .B1 ... B, konvex n-szogek.
akkor ta161hat6 eg1, o1"v-an egvenes, atnell' tninclen Ai.Bi szakaszt metsz. Az
r{liit6s 6rdekess6g6t csak nciveli, hogv a term6szetes 6,1tal5nosit6sa csak nag),on
er6s megszorit6sok mellett igaz magasabb dimenzi6ban.

Hajnal P6ter disszert6ci6ja magas sziuvonalon mutatja meg a szerzci 6ttekin-
t6s6t a komliinat6rika sokszirni r.il6g6ban 6s meggy6zcitt arr61. hogv a szerzd
messzemen6en meg6rdemli az MTA doktora fokozatot. Ez6rt javaslorn
a cloktori v6d6s kitr-iz6s6t.

K6rd6sek:

Csak egv technikai, eg1,- tort6rreti 6s k6t tartalmi k6rd6sern r.an.

1. Szeretn6k eg1,1ist6t l6tni az eg1'es fejezetek alapjdt ielentcj pub1ik6ci6kr6l.
Be lettek ny(rjtva valaliova? EI lettek fogadr.a? \"Iegjelentek? Hol?

2. Az utols6 fejezetben vizsg6lt sokszoges (vagv versenyz6 aut6kra vonatkoz6)
5l1it6s megkap6an eg1'szer-i. Honnan sz6rrnazik'?

3. Ismert r.agv esetleg r'6rhat6 a Heilbronn probl6m6ra nagysegrendileg jobb
als6 becsl6s, ha n6gy pont hell,ett rnondjuk tiz pont konvex burkdt r.izsgdljuk?

4. trg.y* n ) 4 csircsri telitett eg1-szeni topkigiai gr6f minden csrics6nak a fbka
Iegal6bb h6rorn. Ebbcjl ad6dik, hogl'a gr6fnak legal6bb 1.5n 6le vari. \fondhat6
enn6l tobb'/ Hol v6rhat6 az igazsS.g 1.5n 6s 7n kcizott?

Buclapest. 2026, jtlius 14.

Tarcios G6bor
R6nvi A1fr6d Nlatematikai Kutat6int6zet


