Biraloi vélemény Hajnal Péter
Combinatorics, Geometry, and Order
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Hajnal Péter disszertaciéja sok fontos, szertedgazo - tobbek kézott geometriai, szamelméleti, grafelméleti
- eredményt tartalmaz. A dolgozat mégis egységes, a szép megoldasok mélyén mindig ott van a kom-
binatorika.

A disszertacio elsd fejezete egy nagyon szellemes bevezetés, ahol a szerzg felsorolja és tézisszerten
kontextusba helyezi az eredményeket, ravilagit a matematika vizsgalt dgai kozotti dtjarhatésigra.

A dolgozat mésodik és harmadik fejezete a szerzének egy Szemerédi Endrével [4] irt cikkének két
alapvetd fontossdgu tételét tartalmazza. Az 1. Tétel Erdss és Gowers kovetkezs kérdésére ad az
addig ismertnél jobb felsg korlatot. Mi az a legkisebb m = m(n), hogy akarhogy elhelyeziink a sikon
m pontot, talalunk koézottiik n pontot, amelyek vagy egy egyenesen vannak, vagy fiiggetlenek (azaz
semelyik harom pont nem kollinearis). Gowers észrevette, hogy a cin? < m(n) < can®. A fels korlatot
Payne és Wood javitottak n? logn nagysagrendiire. Hajnal és Szemerédi [4] ezt a korlatot csdkkentették
tovabb, beldttak, hogy m(n) < c3n?logn/(loglogn) (mindegyik c¢; az abszolat konstans). Az elegans
bizonyitas a geometriai kérdést hipergrafokra fogalmazza at, majd szemi-véletlen modszert hasznal [2]
nagy fliggetlen ponthalmaz megtalalasdhoz.

A harmadik fejezet Heilbronn hires probléméajahoz kapcsolédik. Vegyiink valamilyen szabalyos, zart,
egységnyi tertilet tartomanyt a sikon (legyen ez négyszog, kor, vagy szabdlyos haromszog). Erre
lerakunk n darab pontot. A pontok minden hérmasa - esetleg elfajulé - haromszoget hataroz meg. A
pontokat gy akarjuk elhelyezni, hogy a legkisebb haromsz8g teriilete minél nagyobb legyen: ennek a
Hs(n) teriiletnek az aszimptotikus viselkedése maig megoldatlan. A kérdés altalanosithaté minden k >
3-ra: tekintsiik a pontok minden k elemd részhalmazanak konvex burkat és ismét azt szeretnénk, hogy
a legkisebb teriilet minél nagyobb (Hg(n)) legyen. A probléméat szdmos kivalo matematikus vizsgalta,
tobbek kozott a Fields Medal-os Roth is tébb dolgozatot publikalt a témakérben. Hy(n)-re az Q(1/n%/?)
also korlatot Schmidt [12] illetve Bertram-Kretzberg, T. Hofmeister, H. Lefmann [1| bizonyitottak.
Hajnal és Szemerédi [4] ezt a becslést javitottak nagysagrendben egy logaritmikus szorzoval. Azaz
belattak, hogy létezik egy n elemid ponthalmaz az egységnégyzetben gy, hogy ne tartalmazzon olyan
pontnégyest, amely konvez burkdnak terilete nem éri el 5(log n)1/2/n3/2—t alkalmas 8 pozitiv konstansra.
A bizonyitas itt is szemi-véletlen modszert hasznal. Megjegyzends, hogy gyakran a log- vagy loglog-
faktoros bizonyitasok tovabbi nagysagrendi javitdsokhoz vezetnek, ezért mindkét fenti tétel attérésnek
tekinthetd.

Karolyi, Pach és Toth [5] bizonyitottak a kovetkezs szép allitast. Egy tetszdleges, dltaldnos elhe-
lyezkedésd n pontbdl dllo sikbeli P ponthalmaz dsszes ((Z)) pontpdridl kossiik 6ssze eqyenes szakaszokkal



€s szinezziik ki a szakaszokat pirosra vagy kékre. Ez az alakzat mindig fog tartalmazni nem dnmetszd,
eqyszind feszitd fdt. Gyarfas egy hasonlé Ramsey tipust probléméat kezdett el vizsgalni. Adott 2n
konvex helyzetii pont és egy egyenes, amely egyenletesen szeparélja a pontokat: A teljes paros graf élei
itt az egyenesiinket metsz6 n? dsszekits szakasz. Ezeket szinezziik pirosra és kékre. Mekkora egyszint,
nem metszd fa garantalhato?

Gyarfas és szerzdtarsai a kérdést atfogalmaztak 0 — 1 matrixokban fellelhets alakzatokra, tgyne-
vezett homogén lépcstkre, és azt sejtették, minden n X n-es 0 — 1 matrix tartalmaz n — 1 méretd
homogén 1épcsét. A negyedik fejezet tartalmazza az eddig ismert legjobb, ~ 5n/6-o0s alsoé korlatot,
amely jelentGsen javitja Gyarfasék ~ (4 + €)n/5-6s eredményét.

A nagy hatasu nyitott probléméak megfogalmazasa 6ridsi szerepet jatszik a matematikdban. Hajnal
Péter erre valo érzékenysége tiikkroz6dik a Fiiredi Zoltannal irt |3] dolgozataban. Alapkérdésként egy
n X n-es 0 — 1 matrixban szeretnénk az egyeseknek bizonyos konfiguracidit kitiltani, és azt kérdezziik,
hogy maximum hany egyes tartalmazasa lehetséges. Stanley és Wilf sejtették még az 1980-as években,
hogy azon n-hosszi permutéciok szama, amik nem tartalmaznak egy fix 7 € S permutécio-mintat,
n-ben exponencialisan sokan vannak. A [3] cikk egyik sejtése azt mondta ki, hogy ha egy permutéci6
métrix 1-einek a konfigurdciojat tiltjuk ki, akkor az egyesek szama linearis. Klazar [7] vette észre,
hogy ha Hajnal-Fiiredi sejtés igaz, akkor a Stanley-Wilf sejtés is az. Ezért, amikor Marcus és Tardos
[9] belatték, hogy a Hajnal-Fiiredi sejtés igaz, akkor az algebrai kombinatorikiban kozponti szerepet
jatszo Stanley-Wilf sejtést is igazoltak. Hozzateszem, hogy a Fiiredi-Hajnal cikk, az emlitett sejtésen
kiviil is sok szép probléméat tartalmaz, ezek sok alapvet eredményt inspirdltak. Itt kiemelném a Pach,
Tardos [10], Korandi, Tardos, Tomon, Weidert [8], Pettie, Tardos dolgozatokat. A Fiiredi-Hajnal cikk
fontossagat a tobb mint 200 hivatkozas kiemeli.

A dolgozat 6todik fejezetében a szerz elsésorban a negativ paraméterti poly-Bernoulli (és hozzajuk
kapcsolodd) szamokrol kozol 1j, érdekes egyenl@ségeket. Az eredmények e szamok kombinatorikus

A hatodik és hetedik fejezet topologikus grafokkal (graf lerajzolassal egyiitt) foglalkozik. Egy lerajzolas
szép, ha az élgorgék kozott nincs atmetszés, egyszerd, ha barmely két élgorbének legfeljebb egy kdzos
pontja van és k-egyszer(, ha barmely két élgorbének legfeljebb k kozds pontja van. Az egyszerd
topologikus grafokat telitettség szempontjabol Kyncl, Pach, Radoicic, és Toth [6] kezdték el vizsgalni
és belattak, hogy léteznek egyszerid telitett illetve 2-egyszert telitett topologikus grafok linedrisan
sok éllel. A szerz6 mindkét esetben szignifikdnsan megjavitja az egyltthatokat. Mindkét konstrukcio
rendkiviil elegéns.

Az utolsd fejezet geometriai transzverzalis egyenesekkel foglalkozik. A szerzék belatjak, hogy ha
Ay,-+- A, és Bi,--- B, sikbeli konvex poligonok, amelyek koriiljarasa ellentétes, akkor van olyan
egyenes, amelynek az A1B1, -+, A, B, szakaszok mindegyikével van kozés pontja. Az éllitas ekvi-
valens folytonos megfelelGje a kdvetkezs. Legyenek 1 és 2 konvex gorbék a sikon. Tegyiik fel, hogy
mindkét gérbén egy-egy autd mozog korbe azonos kezdd id6ponthdl indulva. Az egyik pozitiv, a mésik
negativ irdnyitasban jarja be palyajat és azonos pillanatban érkeznek vissza a kiindulé pontba. Ekkor
létezik egy olyan ¢ egyenes, amelynek az utazas teljes ideje sordn az ellentétes oldaldn tartozkodik a
két autd. Az allitds kiilondsen elegéns és els6 latasra meglepd.

A disszertacioval kapcesolatban minddssze két kritikai megjegyzésem lenne. Egyrészt a szerzé nem
hivatkozta meg mindig a sajat eredményeit. Példaul az utolsé eredmény alapjaul szolgalé Hajnal-
Szabod-Totik dolgozatra nem talaltam hivatkozast. Szintén zavard volt egy kicsit, hogy az utolsé fejezet



gy kezddédik, hogy "Proof. Theorem 15. For definiteness assume..." A t&bbi fejezet onmagaban is
olvashato, minden fejezet elején ott talalhatd egy bevezetés. Persze, a hivatkozasok az internet koraban
kénnyen megkereshetdk, és gyorsan ré lehet jonni arra is, hogy az utolsé fejezetet a szerzé - a 60 oldallal
korabban - a bevezetésben hivatkozott tételének a bizony{tasaval kezdi. Ezektsl eltekintve a disszertaciod
jol megirt, olvasmanyos: én nagyon élveztem.

Osszefoglalva, Hajnal Péter alapveté eredményeket ért kombinatorikus modszerekkel a matematika
tobb agaban. Kiemelném az Erdés-Gowers illetve Heilbronn probléma koriili eredmeényeit. Ugyanakkor
legalabb olyan fontosnak érzem 0 — 1 matrixokban az egyeseknek bizonyos konfiguraciéit tiltoé vizs-
galodasait, hiszen fontos szerepiik volt a Stanley-Wilf sejtés késébbi bizonyitasdban, és tovabbi fontos
kutatasok 6sztonzésében. Hajnal Péter eredményeit béségesen elegenddnek tartom az MTA doktori cim
megszerzéséhez, és a nyilvdnos védés kitizését a leghatdrozottabban javaslom.
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