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Extremális problémák a kombinatorika egyik klasszikus ágát alkotják. Turán Pál
1941-es alaptétele ind́ıtotta el a Turán-kérdéskört, amely gráfelméleti extremális kérdések
fontos osztálya. Természetes módon vetődtek fel extremális kérdések halmazrendszerekkel
kapcsolatban is. Ezek alkotják a dolgozat fő motivációját.

Az értekezés egy magyar nyelvű összefoglalót és 17 cikk eredményeit összegző három
fejezetet tartalmaz. A 17 cikk eredményeinek vázlatos ismertetése is meghaladja egy b́ırálat
kereteit.

A második fejezet halmazrendszerekkel kapcsolatos extremális kérdésekkel foglalkozik.
Ezeket az értekezés a mátrix nyelvezetet használva tárgyalja (mátrixok sorainak és osz-
lopainak sorrendje lényegtelen). Adott egy 0-1 mátrix, amely nem tartalmaz bizonyos
részmátrixot. Megköveteljük, hogy mátrixunk oszlopai különbözőek legyenek. Maximum
hány 1-es lehet a mátrixban? A részmátrixnak a halmazrendszeres nyelvezetben a résznyom
felel meg. Azaz tiltott részhalmazrendszerek helyett tiltott résznyomok mellett maximal-
izáljuk az élszámot. A kérdés természetes és nehéz. Kis méretű (sorok száma legfeljebb 3)
tiltott részmátixok esetében aszimptotikát, speciális esetekben pontos extremális értékeket
határoz meg a disszertáció. Kiemelem a 2.2.3. sejtést, ami az általános esetben sejti az
extremális függvény nagyságrendjét. Valósźınűnek tartom, hogy ez a sejtés további ku-
tatások ösztönzője lesz. A fejezet végén Lovász egy tételét általánośıtja a mű. Az eredeti
tétel k-uniform 3-kritikus halmazrendszerek élszámát becsli. Itt ugyanez a becslés adatik
rendezetten 3-kritikus halmazrendszerek élszámára. Azaz a feltételek kissé gyenǵıtve is
garantálják Lovász becslését. A fogalom egy további relaxiációja a part́ıció kritikus hal-
mazrendszerek. Ezekre kissé gyengébb becslést bizonýıt a disszertáció. A szerző kimondja
a sejtést, hogy a Lovász becslés itt is igaz, sőt ezzel megegyező part́ıció kritikus halmazrend-
szert meg is konstruál.

A harmadik fejezetet Frankl Péter egy sejtése fogja össze. A sejtés a legnagyobb
antilánc méretét becsüli, amely nem zúz szét k méretű halmazt. Azaz a klasszikus
Vapnik—Chervonenkis-tételt éleśıti, ha halmazrendszerünk egy antilánc. k ≤ 4 esetén
a sejtést igazolja a disszertáció. Ezenḱıvül a szerző bevezeti az egy halmazrendszer ál-
tal rendezetten szétzúzott halmaz fogalmát. Ez a Vapnik—Chervonenkis-féle szétzúzás
és a Bollobás-Radcliff-féle erős szétzúzás fogalma közé esik. Az elsőre szokatlan fogalom
igen természetes, ahogy azt tulajdonságai igazolják. A leglátványosabb alaptulajdonság,
hogy a rendezetten szétzúzott halmazok száma megegyezik halmazrendszerünk élszámá-
val. Azaz egyből adódik, hogy a Vapnik—Chervonenkis-tételben szereplő élszám feltétel
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olyan, hogy garantálja legalább k-elemű rendezetten szétzúzott halmaz létezését. Azaz a
klasszikus tétel egy erőśıtését kapjuk. Hasonló éleśıtését adja a disszertáció a Frankl—
Pach-tételnek, amely uniform halmazrendszerek VC-dimenzióját becsli (azaz megfelelő
élszám esetén garantálja k méretű halmaz szétzúzottságát): a disszertáció ugyanezen él-
szám esetén a k-elemű rendezetten szétzúzott halmaz létezéset igazolja. Az éleśıtések fenti
sora után természetes a Frankl-sejtés azon élesitése, hogy egy m elemű alaphalmaz feletti
legalább

(

m

k−1

)

+ 1 méretű antilánc rendezetten szétzúz egy k elemű halmazt (persze a
technikai feltételek mellett). Én voltam figyelmetlen, nem igaz a sejtés, vagy túl merész
az álĺıtás? A fejezet végén a dolgozat jellemzi azon halmazokat, amik alkalmas antilánccal
rendezetten szétzúzhatók. Ez önmagában érdekes eredmény.

A leghosszabb fejezet (oldalszám és az ismertetett publikációk száma tekintetében is)
a negyedik fejezet. Ebben adatbázisokkal kapcsolatban felvetődött kérdések szerepelnek.
Az adatbázis elemei egy-egy sorban vannak kódolva. Az oszlopok az egyes elemekről
nyilvántartott kategóriák (például lakhely, születési idő). Az adatbázis logikája gyakran
vezet egy implikáció fogalomhoz: egy oszlophalmaz implikál egy másik oszlopot, ha tudva
egy adat az oszlopokhoz tartozó komponenseit tudjuk a másik oszlopban felvett értéket.
Ez az implikáció definiál egy lezárási operációt az oszlopok halmazán. Ha tudunk egy
lezárási operációt, akkor szeretnénk egy olyan mátrixot megadni, amely reprezentálja ezt
a lezárási operációt úgy, hogy minden oszlophalmazhoz és egy nem implikált oszlophoz
legyen két olyan sor, amelyek az oszlophalmazon ugyanúgy néz ki, de a nem implikált
oszlopban különböznek. A reprezentáló mátrixok között a minimális számú sor egy fontos
paramétere a lezárási operációnak. A probléma nehéz, még speciális esetekben is nehéz
pontosan meghatározni ezt. A második alfejezet az ezzel kapcsolatos eredményeket foglalja
össze. Habár ezek nem a szerző eredményei egy esetben bizonýıtást is közöl a disszertáció.

A harmadik alfejezetben a mű bevezet egy általánosabb (p, q)-implikáció fogalmat. Az
(1, 1)-implikáció a klasszikus esetnek felel meg. Ez a fogalom nehéz kérdések vet fel, ame-
lyek érdekes halmazrendszerekkel kapcsolatos problémákhoz kötődhetnek, illetve kódolási
kérdésként fogalmazhatók meg. Például egy q elemű ábc felett olyan n hosszú kódszavak
halmazát keressük, amelyek közül semelyik kettő nem egyezhet meg k poźıcióban, de tet-
szőleges k− 1 poźıcióhoz található két olyan kódszó, amelyek ott megegyeznek. A vizsgált
extremális probléma: milyen nagy lehet n, ha adott q, k. Also és felső becslések adottak,
a bináris ábc esete részletesebben tárgyalt.

Végül egy diszkrepancia problémát vizsgál a szerző. Egy mátrix poźıcióihoz kell az
1, 2, . . . , m számokat úgy odáırni, hogy ha téglalapokban a lehetséges számok maximális
és minimális multiplicitásának különbségét vesszük és maximálizáljuk, akkor ez a lehető
legkisebb legyen (egy téglalap egymást követő sorok és egymást követő oszlopok talákozá-
saiban lévő poźıciók). A problémának gyakorlati motivációját adja a szerző, de önmagában
is érdekes kérdés. A disszertáció léırt egy m×m méretű mátrixot Θ(log m) diszkrepanciá-
val. A konstrukció egy alkalmas latinnégyzet.

Az értekezés nem csupán publikált cikkek összefűzése. A szerző többször ismertet ko-
rábbi eredményeket, melyek az új technikák, problémák gyökereit adják. Így a disszertáció
inkább egy enciklopédikus összefoglalása a tárgyalt kérdésköröknek mint különböző cikkek
salátaszerű összevágása.
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A szokásos újabb és újabb tételek sorát megszaḱıtja egy-egy sejtés, illetve új foga-
lom. Kiemelem a második fejezet 2.2.3. sejtését, illetve a harmadik fejezetben bevezetett
rendezetten szétzúzott (ordered shattered) halmaz fogalmát. Ez a sejtés, illetve fogalom
már további kutatásokat ösztönöz (lásd a Gröbner-bázisok témaköre), valósźınűśıthetően
a jövőben is hasonlóan fog hatni. Egy jó sejtés, illetve a megfelelő fogalom kikristályośıtása
gyakrabban nagyobb lépés mint egy nem annyira központi eredmény bizonýıtása.

A halmazrendszerek extremális elmélete egy öszetett kérdéskör sok technikával, ame-
lyek közül néhány már külön monográfiát is megérdemel (például lineáris algebrai mód-
szer). Sali Attila ezen módszerek jó ismerője. Változatos módszerekkel éri el egy-egy prob-
léma esetén a legélesebb eredményeket. Gyakran klasszikus, lezártnak tekinthető tételekről
deŕıtette ki, hogy szélesebb körben is igazak. Máskor teljesen új területeken alkalmazza a
halmazrendszeres technikákat.

Csupán néhány — a megértést nem akadályozó — eĺırást találtam, melyek többsége
a magyar nyelvű összefoglalóban található.

Az eredmények közül jó néhány a témakör legjelentősebb folyóirataiban lett pub-
likálva, a vizsgált kérdéskörök elméletéhez jelentős hozzájárulásokat jelentenek.

A fentiek alapján javaslom a nyilvános vita kitűzését és javaslom az Akadémiai doktori
ćım odáıtélését.

Szeged, 2010. november 13.

Hajnal Péter
opponens

SZTE, Bolyai Intézet
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