Valasz Frankl Péter opponensi véleményére

El6szor is szeretném megkoszonni Frankl Péternek igen alapos opponensi
munkajat. A birdlat els0 bekezdésében emlitettekre ugyanaz a valaszom,
mint Gyérfas Andrés megjegyzésére. A disszertaciéo megirdsanal az a szem-
pont vezetett, hogy egy kozos motivumra felflizheté eredményeket gyiijtsem
egybe.

Valasz az els6 kérdésre. A particio-kritikus hipergrafokrol szolé kérdésre
a disszertacio megirasa ota sikeriilt valamilyen értelemben vélaszt taldlni.

Jelolje
f(n, k) = (Z:i) + (Z:;) +...+ (ngl)

a 2.5.5 Tételben bizonyitott felsé korlatot. Ekkor a rendezett 3-kritikus
hipergrafok maximalis méretére adott (kfl) korlat nagysdgrendje f(n,k) —
O(n*¥=3). Fiiredi Zoltannal kozos nemrégiben kozlésre benytjtott cikkiinkben
sikeriilt tobb konstrukciét is adnunk olyan particié kritikus hipergréafra, mely-
nek élszdma f(n,k) — O(nf~*) amennyiben k rogzitett és n — oco. Ez
bizonyitja, hogy a particié-kritikus feltétel ténylegesen gyengébb, mint a
rendezetten 3-kritikus feltétel. Az egyik konstrukcié az n elem@i halmaz
részhalmaz haléjanak egy Greene és Kleitman &ltal adott rendkiviil elegans
szimmetrikus lanc felbontasan alapul.

Az Ay C Ay C ... A C {1,2,...,n} ldnc szimmetrikus ha |A;| + 1 =
| A @ = 1,2,...,t — 1 és |Ay] + |A| = n. Egy n hosszisagu jobb- és
balzardjelekbdl allé sorozatot rendeliink minden A C {1,2,...,n} részhal-
mazhoz. Jobbzardjel all az i-ik pozicion ha i € A, balzaréjel all az i-ik
helyen, ha i ¢ A. Ezeket a zardjeleket a szokdsos moédon parositjuk, amig
van olyan parositatlan balzardjel, amelyik parositatlan jobbzardjel el6tt all.
A parositas végeztével a parositatlan zardjelek sorozata néhany jobbzardjelel
kezdodik, majd balzardjelekkel folytatodik. Azok a halmazok alkotnak egy
szimmetrikus lancot, melyekben pontosan ugyanazok a zardjel parok vannak
parositva.

Ezt a konstrukciét a {2,3,...,n} alaphalmazon hasznaljuk, {1,2,... n}
helyett. Az A C {2,3,...,n}, |A| = k — 2 részhalmazhoz jeldlje p(A)
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azt a 2 elemi részhalmazdt {2,3,... ,n}-nek, amelyre teljesiil, hogy A U
p(A) halmaz a k elemii részhalmaz A zéaréjeles konstrukciéval kapott szim-
metrikus ldncdban. A particié kritikus hipergraf £ élhalmaza harom hal-
maz diszjunkt unidja lesz & = 1 UE o U & 3. &1 = {AU{1}: A C
{2,3,....n}, |Al = k =1}, &0 = {AUp(A): A C {2,3,...,n}, |4 =
k—2és|AN{2,3,...,k+2} <1}. Végezetill, &_3 a {5,6,...,n} alaphal-
maz azokbdl k elemi részhalmazaibdl all, amelyek ezen alaphalmaz részhal-
mazainak szimmetrikus lancfelbontasdban azon k£ — 2 elemii részhalmazok
lancaiban vannak, amelyek tartalmazzadk az 5 elemet. fgy minden E € &,_;
élnek van egy sajat k — i-elemii f(F) részhalmaza, nevezetesen E € &1
esetén f(F) = E\ {1}, E = AUp(A) € &5 esetén f(E) = A, végiil
E € &._3 esetében ha a k — 2-elemit GG részhalmaz szimmetrikus lancaban
van, f(E) =G\ {5}. A partici6 kritikus tulajdonsdghoz tartozé felbontédsok
a kovetkezéek. E € &_; esetén E = f(E)U (E\ f(F)) és az [n| alaphalmaz
E élhez tartozo particidja [n] = ([n]\ (E\ f(E))U(E\ f(E)). Az éleket ugy
rakjuk sorba, hogy F € &_; el6bb jon mint F' € &,_; hai < j, egy osztdlyon
beliili élek sorrendje tetszoleges.

Tegyiik fel, hogy |[A| = k —2 és [AN{2,3,...,k+2}| < 1. Ekkor
p(A) C{2,3,...,k+2}. Tovabbd, p(A) N{2,3,4} # 0.

Valéban, legfeljebb egy A elemeinek megfelel$ jobbzardjel all az elsé k+1
helyen. Tovébba, legfeljebb k& — 2 balzardjelet parositottunk A jobbzard-
jeleihez. Ez Gsszesen legfeljebb k — 1 zardjel poziciot foglal el az elsé k + 1
helyen, tehat van legalabb 2 péarositatlan balzardjel, amit sorban jobbra lehet
forditani, hogy megkapjuk p(A)-t. A méasodik allitas bizonyitdsa egyszerti.

A([n]=A{1,2,...,n},& = E_1UE—2UE_3) hipergraf a fentebb definialt
particiékkal particié kritikus.

Valoban, tekintsik az E, F € & éleket ahol E elébb van az élek sor-
rendjében, mint F'. Azt kell ldtnunk hogy az [n]| alaphalmaz F' élhez tartozd
particiéja nem vagja szét az E élet eloirt médon. Ha mindkét él &_;-beli
vagy mindkét él &;_s-beli, akkor ez konnyen lathaté. Ha mindkét él & _»-
be tartozik, akkor legyen £ = AU p(A) és F' = B U p(B). A definicié
alapjan p(A) ¢ B tehdt E N f(F) = EN B # p(A). Masfeldl, vildgos, hogy
ENf(F)=ENB # A, tehét az F-hez tartozé particié nem az el6irt médon
vagja szét E-t. Ha E € &,_; és F € &,_; ahol i < j, akkor |f(E)| > |f(F)],
tehat £ N f(F) # f(E). Masfeldl, ([n] \ f(F)) N E tartalmaz E \ f(E)-beli
elemet, mégpedig. ez az elem 1, ha 1 = 1, és 2, 3,4 egyike, ha i = 2.

A hipergraf mérete |Ex_1| + |Ex—2| + |Ex—3], ahol |Ex_1| = (Z:i), |Ek_2| =
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A jobboldal nagysdgrendje O(n*~*) régzitett k-ra.

Valasz a masodik kérdésre. A kérdésben felvetett diszjunkt halmaz-
héarmasokra valé bontas a Kneser-graf csucshalmazanak felbontasat jelentené
csucsdiszjunkt haromszogekre, gy, hogy a haromszogek kozott valamilyen
metszési feltételekbol adodd megszoritas van, hasonléan a 4.3.25 Tételhez.
Minden megszoritas nélkiil Corradi és Hajnal 1963-ban bizonyitotta, hogy ha
egy n csucsu graf minimalis fokszama legaldbb %n, és n oszthaté harommal,
akkor ilyen felbontas létezik. Ha diszjunk halmaz t-esekre akarndank bontani,
akkor a kiindul6é pont az a 1970-bdl valé Hajnal-Szemerédi tétel lenne, misz-
erint %n minimalis fokszam esetén ha t|n, akkor a cstcshalmaz paronként
diszjunkt ¢t méretli klikkekre bonthaté. Amig azonban a 4.3.25 Tétel Dirac
tételének viszonylag egyszerii bizonyitasaba ,,épiti bele” az extra metszetfel-
tételt, addig itt a Corradi-Hajnal, illetve Hajnal Szemerédi tételek rendkiviil
bonyolult bizonyitasat kéne adaptalni olyan esetre, amikor egy masik graf,
a metszet feltételek grafja is adott, és az kizarja bizonyos klikkek egyiittes
valasztasat. Ilyen szempontbol nem tartom esélyesnek a kérdésben felvetett
kiterjesztést. Noha Kostochka és Kirstead 2008-ban adott egy ,,rovid” bi-
zonyitast a Hajnal-Szemerédi tételre, az a mi szempontunkbdl még mindig
tual bonyolult. Egy tovabbi ,,érv” a kiterjesztés esélytelensége mellett, hogy
ha t-t egészen n/k-ig noveljiik, akkor a Baranyai-tételt kéne élesiteniink olyan
értelemben, hogy az ott szerepld kiilonbozo particék egyes osztalyai kozott
valamilyen metszet feltételt is kikotnénk.

Mégegyszer szeretném megkoszonni Frankl Péternek a pozitiv véleményét
és a disszertaciom biralatara szant idejét.

Budapest, 2010 december 1.

Sali Attila



