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Bevezetés

| A kikotsts drbocok rendkiviil karcsti saerkezetek, haszndlati dllapotban (tehdt olyan fer-
helés hat4s4ra, amelyre méretezték Sket ) mis magasépitési sserkezeteknél nagysigrenddel
| nagyobb elmozdulisokat végesnek. Ilyen tipusi sserkezetet illusstrdl az elsd dbra:

1o o T 'tsoméponfok

kitelek

" -
e ——

megtdmasztdsok

1. ABRA: A SZERKEZET ELRENDEZESE

" A kikdtstt drbocok t6nkremenetelének okait t4rja fel LATHO (1987) 30 évre visszatekintd
adatgyljteménye, melyben t3bb, mint 40 4rboc tonkremenetelének okat és kdrtilményiet
#ﬁlli idérendi sorrendben, t4blizatosan. Mivel LATHO (1987) t4bldzata nehesen hoszaé-
férhet8, esért (fiiggelékben) kdzsljtik. LATHO adatai arra mutatnak, hogy a tSnkrementel
okai (a gyakoris4g sorrendjében): jegesedés, belengés, statikus =2é] és kdtél dtvigisa. Eszek
a hatésok terméssetesen kombinilédhatnak is. A felsoroltak alapjin megillapfthatjuk,
hogy a statikus teher hatésira bekdvetkezd tSnkremenetel a gyakorlat szempontjabél
igen lényeges. Egyel6re nem ismert, hogy as ilyen okbél deszeomlott tornyok vajon sta-
bilit4s-vesstéssel, vagy més médon mentek t3nkre. Ennek felderftése, illetve Snmagéiban a
megengedhet statikus teher nagysigénak megillapftdsa a mindenképpen a pontos (har-
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Bevesgetés 5

madrend{) elmélet alkalmaz4sst teswi szikségessé, hisgen, mivel mar hasznilati dllapotban
elég nagy elmozduldsok j8hetnek létre, a stabilit4si hatirig olyan nagységrendf eltoléd4sok
és elforduldsok is felléphetnek, amelyek m4sodrendfi elmélettel sem kezelhetdk: Erdekes.
szerkeset-tervezési kérdés az 4rbocok tokéletlenség-éraékenysége, melyhes ngyancsak a sta-
bilitdsi hatdr megéllapft4sa sslikséges.

Az IASS (Int. Ass. for Shell and Space Structures) ajdnlésa (ldsd (LAIHO, 1987) alatt)
alapjn az egyes nemseti szabvinyok (FINNORSZAG, 1980; CSEHSZLOVAKIA, 1982) is
- egymds utdn vezetik be ast a méretezési el3frist, mely sserint a t8bb ponton megfogott
irbocok esetén egy kitél elssakad4sa esetén is igazolni kell a szerkezet illékonysigit. .
Esen elbirés oka, hogy LATHO adatgyfijtésében szdmos bessdntott, illetve repiilégép 4ltal
elszakitott k3té] hat4sira daszeddlt drboc szerepel. A k3tél ssakadss ut4ni illapotot a szab-
vényok sgerint statikai és dinamikai szempontbél egyarént meg kell vizsgilni. A statikai
izsgilindl virhaté, hogy a rendkiviil nagy koncentralt vizszintes terhelés hatdsira ag srboc
olyan nagy elmosdulésokat véges, melyek ismét csak harmadrendf elmélettel kdvethets-
ek. Nem érdektelen, hogy a fisikai nemlinearit4s milyen mértékben médositja a szerkeset
erGjatékat. Eat a problim4t vissgilja korl4tozott elmosdulisok esetén ZOLEV et.al.(1986)

A harmadrendfl elmélet alkalmasdsira példa més szerkeseten katélh4lok allapotviltoss-
sénak vizsgdlata (ROLLER (1965), valamint SZABO és KOLLAR (1974)). Az utébbi
kdnyvben a teljes szerkeset szémftdsira ,vegyes® médssert vesetnek be a sgerzok, amely
szerint a kisebb elmosdulisokat végzd peremet misodrenddl, a katélhdlét pedig harmad-
rendfi elmélettel sadmoljdk. Eat as eljsrast a kikiststt srbocokn4l nem lenne célszerd alkal-
masni, mert it} as drboc nagy elmozdulsaira is fel kell késgiilniink. As értekezés egyik célja
kikdtdtt drbocok nagy elmosdulisainak, illetve teljes egyensilyi dtjinak szdmft4sa harma-
drentgﬁ elméleitel. A ,tisztaharmadrendd elmélet alkalmasdsa azonban t3bb nehézségbe
is fitkdzik. ‘ '

A kikot8tt drbocok két eltérs tipusd szerkeseti elembél llnak : kdtelekbdl &s ag 4rbocbél.
Esen elemek modellesésére a harmadrendfi elméletben a telies geometriai nemlinearit4st
figyelembe vevd differencislegyenleteket kell alkalmazni. Bir mindkét sserkezeti elem
lefrésdra voltak ilyen tfpusi egyenletek, a statika egeket killsn fejezetben tirgyalta és
nem volt tisstizott as egyenletek kdzotti kapcsolat, ez pedig alapvet§ feltétele egy el-
lentmond4smentes matematikai modellnek. Tov4bbi probléma, hogy as emlitett diffe-
| rencidlegyenletek fisikai nemlinearit4st nem vesznek figyelembe. A fentiek illusztrilisira

rdviden 4ttekintjiik a témakdr irodalmit.

Vonalkontinuumok nemline4ris vizsgilatéval J. BERNOULLI (1694) kezdett foglalkogni,
| meghatdrozvin a sfkbeli, hajlftott (hizds-nyomdsra és nyfrisra merev ) rid egyenletét.
| Az ebben az egyenletben talilhaté téves konstansot D. BERNOULLI javaslatira EU-
LER (1744) korrigilta, levezetvén az ,elasstikn® egyenletet. Az elasstika egyenlet egyik
legatfogébb numerikus vizgsgilatit SAALSCHUTZ (1880) végeste el. Késdbb KIRCH-
HOFF (1897) rdmutatott a matematikai inga és az elasatika kdsstti analégidra. LOVE
(1027) réssletesen elemeste az analégist, és e sgempont sgerint osstilyosta as elasztika in-
| tegralgdrbéit. A KIRCHHOFF $lial felfedezett és LOVE 4ltal részletesen feltirt analégia
alapjin EL NASCHIE (1989) mutatott r4, hogy a koss jelenségek nem caak id8ben (di-
namikai rendsserek), hanem térben is léirejohetnek. A kioszelmélet ma még f&ként di-
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| namikai rendsserek megjésolhatatlan viselkedését vizsgélja (DEVANEY, 1987), és megmu-
| tatja (MOON, 1987), hogy ilyen jelenséggel mar olyan rendkfvil egysgerfi rendszerben is
talslkoshatunk, mint as imént emlftett matematikai inga. A KIRCHHOFF-analégia és EL
NASCHIE elmélete nyomin méd nyflhat ezen érdekes jelenségek id6t3] fiiggetlen, térbeli
vissgilat4ra, ha a specidlis t6kéletlenségekkel rendelkesd elasstika egyenletet megoldé nu-
merikus apparitus a kesiinkben van (DOMOKOS, 1988b és 1089f). Az elasatikdval kapcso-
latos Gjabb vissgslatok irodalm4t elemsi EISLEY (1963). Esek t8bbségiikben kongoltarté
lehajl4sst vissgdljdk. As djabb irodalombdl killon figyelmet érdemel STERN (1979) és
(1984) munkéja, melyben as elassiika kiilsnb3s8 megolddsait elemsi. STERN nem hi-
vatkosik SAALSCHUTZ (1880) kdnyvére, és réssben ehhes igen hasonld 4brikat kozdl.
Vissgilatai asonban tdlmutatnak SAALSCHUTZ mivén, ugyanis egyrésst seimitégépre
t4masskodva kool rendkivill alaposan kidolgozott Ssssehasonlit szimit4sokat, mésrészt
a numerikus eredményeket fényképpel is dokumentslt kisérletekkel veti Gesge.” A szersd
nem figyel fel a két ridvégi csuklé fedésbe keriilésekor keletkesd szingularitdsra. Est a
problémst a 2.2.3 alpontban fogjuk megvizsgdlni.

PFLUGER (1950) as elasstikén4l némileg 4ltalincsabb problém4t visegil: csak nyirdsra
tekinti merevnek a sfkbeli rudat. Az egyenstilyi feltételt két misodrendd, implicit diffe-
rencislegyenlet formsjsban fogalmazaa meg, majd as elfordulis mint v4ltosé bevesetésével
egy mésodrenddl, explicit alakra hozhaté egyenletre jut. Szintén nyfrdsra merev rudakat
vissgil CLEMENS (1983), elsdsorban stabilitds sgempontjsbSl. Részletesen foglalkozik a
forgatématrix sgerkegetével, de nem vildgit rd a killonbd2d dimensiékban értelmegett for-
gatémitrixok kégditi kapcsolatra. A rid geometridjst klassaikus differencislgeometriai
médsserrel tirgyalja. A rid Ssezenyomhatésiginak hatdst elemsi numerikusan KOKA-
RAKIS és BERNITSAS (1987). Korl4tosottan nagy elmozduldsok esetén hasonlftja Sesze
» kiildnbbs8 koselitd médasereket a PFLUGER 4ltal kosolt Sltalénosftott elasstika nume-
rikus megold4s4val KOUNADIS és MALLIS (1988).. '

A vonalkontinuum mésik i4lis esete a kotél. A lincgdrbe egyenlete mir LAGRANGE
(1788) elStt ismert volt. !%qnnél jéval 4ltalinosabb problimit is vissgélt:levegetie as
ltalinos teherrel terhelt, térbeli, tSkéletesen hajlékony, nyirisra merev, tengelyirnyban
rugalmas kotél egyensilyi feltételét as anyagegyenlet réasletesebb megaddsa nélkill. As
egyensilyi feltételt varidciés elven fria fel, a l4nc esetében as fvhoses nytdjthatatlansigdt -
a réla elnevezett multiplikitorral vette figyelembe. Megallapftja, hogy a variiciés fela-
dat alapj4t képesS funkcionsl a rugalmas kotél és a l4nc esetében analég. A rugalmas
k5télnél a terhet a megnytlt fvhosez sgerint tekinti adotinak. Erre as esetre nem vezeti
le a varidciés feladathos tartosé differenciflegyenletet. A LAGRANGE 4ltal vissgilt
problém4nak mérndki szempontbdl érdekes speci4lis esete, amikor a kdtelet csak sajét
siilya terheli. Ekkor egyetlen skaldr differenciflegyenlettel megadhat as egyensilyi alak.
Ennek az egyenletnek egy partikulris megold4sst mutatja be EGERVARY (1054), magét
as egyenletet azonban nem adja meg. Ugyanest a megold4st vissgdlja numerikusan VER-
MES (1986). Implicit, fvhossz sserinti differencislegyenlet-rendsser forméjiban tirgyalja
a feladatot DICKEY (1976), é2 kvalitative osstilyozsa a megolddsokat. A csekély hajli-
témerevséggel rendelkes8, tengelyirdnyban merev kdtelet elemsi numerikusan WANG és
WATSON (1982). Kdtelekkel merevitett sserkesetek resgésével kapesolatban vizsgilja a
fessftSkotelek nemlinesris viselkedéeét KOLLAR (1972) mésodrendd elmélettel.
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As elasstika és a rugalmas k5té] egyenleténél jéval 4ltaldnosabb problimit targyal kony-
vé-ben CLEBSCH (1862). Annyi megszor{t4st tess csupn, hogy feltételezi a fisikai linea-
ritdst, és a vonalkontinuum kesdeti alakjit és onfessiiltségeit csak meglehetdsey speciilis
esetben tudja figyelembe venni. Feltételesi tovibb4, hogy a fajlagos merevségi métrix di-
agondlis. CLEBSCH nem vissgdlja as 4ltala levesetett egyenletrendsser kapcsolatdt a
kdtél-egyenletekkel. A CLEBSCH-egyenleteknél elemsi a h8mérséklet-valtosss hatdsst
KLINGER (1942). Ugyanesen egyenleteket sltal4nosftja késSbb kismértékben SCHRO-
. TER (1972), megengedvén, hogy a csavarisi kBséppont ne essék egybe a silyponttal.

Munkéjéban numerikus eredményeket és szdmftégépi program-réssleteket is kdsdl rudak
szimitdsdval kapcsolatban. (A tov4bbiakban az ®n dimenziés vektorra vonatkosé® jelzd
helyett az “n dimenziés* jelzdt hasaniljuk.) As 4ltala Sltaldnosttott differencidlegyenleteket
a 3 dimensids esetben egy elsdrendfl, 12 dimenzids differencidlegyenletben foglalja Gasze,
amely lényegében a CLEBSCH-féle egyenletek &tfrdsdnak tekinthetd. Kételekkel vizsgila-
téval - CLEBSCH-hez hasonléan - nem foglalkozik.

SCHROTER-hez hasonléan AHRENS (1969) is 12 dimensids, elsdrendd differencilegyen-
- letre jut. Réssletesen foglalkosik a rugalmas 4gyasdssal. Csak linedrisan rugalmas anyagot
vizsgdl, és a rid kesdeti alakj4ra illetve Snfesstiltségeire korldtogdsokat tess. Katelekkel &
sem foglalkosik. BURGERMEISTER , STEUP és KRETZSCHMAR (1957) eredményeit
tovibbfejlesstve GASPAR (1976) as tviteli métrixok médsserét alkalmazza vonalkon-
tinmumok vissgilatéra. Dolgosatéban csak a végein terhelt ridra frja fel a differenci-
dlegyenletet. Mddszerének elénye CLEBSCH vizsgilataival szemben, hogy a kezdeti alakot
korl4toz4s nélkiil figyelembe tudja venni, as alkalmasott ssimbolika révén as Osssefiiggé-
sek tetszBleges dimenzitban igagak, a fajlagos hajlékonysdgi mitrix nem ssikségaserfi-
en diagondlis és a feladat numerikusan (sa4mftégéppel) lényegesen kdnnyebben kezelhets.
GASPAR egysserlisfts feltételesdse (csak ridvégi koncentrlt teher) révén elsSrendd diffe-
tencidlegyenlet-rendsserre jutott ssemben CLEBSCH m4sodrendfi egyenleteivel.

As 1. fejeset célia GASPAR apparitusinak kiterjesstése a CLEBSCH iltal vissgdlt
probléméra olymédon, hogy elvileg a figikai nemlinearits is figyelembe vehet8 legyen.
Ktiln feladat a line4risan rugalmas anyag esetére felfrhaté Ossgefliggések vizsgilata. A
kitfizdtt célok érdekében be fogjuk vezetni ag ismert 4tviteli matrix fvhosss szerinti de-
riviltjdh, ezzel dltaldnosfiva as eddig csak véges tdvolsdgokra alkalmazott 4tviteli métrix
fogalmét. Meg szeretnénk vizsg4lni, hogy as alkalmagott differenciflegyenletek rendjének
van-e mechanikai tartalma, vagyis a fisikai megértés szempontjsbél kdzdmbds-e, hogy egy
d-dimenziés m4sodrendf egyenletet, vagy annak CAUCHY-4tfrissval kapott (matemati-
kailag ekvivalens) 2d-dimensis elsérendfl egyenletet vizsgilunk.

As elemi statika és ssilsrdsigtan t5bbségében olyan problémakat tdrgyal, amelyek egy ex-
plicit, akal4r differencislegyenlettel megadhaték, és amelyekbd] rdad4sul ag fvhossz ki is van
kilszSbolve. Tov4bbi célja ag 1.fejezetnek hogy ezen ismert egyenletek és az 4ltaldnos egyen-
let k30tti Geszefliggést tisatdsza. Megkiséreljilk levesetni a sfkbeli, tengelyirdnyban rugal-
mas k5tél egyenletét is. Célunk , hogy essel megmutassuk, misserint 2 rudak és kotelek
(as elemi sgildrdsigtanban) egységes elmélettel keselhet8k, tehit az itt levezetett egyen-
letekbd] felépftett matematikai modell ellentmond4smentes. As egyes specidlis eseteknek
az 4ltalinos egyenletbd] valé levezetése t3bbek kozdtt egyértelmvé tessi, hogy melyik
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| egyenlet milyen kzelftést tartalmaz. Az Sltalunk hasznilt (tehst as elemi szilirdsigian
feltételeséseit elfogadd) modell és m4s, 4ltalénosabb ridmodellek kapcsolatit mutatja be
ANTMAN (1976).

A harmadrendfl elmélet alkalmazdséval kapcsolatos tovabbi probléma, hogy a fagy el- -
mosdulisok lefrisira olyan apparitusra van ssilkség, mely az egyensilyi utat egy véges
dimensiés térben vizsgdlja. Eat as irodalomban 4ltaldban figy valésitottdk meg (THOMP-
SON és HUNT, 1983), hogy a vizsgdlt figgvény harmonikus sorfejtésének els§ véges sok
tagjét tekintették. Arra asonban, hogy hiny tagot kell tekinteni, ha globslisan vizegaljuk
as egyensiilyi utat, nincs matematikailag alitdmasstott, sltalénos érvényfi szabily. A 2.
fejeset célja egy olyan apparitus kiépftése, mely matematikai garancidval lehetévé tessi
as 1. fejegetben targyalt vonalkontinuumok egyensilyi dtjainak globalis lefrdsit véges
dimensi6s térben.

As elsb két fejesetben kiépitett matematikai modell nem vizsgalja a szerkeset elrendezésébdl
adéds lehetBségeket és problémskat. A kik&tdtt 4rbocok egyik legszembestldbb tulaj-
donsiga, hogy diszkrét forgssi szimmetrisval rendelkeznek. As ilyen jellegil sserkesetek
ssimit4sinil gyakran as okozza a gondot, hogy a szerkegetre jellemzd valamely fliggvény
(pl. merevségi operdtor) csonkold TAYLOR-sora nem tfkrdzi az eredeti szerkeset szim-
metria-tulajdonségait (HATHOUT et al. , 1979). A 3. fejeset ast vizegdlja, hogy milyen
feltételek szabhaték a figyelembe veendd TAYLOR-tagok rendjére, ha a csonkolt sortél is
elvérjuk as eredeti szerkezet szimmetridit. A levezetett tételeket ebben a fejezetben egyéb
gserkeseteken, analitikus példdkon illusstriljuk.

A 4. fejesetben keriil sor as elsd hérom fej esetben kidolgozott appardtus alkalmasdsira as
4rbocok szdmitisinal.

A makirodalomban ssémos munka foglalkosik kikatott srbocokkal. A méretezési gyakor-
latban elterjedt, rugalmasan 4gyazott, tengelyirdnyban merev, hajlékony tarté modelljét
mér FAURE (1931) is hassnélja, elsSként agonban BLEICH (1933) tirgyalja kimerftGen.
Mivében hirom- vagy négysseres szimmetridval rendelkesd sgerkezeteket vizsgil.A kdtél-
végek nemline4ris er8-eltolédss diagramjst egy egysserisftett sfkbeli modell alapjén veseti
le. A h8mérséklet-viltosishél ssirmasé igénybevételeket is figyelembe vesai. Harmadrend i
cildikus sgimmetrisval rendelkez8,t5bb ponton megfogott drbocot vizsgél ugyaneszen modell -
alapj4n kimerft8en ZIESEL (1958). A kikdtott 4rbocok gyakorlati tervezésével kapcsolatos
statikai szémit4sokat foglalja Bssze a mésodrendfl elmélet alapjén PETERSEN (1970). A
koteleket paraboldval kdgelti é2 a rudat egyesnek tekinti SCHEER és ULLRICH 51978). A
kibelek merevségi tulajdonsdgait visegilja nemlinedris elmélettel SKOP (1979). Harmad-
rendfi elméletet alkalmas, de a vizsgilatokat a sfkbeli modell korldtozott elmozdul4saira
sxlikiti ROSENTHAL és SKOP (1980). Véges-elemes megkdzelftést alkalmaz GODBOLE,
KRISHNA és KHANDEKAR (1985). Az utébbi években eldtérbe kerilt a stabilitis és a
posstkritikus viselkedés vizsgélata is. A koteleket line4ris rugékkal helyettesfii CHAJES
és CHEN (1979). Meghatérosza a 3 ill. 4 kotéllel egy csomépontban megfogott szerkezet
linedris kritikus terhét. A kdteleket hizott 4llapotban szintén linedris rugdkkal modellesi
HEGEDUS (1988). Figyelembe vessi a kotelek rugalmatlan elernyedését is , és a sfkbeli
(2 kdteles) modell viselkedését tarja fel a kezdeti posstkritikus viselkedésig. As linedris
rug6kkal megtimasstott merev rid viselkedését t3bb munka is t4rgyalja. A 3 szimmetriku-
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san elhelyesett rugé esetés THOMPSON és GASPAR (1977) , az n rugés esetet GASPAR
(1978) elemsi a katasstréfaelmélet alapjén. Ugyancsak a katasstréfelmélet szemazdgébdl
végei vissgilatait SAMUELS (1980) , de nem kdveteli meg a rugbk szimmetrikus elren-
desését. Kesdeti possthritikus viselkedést vizsgsl egy csomépontban megfogott &rbocok
esetén FISCHER (1988).

A 4. fejesetben elfsadr a ridsserkesetek egyensilyi feltételét fogalmazguk meg a har-
* madrenddl elmélet sgerint, majd ssimpéldskat mutatunk be nagy elmosduldsok nyomon-
- kbvetésére az 1., 2. és 3. fejezetben kidolgozott appardtus segitségével. A bemutatapdd
§ltaldnos, harmadrendfl ss4mft4si modell lehet8séget bistostt az imént felsorolt, kiildnbsz8
kbaelftéseket tartalmasé médsserek hib4inak ellendraésére. ’

.



1. fejezet: o :

A differenciélegyenletek

‘szarmaztatasa

-

A kotelek és az drboc modelljéiil szolgalé egydimenzids (vonal-) kontinuumok differencial-
egyenleteinek szarmaztatdsandl az elemi szilardsdgtan szokasos feltételezéseibdl indulunk

ki:
- A kontinuumot infinitezimalis vastagsdgi merev szeletek rugalmasan kapcsolt lancolata-
ként kezeljiik.

- A szeleteket kapcsolé rugdk dolgozhatnak hizds-nyomds, nyirds, hajlitds vagy csavaras
ellen. ‘

- A rugdk linearitdsat nem koveteljitk meg.

1.1 Az altalanos egyenlet

Célunk olyan egyenlet levezetése, mely 1, 2 és 3 dimenzidban egyarant alkalmazhatd. Az
egyik lehet8ség az volna, hogy mindent 3 dimenzidban vezetiink le és késébb a megfeleld
véltozékat elhagyjuk.- A mésik lehetdség, hogy n-dimenziés (n < 3) egyenletet Vezetiink
le, melybe barmely n behelyettesithetd. Az utébbi médszer elénye, hogy taldn jobban
feltdrja a kiilonbéz8 dimenziéban felirt egyenletek koz8s vondasait és sziikségtelenné teszi -
az ismert, de hosszadalmas 3 dimenziés képletek kozlését, mivel a késGbbiekben elsésorban
2 dimenzids eseteket fogunk targyalni.

1.1.1 A statikai egyenlet

Egy merev test mozgasi szabadsigfoka az n-dimenzids euklideszi térben (";'1), ugya-

nis (’1‘) =n eltolédasi és (’2‘)=%(n2 — n) elforduldsi szabadségfokkal rendelkezik. Ennek
megfeleléen a vonalkontinuum helyzetét egy n-dimenzds z,(s) eltolédas-vektor és egy

('2') -dimenzids z,(s) elfordulds-vektor rogziti, ahol s a kezd6ponttél mért nyildsmentes

10
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fvhosszat jelenti. A megnyilt ivhosszat S-sel jeloljik. A terhet analég médon az n-
- dimenziés ¢,(s) eré-vektor és az (’2‘ -dimenzids ¢,(s) nyomaték-vektor irja le. Ezek a
. vektorok a kezdbponttdl az s pontig mért teher integraljat jelentik, tehdt a szokasos
teher-intenzitdst a ¢, és §, nyildsmentes s ivhossz szerinti derivaltak szolgaltatjak. A
; f“-‘- operatort ezutdn mindig felsd ponttal jelezziik. Az egyes tehervektorok természetesen
' csak a sajat komponenseikbdl szarmazé integrilokat tartalmazzik, tehit a nyomatéki te-
herbe nem szdmit bele az erd jellegii teher nyomatéka. Ennek az integrilos megadasnak
az a célja, hogy a kiilonbdzs vetiiletekben adott terheket a késdbbiekben mint ugyanazon
| vektor kiilonb6z6 valtozék szerinti derivaltjait kezelhessiik. A kontinuum belsé erdit ugy
értelmezziik, mint a kezddpontot tartalmazé darabra az dtmetszés helyén haté n-dimenziés
. P er6-vektort és (’2') -dimenziés M nyomaték-vektort. Megjegyezzik, hogy hiromndl ma-
' gasabb dimenziéban a nyomatékot méir nem lehet vektorként értelmezni, ugyanis ekkor
egy kétdimenzids altérnek nincsen egyértelmii normdlisa. A kontinuum akkor van egy-
 enstlyban, ha elemei is egyensilyban vannak. Az egyensily feltételét tehat az ivelemre
haté dindmrendszer alapjdn frjuk fel, amelyet a 2. dbra illusztril 3 dimenziéban:

M+dM

|
i
!
i
i

2. ABRA: AZ IVELEMRE HATO DINAMOK oo
Az egyensilyi feltételt az

1./ dP = —dg, |
2./ dM = dz, x P — dg, (1.1)

egyenletrendszer szolgdltatja. A fenti egyenletrendszerrdl, amely csak differencidlokat tar- .
talmaz, tehdt a megnyilt és nytildsmentes dllapotban egyaréant igaz, célszeren a nyilas-
‘mentes s ivhossz szerinti derivaltakat tartalmazé

1./ P=—g, (1.2)

2./ M=2,xP-{g,

egyenletrendszerre tériink at. A (1.2/2) egyenletben szerepld vektoridlis szorzat egy, a P
vektorra alka.lma/zott By¢ linedris operidtornak is tekinthetd:

/



1. fejezet: A differencidlegyenletek szarmaztatasa 12

L P—_Qu
2./ M = BoeP — 4. (13

A fenti egyenletrendszer tovabb tomdrithetd, ha bevezetjiik a SZABO és ROLLER (1978)
dltal javasolt B dtviteli hipermatrixot, melynek szerkezete n dimenzéban a kovetkezo:

Em 0 | '
(1)
[ B B ] -

ahol E; az i-edrendii egységmatrixot jeloli. Az igénybevételeket, terheket és elmozdulasokat
is hipervektorokba irhatjuk:

_ P g ’ _ Qu _ Zy
D_[M}’ q—[qa]’ z'—[za]- (15)
Az (1.4) és (1.5) egyenletek a koordinatas tirgyalast feltételezik, mig erre az (1.3) egyen-
letben nem volt sziikségiink. Visszahelyettesitve az (1.4) és (1.5) alakokat az (1.3) egyen-
letrendszerbe a

D=BD-¢§ (1.6)
témor Osszefliggést nyerjiik. A koordinitis targyaldsmédban minden vektort egy kiilso,
globélis descartes-i koordinata-rendszerben adunk meg. A kés6bbiekben sziikségiink lesz
ugyanezen vektoroknak a rid keresztmetszetéhez illesztett, lokalis koordinata-rendszerben
szdmithaté komponenseire. A lokdlis rendszert mindig a globalis rendszer merevtest-szert

elforgatdsdval szdrmaztatjuk. A nyomatéki- és eré-vektor komponensei kiilén-kiilén az or-
togonlis forgaté-csoport egyik elemével transzformalédnak. Ez a transzformdacié- csoport

Lie-csoport, és ezért egy infinitezimdlis generator segitségével egy differencidlegyenlettel

‘adhaté meg. Ez a generitor BOERNER (1967) szerint nem m4s, mint az egyes tenge-
lyek koriili virtudlis szogsebességekbdl alkotott ferdén szimmetrikus A matrix, melynek
a;; = —aj; eleme az [17] sikban értelmezett virtualis szogsebesség. E matrix segltsegevel az
elforgatott u vektorra az

du "
differencidlegyenletet irhatjuk fel, melynek megolddsa a szokasos értelemben vett T(.. ill.
T(..) forgatématrix, aszerint, hogy az erd- vagy nyomaték-vektort forgatjuk. Az (1.7) egy-

enlet megoldasat sikbeli rid esetében a kovetkezd pont elején illusztraljuk. A 3 dimenzids
esetet SNEDDON (1976) targyalja. A T('f) és T(,.) matrixok ismeretében kénnyen megad-

a 2
haté a T hipermdtrix, amely a teljes D belsder6-dinamot forgatja:

Tin 0
_ [T ] 18)
[ 0 T
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1.1.2 Atz alakviltozési egyenlet

As alakviltozdsok meghatdrozdsihos sziikségiink van a vonalkontinuum kezdeti formdjéra,
térbeli helyzetére azonban nem, ugyanis es mar kezdetiértékeket is tartalmaz, mi pedig csak
a differenciélegyenletet szeretnénk felirni. A kezdeti format lefr6 vektort azonban a teljes
kezdeti térbeli helyzetet lefré

o(s) = [ wle ]

("',“) dimenziés hjpervéktorbél vezetjﬂk le, melyet a z(s).hiperirektorral teljesen analég
médon a glob4lis koordinitarendszerben értelmesiink. Célunk, hogy a formit olyan ("’;‘)
skalér figgvénnyel adjuk meg, mely a vonalkontinuum figikai, n dimengids terében értelme-

sett ortogondlis koordin4ta-transsforméciékra, tehit a pé.rhuzamos eltolésra és a forgatdsra
nézve invaridns.

A y(s) vektor v(s) derivéltja az ("‘“) dimensiés térben értelmezett parhusamos eltoldsokra
nésve invaridns. Bennfinket ebbdl csak az elsd ( ) = n morgssi szabadsigfok érdekel,

hissen 2 maradék q ) csupin matematikai értelemben jelent eltoléd4st, fizikailag a kereszt-
metssetek és a rid engely Altal bes4rt sz8gek viltoztatdsival egyenértékﬁ Az n dimensziés
fizikai térben valé elforgatésra figy tehetjiik invari4nssi az elsd n komponenst, ha Sket a
maradék (’2') komponens 4ltal rbngtett helyzetli koordin4ta-rendszerben értelmezsiik. Igy

as elsd n komponens kédjit a maradék I&’,‘) komponens alapjén lehet megfejteni, tehdt a
dekédoldshoz estikségtelen a killsd koordinitarendszer. Ezek szerint tehst a ¢(s) vektort a
lokélis koordinita-rendsgerbe transzformiljuk:

v="Ti C(19)

Ebben az egyenletben T a kordbban definidlt T forgatémétrixssal asonos szerkezetﬂ de
nem a 2,, hanem a v, sz&gek sx0gfiggvényeit tartalmasga. Est jelsi a transzformdlt vektor .
feletti hullimvonal. A © vektort T—1-gyel sgorozva nem a ¢ vektort nyernénk visssa. Erre
a visssaforgatott vektorra késbbb egy dj jel6lést fogunk bevezetni.

A kesdeti dllapot fvhosszat sy-lal jelSlve kdnnyfl megmutatni, hogy a v vektor tengelyirényd
v; komponense

0 = &, (1.10)

specidlisan, ha a kezdeti fvhosss egyben nydl4smentes is, akkor ¥; = 1.

A lokilis koordinita-rendsgerben valé megad4s igen élesen mutatja, hogy a vissgdlt von-
alkontinuuumok csak kvési-egydimenziésak. Egydimenziés sokasdgok ugyanis mindig euk-
lidessi belsd geometriival rendelkeznek, teh4t a magasabb dimensiéjd euklidessi térbe
végtelentll sok eltér§ forméban 4gyazhaték be. A vizsgélt vonalkontinuumot leginkibb



1. fejezet: A differencidlegyenletek szarmaztatdsa 14

tigy képzelhetjiik el, mint egy egydimenziés sokasigot, melyhez egy 6 sugari magasabb
dimenzids kdrnyezetet is definidlunk, amelybe a sokasig be van agyazva. A kornyezet és
a sokasig egylittesen mar természetesen megérzi formajat. Iménti targyaldsunkban a so-
kaségot az els6 n koordindta, a bedgyazé kornyezetet a maradék (’;) koordinata jelentette.

Az igénybevételek és alakvaltozdsok kozott az f anyagegyenlet rogziti a kapcsolatot:

-

D = f(Tz,T%). (1.11)

Feltéve, hogy a kezdeti alak fesziiltségmentes és az anyag linearisan rugalmas, ez specialisan
igy irhato:

D = F~(Tz — Tv).

Ahol F-! arid fajlagos merevségi métrixa. A fajlagos hajlékonysdgi matrixot F-fel fogjuk
jelolni, és a két mdatrixot egymds inverzének tekintjiik. Szingularis matrixok esetén kis za-
varassal érhetjiik el az invertalhatdsigot, ezt azonban a levezetésekben a révidség kedvéért
nem fogjuk jelezni.

A tovébbiakban mindig a linedrisan rugalmas anyagi, kezdetben(ill. terheletlen allapot-
ban) fesziiltségmentes esetet vizsgaljuk, de megjegyezziik, hogy az (1.6) és (1.11) egyenletek
segitségével szamitégépen kényelmesen nyomonkéovethetd fizikailag sem linearis, 6nfesziilt-
ségi allapotban 1évé rid viselkedése is. Az egyszeriiség kedvéért bevezetjiik tovabba a

T = 2 (1.12)

jeldlést, melynek segitségével anyagegyenletiink a

D =F'T(: — ) - (1.13)
alakot olti. Figyelembe véve, hogy
1
D=TD. (1.14)
a (1.13) Gsszefliggés igy irhato:
D =T 'FIT(z - %). (1.15)
Ez viszont nem mads, mint
D = F™Y(z — %), (1.16)

ahol F-! a globalis koordindta-rendszerben értelmezett fajlagos merevségi matrix, hiszen a
fajlagos merevségi matrix egy koordinata-invarians vektor-vektor fliggvény reprezentacidja.
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As (1.6) és (1.16) egyenlet egyiitiesen meghatérossa as dltalénos alakviltozdsi egyen-
letet. A numerikus vizsgilatok szempontjibél kedvez8bb ez a ssétvilasstott alak, de as
4ttekinthet8ség szempontjsbél nem. Ezért behelyettesfijitk as (1.16) egyenletet (1.6)-ba:

[F~(3 — 20)] = BF (4~ 4) — 4. (1.17)
Elvégeszve a kijel6lt derivilést:
. ' ;-
FY5-F Y%+ Ff‘é — F13 = BF(z - %) — 4, (1.18)
illetve explicit alakra hoiva
i=(FBF™ - FF ™Yz - %) + % — Fg. (1.19)

Mivel FF~! = E, egért a szorgat derivildai szabilya agerint N
(FF-Yy= FF-' 4+ FF-*=0.
Esk sserint teh4t |
FF-'= —FF, (1.20)
amit as (1.19) egyenletbe helyetiesfive a
%= (FBF™ + FF")(: - %) + % - Fq. (1.21)
alakot kapjuk. Es a m4sodrendd, k3s5nséges, ("+') dimensiés explicit differencidlegyenlet

a linedrisan rugalmas anyagii vonalkontinuumck 4lfaldnos alakviltozssi egyenletének egy
célszerd alakja. A tovébbi levezetések szempontjidbél hasznos lesz ag ezgzel egyenértékll

2=(FB+F)D+%-F§ (1.22)

alak, melyet (1.16)-nek (1.21)-be valé helyettesfiésével nyertiink. A fenti egyenletet as itt
lefrttél kissé eltérd médon vezeti le DOMOKOS (1988a). ‘
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1.2 Specidlis esetek
lgEbben a bontba.n elsésorban (az utolsé alpont kivételével) sikbeli feladatokkal foglalkozunk,

lezért most eldljaréban levezetjiik az ekkor érvényes specidlis Ssszefiiggéseket. Koordinita-
rendszereinket a 3. dbra illusztralja: \ .

yi{0)

yls)

-Yy . | s,S(ertengél&)

| 3. ABRA: KOORDINATA-RENDSZEREK
|A rid alakjat a |

z(s)
2(s) =1 y(s)
L9

vektor rogziti. A keresztmetszetenként értelmezett Ty lokalis koordindta-rendszert qlymd-
don illesztettiik a kezdSpontot tartalmazé rid-részhez, hogy az Z tengely a keresztmetszet

kiilsd normalisa legyen. A ridtengely érintSjének irdnyszogét B, a keresztmetszet kiilsd

normélisinak irdnyszogét a jeldli, és, mint az dbrén is 14thatd, dltalanos esetbena # 8. A

koordinata-rendszerekkel Ssszhangban értelmezziik az fvelemre haté belsSers-komponen-

seket is, amit a 4. dbra mutat. P '
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N(S+dS)

M{S+dS)

Q(S+ dS)

3. ¢ . - 4
4. ABRA: A SIKBELI IVELEMRE HATO DINAM-KOMPONENSEK //

A tovibbiakban minden olyan mennyiséget, amelyet ugyanaz a betii jeldl a globdlis és
lok4lis rendszerben, feliilvonassal tiintetiink ki, ha a lokalis rendszerben értelmezzik.

Az egyensilyi egyenlet felirdsdhoz meg kell hat4roznunk a B hipermdtrixot. A By métrix
a vektoridlis szorzat determindns-kifejtése alapjan ' .

| |  Bu=[-0d : (1.23)
| alak\'x, és az (1.4) képlet szerint o
. 0 00 X
B=|0 00]|. (1.24)
-5 & 0 |

| Az (1.6) hipermatrix-egyenlet ezek szerint sikban'az al4bbi hirom skaldr egyenletre bomlik:

1./ H = =gz |
2./ =g, - (1.25)
3./ M=—gH+3V —da

Ebben a hirom egyenletben Ssszesen 8 fiiggvény szerepel, melyek koziil ha a terheket adott-
nak tekintjiik, 5 marad ismeretlen. 3 egyenlet 1évén, a megoldhatésig feltétele, hogy az 5
fiiggvény koziil kettot ismerjiink, vagy amennyivel kevesebbet ismeriink, annyi kiegészitd
egyenletet adjunk meg. . (Megoldhatésigon egy legaldbb numerikusan integrdlhaté diffe-
rencidlegyenlet felirdst értjiik. )A furcsa aszimmetriat, mely szerint 3 belsderd, de csak 2
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elmozdulés-komponens van, az eredményezi, hogy a statikai vizsgédlatok szempontjdbdl a
keresztmetszet elforduldsit leiré a szdg érdektelen, "belsé”valtozé. Ugyanezt gy is meg-
fogalmazhatjuk, hogy egy adott teher esetén egy merev rid igénybevételei pirhuzamos el-
toldsra invaridnsak, de forgatésra nem. A tovabbiakban kiilénboz valtozatokat vizsgalunk
az (1.25) egyenletrendszer megoldhatésigara, és ezéltal a statika ismert differencialegyen-

leteihez fogunk jutni. N

Mielétt azonban ratérnénk a megigért esetekre, levezetjilk a forgatématrix képletét az
(1.7) egyenletbél. Sikban n = 2, tehat a T; és Ty méatrixok képletét keressiik. A T, matrix
meghatirozdsdhoz a 2 x 2-es ferdén szimmetrikus mdtrixra van szitkségiink. A sikbeli
forgataskor fellépd egyetlen szdgsebességet w-val jeldljiik:

dal{esllzl o

A fenti egyenletbdl u, kikiiszobolésével a -

= —w U, (1.27)

egyenletet kapjuk, melynek éltalanos megéldésa. KORN és KORN (1968) szerint

u; = Cycos(wt) + Casin(wt). (1.28)

Az u, = 1= helyettesitéssel

u, = —Cysin(wt) + Cycos(wt). (1.29)

| Az (1.28) és (1.29) egyenletet egyiittesen igy irhatjuk:

u=T,C ‘ (1.30)

u=[;;] ne e @] 0[]

Uy —sin(a) cos(a) |’ C:

ahol

Az integrilési konstansokat azzal a trividlis kezdeti feltétellel kiisz6bolhetjiik ki, hogy wt =
0 elforgatési szog esetén az u vektor koordindtéi a kezdeti ug vektor koordinataival egyeznek

meg. Ezek alapjin

U= Tz‘U.o. (1.31)

A T, métrix meghatdrozasa egyszerti feladat, hiszen az 1 x 1-es ferdén szimmetrikus matrix
egyetlen zérus elembdl &ll. Ezt behelyettesitve az (1.7) egyenletbe a trividlis Ty = 1
sszefiiggéshez jutunk. Az (1.8) képlet alapjén felirhatjuk a T' hipermatrixot is:
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T = | —sin(a) cos(a) O (1.32)

cos(a) sin(a) 0]
0 0 1 .

Ugyanezt a matrixot pusztin szemlélet alapjin is le lehet vezetni, a fenti absztraktabb
targyaldsméd célja minddssze a kiilonb6z6 dimenzidkban érvényes forgatématrixok k6zotti
kapcsolat bemutatasa. '

1.2.1 A kétél-egyenletek

!

Els6ként a statikai kotél-egyenletekkel fogla,lk\ozunk. A kotelek elméletében abbdl szoktak
kiindulni, hogy

M =0, ~ (1.33)
azonban a statikai kotél-egyenletek levezetéséhez elegendd az

M=0 : (1.34)
feltétel. Mivel igy 3 egyenletiink lesz 4 ismeretlennel, varhat6, hogy egy ismeretlen fiigg-

vény fog szerepelni a megoldasban. Tovabbi szokasos feltételezés, hogy

1./  ¢a=0
2'/ da = 07 (1'35)

ami csupan a megoldast egyszeriisiti, de annak nem feltétele. Az (1.34) feltétel és (1.25/3)
alapjan:

8. |<.

V=H==Hy (1.36)
ahola’a fp— operétort jeloli. Derivéljuk a fenti egyenletet:

V=Hy+Hy . (1.37)
Az (1.35/1) feltétel és (1.25/1) alapjan azonban a jobboldalon az elsd tag eltiinik:

V=Hy . (1.38)
A jobboldalt tovabb alakithatjuk:
V=Hzy , (1.39)
a baloldalon pedig (1.25/2) miatt a fiiggoleges teher 4ll:
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= Hay" . (1.40)
Vegyiik figyelembe, hogy

A B -
m—ds—des— cos —j: 1+y’2‘ %

Ennek alapjén (1.40) a

1=~ ) (L4

forméban irhatd. A szokasos esgteén & > 0, vagyis a kotél sajat kezd6pontjatdl jobbra
helyezkedik el, ekkor a zdréjelben a + jel veendd figyelembe:

-

y'=— ;”S 1+y2. (1.42)

Viérakozasunknak megfelelden tehat egy olyan egyenletet kaptunk, amely egy ismeretlen S '
fiiggvény erejéig leirja a kontinuuum alakjét. A statikai szdmitdsokban fel szoktak tételezni,
hogy a kotél (ivhossz) nytjthatatlan, tehat § = 1, ekkor az (1.42) egyenlet az ismert

y'=—2\14y" (1.43)

osszefiiggéssé alakul. Ennek a mésodrendd , egy paraméteres differencidlegyenletnek a
megoldisa a lancgdrbe ¢, = konstans esetén. Ezek utén foglalkozzunk a nyijthaté kotél
- esetével.

Meghataroztuk tehat a ruga.lmas kotél ,elvi“ egyenletét, az (1 42) egyenletet, melyben az
$ fiiggvényt nem rogzxtettuk

A kételek rugalmas tulajdonségaival kapcsolatban a szokasos feltetelezes szerint
'l

EA’
ennek megfeleléen annak érdekében, hogy ne johessenek létre végtelen fajlagos alakvalto-
zésok, fel kell tételezniink, hogy

F= 0,0), (1.44) -

M=Q=0. (1.45)
Megemlitjiik, hogy a statikai kotél-egyenleteknél az ennél gyengébb M = 0 feltételezéssel
éltiink. Az (1.13) 6sszefiiggés felhasznalasival az

= Zo+ EA | (1.46)
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- egyenletet nyerjiik, a m4sik két egyenlet hat4rozatlan , 0 x co alakd mennyiségeket tartal-
- mas. Felhasgndlva, hogy

Zq =ds, £=dS,

ast kapjuk, hogy
' N
§=1+%r. (1.47)
A normlerfnek as (1.14), (1.32), (1.44) és (1.45) egyenlet alapjén nyert
__H _ 2 N
i +H\/1+y (1.48)

alakjit behelyettesfive az (1.47) egyenletbe és ezt vmahelyettesftve a3 (1.42) egyenletbe
ast kapjuk, hogy

= +4,BA\/1 + ¢? . (1.49)
EAH + H}\[1+¢*

A = jeleket, hasonléan a kordbbiakhos, aszal a szokdsos kik5iéssel tilntethetjilk el, hogy a
kotél sajit kezdSpontjitél jobbra helyegkedik el. Ekkor a + jel veendd figyelembe:

g GEAJItY (1.50)
| EAH + B\/1+ ¢
As (1.50) egyenlet konstans g, mellett integrilhaté, és as '

= sh(E(C - 2) - 77 (151

- els8rendfi, implicit differenciil-egyenletre vezet, ahol C integrilési konstans. A fenti egyen-

lettel a linedrisan rugalmas fesz{td kibelek teszllegesen nagy elmozduldsai kdvethetsk.

. Eszek utin még egy speciflis feladatot vissgilunk, melyet dltalsban a statikai felada--

tok kdsdtt szoktak t4rgyalni, mivel pusstin statikai megfontoldsok alapjin levesethetd
as egyensiilyi egyenlet. Litni fogjuk asonban, hogy legaldbb olyan jogos a feladatot a
»0ydjthaté® kdtelek kdzé sorolni.

Gyakran vizsgiljsk ast az esetet, amikor a fiiggbleges teher vizszintes vetilletre vonatkos-
tatva adott. Es nem-konzervatfv terhelést jelent, tehit nem a kdtél egyes pontjaiban
megadott teher hat4sira felvett egyensilyi alakot keressiilk, hanem egy olyan alakot, amely
egy kiils6 koordin4tarendsserben rdgsftett teherre egyensﬁlyban van. A vizszintes vetiile—
tre vonatkostatott terhet a tehervektor z sserinti g, deriviltja szolgdltatja. Eszel fejessiik

ki a régi terhet:
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gy = &g, (1.52)
A fenti egyenletet az (1.40) sszefiiggésbe helyettesitve i-tal egyszeriisithetiink és az ismert

Yy = % (1.53)
H - R

dsszefiiggést nyerjiik. Az (1.53) egyenlet a kotél rugalmas tulajdonséagaitél fiiggetleniil igaz.
Elsdsorban a grafo-analitikus médszereknél és kozelité szamitdsoknal van jelentdsége.

| Megjegyezziik, hogy a kotél statikai egyenletének levezetéséhez csak azt tettiik fel, hogy

a nyomaték konstans. Azért viseli a kotél nevet, mert a hajlékony kotelek alakjat is ezen
egyenlet megolddsai k5z6tt kell keresniink.

1.2.2 Az Euler-egyenlet -

Célunk, hogy az EULER (1744) altal levezetett elasatika egyenletet az (1.21) egyenlet
specidlis eseteként vezessiik le. EULER feltételezi, hogy a rud Gsszenyomhatatlan és
nyirdsra is merev. Ezért a fajlagos hajlékonysagi matrix-az

. 1
F=(0,0,-%7) (1.54)

alakot 6lti. (A negativ el6jel a sikgdrbék gorbiiletére vonatkozé eldjel-szabdlybél kvetke-
zik.) A rudat kezdetben egyenesnek tételezziik fel, tehat

1
o= [0}, (1.55)
0 |

és igy (1.12) alapjin
'

s

(1.56)

cos(a) }
; i

=T "= [ sin(a)

A tehernek fiiggdleges és vizszintes komponense egyardnt lehet, csak a nyomatéki terhet

zarjuk ki:
|
q = qy . (1.57))
0 "
Mivel a lokalis és globalis fajlagos hajlékonysdgi matrix ebben az esetben specidlisan me-

gegyezik, ezért a fenti egyenletet az (1.21) egyenlettel ekvivalens (1.22) egyenletbe helyet-
tesitve az aldbbi méatrix-egyenletre jutunk:



L v

1. fejezet: A differencidlegyenletek szarmaztatdsa 23

z 00 O 0 0 O 000 H
gl=1(00 0 0 0 0|+{0O00O V |+
@ 0 0 —%; -y —¢ 0 0 00O M
cos(a) 00 O gz
+| sin(e) |—|0 0 0 dy - (1.88)
0 00 —3; 0
Ezt hirom skaldr egyenletre bonthatjuk:
1./ :E=c03:(a)
2./ - g = sin(a) - (1.59)
3./ a=3;(yH —2V)

A rid nydjthatatlansidga miatt £ = cos(B),y = sin(8). Ha EULER nyomé.; feltessziik,
hogy a keresztmetszetek merdlegesek a ridtengelyre, tehdt a = B, akkor az (1.59)/1 és /2
egyenlet azonossdg. A /3 egyenlet pedig (1.25/3) alapjén

M
EI
alakra hozhaté. Az elasztika megszokott alakjit az (1.60) egyenlet integraldsaval nyerjiik:

(1.60) |

a =

. M
a= ——E—I- + C. (1.61)

Az anyagegyenlet /3 Osszefliggése miatt C' = 0.

Megjegyezzﬁk,k hogy ha nem az (1.21) egyenlet illusztrdlasa lett volna részben a célunk
ebben az alpontban, akkor némi okoskoddssal az anyagegyenlet /3 Gsszefiiggését behelyet-

tesfthettiik volna a statikai egyenletrendszer /3 Gsszefiiggésébe.
: !

~

1.23 A gerenda-egyenletek

Ebben az alpontban a gerendak elsérenddi elméletében hasznalatos differencidlegyenleteket
szeretnénk levezetni az altaldnos egyenletekbdl. Elsdként a gerenda-igénybevételekkel fog-
lalkozunk, és azt a valtozatot vizsgaljuk, amikor az (1.25) egyenletben az alakot leiré y(s)
és z(s) fiiggvények (illetve ezek derivaltjai) adottak és az igénybevételeket keressik. Ez
az eset fordul el példiul, ha az elsérendfi elméletnek megfeleléen a megmerevités elvét
alkalmazzuk, vagyis az egyensiilyi Gsszefiiggéseket a kezdeti alakban irjuk fel. Az (1.14)
egyenletet az (1.25)-tel egyenértékil (1.6)-ba helyettesitve a lancszabaly alkalmazdsival a
kévetkezd Osszefiiggést nyerjiik: ‘

7D +T™'D =BT'D - T (1.62)
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Ezt kifejtve az aldbbi egyenletrendszerre jutunk:

1./ Ncos(a) - Qsm(a) +N cos(a) Qszn(a) —gzcos(a) + ¢zsin(a)
2./ Nsm(a) + Qcos(a) + Nsin(a) + Qcos(a) = —gzsin(a) — ggcos(a) (1.63)
3./ M = Q(ysin(a) + zcos(a)) — N(ycos(a) — £sin(a)) — a

-

Az elsérendii gerenda-elméletben

a riidtengely egyenes

. o a = konstans,
a rid nyujthatatlan, tehat
2'/ y' = 'Sin(ﬂ), x' = COS(ﬂ), (1 64)
a keresztmetszetek merdlegesek a ridtengelyre, tehat )
3./ a=p,
és a nyomatéki teher zérus, tehat -
4./ do = 0.

A fenti dsszefiiggések koziil a 2./ egyenlet az (1.25) egyenletrendszer megoldhatésdganak
feltétele, a tobbi Ssszefiiggés csupan a megolddst teszi-egyszeriibbé. Behelyettesitve az
(1.64) dsszefiiggéseket az (1.63) egyenletbe a jélismert képleteket nyerjiik:

1-/ N = —(j'::-
2./ Q = —@y (1.65)
3./ M=Q.

Az (1.65) egyenletrendszerhez 5 kezdeti feltétel tartozik. Harom ezek koziil a belsderdket
régziti a rid kezddpontjsban (tdmaszreakcidk), a maradék kettS pedig a kezdSpont hely-
zetét a sikon, ugyanis az (1.64/2) feltétel csak a deriviltakat tartalmazta. Az (1.65) egy-
enletbdl kdvetkezik a szintén ismert

M=—g . (1.66)

o

Osszefliggés is.

Réviden kitériink a gerendsk alakvaltozasdt leiré egyenletre is. A gerendak kis lehaJIasa.x- -
nak elméletében fel szoktak tételezni, hogy

1./ a~y”
és (1.67)
2./ dz ~ ds.

A fenti két feltételt figyelembe véve az (1.61) és (1.66) egyenlet egy negyedrendi differen-

cidlegyenletet hataroz meg:

y'V = 9 (1.68)
EI )




~ Felhasznalva, hogy B(0) = E, kikiiszobélhetjiik az integraldsi konstansokat:
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1.2.4 A csak a végein terhelt rid

‘GASPAR (1976) munkéjiban hasonlé apparatussal a csak a végein koncentralt dindmmal

terhelt rid nagy elmozduldsait vizsgilja. Célunk, hogy megmutassuk, mi szerint a GAS-
PAR 3altal hasznalt elsdrendii differencil-egyenlet az (1.21) egyenlet specidlis esete. Ennek
érdekében az (1.3) statikai egyenletrendszerbdl indulunk ki. Zérus megoszlé teher esetén

ez igy alakul: -

1./ P=0

2./ M = BuP. (1.69)
Az elsé egyenletet integrilva és a mésodikba helyettesitve az
M = ByCp C@0)

alakot kapjuk, ahol Cp egy n dimenziés integrdldsi konstans. Ezutdn (1.70) mér in-
tegralhato:

M = ByCp 4+ Chu. - (1.71) '

Felhasznélva az (1.4) jelolést a B hipermatrixra és az (1.5) hipervektorokat, eredményiinket
a

D=BC (1.72)

hipermatrix-egyenletben foglalhatjuk &ssze, ahol

C= (g; ) | | (1.73)

D(0) = EC =C, (1.74) |

és igy (1.72)-be helyettesitve a

D = BD(0) (1.75)

Osszefiiggést nyerjiik. Erdemes megfigyelni, hogy bar az (1.75) egyenlet derivaldséval meg-
kaphaté az (1.6) egyenlet, az utébbi egészben kezelve nem integrilhaté, csak a szétbontott
(1.3) véltozatban. Ez a hipermdtrix-egyenletek alkalmazisinak egyik nehézségére utal.
Megjegyezziik , hogy a D(0) dindm ellentettje hat a rnid kezd8pontjara kiviilrél. Az (1.75)
egyenletbe helyettesitve az (1.16) anyagegyenletet a
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% = %+ FBD(0) (1.76)

elsdrendii differencidlegyenletet nyer_]uk Ez tartalmilag azonos (GASPAR 1976) (2. 72)
egyenletével. A formai azonossigot gy érhetjiik el, hogy GASPAR jelsléseit atvessziik,
melyek a kovetkezoek:

]

D(O)‘= s, =T (go) F=T'F

. A GA'SPAR-egyenlet specidlis eseteként targyalhatd a linearis rugo.

ElsSként egy vizszintes helyzetii, két végén vizszintes P hizdervel terhelt linedris rugd
alakvaltozasi egyenletét mutatjuk be az 4ltaldnos egyenlet alapjin. Ennek a kozel trividlis
példanak az a szerepe, hogy az éltaldnos egyenlet levezetése el6tt a dimenzi6 szdmaval kap-
csolatban tett megjegyzésiinket illusztrdlja. A rugé ugyanis alakvéltozas utan is egyenes
marad, tehit az egyenlet minden matrixa skaldrrd egyszeriisodik. Csak ridvégi teherrdl
1évén szd, haszndlhatjuk a GASPAR-féle egyenletet a kovetkezd helyettesitésekkel:

E : 2
B= 1, = ﬂ’ D(O) = P, 2= 1, (177) )
és ennek alapjin a jolismert
P
z=1+ FA : (1.78)

Osszefiiggést nyerjiik.

Teljesen analég médon juthatunk az egyenes csavarrugd egyenletére is. Ezt a kés6bbiek
miatt részletezziik. Az egyetlen elmozdulds- komponens ekkor a ¢ elcsavaroddsi szog, a

| . rugd végeit M., csavarényomaték terheli. Ezek szennt a GASPAR-egyenletbe a kévetkezd

skalarok keriilnek:
|

1

B=1, F=gz, DO=M. =0, (1.79)

és ennek alapjan a szintén ismert

b= (1.80)

Osszefiiggést nyerjiik.
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1.3 Osszefoglalé megjegyzések

Ebben a fejezetben levezettiik a rugalmas vonalkontinuumok altalanos egyensiilyi egyen-
leteit az atviteli matrixok médszerével, és ezzel a CLEBSCH-féle egyenleteknél elméletileg
4ltalinosabb, gyakorlatilag (numerikusan) kénnyebben alkalmazhaté matematikai eszkdz-
hoz jutottunk. Megmutattuk, hogy nem csak az elemi szilirdségtan , hanem a statika
ismert egyenletei is leszarmaztathatéak az édltalanos egyenletbdl.

Erdemes megfigyelni, hogy ezek a specislis egyenletek sokszor az dltalinos egyenletétdl
eltérd szamn integrdldsi konstanst tartalmaznak.

. Példaul az (1.43) egyenlethez litszélag 3 integraldsi konstans tartozik. (A vizszintes erd
maga is az (1.25/1) egyenletnek az (1.35/1) feltétellel valé integrélasébél adédé konstans.)
Szemléletbdl viszont tudjuk, hogy egy kotél két végét rogzitve a kotél alakjat meghata-
roztuk. Mivel a kotélvégek sikbeli mozgési szabadsdgfoka 2, ezért szemléletiink alapjdn 4
integralsi konstansra lenne sziikségiink a peremérték-feladat megoldasdhoz. Ezzel Sssz-
hangban van, hogy az (1.25) egyenletrendszer a nyomaték-fiiggvény (1.33) megadasaval
4 ismeretlen fiiggvény derivaltjat tartalmazza. A negyedik, ,bijtatott” integrdlasi konst-
ans az ivhossz, hiszen a teher az ivhossz fiiggvényében van megadva, ezért rogziteniink
kell, hogy a baloldali (kezdeti) peremnél az ivhossz milyen értéket vesz fel. Természetesen
az egyetlen jézan feltételezés az, hogy itt az ivhossz zérus, de ez matematikailag nem
sziikségszerti. A lancgdrbével kapcsolatban BIEBERACH (1923) vizsgélja az integrdldsi
konstansokat , de a hidnyzé negyedik konstansra nem utal.

Misik példaként emlitjiik, hogy az (1.68) differencilegyenlethez 4 integralasi konstans tar-
tozik. Szemléletbdl kénnyen megéllapithatjuk azonban, hogy a valésigban 6 peremfeltétel
van, ugyanis szabadon megvélaszthatjuk mindkét radvég sikbeli helyzetét (2 x 2 = 4) és
elfordulésdst (2x 1 = 2). Azt is megéllapithatjuk, hogy az (1.21) masodrendd, 3 dimenziés
differencidlegyenlet-rendszernek 6 integrildsi konstansa van. Felmeriilhet a kérdés, hogy

“vajon az (1.67) kozelitések okoztdk-e az integralasi konstansok (és ezzel az elSirhaté pe-
remfeltételek) szdménak csokkenését, vagy mds? Hasonléan az (1.43) egyenlet kapcsin
megéllapftottakhoz itt is az ivhossz kikiisz6bolése csokkentette a peremfeltételek szamat.
Eredetileg ugyanis az (1.21) egyenletnél az s ivhossz konstans értékei jelolték ki a pe-
remeket, amelyeken az z,y és a valtozdk és azok derivéltjainak értékét eldirhattuk. A
kikiiszobolés utdn az z valtozé konstans értékei jelentik a peremeket, de nem szabad el-
felejteniink, hogy ezeken a peremeken az ivhossz értékét is eld kell irnunk, hogy fizikailag
értelmes feladatot vizsgalhassunk. Az (1.67) feltételezések éppen az ivhossz kikiiszobolését
jelentik.

A peremfeltételek szamanak szempontjdbdl érdekes az (1.76) egyenlet. Ez egy elsrendit
differencislegyenlet, mely sikban csak 3 integrdldsi konstanssal rendelkezik, tehit csak
merevtest-szertii elmozduldsokat enged meg. Vegyiik azonban figyelembe, hogy a D(0) vek-
tor maga is integraldsi konstans, tehdt a vektor komponenseit véltoztatva valéban létrejon
a 6 szabadsigfok. Végiil megemlitjiik, hogy a merev rid alakjat leir6 trividlis

i=12 (1.81)
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differencidlegyenlet (amelyet F = 0 helyettesitéssel kapunk (1.76)-bél, és amely nem kap-

* csolatos a statikai alapegyenlettel, hiszen az alakot és igénybevételeket irja le egyiittesen)

valéban csak 3 integraldsi konstanssal rendelkezik, amelyek éppen a rid merevtest-szeri
mozgéasét jellemzik.

A fenti példakkal az (1.21) 4ltaldnos egyensilyi egyenlet fizikai tartalmat szerettiik volna
illusztrélni. Megjegyezziik, hogy megitélésiink szerint szoros Gsszefiiggés van ezen egyenlet
mdsodrendfi volta, és azon tény kozott, hogy a rugalmas vonalnak két vége van. Eazt
az 4llitist a peremfeltételekkel kapcsolatos el6z6 szemléletes érvelés tamasztja ala. Ez

‘természetesen nem azt jelenti, hogy az dltaldnos egyenletbdl szadrmaztatott nem masodren-

dii egyenletek helytelenek, csak talan kevésbé tiikrozik a vizsgdlt jelenség fizikai tartalmat.

" Az éltaldnos egyenlet fizikai ltjogosultsigira és a mdsodrendiiség jelentdségére mutat a

KIRCHHOFF analégia is.
Ha a rudat az (1.60) egyenletben csak egy rddvégi vizszintes P nyoméerd terheli, akkor
M = Py, illetve M = Psin(c), és az egyenlet a -

da :

_d.s_zEI = —Psin(a) (1.82)

format olti. Ez teljesen analég a matematikai inga n;ozgé.segyenletével, ha az ivhossz .
helyett id6t, az erS helyett silyt, a hajlitsi merevség helyett a tomegpontnak a forgasks-
zéppontra vonatkoztatott inercidjat irjuk. : '
Lathatjuk, hogy az elasztika megszokott alakjat egyszer derivélni kell, hogy a KIRCH-
HOFF analdgia teljes legyen, de ha az sltaldnos alakvéltozasi egyenletbdl vezetjiik le ezt
az esetet, akkor kozvetleniil az analég alakot kapjuk. -




2. fejezet: | :

Egyensﬁlyi utak globalis vizsgalata

Ennek a fejezetnek a célja az 1. fejezetben levezetett differencidlegyenletekkel leirhato,
linedrisan rugalmas vonalkontinuumok egyensiilyi 1tjainak globalis vizsgalata:™-

Az egyensiilyi 1t fogalmét t6bb médon lehet definidlni. Minden definicié megegyezik azon-
ban abban, hogy az egyenstilyi it a A teherparaméterbdl és alkalmasan megvalasztott
z;,(i = 1,2,...,n) koordindt4kbdl alkotott u(A,z;) vektor altal az R*t! euklideszi térben
kijelslt ® C R™! ponthalmazhoz a szerkezet geometriai- helyzeteinek {2 halmazéat rendeli -
hozzé. Ez tehat sziikséges feltétel, gyakorlati szempontbdl viszont aligha elégséges, hiszen
a ,hozzrendelés* médjat nem frtuk koériil. Ad absurdum eleget tesz a fenti definiciénak
egy skalér intervallum, amely a teherparaméter vizsgélt tartomanyat hatirozza meg (tehdt
n = 0), és egy harmadrendii elmélet alapjin miik6ds univerzdlis programcsomag, amely
a teherparaméter minden értékéhez elGallitja a szerkezet egyensilyi konfiguracidit. Defi-
niciénkat ezért tovabb élesitjiik, és kikotjiik, hogy a R <=> Q hozzarendelés kélcsondsen
egy-egy értelmii legyen.Ekkor azt mondjuk,hogy az R™! dimenzids térben az egyensilyi
it egyértelmien leirhato.

Kontinuumok esetén az jelenti a problémat, hogy a szerkezet alakjit altaldban csak vég-
telen sok skaldr paraméterrel lehet rogziteni, és ezért az egyensilyi ut tetszlegesen nagy
elmozduldsok esetén ebben a targyaldsmédban egy végetlen dimenzids térben halad. Ezen
tigy szoktak segiteni, hogy a kontinuum alakjat leir fiiggvény valamely sorfejtésének véges
sok kezddtagjat veszik figyelembe. Leggyakrabban a Fourier-sort hasznéljik erre a célra.
Ennek a médszernek az az elénye, hogy az egyensilyi 1t egy (de nem minden) koordinata -
n-eshez csak egy teherparamétert rendel (ez nem volt kévetelmény), és a kontinuum alakja
szemléletbél viszonylag kénnyen rekonstrualhaté. Tovabbi elény, hogy feliilet-kontinuumok
vizsgalatara is alkalmazhaté. A médszer hitranya, hogy matematikailag nem bizonyitott,
hogy tetszSlegesen nagy elmozdulésok (globalis vizsgilat) esetén van-e a figyelembe veendd
tagok szamdra felso korlat.

Vizsgélataink céljira mas médszert javaslunk, ugyanis globalis elemzést szeretnénk végre-
hajtani.

29
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2.1 Altaldnos Ssszefiiggések

2.1.1 A Peano-féle unicitdsi tétel

A PEANO-féle unicitasi tétel értelmében (BIEBERACH, 1923), ha a differencidlegyenlet
eleget tesz a LIPSCHITZ-feltételnek , akkor a CAUCHY-problémdban a kezdeti feltételek
egyértelmlien meghatdrozzék a megoldast. A LIPSCHITZ-feltétel automatikusan teljesiil,
ha a legmagasabb derivdlt az alacsonyabb derivaltaknak és a fiiggetlen viltozénak le-
galébb egyszer derivalhaté, folytonos fiiggvénye. Linedrisan rugalmas vonalkontinuumok
esetén ezt fizikai megfontoldsok alapjin feltételezhetjiik. A CAUCHY-probléméiban a kez-
deti feltételek kiilén-kiilon frjék el az egyes alacsonyabb derivaltak és fliggvények értékét
a kezdSpontban (Péld4ul sikban z(0),y(0), a(0), (0),§(0), &(0) értékeit kell kiilén-kiilén
" megadni.) ' '

A fentiek alapjin tehat a vonalkontinuum egyensilyi itja leirhaté a CAUCHY-féle kez-
deti feltételek és a teherparaméter terében, amelynek dimenzidja fiiggetlen a vizsgdlat
pontossagatdl és globalis vagy lokalis jellegétdl. A fentiek alapjdn érvényes a kovetkezd

Tétel:

Konzervativ , k paraméteres teherrel terhelt vonalkontinuumok egyensilyi titja a
d= 2;:';1) + k dimenzids térben egyértelmilen leirhatd, ahol n a vonalkontinuum fizikas

terének dimenzidja.
(2.1)

2.1.2 A peremek vizsgalata

Nem kézdmbés, hogy ismeriink-e a kezdeti feltételekre vonatkozé el6irdsokat, hiszen ezek
 segitségével a (2.1) tétel varhatéan tovébb élesithetd. Mechanikai feladatokban mindig
talalhaté ilyen el6irs, ugyanis mindig vannak peremfeltételek. Mivel az (1.21) egyenlet egy
‘mésodrendd, (";'1) dimenzids vektor-differencidlegyenlet, ezért mindkét peremen pontosan

, (n';'l) feltétel irhat6 eld. Példdul az s = 0 peremen: » 1

S ( 21(0), ZZ(O)’ ey z("t‘)(o)a 2:'1(0)7 é2(0)7 Lok z.(":l)(o)) =0
fz ( 21(0), 22(0), o ,Z(n;l)(O), 21(0), 22(0), ceey Z(n-zn)(O)) =1) (22)
Fran ( 21(0),22(0)s - 2(ag1)(0),22(0), £5(0) -+, £(ngny(0)) =0

ahola z; (1=1,2,..., ("',",'1)) mennyiségek a z vektor komponenseit jeldlik.

Definicio:

Ha taldlhaté olyan (";'l) skaldr p; paraméter (z: = 1,2,..., ("*2'1) ), amelyek értékeit meg-
adva a (2.2) egyenletrendszer 2(";'1) valtozéja (tehdt a CAUCHY-feladat) egyértelmiien
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meghatérozhaté, akkor a peremet CAUCHY-peremnek nevezziik.
(2.3)

Legegyszeriibb CAUCHY-peremként azt az esetet emlitjitk, amikor a 2(0) vektor kompo-
nensei ismertek(teljes befogas), ekkor p; = #;(0). Eléfordulhat az is. hogy az s = | peremen

elbirt feltételekbdl egyértelmiien kiszdmithatdk az s = 0 peremen a CAUCHY-féle kezdeti

értékek, ez a CAUCHY-perem specidlis esete. Ekkor elére tudjuk, hogy az egyensiilyi
it nem 4gazhat el. A definicidban azért szerepel a ,paraméter“ megjelslés a ,valtozé“
helyett, mert a (2.2) egyenletrendszer valtozdi (mint kés6bb litni fogjuk) paraméterektol
is fiigghetnek. Ez azt jelentheti példdul, hogy egy ilyen paramétert megadva egyszerre
16bb valtozé is kiszdmithatéva valhat. Az imént emlitett egyszeri példaban a valtozék
(specidlisan) 6nmaguktél, mint paraméterektdl fliggdttek. A CAUCHY-peremeket rovid-
del késébb médszeresen 4t fogjuk tekinteni.

A (2.3) definicid és a (2.1) tétel alapjan adédik az aldbbi -

Tétel:

Konzervativ , k paraméteres teherrel terheli, CAUCHY-peremmel rendelkez6 vonalkonti-
nuumok egyenaulyz itja a d = ("“) + k dimenzids tcrben egyertelmuen leirhaté, aholn a
vonalkontinuum fizikai terének dimenzidja.

(2.4)

Mechanikai feladatokban tobbnyire CAUCHY-peremek fordulnak el6, de ezt altaldnosan
nem bizonyitjuk. Egyrészt azért nem, mert ehhez a ,mechanikai feladat“ fogalmat ma-
tematikailag definidlni kellene, masrészt mert a fenti tétel akkor valik érdekessé, amikor
konkrét példikon tovabb lehet élesiteni. A tovébbiakban csupan illusztralni szeretnénk,

~ hogy a megszokott mechanikai peremek valéban CAUCHY-peremek. Ennek érdekében
_els6ként a d=1 dimenzids feladatokat vessziik szemiigyre.

Egy dimenziéban a (2.4) tétel szerint az egyensilyi it egyparaméteres () teher és CAU-

CHY-perem esetén a [\, p1] sikon fog haladni, hiszen d = (1“) +1 = 2. Az egy dimenzidban
mechanikailag lehetséges valtozatokat, és a CAUCHY-feladat meghatérozasahoz sziikséges
egyetlen p; paramétert az 1. tabldzatban rogzitettiik.
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| Sorszam Elrendezés [ Peremfeltételek | p, paraméter |
[ = -3 (0) =const (0
A e i ————— . e - ¥4 =const.
= 0
. p s=0 ' . .
2 -— =3 — 2(0) =const. z(0)
B z,8
y A= S=0 .
3| == | SO =0 O

1. TABLAZAT:EGYDIMENZIOS PEREMEK

- A megjeldlt p; paraméterek helyett természetesen esetenként mdst is vdlaszthatunk. A
| ridvégi P erd és a zo mennyiség kozott az (1.78) egyenlet teremt kapcsolatot.

| Ezutdn a diagondlis F' métrixszal rendelkezd sikbeli rudakat vizsgiljuk. A sikbeli eset-
| ben 2 CAUCHY-feltételek megadéasdhoz CAUCHY-perem esetén ?2';1) = 3 paraméterre
(p1,p2,ps) van sziikségiink. Egyelére csak merev megtémasztasokat tekintiink. Ha az F
métrix diagonslis, akkor az elsé két egyenlet feltételei kapcsoltak, tehat a 3 feltételbdl
kettének az elsé két egyenletre, egynek az utolsd egyenletre kell vonatkoznia. Ennek
alapjin matematikailag kiszlirhetdk a lehetséges viltozatok. A mechanikailag elképzelhetd
- peremeket a 2. tdblazat szemlélteti.

A tablizatban szerepld R paraméter a felilletre merleges reakcié eldjeles nagysagat jeldli.
A 2. tablizatrél leolvashatd, hogy minden esetben taldlhaté olyan (p1, P2, p3) paraméter-
| hérmas, melynek megadisa esetén a peremfeltételekbdl a CAUCHY-féle kezdeti feltételek
| -egyértelmiien kiszdmithatdk. _ . A T T
| Megjegyezziik, hogy a téblizat ,Peremfeltételek” rovatdban az implicit forméban felirt
[ (2.2) egyenletrendszert explicit formdban irtuk fel, és ahany 1ij, (a CAUCHY-probléméban
|: nem szerepl) paramétert szerepeltettiink,annyival t5bb egyenletnek kell lennie. ;,

Rugalmas megtimasztasokat ott alkalmazhatunk, ahol szabad elmozdulds-komponensek
| vannak (z,y,a). A lehetséges peremek szdma jelentdsen megné ugyan, de, ha a rugalmas .
| megtdmasztisokban ébredd er a gétolt elmozdulds-komponensek egyértelmi fiiggvénye,
- akkor az sszes ilymédon 1étrehozhat6 perem is CAUCHY-perem. Az elmozdulds-kompo-
' nenseket ugyanis a (p1, P2, P3) paraméterekbdl egyértelmiien meghatdroztuk, és a rugalmas
- kényszerekbdl adédé tobblet-erdk ezekbdl ki§zé.mitha.t6k.

Bemutattuk tehat, hogy a mechanikai pei';mérték-feladatok egy gyakorlatilag érdekes osz-
- tilysban csak CAUCHY-peremek fordulnak eld. A tovabbiakban olyan esetekkel foglalko-
zunk, amikor a (2.4) tételben meghatarozott d dimenziészam tovabb csdkkenthetd.
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I Sorszam | Elrendezés

| Pexg_felté;elik | pgamétere_k_'
X
z(0) = const. | p1 = (0)
1 y(0) = const. | p2 = y(0)
| a(0) = const. | p3 = &(0)
N b
s=0 — s | ¥(0) = fa(t p=t

2 2 === |i0)=5tR) |m=R

7= i(0) = f& B) | 75 = &(0)
Vy iR’ a(O) = fs(t) -
. ' £(0) = fi(t,u)
| §0) = fultiw) |pi=t
3 z(0) = fa(t,u) |p2=u
| y(0) = fu(t,u) | ps=&(0)
| «(0) = fi(t,u)
- :r(O) = const. | p1=2(0)
4 y(0) = const. | p2 = y(0)
&(0) = const. | ps = a(0)
X 2(0) = £i(t "
=h
5 o ) YO hem [moR
_ 's-:__..__._.;([-—; z = f3(t, D2 =
| b g 9(0) = fa(t,R) | ps = «(0)
mfy 7777777777777 7777 | &(0) = const. ,

$=0d - X #(0) = const. | pp = z(0)
6 §(0) = const. | p2 = y(0)
_ ' &(0) = const. | ps = a(0)

2. TABLAZAT:KETDIMENZIOS PEREMEK
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2 2 Példak

2.2.1 A nyomatékkal terhelt konzol: d=1

A vizsgalt szerkezetet a 5. dbra muta,tj';;

5. ABRA: A NYOMATEKKAL TERHELT KONZOL

Az s = 0 peremen a

'i
|
:
!

' z(0) o] |
2(0) y(0) 0} - (29)
L «(0) 0 _
Sirds érvenym Az (1 75) egyenlet a.lap jén | f |
TR 0 : |
D(O) . . "' (2.6)
AMo R o
Az F-1 mitrixrél feltételezziik, hogy diagonilis:
Ft= (B4, -G—: -ED, 2.7)

 és a rid kezdeti a.lakjét (1.12) alapjan a

cos(a)
2y = [ sin(a) ] : (2.8)
0 A ,
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fiiggvény irja le. Mivel a(0) = 0, ezért T(0) = E, és a D(0) vektort a (2.6) egyenletben
' (2-t8l fiiggetleniil) megadtuk, az (1.15) linedris egyenlctrendszerbdl a 2(0) vektor elemei

~ kénnyen kifejezhetok:
%(0) 1
(=50 |=| 0 | - (29)

&(0) b

El
A (2.5) és (2.7) egyenletbdl kitiinik, hogy a CAUCHY-feladathoz tartozé kezdeti feltételek
~ a ) teherparaméterbdl egyértelmien kiszaimithatok a kezdetiérték-feladat megoldasa el6tt,
 vagyis a z(s) vektor ismerete nélkiil. Ezek szerint a (2.4) tételben megadott d = 4 fels6
 korlét itt specialisan d = 1-re csSkkenthetd, tehat az egyensilyi it azonos a A tengellyel.
~ (Nem 4brazoljuk. ) ' -
' Megjegyezziik, hogy egyrészt a konzol kezdeti alakja (a 2o vektor) ezt a tényt nem érinti,

mésrészt , hogy az egyensiilyi 4t a térbeli esetben is d = 1 dimenzids.

2.2.2 A nyomott konzol: d=2

- A vizsgdlt szerkezetet a 6. dbra mutatja:

§s$0 __s=1

= - |
v \ AP, o
L.
| y

6. ABRA: AZ EROVEL TERHELT KONZOL (A < 0)
Az s = 0 peremen itt is a (2.5) el6irds érvényes; Az (1.75) egyenlet alapjin

AR
D(0)=[ 0 ] . (2.10)
M(0)

- ahol M(0) a deformacié utédni y(I) koordinatatdl fiigg, tehat ismeretlen. Az F~! métrixot
" most is a (2.7) egyenlet adja meg, a kezdeti alakot pedig a (2.8) Ssszefiiggés. Most is igaz,
- hogy T(0) = E, és igy (1.15) alapjan kénnyen meghatéarozhaté a 2(0) vektor:



2 fejezet: Egyensilyi utak globilis vizsgilata

#(0) 1+ 45 |
3(0) = [g(O) ] = [ 0 ] : (2.11)
&(0) -0

* Mint latjuk, a CAUCHY-feladathoz tarfozé kezdeti feltételek egyértelmilen kiszamithatdk
a )\ és M(0) értékek birtokdban, ezért az egyensilyi ut a [A, M(0)] sikon egyéftelmiien
. dbrazolhaté. Az egyensilyi dt ,ki is haszndlja “ a d = 2 dimenziét, hiszen eldgazasok
 sorozata jon létre. Az egyensilyi utat a 7. dbra illusztralja:

A A

N

—= M(0)

7. ABRA: AZ EROVEL TERHELT KONZOL EGYENSULYI UTJA

2.2.3 A nyomott csuklés rid: d=3

A vizsgalt szerkezetet (a.z EULER-feladatot) a 8. 4bra mutatja (A < 0):

Yy

8. ABRA: AZ EROVEL TERHELT CSUKLOS RUD
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Az s = 0 peremen az

z(0) = 0
y(0) = 0 (2.12)
«(0) = 0 )
-eldiras érvényes. Az (1.75) egyenlet alapjan
AP
D) = | V(0) |- (2.13)
) 0

A V(0) vertikalis timaszerd a terhelési folyamat kezdeti szakaszan zérus, de ha a 9. dbran
l4thaté helyzetbe kerill a rid, akkor az origd koriil az egész szerkezet korbeforgathato.

9. ABRA: AZ EROVEL TERHELT CSUKLOS RUD HURKOLT HELYZETE

A forgis kozben a rudvégeket sszenyomd erd abszolit értéke nem valtozik ugyan, de
 irdnya, és komponensei is valtoznak. Ekkor tehdt V(0) # 0. A rdd kezdeti alakjat (2.8)
| szolgaltatja. Mivel most az s=0 perem elfordulhat, tehat T(0) # E, ezért az (1.15)-bél
' szdrmazé lineéris egyenletrendszer megoldasa nem olyan kézenfekvo mint a konzoltarténal

volt. Bevezetve a

cos(a(0))
sin(a(0))

 jeloléseket, az (1.15) egyenlet az aldbbi format Slti:

AP, a -b0]1[EA O 0 a b 0][%(0)—a
[V(O)]:[b a o] o < 0][—ba0][g(0)—b}. (2.15)
0 0 0 1 0 0 EI 3

‘; (2.14)
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Ezt kifejtve az alabbi linearis egyenletrendszerre jutunk:

(2(0) — a)B1 + (§(0) — b)Bs = AFo
((0) — a)Bs + (4(0) = 5)B. = V(0) (2.16)
-5 =0
ahol ' -
B, = A(c*E +b*9)
B, = A(a*$+V°E) (2.17)
Bs = abA(E -9).

- A (2.16) egyenlet-rendszer harmadik egyenlete nem mond tjat, az elsG két egyenletbdl £(0)
' és y(0) kifejezhetd:

B3V (0) — BAPs

#0)=ae=—p B, _ B3
. V(0) — BsAPo-
9(0)=b— L B(§ 1 B, ;2 : (2.18)

- Beldttuk tehat, hogy a CAUCHY-feladathoz tartozé 6 valtozd kdziil 3 konstans (2a2), 2
~ pedig a A és V(0) paraméterekkel kifejezhetd (2.18). Harmadik paraméterként célszeriien
" a hidnyzé a(0) viltozdt bevezetve az egyensilyi it a [X,a(0), V(0)] térben abrazolhatd.
' Az egyensilyi utat a 10. dbra mutatja:

10. ABRA: AZ EROVEL TERHELT CSUKLOS RUD EGYENSULYI UTJA

Megjegyezziik, hogy az a(0) tengely 27 szerint periodikus, és a kettds spirdl egy kérhenger
palstjin halad, melynek tengelye az a(0) tengely.
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2.3 Osszefoglalé megjegyzések

Az el858 alpontok tételeivel és példdival bemutattuk, hogy lehetséges a vonalkontinu-
umok egyensilyi dtjinak globilis lefrisa véges dimenziés térben. A CAUCHY-perem
definici6jval a tér dimenzi6jst (sfkbeli feladatoknsl) d = 4-ben maximéltuk. A példdkon
bemutattuk, hogy es a sgdm tovibb csBkkenthetd. Ennek az eredménynek hasgndt lithat-
juk a sserkesetek stabilitdsvizsgéilata sordn.

A rugalmas sgerkesetek stabilit4svizsg4latahos a katasgtréfaclmélet $8bbek kosott asszal as
érdekes megéllapftissal jarult hozz4, mely szerint a szerkezet (legfeljebb 5 paraméteres)
potencidl-figgvénye birmely kritikus pont kdrnyesetében transsformilhaté olyan alakra,
amelyben tipikusan legfeljebb két v4ltosé aktfv (GASPAR, 1983). Es gyakorlati szem-
pontbél ast jelenti, hogy a stabilit4s illetve a posstkritikus viselkedés vizsgélatdt a passsfv
viltosék (adott algoritmus sserint t3rténd) levilasstdsa utdn ag aktfv viltosdkra korldtos-
hatjuk.

Az emlftett lev4lasstési algoritmus gyakorlatilag csak véges sok viltozé esetén hajthaté
végre, elvileg is legfeljebb megszdmlilhatéan végtelen viltoséra alkalmaghaté. Iménti
vigsgélataink arra mutatnak, hogy kontinuum szabadssgfokkal rendelkes6 mechanikai rend-
szerek esetén van lehet8ség ,elbzetes® levilasstdsra. ,ElSzetes®-en ast értjiik, hogy mielStt
egy-egy konkrét kritikus pont kdrnyékét megvizsgilnink és alkalmasnink a katasatréfael-
mélet eredményeit, megkfséreljiik a potencidlifiggvény ason viltoséinak elkiildnftését, ame-
lyek egy4l taldn (vagyis a teljes terhelési folyamat sordn) a katassiréfaclmélet értelmesése
sgerint akifvvd vilhatnak.

Misképpen est figy is fogalmashatnsnk, hogy a katasstréfaclmélet dlial targyalt jelenségek,

teh4t a posstkritikus viselkedés killonbds3 esetel, mindig a potencidl-fiiggvény egyensilyi
halmasén j4tesédnak le. Ha esen halmas egy ismert (ismert médon koordinstisott) véges
dimensiée euklidessi térbe bedgyashaté, (est mutattuk meg ebben a fejesetben), akkor a
poestkritikus viselkedés is tirgyalhaté ebben a térben. A stabilit4si problémAkat asonban
csak topolégiai értelemben vizsgélhatjuk itt, teh4t arra kaphatunk vélasst, hogy hol, mi-
lyen irinyban és hény egyenstlyi 6t halad. Ezen utak stabilit4sit asonban k3svetlentl nem
elemesheijik, csak kdvetkestethettink r4. Ennek az ag oka, hogy az egyensily véges di-
mensiés tirgyaldsin4l kihassniltuk, hogy ismerjik a vari4ciée feladathos tartosé EULER-
LAGRANGE differenci4legyenletet, amit dgy mondhatndnk, hogy a végtelen viltozdban
felirt potencidlis energia els deriviltja véges sok viltosé (a peremfeltételek) kivételével
eleve sérus volt. Nem 4ll vissont rendelkeséslinkre ilyen, ,végtelen valtozé-pér szerinti
parcilis deriviltakat® eltfintetd esskds a stabilitdst leiré Hesse-mdirix esetén, esért a
kapott egyensilyi utak stabilit4s4t kdsvetlenill nem ellendrishetjiik. Itt lithatjuk asonban
hasznit a katasstréfa-elmélet eszkostirinak, amely a kritikus pontok kdrnyesetét éppen
topolégiai tulajdonsdgaik alapjén osztilyozsza.
A felsorolt példdk kosiil killdn érdeklddésre tarthatnak szdmot azok as esetek, amikor
. ag egyenstlyi utat bedgyazé tér dimenzi6jst 3 ald szoritottuk. Ez ugyanis ast jelenti,
. hogy globélis megfontolésokkal bizonyftottuk, hogy lokilisan nem jShetnek létre egyes
' katasgiréfa-tipusok.



3. i'ejezet:

Ciklikusan szimmetrikus szerkezetek
vizsgalata

Az eddigi két fejezetben a vonalkontinuumokkal modellezett szerkezeti elemek (kotél,
drboc) matematikai modelljét épitettiik ki, tekintet nélkiil arra, hogy ezek az elemek milyen
médon kapcsolédnak szerkezetté. Ezéltal olyan eredményekre jutottunk, amelyek nem csak
a kikotstt drbocok szerkezeti elemeire, hanem minden vonalkontinuummal modellezheté

szerkezeti elemre vonatkoznak.

Ebben a fejezetben éppen ellentétes megkdzelitést alkalmazunk. A vizsgilt szerkezetek
ugyanis kiilonb6z6 rendd diszkrét forgdsi szimmetridval rendelkeznek, és most a matema-
tikai modell kiépitésénél csak ezt a szimmetridt vessziik alapul. Ezaltal olyan eszkozhoz
jutunk, mely minden diszkrét forgdsi szimmetridval rendelkezd szerkezet szamitdsira al-
kalmas, tekintet nélkiil arra, hogy a szerkezet vonalkontinuumokbdl épiil-e fel vagy sem.
Ezt a tényt a fejezet masodik részében felsorolt analitikus példakkal fogjuk illusztralni.

Az el6z6 kettd és ezen fejezet ,,metszetét” képezik a kikdtott drbocok, melyek szamitasaval
a kovetkezo fejezet foglalkozik. Ott keriil majd sor az els6 harom fejezetben bemutatott
modszerek numerikus alkalmazasara.

A ciklikusan szimmetrikus szerkezetek szamitasdval kapcsolatban szamos specidlis, ered-
ményt értek el és médszert dolgoztak ki. Statikailag hatdrozott racsostarték riderdinek
meghatédrozaséval foglalkozik BERES, LOVASS-NAGY és SZABO (1958), valamint HE- .
GEDUS (1978). A hengeres racsok statikai és kinematikai jellemzdit vizsgdlja TARNAI
(1980) Hengeres récsok dinamikai vizsgalataval foglalkoz1k TORNYOS (1985). Hengeres
racs példajan illusztrilja eredményeit GASPAR és TORNYOS (1986).

Ciklikusan szimmetrikus szerkezetek szdmitdsdndl sokszor az jelenti a gondot, hogy a
szerkezet mechanikai jellemzdit leiré fiiggvények (potencidlis energia, merevségi operdtor,
fesziiltségi tenzormezd) csonkolt TAYLOR-sora nem tiikrozi a szerkezet, illetve a sorba fej-
tett fliggvény diszkrét forgdsszimmetridjit, hanem folytonos kérszimmetridt mutat. (Pél-
d4ul a négyzet keresztmetszetii rid inercidja minden silyponti tengelyre azonos.) A to-
vabbiakban azt szeretnénk megvizsgalni, hogy adhaté-e sziikséges és elégséges feltétel a
TAYLOR-sor figyelembe veendd tagjainak darabszimara, ha feltételiil szabjuk, hogy a

40
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csonkolt sor megdrizze as eredeti figgvény szsimmetria-tulajdonsdgait, vagyis a csonkoldsra
mint operdciéra ssimmetria-invaridns legyen. Ezen fejezet eredményeit résgben (DOMO-
KOS ,1989d) és (DOMOKOS, 1989e) tartalmasza. .

3.1 Tenzorok szimmetria-invariancidja

~ Ebben a pontban csak sfkbeli tensormesSkkel foglakosunk.

Definfcié:

Konzervatfv tenzormesének nevesiink egy olyan m-edrendf D,, tensormesét, melynek
2™ koordinitéja egy [zyz] derékssdgh koordinitarendszerben értelmesett z = F(z,y)
skaldrmesd m-edrendfi, 2® darab parcislis derivaltjaval egyesik meg.

(3.1)

A koordin4t4k egy m-dimenziés egységkocka csiicsaiban helyeskednek el, tehdt minden ko-
ordin4ta egy m hosszisigi binris (0,1 elemekbd] 4116) sorozattal agonosfthaté.A parcidlis
deriv4l4s sorrendje felcserélhetd, ezért minden olyan csicspontban,amely k darab 0-bél és
m — k darab 1-esb8l 4116 sorozattal azonosfthaté, a

a"F

deriv4lt 4ll. Tensormes8k koordinita-invaridns tirgyaldséval és mechanikai interpretscié-
javal DOMOKOS (1984) foglalkosik behatébban.

A tovibbiakban csak kongervativ tensormesdkkel foglalkosunk, esért 4ltaldban a ,konszer-
vatfv® jelsdt elhagyjuk. Specidlisan m = 0 esetén nulladrendd konzervativ tenzormezdhdsz
jutunk, mely magéval a z = F(3,y) skalirmesSvel azonos.

3.1.1 Skaldrok
Defincié:

Egy transsforméciékbél 4116 halmast akkor nevesiink csoportnak, ha tartalmassa birmely
két transsformicié szorsatst birmely transzformécié inversét és as identit4s-transsformé-
ciét. A halmasban talslhaté eltérd transsforméciok szdma a csoport rendje. (BIRKHOFF
és MACLANE, 1965)

(3.2)

Definfcié:
Az u; = 2= sa5gekkel t6rténd sikbeli forgatdsokbdl 4ll6 G tranngormécié-csoportot n-
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edrenddi ciklikus csoportnak nevezziik (COXETER, 1969). A kérszimmetria co-rendd foly-
tonos csoportjit Ceo-nel jel6ljiik.
(3.3)

Definicio:

Az R halmazt a C, csoportra nézve invaridnsnak nevezziik, ha a csoport barmely transz-
formaciéjara nézve invaridns. Az R halmazt akkor nevezziik egy transzformaciéra nézve
invaridnsnak, ha a transzformalt halmazt az eredetitdl nem lehet megkiilonbéztetni. Ha n
az a legnagyobb természetes szam, melyre igaz, hogy R invaridns Cj-re nézve, akkor ezt a
C(R) = n mbdon fogjuk jelélni. Cn-et R szimmetria-csoportjdnak nevezzik.

(3.4)

Definicié:

A kétdimenziés z = F(z,y) skalarmezd n-edrendli TAYLOR-kozelitését a P(0,0) pontban
F™(z,y) fogja jelolni. Az F* TAYLOR-kozelitést akkor nevezziik szimmetria-invaridansnak,
ha C(F) = C(F™). ]

(3.5)

Tétel:

C(F")=C(F) csak akkor, ha n > C(F). (3.6)
Bizonyitas:

Az F skaldrmezd egyenletét fejezziik ki hengerkoordindtakkal gy, hogy a henger tengelye
a z tengellyel legyen azonos. Az aldbbi helyettesitéseket alkalmazzuk:

z
y

[

r cos(p)
r sin(¢p). , : (3.7)

Ha ugyanezt a transzformaciét alkalmazzuk az F™ feliiletre, akkor a
F*=Y"r' )" aijcos’()sin'™ (p) (3.8)
i=0 j=0

kifejezéshez jutunk. Ha az F feliiletet egy r = konstans hengerrel elmetssziik, akkor egy
olyan

z = f(p) (3.9)

fiiggvény lesz a metszésvonal, melyre teljesiil, hogy
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f(o) = flg + z%))- (3.10)

Definicio:
Az F feliilet k-adrendii H), harmonikusinak nevezziik azt a feliiletet, melynek hengeres
metszete a -

hi() = axcos(k @) + brsin(k ») (3.11)

forméban frhat. Az aj és by szdmok az f(yp) fliggviiy k-adik FOURIER-komponensének
egyiitthatéi. Ha | ai | + | by |= 0 (tehat H; = 0), akkor azt mondjuk, hogy a k-adrendi Hj
harmonikus eltiinik, ebben az esetben C(H;) = oo. Az egyszerliség kedvéért bevezetjiik
azt a konvenciét, hogy a co minden természetes szémmal oszthaté. Az F™ felilet H}
harmonikusait hasonlé médon értelmezziik.

Definicié:

-

A legkisebb (ill. legnagyobb) olyan i indexet, melyre H}* # 0, i7,;,-nel (ill. it . -szal)
jeloljiik. : .
(3.12)

Definicié:

Az I, I,..., I természetes szamok legnagyobb kézds osztdjat G(I1, Ip, - - - I.)-val jeloljiik.

(3.13)
A fenti definiciék alapjin,mivel
G(C(H!)) = C(F™), (:=1,2,...,00) (3.14)
i '
& "
C(H!) =1t ha H] #0, (3.15)
megallapithatjuk,hogy
C(F") < ipin. (3.16)
Definicio:

Az z,, 7, valtozékban felirt n-edfokd polinomot P"(z,,z,)-vel fogjuk jeldlni.

(3.17)
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Ezek utan metssziik el az F™ kozelito feliiletet is ugyanazzal a hengerrel, mint amivel az
F feliiletet metszettiik kordbban. A metszésvonal egyenlete ekkor (3.8) alapjin a

f(g) = P*(cos(p), sin(¢))  (n2 k) (3.18)

formaban frhaté. Ezen fiiggvény FOURIER-komponenseinek megkeresésére a komplex
szamokra vonatkozé MOIVRE-tételt hasznéljuk fel, melynek alapjan :

cos(kp) = Plk(cos(‘P)ssin((P)) (3.19)

sin(kp) = Pj(cos(p),sin(p))- '
Az P} és P} k-adfoki,homogén polinomok egyiitthatéit (KORN és KORN, 1968) tartal-
mazza.

A (3.19) egyenletbol k(’ivétkezik,hogy az n-edrendd sorfejtésnek legfeljebb n-edrendl har-
monikus komponense lehet,tehat -

.. <n. (3.20)
Figyelembe véve,hogy
i;in S i:v.a:c’ (321)
a (3.16) és (3.20) egyenldségbdl a
C(F')<n (3.22)

‘Gsszefiiggésre jutunk.Beépitve ebbe a (3.6) tételben megkovetelt C(F) =C(F™) egyenlSsé-
get, a tétel allitdsdhoz jutunk.

Q.ed.

A fentiekben a sorfejtés rendjét jelentd n szamra egy szilkséges feltételt léttunk' be. Ezt
a feltételt annak alapjan tudtuk megfogalmazni, hogy ismertitk az F felillet szimmetria
csoportjanak C(F) rendjét. Nem meglepd, hogy ha t&bb informacié all rendelkezésiinkre,
akkor a sziikséges feltétel tovabb élesithetd. Azt az esetet fogjuk vizsglni, amikor, vala- -
milyen megfontolds alapjén, elére tudjuk a henger paldstjdn futé f(ep) fiiggvényrol, hogy
mely FOURIER-komponensei tiinnek el, és melyek nem. Mint a késébbiekben latni fogjuk,
ez a gyakorlatban el6forduld eset.

Mieldtt a tételt kimondanéank, egy lemmat kell belatnunk:

emima:

Ha H; =0, akkor H =0. (n =1,2,...)
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(3.23)
Bizonyitas:

Ez a lemma azt mondja ki, hogy az F* TAYLOR-sornak nem lehet olyan harmonikus kom-
ponense, amely az eredeti F fiiggvénybdl hidnyzik. Mint a (3.25) tételben 1atni fogjuk, az
4llitds megforditva nem igaz:a TAYLOR-sorfejtés rendjét fokozatosan ndvelve dtmenetileg
hidnyozhatnak olyan harmonikusok, amelyeket a sorba fejtett fliggvény tartalmaz. Mivel
n = oo esetén analitikus fiiggvényekre F™* = F, erre az esetre a (3.23) lemma &llitasa
trivialis.

Véges n esetén elsdként a (3.20) egyenletre hivatkozunk. Ott ugyanis belattuk, hogy a
TAYLOR-sor k-adrendd tagjainak csak (k < n)-ed rendii harmonikusai lehetnek. Téte-
lezziik fel ezutdn, hogy vam olyan n < co , melyre a (3.23) lemma allitdsa nem teljesiil.
Mivel n = oo-re az 4llitds mindig teljesiil, ezért kell lennie a magasabb (m > n) rendl
tagok kozétt olyanoknak, melyek alacsonyabb (k < m) rendd harmonikusai az n-edrendi
tag nemkivénatos harmonikusait lenulldzzdk. Ehhez az sziikséges, hogy az m-edrendi és
n-edrenddi tagok egyiitthatéinak ardnyst eldirhassuk r (a sugir) minden értékére. Az m-
edrendii tagok egyiitthatéit r™-mel, az n-edrendi tagok egyiitthatéit r"-nel kell szorozni a
(3.8) képlet tantisiga szerint, tehat r minden értékéhez 1j feltételt kell szabnunk. Mivel az
n-nél magasabb rendii tagok egyiitthatéinak szdma megszdmldlhatéan végtelen, r pedig
kontinuum szdmosségi értéket vehet fel, ezért a feltétel nem teljesithetd. Ezzel indirekt
médon beldttuk a (3.23) lemma allitasat.

Q. e d.

Tétel:

Ha s(F) az a legkisebb természetes szdm, amelyre G(C(H,), C(Hz),. . .,C(Hyr))) = C(F),
akkor a C(F™) = C(F) egyenldség szikséges feltétele, hogy n > s(F).

(3.24)
Bizonyitas:

Ha i > s(F) esetén C(F) a harmonikusok frekvencidinak legnagyobb k&zds oszt6ja, akkor -
ez azt jelenti, hogy az s(F)-ed rend{ harmonikusig kell elmenni az F fiiggvény »hengeres“
FOURIER-sorfejtésében, hogy a csonkolt FOURIER-sor szimmetria-invaridns maradjon.
A (3.23) lemméban beldttuk, hogy az F fiiggvénybdl hidnyzé alapharmonikus az F™ sor-
fejtésben sem fordulhat eld, tehdt a TAYLOR-sorral addig kell haladnunk, hogy Hyp
1étrejchessen. Ehhez viszont a (3.20) egyenlet alapjdn n > s(F') sziikséges.

Q. e d.

Megjegyezziik, hogy Ho(r # 0 esetén s(F) = C(F), és igy a (3.6) és (3.24) tételekben
szabott sziikséges feltétel megegyezik.

Az eddigiek azt a litszatot gerjeszthették , mintha az F(z,y) fiiggvény TAYLOR-sorfejtése
és az f(p) fiiggvény FOURIER-sorfejtése kozott nagyon szoros lenne a kapcsolat. Erre
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azonban bizonyos mértékig rd fogunk cafolni, ugyanis azt fogjuk megmuta.tni, hogy a
szimmetria-invariancia feltétele mellett a TAYLOR-sorfejtés n rendjére még a (3.24) tétel-
ben definidlt s(F') szdm ismeretében sem adhaté elégséges feltétel. Allitasunkat, negativ
jellegénél fogva, elegendd, ha C(F') és s(F) egyetlen, konkrét értékére igazoljuk. Az egy-
szerliség kedvéért a C(F) = s(F) = 1 esetet vizsgdljuk.

Tétel: -

Tetszéleges n természetes szdmhoz konstrudlhats olyan F(n,z,y) felilet, melyre
s(F)=1, C(F)=1 és C(F)#C(F"). (3.25)

Bizonyitas:

Tekintsiik a

F(n,z,y) = > (3.26)

feliiletet. Szemléletbdl igazoltnak tekinthetjiik, hogy C(F) = 1. Mivel a (2n + 1)-nél
alacsonyabb rendii derivaltak a P(0,0) helyen eltiinnek, ezért F™ = 0, vagyis C(F™) =
co. Eazel beldttuk, hogy C(F) # C(F™). A tovébbiakban azt fogjuk megmutatni, hogy
3(F) = 11is teljesiil. Ha az F fiiggvényre alkalmazzuk a (3.7) transzforméciot és elmetssziik
egy r = 1 hengerrel, akkor a

() = cos®**1) () (3.27)

fiiggvényre jutunk. Azt szeretnénk beldtni, hogy f(¢) FOURIER-sorabél nem hidnyozhat
2r periédusd tag. Ezen harmonikus a; egyiitthatéja KORN és KORN (1968) alapjin
koézvetleniil kiszamithato:

__l L __]; x 2(n+1) _1><3><5>< X(2n+1)
a = [ Hp)eos(p)p = [ cos™Vpdp = Z7mrmr x@nt2)

.

Ezzel a tétel allitasit belattuk.
Q.ed.

A tovébbiakban n-edfokd polinomok szimmetria- viszonyait vizsgaljuk meg.
Korolldrium a (3.6) tételhez:

C(P*(z,y)) <n - (3.28)
Bizonyitas:

Mivel minden P"(z,y) polinom egyben énmaga n-edrendii TAYLOR-kozelitése, ezért a
korolldrium 4llitdsa egyenes kévetkezménye a (3.6) tételnek, hiszen ezt atrendezvea C(F™) <
n osszefiiggést nyerjiik.

Q.ed.
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Tétel;

A C(P™(z,y))-ra adhatd legkisebb felsé korlit egyenld n-nel.

(3.29)
Bizonyitas:

Ha tudunk mutatni egy olyan Z*(z,y) (n = 1,2,...) polinom-csalddot, melyre (barmely
n esetén) C(Z") = n, akkor a tétel allitdsat beldttuk. Ilyen polinom-csalddot dgy is
nyerhetnénk, hogy a H; harmonikusokra alkalmazzuk a (3.7) transzformécié inverzét, de
taldn érdekesebb, ha kozvetlen geometriai konstrukcié tjan jutunk el a Z™ feliiletekhez.

Egy szabilyos n-szbg alapi gila oldallapjainak sikjai linedris PXz,y);(¢ = 1,2,...,n)
polinomoknak tekinthetdk. Hozzuk fedésbe a gila szimmetria-tengelyét a z tengellyel és
feketessiik alaplapjat az [ry] sikra. Képezziik a

2" = [1 P(a,v) (3.30)

=1

szorzatot, mely egy n-edfoki polinomot ad meg, amely szemlélet alapjén is invarians a
C, csoportra nézve. Mivel a Z" feliilet az [zy] sikot n darab egyenesben metszi, ezért
magasabb szimmetridval nem rendelkezhet.

Q. e d
A (3.28) korollarium és a (3.6) tétel analég médon igazolhaté sikgdrbékként értelmezett
polinomokra is.

3.1.2 Altalinos konzervativ tenzorok
Definicié:
A D,, m-edrenddi, konzervativ tenzormezd n-edrendii TAYLOR-kozelitését D;,‘,-n’el fogjuk
jelélni.
(3.31) “

A D" kozelités a D,, tenzormezé 2™ darab skalér koordinatajanak n-edrendi TAYLOR-
kozelitésébal all.
Tétel:

C(D~) = C(Dy,) csak akkor, ha n > C(Dn)—m. (3.32)
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Bizonyitas:

Azok az F feliiletek, amelyek m-edrendd derivaltja D,,, egymastdl egy (m — 1)-edrendi
polinomban kiilénbézhetnek. Valasszuk ki koziilitk azt az Fp feliiletet, amelynél az emlitett
polinom minden egyiitthatéja zérus, vagyis a TAYLOR-sor az m-edrendi tagokkal kezdo-
dik. Erre nyilvan teljesiil a

C(Fo) = C(Dm) (3.33)

Osszefiiggés.

Vegyiik figyelembe, hogy az n-edrendd D?, TAYLOR-kozelités maga is m-edrendd ten-
zormezd, hiszen azonos az Fy feliilet (n + m)-edrendi TAYLOR-kozelitésének m-edrendd
kovaridns derivéltjdval. Ilymédon a (3.33) egyenletet a csonkolt TAYLOR-sorra is alkal-
mazhatjuk: o

c(Dy) = CE™). (3.34)

A (3.6) tétel alapjan:

C(F3*™) = C(F,) csak akkor, ha n+m > C(Fp). (3.35)

A (3.33) és (3.34) egyenletet a (3.35) egyenletbe helyettesitve a

C(D*)=C(Dy,) csak akkor, ha n > C(Dp)—m. (3.36)

Osszefiiggésre jutunk.

Q. e d.

Megjegyezziik, hogy a (3.32) tétel nem zarja ki, hogy C(Dyn) — m negativ értéket vegyen
fel. Ebben az esetben biztosak lehetiink benne, hogy a sziikséges és elégséges feltétel nem
azonos. Van rd azonban méd, hogy a negativ értékeket kizérjuk a a (3.32) feltételbsl.
Ennek igazolaséhoz a CSEBISEV-polinomokat hasznaljuk fel (SZASZ, 1951):

Definicio:

A cos(p) = u helyettesités mellett
cos(ny) = T"(u), ‘ (3.37)

ahol T™(u) raciondlis egész fliggvény, melyet elséfaji, n-edrendi CSEBISEV-polinomnak
neveziink.

Bevezetve a
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[ cos(0p) | [ u® ]
cos(1yp) ul
a=| cos(2¢) |, b= | v’ (3.38)
| cos(nyp) | | u™ | -

jeloléseket, a CSEBISEV-polinomokat a

a=0b (3.39)
linedris transzformacidban foglalhatjuk dssze. A © egyiitthatématrixrdl (SZASZ, 1951)

400. 3* rekurziés képlete alapjin megallapithaté, hogy specidlis szerkezetll alsé harom-
szégmatrix:

(3.40)

. c:><o:>qc>><‘:
M OO MO
- OO MOO
- MoxXooo
oMoooo

. Mooooo

A (3.40) séméban X-szel jeloltiik a nem zérus elemeket. A fenti matrix a paros és paratlan
oszlopok és sorok egymés mellé- és ald rendezésével hiperdiagonal alakra hozhatd, melynek
f64tl6jaban csupa zérustdl kiilonbdzd elem 4ll, tehdt a matrix invertdlhaté. Az inverz
méatrix ismét hiperdiagondl lesz, és a sorok és oszlopok visszarendezése utan megallapit-
hatjuk, hogy ha ©;; = 0 akkor 6,-'1-1 = 0 is teljesiil. Masképp fogalmazva a ©~! maétrix
szerkezete megegyezik a (3.40) sémaban mutatottal, azzal a kiilonbséggel, hogy az X-szel
jelélt elemek nem-zérus voltdt nem igazoltuk, de ezt nem is fogjuk kihaszndlni. Mivel
a ©~! maétrix a cos™(p) fiiggvények FOURIER-egyiitthatdit tartalmazza, ezért a séma
alapjén belattuk, hogy paros rendii TAYLOR-tagok csak péros, paratlan rendd TAYLOR
tagok csak pératlan rendd (nem-zérus) harmonikusokkal rendelkeznek. Egy m-edrendid
D,. tenzor TAYLOR-sora az Fp felillet TAYLOR-sordnak m-nél magasabb rendi tagjait
tartalmazza. A fentiekbdl kovetkezik, hogy ha

[C(Dn) mod 2/=[m mod 2]  (C(Dm)<m),

akkor a konstans (0-adrendii) TAYLOR-sornak is lehetnek elvileg C(Dy)-edrendi har-
monikus komponensei, egyébként legaldbb a linedris (elsérendii) TAYLOR-tagokig el kell
menni. Ezek szerint C(Dy) < m esetén a sziikséges TAYLOR-tagok rendje 0 vagy 1. A
(3.32) tétel 4llitasit ezzel a megfontoldssal kiegészitve a 3. tablazat illusztralja:
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m — 0/1|/2|3|4|5|6|7;8|9

C(Dm) | "
oo 0j0j0(0f{0j0]0[0O]O(O
1 1{0(1]0j1]0]|1j0}|1/0
2 211({0]1{0})1{0j1]0]1 -
3 3{2j1(0j1j0{1{0]1]0
4 413|12(1(0j1]0]1]0¢}1
5 5(/4(3(2{1{0fj1]0]1]0
6 6]5(4(3(2(1(0}j1]0]1
7 7{6|5|413|12[1(0[1]0
8 8|7(6[5(4[3({2[1]0]1
-9 918(7(6[5[4(3[2]1]0

—_

3. TABLAZAT:A TAYLOR-SORFEJTES SZUKSEGES RENDJE

Ezek utén a (3.24) tételhez hasonléan egy élesebb sziikséges feltételt fogalmazunk meg,
melynél ismét az s(Fp) szam ismeretére tamaszkodunk. Az Fy feliilet harmonikusait Hy ;-

vel jeloljiik.
Tétel:

Ha s(Fy) az a legkisebb természetes szdm, amelyre G(C(Ho, 1), C(Hoz2), - > C(Hos(r))) =
C(D,,), akkor a C(D,,) = C(D%) egyenldség szikséges felictele, hogy n > s(Fo) - m.

(3.41)

Bizonyitas:

Gondolatmenetiink hasonlé lesz a (3.24) tételnél alkalmazotthoz. Ennek alapjin nem nehéz
formalisan is beldtnunk a (3.41) tétel allitdsit. A (3.24) tétel alapjn, ha k az a legkisebb

természetes szam, amelyre

G(C(Ho,),C(Hoz), . ..,C(Hox)) = C(Fo), (3.42)
akkor a

C(Fg*™) = C(Fo) (3.43)

egyenldség sziikséges feltétele, hogy

n+m2k. (3.44)
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Ha a fenti Ssszefiiggésekbe helyettesitjiik a (3.33) és (3.34) egyenletet, akkor a (3.41) tétel
- gllitasdhoz jutunk.
- Q.e d.

ne

3.2 Példak | :
- 3.2.1 A potencidlis energia: m =0

A V potencialis energia skaldr mennyiség, vagyis nulladrendd tenzor. A (3.6) tétel allitasa
. szerint ekkor legalibb a C(V')-edrendi tagokig kell menni a TAYLOR-sorfejtésben, hogy
. a szimmetria rendje ne valtozzon. Tlusztricidként GASPAR. (1977) munkdjit emlitjik,
 melyben egy n (n > 3) szimmetrikusan elhelyezett linedris rugéval megtdmasztott merev
~ rdd viselkedését vizsgalja. A szerkezetet a 11. abra illusztrdlja:

11. ABRA: AZ n RUG(’),VAL MEGTAMASZTOTT RUD

GASPAR megdllapitja, hogy a szerkezet potencislis energidjinak 6tédrendi TAYLOR-
kozelitése a ) b

/1 1 | 15 5 ,° 7 1 1
V® = KL (81' +8C3r + 512r + 64C4r e Csr ) +PL( 21‘ 81‘)

-—-‘liK L%rrocos(p — o) '
forméban irhaté, ahol

K,L,P konstansok
16‘03(399) han=3
D
Cs = { 0 han#3
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1
_ ] gcos(4p) han=4
e { 0 han #4

{ 5cos(3p) han=3

Cs =4 15c03(5¢) han=35

0 egyébként

ro,po tokéletlenségek.

Szemléletbdl megdllapithatjuk, hogy n rugd esetén a tokéletes (ro = 0) szerkezeten

Cc(V)=n. (3.46)

A (3.45) képletbdl viszont leolvashatd, hogy (ugyancsak n rugd esetén)

c(V™) =n. . (3.47)

A fenti egyenletbe behelyettesitve a (3.46) egyenletet a

c(veM) =cv) - (3.48)
Osszefiiggésre jutunk, amely szerint a (3.6) tételben megfogalmazott sziikséges feltétel itt
egyben elégséges is.
3.2.2 A merevségi operator: m =1

A K merevségi operator az u elmozdulds-vektorhoz a g tehervektort rendeli hozza:

K =g (3.49)

A K operator tehat egy vektormezdt, vagy mésképp kifejezve, egy elsérendii tenzormezot
definidl. A (3.32) tétel szerint ekkor legaldbb a (C(K') —1)-edrendi tagokig kell elmenniink
a TAYLOR-sorfejtésben, hogy a szimmetria rendje ne valtozzék. Mlusztraciéként az elemi
szilardsdgtan hipotézisei alapjan modellezett , tisztdn hajlitott rudak keresztmetszeteit -
vizsgdljuk. Egy ilyen keresztmetszetet mutat a 12. dbra:
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Y

12. ABRA: A HAJLITOTT RUD KERESZTMETSZETE

- Az elemi szildrdsdgtan hipotézisei szerint a keresztmetszetek a deformdci6 utdn is sikok,
~ vagyis linedris polinomok maradnak. Ez ast jelenti, hogy az elemi szilirdsigtanban az a
" keresztmetszet K merevségi operatora helyett eleve annak linearis K* kozelitését hasznal-

' juk, amely az ismert

1_| Iz Dz
K _[D:v I, (3-50)

" forméban irhaté. Szintén ismert tény, hogy ha C(a) > 3, akkor C(K 1y = oo, vagyis
a szabalyos sokszdg alakii keresztmetszetek inercidja minden tengelyre megegyezik. Ez
alitimasztja a (3.32) tétel dllitdsat, mely szerint, mely szerint Ngyglcéges = C(a)—-1.
Igéretiinkhoz hiven most a (3.41) tételt is megprébéljuk egy példdn illusztrilni. Tovdbbra
is a hajlitott rudakndl maradva vizsgiljuk a HACAR (1987) altal bemutatott keres’z'tmets-
zeteket: ' ‘ o
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13. ABRA: A HACAR ALTAL BEMUTATOTT KERESZTMETSZETEK

- A fent bemutatott keresztmetszetekre szemléletbdl igaz, hogy C(a) = 1, de a lineéris
| szuperpozicié alapjan azt is konnyi beldtni, hogy C(J!) = co. Ekkor tehit a (3.32)
! tételben meghatdrozott n = C(a) — 1 = 0-adrendd kozelités nem elégséges, s6t , mint
| littuk, az elsérendil sem. Mit dllapit meg 2 (3.41) tétel sziikséges feltételként? Ennek
' kiszamitasshoz ismerniink kell a harmonikus komponenseket. Szemléletre tdmaszkodva:

HO,I = Ho,z =0 és Ho';; # 0 Ho,4 # 0. (351)

" Ennyi harmonikus ismerete elegend5, hiszen G(3,4) = 1 = C(a). Ezek szerint esetiinkben
 8(Fo) = 4, ezért (3.32) alapjén ngyjkséges = 3. Itt nem vizsgiljuk, hogy ez az érték
elégséges-e. A kovetkezd fejezetben ezt egy numerikus példan illusztraljuk.

' Megjegyezziik, hogy feszitett drbocok merevségi operatorat vizsgdlva HATHOUT et al.
| (1979) megéllapitjék, hogy a C3 szimmetriaval rendelkezd szerkezet linearizalt K* operd-
| tordra C(K?) = oo teljesiil. A (3.32) tétel 4ltal kimondott sziikséges feltétel elégségbsségét
 illusztralja szintén hajlitott rudakra (de természetesen nem elemi ridelmélettel) BUZANO
et al. (1985).

- 3.2.3 A fesziiltségi tenzor: m =2

A fesziiltségi tenzor a vizsgdlt test minden .pontjdban egy iranyhoz egy fesziiltségvektort
- rendel hozza, tehit mésodrenddi tenzor. Tlusztriciéként a membranhéjak fesziiltségalla-
- potat vizsgdljuk egy CSONKA (1981) altal kézdlt példa alapjdn. CSONKA a vetiileti Ny,
| Neys N, membrénerdkkel dolgozik: Ezek az F(z,y) fesziiltségfiiggvény masodik parcialis
. derivéltjaiként dllnak el, tehat az N, membrantenzor eleget tesz a konzervativ tenzormezd
- (8.1) definiciéjanak.

- Szabalyos hromszdg alaprajzi, tehdt Ca szimmetridval rendelkezd, egyenletesen megoszlé
" teherrel terhelt héjakra CSONKA (1981, 5.1.(4), p.281)az alabbi membranerdket kozli:
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= 62F PoQo
V=37 = he 07
= 62F Podo
N-’W - —ayam == ho ) - (352)

= Dodo

Mint latjuk, a vetiileti feszitder6k kivétel nélkiil az = és y valtozék linearis fiiggvényei,
tehat

N = N, (3.53)

amibdl természetesen

C(N;) = C(Ny) (3.54)

is kovetkezik. Mivel C(N,) = 3 és m = 2, ezért a (3.32) tétel szerint Neziikséges = L- A
(3.54) egyenldség azt mutatja, hogy ez az érték egyben elégséges is.

CSONKA koényvében mas szimmetrikus héjak is illusztrdljik a (3.32) tétel allitdsit. Az
N, tenzormezd C; szimmetridjat CSONKA kényvébél atvett abriakkal prébaljuk szemlél-
tetni.Els6ként a feladatot mutatjuk be (14/a dbra, CSONKA 5.1.2 4bréja alapjin), majd
a szémitasi eredményeket (14/b dbra,CSONKA 5.1.5-5.1.14. abrai alapjén).



3. fejezet:

Ciklikusan szimmetrikus szerkezetek vizsgalata

14/b. ABRA: MEMBRANFESZULTSEGEK Cs SZIMMETRIAJA
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8.3 Osszefoglalé megjegyzések

. A mérndki gyakorlatban 4ltalinosan elterjedt as a feltételesés, hogy a TAYLOR-sorfejtés
rendjét ndvelve a vizssgilat eredménye egyre pontosabb less, ez csak kvantitativ informiciét
- nydjt.

. Vissonylag kevés olyan tétel van agonban, amely a TAYLOR-sor egy adott n rendjéhes
' a2 matematikai modellben jelentkesd mindségi ugrist rendel hozzd. Taldn a legismer-
tebb ilyen jellegd megsllapftss, hogy as elsdrendfl (n = 1) elmélettel nem lehet kritikus
terhet, a mésodrendd (n = 2) tagok figyelembevételvel pedig nem lehet posstkritikus
viselkedést szdmolni. Kosvetlenil as utébbi megsllapftdshos csatlakozik THOM (1975) -
tétele. THOM legfeljebb 5 paraméterig osstdlyosza a potencislis energia filggvény kri-
tikns pontjait. Minden esetre megadija a lokélis vizsgilathos (tehst a kezadeti possikritikus
viselkedés meghatiros4sihos) elégnéges n értéket.

Ebben a fejesetben ast mutattuk meg, hogy a disgkrét forgisi ssimmetri4val rendelkesd
kongervatfv tensormes8k, illetve as esek 4ltal lefrt mechanikai jelenségek sok esetben véges
sok tagbél 4116 TAYLOR-sorukkal helyettesithet3k anélkill, hogy a szimmetria-csoport
rendje megvéltosna. Atiél figgen, hogy mennyi informé4cié 41l rendelkezéstinkre a viss-
gilt filggvényrél, killonbded élességli ssiikeéges feltételeket fogalmastunk meg n-re. Essel
azt mutattuk meg t8bbek kdsdtt, hogy van olyan n, amelyet 4tlépve a csonkolt sor se-
immetrigjsnak rendje megviltosik, amit joggal neveghetiink mind8ségi ugrisnak. Meg-
mutattuk, hogy a vissgdlt fiiggvényrél viszonylag bdségesen rendelkezéare 4116 informécié
birtok4ban is lehetetlen elégséges feltételt adni n-re. A bisonyftott tételek alapjdn megha-
t4roztuk a kétviltosés polinomok ssimmetria-csoportja rendjének legkisebb felsd korlitj4t.




4. fejezet:
Arbocok szamitasa

4.1 Az egyensily feltétele -

Ebben a pontban (4.1) a ,vonalkontinuum® megjel6lés helyett a ,rid“ megjelclést hasz-
naljuk a rovidség kedvéért. Elsé célunk a rugalmas ridszerkezetek altaldnos egyenstilyi
feltételének megfogalmazasa, melyet aztan kik6tott drbocokra vizsgalunk részletesebben.

A vizsgdlt ridszerkezetek két peremmel rendelkezd, rugalmas rudakbdl, merev rudakbdl,
és a peremekhez kapcsolédd, infinitezimdlis méretii merev testekkel modellezett csomépon-
tokbdl dllnak. ,,Csoméponti elmozduldson® ezen utébb emlitett merev testek elmozdulasait
értjiik, tehit nem a csomépontba befutd ridvégek elmozdulasait. Ezek szerint példaul egy
sikbeli csomépontnak harom elmozdulds-komponense van.

Definicié:
Trividlisnak neveziink egy csomépontot, ha oda csak egyetlen rud fut be.

(4.1)
A kévetkez6kben bevezetjiik a csomdpontok szabadsagfokat, célunk, hogy az ezekx'lek' meg-

felelé6 elmozdulds-komponensek megaddsdval a rddszerkezet egyértelmiien szétbonthaté |
legyen az egyes rudakra felirt peremérték-feladatokra. Definicio: ’

Az i-edik csomdpont c; szabadsigfoka egyenlé azon csomodponti v;; (fj = 1,2,...,¢) el
mozdulds-komponensek szdmaval, melyeket megadva a csomépontba befuté rugalmas ru-
dak peremfeltételeit (ezen csomdponthoz tartozé peremiikdn) egyértelmiien rogzitettiik.

(4.2)

A csomépontba befuté rudak peremfeltételei koz6tt vannak eleve adottak, vagyis olyanok,
amelyek a szerkezet deformdcidjatdl fiiggetlenek. (Példaul egy tSbbszérés csuklénal min-
den ridvégen elbirt a nyomaték) Ezeket a peremfeltételeket nem szdmitjuk a csoméponti

58
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szabadsagfokok kozé. A csomépont szabadsigi foka az ezek kiegészitéséhez sziikséges el-
mozdulas-komponenseket jelenti. A trivialis csomépontok szabadsdgfoka éppen ezért zérus,
hiszen ezek maguk peremek, tehat nincs sziikség kiegészitd feltételekre.

A szerkezet egyensilyanak feltételét a potenciélis energia allandé értékiségének tétele
alapjin fogalmazzuk meg. Ez a tétel kimondja, hogy egyenstilyi helyzetben (és csak ott) a
konzervetiv teherrel terhelt rugalmas szerekezet teljes V potencialis energidjanak gradiense
zérus. Ez az Gsszes dltalanositott elmozdulas-koordinata szerinti parcialis derivalt egyideji
eltiinésével egyenértékii. Ridszerkezeteknél az altalanositott koordindtakat célszertien két
csoportra bonthatjuk:

1. csoport:

- az egyes rugalmas rudak alakjit a csomdpontok rogzitett helyzetében leird u;; koor-
dinitdk (i = 1,2,...,n;j = 1,2,...), ahol n a rudak szamat jeloli. Az u;; koordindta
értelmezhetd peldaul ugy, mint a RAYLEIGH RITZ eljarasban az :-edik rad ] ed1k bazis-
fliggvényének egyiitthatdja.

2. csoport:

- a csoméponti szabadsdgfokoknak megfelel6 v; ; csoméponti koordinatak
(i=1,2,...,m;j=1,2,...,c), ahol m a csombpontok szdmat, c; pedig az i-edik csomé-
pont szabadsagi fokat jeldli.

A fenti felosztds alapjin az egyensilyi feltételt a

1./ ;‘:j=o (i=1,2,...,n;5 =1,2,...,00)
(4.3)
2-/ aav‘:]=0 (i=172,---,m;j=1,2,...6,‘)

egyenletrendszer fejezi ki. Ha a rudak alakjit eleve az Oket leiré differencidlegyenlet
megolddsai kozott keressiik, (tehdt rendelkezésiinkre all az egyenlet és egy peremérték-
feladatot megoldé algoritmus) akkor a (4.3/1) feltétel automatikusan teljesiil. Ezt maskép-
pen ugy is mondhatjuk, hogy a konstans peremekkel felirt variacios feladatot az EULER- -
LAGRANGE differencialegyenlet segitségével kielégitettiik. Ezek utdn az egyensuly felté-
telét a (4.3/2) egyenletrendszer szolgaltatja.

Megjegyezziik, hogy ebben a tirgyaldsmddban eltiinik a kiilénbség a hagyoményosan ,,vé-
ges“ és ,végtelen“ szabadsigfokinak nevezett szerkezetek kozott. Az elsé megnevezést
akkor szoktdk alkalmazni, ha a szerkezet merev rudakbdl és linedris rugékbdl all. Az 1.
fejezetben azonban bemutattuk, hogy ezen specidlis vonalkontinuumok egyenlete (1.78 ,
1.80 és 1.81) ugyanabbdl az egyenletbdl vezethetd le, mint a bonyolultabb esetek (kotél,
hajlékony rid). A ,véges“ szabadsagfoku szerkezeteket minddssze az tiinteti ki, hogy az
egyensilyi egyenlete egyszerii szerkezetébdl adédéan a peremérték-feladatok zért képlettel
megoldhaték, mig a ,végtelen“ szabadsdgi fokud szerkezeteknél ehhez dltaldban numerikus
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- médszereket kell alkalmazni. A ,véges® szabadsdgfoku szerkezetek egyensiilyi feltételeinek
. megfogalmazasanal a (4.3/1) egyenletrendszer teljesiilését szintén hallgatdlagosan feltéte-
lezzitk. Megemlitjiik, hogy egyetlen ridbél all6 szerkezet esetén a (4.3/2) egyenletek is
" eltiinnek, hiszen mindkét ridvég a (4.1) definicié szerint trivilis perem. Ebben az esetben
 az egyensiilyi feltétel tehdt ,automatikysan® teljesiil, ami 6sszhangban van azzal a korabbi
" megallapitisunkkal, hogy eleve csak a differencislegyenlet megoldasait vizsgaljuk.

; Specialisan egy csuklés csomépontban megfogott kikdtott arbocok esetén a (4.3/2) egyen-
- letrendszer a

v _o (i=1,2,3) (4.4)

6v.-

formét 3lti. A szerkezetet a 15. sbra mutatja:

15. ABRA: EGY CSOMOPONTBAN MEGFOGOTT ARBOC

Mint ltjuk a v; koordinatdk a nem-trividlis fels5 csuklSs csomdpont eltoléddsait jelblik. A
' (4.4) egyensiilyi feltétel masképpen a |

g(z,A) =0 ' ‘ (4.5)

- formaban is irhatd, ahol

g a csomépontban haté kiegyensiilyozatlan erd
2" = [1y,v2, 3 a csomépont helyzetét leiré vektor és

A a teherparaméter.
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4.2 Numerikus mdédszerek és eredmények

4.2.1 A peremérték feladatok

Az egyensiilyi feltétel megfogalmazasanal feltételeztiik, hogy a differencidlegyenletek mel-
lett peremérték-feladat megoldé algoritmus is rendelkezésiinkre 4ll. Ez egyenértékii azzal
a miivelettel, amellyel a (4.5) egyenletben a g vektormezd tetszSleges = helyvektorhoz
tartozo elemét kiszamitjuk. A kovetkezOkben az itt alkalmazott numerikus médszereket

ismertetjiik réviden.

A feszitokabelek alakjanak meghatdrozasira a (1.51) differencidlegyenletet hasznaltuk. Ez
az implicit egyenlet egy y! szdmsorozat rekurziv megadédsaként is felfoghaté. Ezt a soro-
zatot iteraci6 céljara hasznéltuk fel a y] = 0 kezdeti értéktdl inditva.Ilyen tipusi iterdcids
moédszerek globalis konvergencia-feltételeit vizsgdlja DOMOKOS (1989c).

A differencidlegyenlet integrildsira a SIMPSON-médszert alkalmaztuk. A sziikséges osz-
taskozok szamit a ROMBERG-eljdrdssal hatdroztuk meg.

A rid alakjinak meghatarozasira az (1.6) és (1.16) egyenleteket alkalmaztuk. A diffe-
rencialegyenletet az EULER-médszerrel integraltuk, a sziikséges osztéskozt itt is Gnoszté
modszerrel és a RICHARDSON-extrapoldciéval allapitottuk meg.

A peremérték-feladatot mindkét egyenlet esetében paraméteres kezdetiérték-feladatra ve-
zettiik vissza, melynél a paraméterekre végeztiink iterdciét a regula falsi eljardssal. A
konvergencia javitisira az iterdlt sorozat elemei k6z6tti tdvolsagot maximals feltételt is
beépitettiink.

Az alkalmazott numerikus médszerek részletes leirdsa KIESEWETTER és MAESS (1974)
kényvében taldlhaté.

4.2.2 Korlatozottan nagy elmozduldasok

Korlatozottan nagy elmozdula.sok esetén a (4.5) egyenletrendszer megolddséra a médositott
NEWTON-RAPHSON médszert (GASPAR 1983) szoktdk alkalmazni. Ennél az eljardsndl
a kiinduldsi helyzet linearizalt K? merevségi operatorat alkalmazzik az egész terhelési
folyamat soran.

A linearis kozelitésben minden koordindta irdnyd eré csak a sajat irdnyaba idéz eld el-
mozdulast, ami azt jelenti, hogy a K! métrix diagondlis. A tovabbi vizsgilatoknal csak
azt fogjuk feltenni, hogy a vizszintes és a fiigglleges erék kozétt nincs kapcsolat, vagyis
hogy a K(z,y, z) operator egy Kx(z,y) és egy K,(z) operdtorra bonthaté.

Kikotott drbocok esetében a médositott NEWTON-RAPHSON médszer kozvetlen alkal-
mazasa t6bb szempontbdl is hatranyos lenne. Ennek egyik oka, hogy n > 2 k6tél esetén
a tokéletes szerkezet K} merevségi operdtora a (3.32) tétel értelmében C,, szimmetriat
mutat, tehit elfedi a szerkezet diszkrét forgdsi szimmetridjat. Mdsrészt a K] egydi-
menzios vektormezé C; szimmetridt mutat, tehat a szerkezet latszélag hizisra és nyomésra
egyforman viselkedik, a valésdgban azonban ilyen szimmetria nincs, tehdt C(K,) = 1.
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‘Mindkét tény arra mutat, hogy a linedris operitor segitségével csak meglehetdsen torz
képiink alakulhatna ki a szerkezet viselkedésérdl. Ezért, megtarva a médositott NEWTON-
;RAPHSON médszer alapgondolatét , az eljardst azzal a kévetelménnyel egészitjik ki, hogy
a kezdeti (terheletlen) dllapotban szdmitott, és a teljes terhelés alatt alkalmazott csonkolt
K és K™ merevségi operatoroktdl megkivanjuk, hogy szimmetria-invaridnsak legyenek,
vagyis C(K}) = C(Ky) és C(K) = C(K,) teljesiiljon. 3
'Példaként egy 3 kotéllel merevitett drbocot mutatunk be. Ekkor

3
1

1./ C(K»)
2./ C(K,)

A (4.6/2) egyenlSség természetesen k > 0 kotél esetén mindig teljesiil. A szerkezet elren-
dezését a 16. dbra mutatja (A < 0): '

(4-6)

AR

16. ABRA: A VIZSGALT ARBOC

Szamszeri adatok: |

R = 2000cm
L = 1000cm
EAgq = 210 X'l()ckN
EAysie = 2.92 x 10'kN
ElLsq = 175X 10°kNcm?
lksts] = 2231.2cm (nyildsmentes hossz)
P, = 1kN

A (3.32) tétel alapjan megallapithatjuk, hogy a K} csonkolt sorfejtésben ng qysdges = 2.
‘]Ugyanezen tétel alapjin a K™ csonkolt sorfejtésben mg,ikséges = 0- Mivel C(K}) #
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C(K,), ezért ez nyilvin nem elégséges. (Ennek oka, hogy a Hox,) = Hi harmonikus
“hignyzik. )A (3.41) tétel szerint ekkor itt mgzikssges = 2. Megjegyezzik, hogy n és m
sziikséges értékei csak 3 k6tél esetén esnek egybe. Feladatunk a K 2 és K2 operatorok nume-
' rikus elddllitisa. A derivaltak értékeinek kiszdmitdsara a differenciamédszert alkalmaztuk.
A vizsgalt ,rdcsot* a 17. dbra mutatja:{A racsoldalak méreteit nagyitottuk.)

FELULNEZET

AXONOMETRIA

17. ABRA: A DIFFERENCIA-RACS

- Az i-edik racspontban szamitott erét Fi-vel jeldljiik, komponenseit pedig az Fiz, Fi,y, Fis
médon.A 9.rdcspont azt a helyzetet jeldli,amikor a szerkezet A = 0 mellett egyensilyban

van. Szemléletiink alapjin megsllapithatjuk, hogy
F,=0, Fioz = Fro,, =0, Fie=Fy,=0. (4.7)

| Az egyszeriiség kedvéért a K? operitorokat is métrixos alakban foglaljuk 8ssze, annak
| ellenére, hogy nem lineéris transzforméciét definidlnak. A kétdimenziés K2 operétort a
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hin hiza hiz hiyy h — F,
2 __ 1 12 13 14 15 x
Ky = [h2l haa  has  hag hzs] — F (48)

rrTr 1t vt 1

Hyt gyt Rgly e iy

«

alakban irhatjuk. A bevezetett konvenciét is jeloltiik: Az oszlopok alatt a.z’u(:t,y) viz-

szintes eltoléddsvektor komponenseinek azon hatvanyait (illetve szorzatdt) tiintettiik fel,

amelynek egyiitthatdi az adott oszlopban allnak. A sorok mellett azokat az er6-kompo-

nenseket tiintettiik fel, amelyeket eredményiil kapunk a beszorzas utdn. Bevezetve a

F ot T
Uy F. :

u: —— uzuy i gn = [ F’-‘ ] (4.9)
Uz Y -

Uy

jelolést, az er6-elmozdulas Gsszefiiggés a

Kjui = g : (4.10)

forméban irhaté. A K? métrix h;; elemeit a 18. dbra alapjdn a kdvetkezd médon fejez-

hetjiik ki:

h _F5,z+F4,z h _FS,y+F4,y
11 = sz 21 — sz

h _F2,z+F7,z h =F2.y+F7,v

h —_ (F3,3 + Fevz) - (Fly"' + Fsvz) h — (Fsiy + Fs'y) - (Flvy + Fsyy) (4 11)
i 4Az Ay - 4AzAy )
© g PP Fou=Fuy '

U= 9As U7 T oAr

h _ F2rr - F713 h o Fzry — F7’y
15 = ——‘—2 Ay 25 _———2 Ay

Megjegyezziik, hogy a
hia his
has has

maétrix azonos az elsérendd K} merevségi matrixszal.

A K? operatorndl lényegesen egyszeriibb a helyzet, hiszen ez csak egydimenzids, igy Gssze-
sen 2 komponense van:
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K2=[011012]‘—Fz

) to1 (4.12)

L H U,

A konvenciét a (4.8) képlethez hasonléan jeldltiik, és az eré-elmozdulds Gsszefiiggés itt is a

2 u,? |
U, = u ’ qQv = F, (413)

jelolés bevezetés utian a
Klui=gq, (4.14)

forméban foglalhaté 6ssze. A K2 métrix komponensei az el6z6ekhez hasonléan szamitha-
ték: h

v _Fo+Fu v _ Fio—Fu

[l

A peremérték feladatoknak az el6z6 alpontban leirt médon valé megolddsa utdn az aldbbi
numerikus eredményekre jutottunk:

(4.15)

K2 — | 20511 21427 0.003 41.762 0.005
b 0.007 0.011 29.348 0.003 41.810

K? =[12.344 82.505]

(4.16)

Mivel a szerkezet az r tengelyre is szimmetrikus, ezért a K7 mdtrixban aldhizott ele-
meknek pontosan zérusnak kellene lenniiik,az eltérés csak a numerikus médszer pontat-
lansagabdl adédik. Az operdtorok birtokdban mdr rajzolhaté eré-elmozdulas diagram. A
vizszintes sikban egy u,? + u,? = konstans korpalydn mozgattuk a fels§ csomdpontot.
Kiszamitottuk az ehhez az elmozduldshoz rendelt eréket a K}, K? ésK, operjtorok
alkalmazasdsaval. (Az utébbi gorbéhez 64 pontot szamitottunk ki. )Az eredményt a 18.
dbra mutatja. Léathatjuk, hogy a (3.32) tétel dltal meghatarozott sziikséges feltétel itt .
elégségesnek is bizonyult, hiszen a mésodrendd operdtorral szamitott gorbe C3 szimme-
tridt mutat. A fiiggSleges irdnyban a teljes (egydimenziés) elmozduldshoz rendelt erét
dbrdzoltuk a 19.abran. Itt is megfigyelhetjiik, hogy a (3.41) tétel altal meghatarozott
sziikséges feltétel egyben elégséges is, hiszen a K? segitségével szdmitott erék C; szimme-
triat mutatnak. '
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18. ABRA: A KIEGYENSI’JLYOZATLAN VIZSZINTES ERO DIAGRAMIJAI

AF,

19. ABRA: A KIEGYENSULYOZATLAN FUGGOLEGES ERO DIAGRAMJAI
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4.2.3 Korlatlanul nagy elmozduldsok

A (4.5) egyenletrendszer iteraciés megolddsara stabil egyensilyi helyzetekben a NEWTON-
RAPHSON modszert alkalmaztuk (GASPAR 1983). Az instabil helyzetek meghataroza-
séra szolgalé médszereket RIKS (1979) foglalja Gssze, és egytittal 13j, dltaldnos médszert is
javasol. Ezittal is egy csomopontban megfogott drbocot fogunk vizsgalni, de ezittal négy
feszitokotéllel. Numerikus példankban,amelynek adatai (a kotelek szdménak kivételével)
megegyeznek az €l6z6 példa adataival, két tipusi instabil helyzetet fogunk vizsgalni:

a/ Siilytalan drboc esetén a trividlis egyensilyi it (v; = v, = 0) instabil szakaszat

és )

b/ silyos arboc esetén a tokéletlen szerkezet instabil helyzetét a hatdrpont utan.

Az a/ esetben a RIKS 4ltal is emlitett & BUECHNER, JOHNSON és MOORE (1966) altal
részletesebben is targyalt valtozé-csere a legegyszeribb megoldas, hiszen a csomépont egy
el6re ismert vonalon (v; = v, = 0) halad végig, ezen vonal pontjaihoz keressiik ,,visszafelé*
a teherparamétert. b

A b/ esetben is l1ényegében ezt az elvet kovetjiik, de mivel a csomépont altal befutott gérbe

itt nem ismeretes, némi elézetes szamitisra van sziikségiink. Ennek az eljarisnak a leirasat
DOMOKOS (1989b) részletesen kozli, réviden ismertetjik.

A targyalandd, 4 kotéllel merevitett drboc esetén stabilités-vesztés szempontjabol az atlés
sikok a legveszélyesebbek (GASPAR 1978). Numerikus kisérleteink taniisaga szerint azon-
ban, ha a kezdeti tokéletlenség nem a kébelek sikjdba esik, akkor a terhelési folyamat
soran a felsé csomépont igen gyorsan ,rafut® a veszélyes atlos sikra. A kritikus teher
kérnyezetében mar olyan kozel van a felsd csomépont az atlds sikhoz, hogy jé kézelitéssel
megelégedhetiink az 4tlés sikban végzett vizsgilattal a kritikus teher és a posztkritikus
leszall6 ag meghatirozasa szempontjabdl.

Miel6tt a sikbeli mozgastva egyszeriisitett térbeli szerkezet szamitdsat részleteznénk, két
dolgot jegyziink meg;:

- Ha a t&kéletlenség az 4t16s sikban van, akkor a bemutatandé médszer semmilyen kézelitést
nem tartalmaz. A szerkezet t6kéletlenségérzékenységi feliiletének meghatarozasahoz elvileg
az 4tlés sikban fekvd tokéletlenségekhez tartozd kritikus teher szamitasa is elegendo

- A mddszer lehet6vé teszi nem az 4tlés sikban fekvo tokéletlenségek tanulminyozasét is,
hiszen a szdmitisokat egy térbeli szerkezeten végezziik.(Igaz ugyan,hogy a csomépontot
sikbeli palyan mozgatjuk.)

Vetitsiik most a szerkezetet az 4tlés sikra, és mozgassuk a fels6 csomépontot a vizszintes
z tengely mentén. (20. dbra)

A csomépontra haté vizszintes H(z) erd két részbdl tehetd Gssze:

H(z) = H.(z) + Hi(2), (417)

ahol H,(z) a ridrdl, Hi(z) pedig a kotelekrdl a csomépontra dtadédé vizszintes er6. A
pozitiv z irAnyba mutaté erét pozitivnak véve statikai megfontoldssal megallapithato, hogy
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g;g:g i 8 } ha O0<z<ec (4.18)
A vizsgalt tartomany jobb szélét jelz6 c pontot az z tengely és a merev riddal rajzolt
negyedkér metszéspontja szolgaltatja, ennél tovabb ugyanis nem tolédhat a csomépont
ebben a magassigban. (A hizott rid esetét nem vizsgdljuk.) Silytalan rdd esetén a
H,(z) figgvény az £ = 0 és z = ¢ helyeken zérus, silyos rid esetén ettdl az z = ¢ helyen
kismértékben eltér. A fiiggvénynek a két pont kz6tt szemlélet alapjan egyetlen maximuma
van.

A Hi(z) fiiggvény az = = 0 helyen zérus és utdna (z > 0) szigorian monoton csékken.
Ko6z6s grafikonon abrazolva a két fiiggvény abszolut értékét, a diagramok metszéspontjai
szolgaltatjak azokat a helyeket, ahol pusztan fiiggbleges erével egyensilyozhaté a szerkezet.
Eddigi megfontoldsaink szerint azonban a vizsgilt tartomanyban csak egy ilyen pont van,
tehat a

.-

H(z)=0 (0<z<e) (4.19)

egyenletnek csak egyetlen megolddsa van. Ez a megoldas a regula falsi médszerével kon-
vergens sorozattal kozelithetd, fiiggetleniil attdl, hogy a keresett egyensilyi helyzet stabil-e
vagy sem.

Jeloljiik a kapott megoldést (amely a vizsgalt magassagtol fiigg) z(z)-vel. Az z(z) pont-
ban a szerkezet egyenmsiilyozdsdhoz sziikséges P(z(z)) = P(z) fiigglleges teher kritikus
értékét a P(z) fiiggvény maximuma szolgéltatja. Numerikusan ezt a helyet a P(z) elsd
differenciafiiggvényének zérushelye jeloli ki. A zérushely keresésére ismételten a regula
falsi eljarast alkalmazhatjuk, amely garantdltan konvergens sorozatot szolgiltat, hiszen a
vizsgalt tartomanyon beliil ismét csak egyetlen zérushely van. Megjegyezziik, hogy ha a
tokéletlenségeket a fels6 csomépontban haté konstans Hy vizszintes erével vessziik figy-
elembe, akkor a (4.19) egyenlet

H(z)—Hy=0 (0<z<c) ' (4.20)

alakot 6lt.

A bemutatott eljiras val6sziniileg nem &ltaldnosithaté més szerkezet-tipusra, de az adott
szerkezeten konvergal, és az dltaldnos mddszereknél egyszeriibben programozhaté.
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b, ViZSZINTES KIMOZDITAS

"¢, VIZSZINTES RESZ- ERGK

[ Hix) o
~ d.,ViZSZINTES EREDS E
P .
Pix) P(x(z))=P(z) | -
1 ' C ol
X

e, FUGGOLEGES EGYENSULY

PYz)

f. A KRITIKUS ERG.
20. ABRA: A HATARPONT UTANI EGYENSULY SZAMITASA
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Az egyensilyi 1t globalis leirasara a 2. fejezetben leirtak alapjin véges dimenzids teret
hasznalunk. Osszetett szerkezetrdl 1évén sz6, nem vérhaté, hogy az egyensilyi it abra-
zolhaté (d > 3). Itt a véges dimenzids leirdsnak szamitastechnikai szempontbdl lathatjuk
haszndt. Az egyensilyi 1t egyes pontjai ugyanis egy u vektor helyzeteiként tarolhatok,
mely u vektor dimenziéja a terhelési folyamat soran allandé marad. Ezt az u vektort
hasznaltuk példaul a szamitd és a grafikus program kozotti adat-atvitelre.

Az u vektor komponenseit t6bb médon is megvéilaszthatjuk. Esetiinkben célszeri ki-
haszndlni, hogy a szerkezeti elemek (rid, kotél) a terhelésbol adéddan kiilén-kiilén sikbeli
feladatot jelentenek. A csomépont helyzetének a 16. abrén illusztralt v; koordinatai ki-
jeldlik a szerkezeti elemek sikjait, és ezutdn mar csak a sikbeli CAUCHY-feladatok meg-
hatdrozasshoz sziikséges p; paramétereket kell megadnunk a (2.4) tétel értelmében. A
rid alsé pereme a 2. tiblazat 4. peremének felel meg. Itt most £(0) és y(0) helyett a
szemléletesebb Fr, és Fr, csukléeréket vélasztjuk, a ps = a(0) paramétert megtartjuk. A
koteleknél nem az altaldnos egyenletet, hanem az (1.51) els6rendii, kétparaméteres skalar
differencidlegyenletet hasznaljuk. Az alsé perem helye rogzitett (y(0) = komst.) , ezért
itt a CAUCHY-feladat megaddsdhoz csak a paraméterekre van sziikség . Az i-edik kotél
paramétereit H;-vel és C;-vel jel6ljiik.

»Numerikus“ egyensiilyi 1trél lévén sz6, nem szabad elfelejtkezniink az egyes integralasi
oszt4skozokrdl sem, hiszen a megoldést ezek is befolyasoljdk. A rid osztéskdzeinek szamat
Ag-lal, az i-edik kotél osztaskozeinek szdmat A;-vel jeloljiik. A teherparméter jele .

Ezek utin felirhatjuk az u vektort:

u = [ Uy Uz U3z U4 Us Ug Uy Ug Ug U0 U1 ... Ugs U9 Uzo ]

(R N R A BN S O ARRPP S
A V1 V2 Vs FT_-, Ff‘y a(O) Ao C1 Hl Al e C4 H4 A4
(4.21)

Ez a 20 dimenziés vektor tehat egyértelmlien meghatiroz egy geometriailag lehetséges
helyzetet,(nem minden vektor ad egyensilyi helyzetet, de ha igen, akkor egyértelmiien) és

viszont: minden egyensiilyi helyzethez egyertelmuen hozzarendelhetd egy u vektor. (Ha
az osztaskoz konstans - ami egyébként nem is til célszert - akkor a. A pa.ra.meterek el-
hagyhaték, ekkor d = 15. ) A vizsgdlt egyensiilyi utakat mint egy u',u?,...,u’ vektorso-
rozatot értelmezziik. (A felsé indexek nem hatvanyt, hanem sorsza.mot Jelentenek ) Mivel -
az egyenstilyi utat nem akarjuk a 20 dimenzids tér gorbéjeként abrazolni, ezért az egyes u'
vektorok k6z6tt nem kell interpoldlnunk. A numerikus eredményeket a 4/a és 4/b tablazat
mutatja.

A 4/a téblazatban a szimmetria miatt az Ssszes kotél adata megegyezik, ezért csak az 1.
kotél adatait tiintettiik fel. Elhagytuk tovdbbéd az u vektor azon komponenseit , amelyek
az egyensiilyi 4t minden pontjan zérus értékiiek (uz = vy, us = v, us = Fry).

A 4/b téblazatban paronként egyeznek meg a kotelek, ezért csak két kotél adatait tiintettiik
fel. Mivel minden egyenstlyi helyzetben u; = ua, ezért az uz = vy komponenst nem
tiintettiik fel. A késSbb grafikusan is megjelenitendd egyensilyi helyzeteket mindkét
tabldzatban vastag szedés emeli ki.
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U; — " Uy Ug Ug uy us Ug U0 Uiy
u' |

(A (va) | (Fry) | («(0)) | (A0) | (C1) | (H1) | (A1)
u! [-120.02] 990 [ 173.17] 0.1922 [ 32 | 21120 | 25.59 | 16 |
u? || -141.22 | 989 | 173.28 | 0.2042 | 32 | 12486 | 15.633 | 16
uS | -160.85 | 984 | 173.81 | 0.2528 | 32 | 3960 | 5.801 | 32
ut || -164.72 | 975 | 174.55 | 0.3105 | 32 | 2061 | 3.628 | 32
u> || -166.12 | 972 | 174.86 | 0.3316 | 32 | 1760 | 3.286 | 32
b | -167.21 | 969 | 175.18 | 0.3527 | 32 | 1507 | 3.000 [ 32
u? || -168.05 | 964 | 175.62 | 0.3791 | 32 | 1252 | 2.713 | 32
u® || -169.09 | 958 | 176.12 | 0.4072 | 32 | 1033 | 2.467 | 32
uw® || -169.94 | 952 | 176.74 | 0.4395 | 32 | 826.1 | 2.237 | 32
uwl® | -171.03 | 945 | 177.38 | 0.4705 | 32 | 662.8 | 2.057 | 32
ull | -172.93| 929 | 178.87 | 0.5355 | 32 | 401.8 | 1.773 | 32
ul? || -178.72 | 880 | 183.62 | 0.7006 | 64 | -13.39 | 1.337 | 32
ul® [ -181.11 | 860 | 185.61 | 0.7577 | 64 | -112.5 | 1.238 | 64
u? || -184.90 | 825 | 189.28 | 0.8512 | 64 | -242.8| 1.111 | 64
ul® || -189.92 | 780 | 194.16 | 0.9582 | 64 | -363.1 | 1.000 | 64
ul® || -201.24 | 690 | 205.01 | 1.1510 | 64 | -524.3 | 0.864 | 64
ul’ | -212.23 | 610 | 215.75 | 1.3033 | 64 | -622.9 | 0.791 | 64
u® || -225.38 | 525 | 228.70 | 1.4539 | 64 | -703.8| 0.739 | 64
u® || -254.41 | 370 | 257.45 | 1.7094 | 128 | -817.7 | 0.681 | 64
u® | -266.40 | 320 | 268.54 | 1.7885 | 128 | -848.9 | 0.668 | 64
u?l || -292.19 | 220 | 294.31 | 1.9435 | 128 | -906.6 | 0.651 | 64
u?? || -512.42 | -200 | 514.11 | 1.1510 | 256 | -1127 | 0.652 | 64

4/a TABLAZAT:AZ a/ EGYENSULYI UT

71
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4. fejezet:

Ug — Uz Uz Uy Us Ug Uz Uusg Ug U0 | Un U32 U3 | U4
_u‘l N 1|

[ ul [[-165]0.5]973[0.2[175]0.32 32| 1811 | 3.3 | 32 | 2011 | 3.6 | 32
u’ [[-167]1.0(966 [ 0.4 176 0.37 [ 32| 1243 | 2.7 32 | 1455 | 2.0 | 32
u’ [[-169[ 32 [ 916 [ 8.8[180(0.62| 32| -106 | 1.1 | 32 | 4780 | 7.3 | 16
u?f |[-170| 46 | 886 | 13 | 182 0.74 [ 32| -276 | 0.9 | 32 | 6698 | 10 | 16
uw [[-169 | 59 [856 | 18 | 181 | 0.85 | 32| -383 [ 0.8 | 32 | 8673 | 13 | 16

Az a/ egyensilyi itndl a gyakorlati szempontbdl kevésbé jelentds rid hurkoldd4s és fold ald

4/b TABLAZAT:A b/ EGYENSULYI UT

Grafikusan a két vizsgilt egyensiilyi utat a szerkezet egyensilyi helyzeteinek ra.Jza.wa.l
jelenitjiik meg a 22.4brén.

16g6 kotél az alkalmazott appardtus hatékonysigat hivatott aldtdmasztani globalis vizsgalat

esetén.

A b/ egyensilyi ttnil a 4. helyzet a hatdrpont kézelében van, az 5. (utolsé) mar
Megemlitjiik, hogy a grafikdnal fiiggdleges irdnyban erlsen

instabil allapotot mutat.
nydjtottuk az abrat, ezért a kételek ivhossza a terhelés folyamdn ldtszélag er6sen médosul.
(Kismértékben a valésigban is médosul.) Az itt bemutatott egyensilyi utakat (DOMO-
KOS, 1989a) is targyalja.
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N 2-120,02
M LL172,93

.- 201,24
2%-_ 22538
M=o 25641

2= 29219 "
M2, . 512,42 ' :

21. ABRA: A VIZSGALT EGYENSULYI UTAK
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4.3 Osszefoglalé megjegyzések

Ezen fejezet {6 célja az el6z6 fejezetekben kidolgozott appardtus alkalmazdsa volt.

Az elsd pontban az 1. fejezet eredményeire tdmaszkodva olyan tirgyaldsmédban fogal-
maztuk meg a rugalmas ridszerkezetek egyensiilyi feltételét, melyben a hagyoméinyosan
»véges” illetve ,végtelen“ szabadsigfoki szerkezetek koz5tti mindségi kiilonbség eltiinik. -

A masodik pontban a numerikus mddszereket mutattuk be.

A 4.2.1 alpont a differencidlegyenletek integraldsindl és a peremérték-feladatok megolda-
sandl alkalmazott, ismert médszereket sorolta fel.

A 4.2.2 alpontban a 3. fejezet eredményeire tdmaszkodva bemutattuk a diszkrét forgasi
szimmetriaval rendelkezd kikotétt drbocok szimmetria-invaridns csonkolt merevségi opera-

 tordnak numerikus el84llitasat. A bemutatott szamitdsok azt igazoljsk, hogy a 3. fejezet-

ben kimondott tételek ,strukturslisan stabilak“. Ezen azt értjiik, hogy a C, szimmetridval
rendelkezo szerkezetekre megdllapitott Nyziikséges értéket eredményesen tudtuk alkalmazni

numerikusan, amikor is pedig a C, szimmetria csak kdzelit6leg teljesiil.
A 4.2.3 alpontban specidlis numerikus eljirast ismertettiink egy pontban megfogott arbo-
cok hatarpont uténi egyensilyi helyzeteinek numerikus meghatdrozasdra. Ilusztraltuk a

2. fejezetben bemutatott véges dimenzids globalis leirast ridszerkezetek gépi szdmitdsinsl.
Eljarasunk hatékonysdgit két egyensilyi (it numerikus meghatdrozasival szemléltettiik.



5. fejezet:
Fontosabb 1j eredmények

Az értekezés fobb eredmniyeinek az aldbbiakat tartom:

BT

1 o Levezettem a konzervativ teherrel terhelt rugalmas vonalkontinuumok egyensilyi
egyenletét az dtviteli matrixok mddszerével az elemi szilardsdgtan feltételezései alapjén.
Linearisan rugalmas anyag esetében egy explicit,masodrendd vektor differencidlegyenletre
jutottam.A levezetett egyenletek elméleti szempontbdl kismértékben altaldnosabbak az is-
mert CLEBSCH-KIRCHHOFTF egyenleteknél, gépi szamitasra lényegesen alkalamasabbak.
Az altalam ismert irodalomban els6ként alkalmaztam az atviteli és a hajlékonysidgi mdtrix
derivaltjat.

Megmutattam a kapcsolatot a fenti dltalanos egyenlet és a statika ismert differencialegyen-
letei k6zott, az dltaldnos egyenletbdl levezetvén

- a gerenda igénybevételeit és lehajlasit az els6rendili elmélet szerint,

- a csak a végein terhelt rid nagy elmozdulasait leir6 egyenletet, valamint

- a kotél- és lé.ncgérbé’t szolgaltaté differencidlegyenleteket.
Ugyancsak az altaldnos egyenletbdl kiindulva meghatdroztam a tengelyirdnyban rugalmas
kotél skaldr differencidlegyenletét. Megmutattam a kapcsolatot az eltéré szdmyg perem-

feltétellel rendelkezd egyenletek kozott,illusztriltam az 4ltaldnos egyenlet mdsodrendii vol-
tanak fizikai tartalmat.

2. Megmutattam,hogy az 1. tézisben targyalt rugalmas vonalkontinuumok egyensilyi
utja véges dimenziés térben leirhaté. Definidltam a CAUCHY-peremet, az ilyen peremmel
rendelkez6é vonalkontinuumoknal szoros fels6 korldtot adtam az egyensilyi utat bedgyazd
tér dimenzidjara. Ezt a tételt példékon illusztrdltam, bemutatvan, hogy

- a nyomott konzol egyensilyi utja sikban,

- a nyomott csuklés rid (EULER-feladat) egyensilyi 1itja a 3 dimenzids térben
leirhaté.

3 ¢ Meghataroztam a kapcsolatot a ciklikusan szimmetrikus szerkezetek TAYLOR-sor4-
ban figyelembe veend6 tagok sziikséges n rendje és a szerkezet szimmetria-csoportjdnak
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rendje kozott azon feltétel alapjdn hogy a csonkolt TAYLOR-sor a szerkezet valés szim-
metria-tulajdonsagait tiikr6zze. Bebizonyitottam, hogy meglehet3sen bd informacié esetén
sem adhato n-re elégséges feltétel.Ezen tételek alapjin megadtam a kétvéltozés polinomok
ciklikus szimmetria-csoportjdnak rendjére a legkisebb felsd korldtot.A bizonyitott tételeket
kiilonb6zo rendi tenzormezdk esetére a szakirodalombdl meritett példdkon illusztraltam.

4. Rugalmas ridszerkezetek (harmadrendi elmélet szerinti) egyensiilyi feltételét az 1.
tézisben levezetett egyenletek alapjin olyan targyalasmédban fogalmaztam meg, amely
egységesen kezeli a hagyomdnyosan ,véges“ és ,végtelen* szabadsigfokuként elkiilonitett
szerkezeteket, ezéltal lehet6vé téve ezen szerkezetek numerikus szamitasit ugyanazon ma-
tematikai modell alapjin. Ezt a targyaldsmédot egy pontban kikotott arboc egyensiilyi
feltételének ,véges dimenziés“ megfogalmazasaval illusztraltam.

5 o Kikétott arboc példdjdn bemutattam a szimmetria-invaridns merevségi operator (
a merevségi matrix megfelelé rendli sorfejtése) numerikus el6dllitdsit, ezen szamitasok
alapjan numerikusan illusztrdltam a 3.tézisben Ssszefoglalt két tétel allitasdt.~Ugyancsak
numerikusan nyomonkévettem egy arboc két globalis egyensulyi utjat, alkalmazvan az 1.
. és 2. tézisben Osszefoglalt eredményeket. Az egyik drbocndl numerikusan meghataroztam
. a tokéletlen (valds) szerkezet kritikus terhének nagysagat.
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Fiiggelék

Néhany ismert torony-baleset

(LATHO, 1987)

i

Déatum Hely H(m) | Orszag - Osszeomlas valdszinii oka

19580377 | St.Johns, CBN 90 | N.FId,Kan. | Két torony, jégvihar

19601228 | Pyhatunturi, YLE FM 74 | Finnorszag | Statikus jég teher

19650103 | Nova Scotia, Antig. 137 | Kanada CFXU-TV, ok ismeretlen

19651004 | Mt.Gambler TV 150 | Ausztralia Horgony kiszakadis

19651015 | Jyvaskyla YLE FM/TV | 320 | Finnorszag Repiild kabelnek
{itkdz6tt

19660477 | Roswell, KBIM-TV 560 | N.Mex., USA | Szél (80 km/h)

19660526 | Calgary, CBR 141 | Alberta, Kan. | -

19660708 | Manitoba, tel. 116 | Kanada -

19671212 | Trois Riv., CKTM 300 | Quebec, Kan. | Jégvihar és szél

19680624 | Sioux Falls 600 | S.Dak., USA | Repiil kabelnek !

‘ | itkozdtt

19680777 | Sioux FAlls, KSOO-AM 60 | S.Dak., USA | Kébelt beszantottdk

19680323 | Quebec City, CBV-AM 76 | Quebec, Kan. | Szél (50-80 km/h) és jég
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Figgelék

Datum | Hely H(m) | Orszag Osszeomlas valészind oka

19681100 [ Galesburb, KXJB-TV 627 | N.Dak., USA [ Helikopter atvagott |
egy kotelet

19681200 | Chacaluco 251 | Argentina Lezuhané antenna
elvagott egy kotelet

19690318 | Emley Moor, ITV, BBC 384 | Anglia Belengés (hengeres test)

19690506 | Dallas, KDTV 470 | Texas, USA | Szélteher

19691123 | Yllas, YLE FM/TV 212 | Finnorszag Belengés, szél, jég

19700407 | Jyvaskyld, YLE FM/TV | 320 | Finnorszag Vadaszgép arbocnak
itkozott

19700712 | Motala, LW 200 | Svédorszag Vihar

19710907 | St. Paul, WCCO,KSTP 419 | Minn., USA | Platform emelés kézben
omlott 6ssze ~-

19730600 | Orlando TV 487 | Florida, USA | Kivitelezési hiba

19731000 | Cedar Rap., KCRG-TV 600 | Iowa, USA Kébel szakaddis

19731200 | Des Moines, KRNT-TV | 600 | lowa, USA | Szél és jég szere-

‘ ‘s lés kézben

19741277 | ismeretlen ? | NSzK Belengés

19750111 | Sioux Falls, KSFY 604 | S.Dak., USA | Jégvihar

19750323 | Pipestone, KLOH-FM ? | Minn., USA | Szélvihar

19750327 | Salem, KNOX-TV 477 | S.Dak., USA | Szélvihar

19760911 | Karigasniemi 56 | Finnorszdg | Belengés

19761202 | Pic de Nore 80 | Franciao. Szél (260 km/h)

19780326 | Bluffs, Convocom Co. 484 | 1., USA Jégvihar

19790177 | Krasov FM-TV 300 | Csehszlov. Belengés

19790912 | Mobile County 100 | Alab., USA | Hurrikan (t5bb torony)

19791228 | Sunne, FM-TV 320 | Svédorszag | Belengés

19810731 | Dudelange, FM-TV 301 | Luxemburg | Mirage III vadaszgép

" toronynak itkdzott .

19821207 | Huntsville, KTXH 548 | Alab., USA | Szerelés kézben
statikus teherre

19830300 | Manitoba 7 | Kanada T6bb torony

19830311 { Winn Mt., WCSH-TV 395 | Maine, USA | Jégvihar

19831016 | Wavre, AM/FM/TV 315 | Belgium Belengés

19840319 | Topeka, KLDH 438 | Kansas, USA | Jégvihar

19850115 | Teutoburger Wald 298 | NSzK ‘Belengés




