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1. Tézispontok

A disszertacié az
2'(t) = F(wy) (1)

alaku differencialegyenletek globalis dinamikajanak vizsgalataval és biologiai alkalmazésa-
ival foglalkozik. Adott 7 > 0 mellett z; az x(t) megoldas egy darabjat, az allapotszegmenst
jeloli, amelyet az

z(0) = x(t + 6), 0 € [—,0] (2)

Osszefiiggés definial.

Az egyenlet jobb oldalat meghatarozd F olyan leképezés, amely jellemzéen a [—7, 0]
intervallumon értelmezett, R™-értéki folytonos fiiggvények terébdl képez R™-be, ezért az
ilyen egyenleteket funkcional-differencialegyenleteknek nevezziik. Ez a megfogalmazés
ravilagit a kozonséges differencidlegyenletekhez viszonyitott alapvetd kiilonbségre: mig
ott az allapot egy véges dimenzios vektor, addig itt egy teljes fliggvény, igy az allapottér
végtelen dimenzids.

Ennek megfelelGen a kezdetiérték-probléma megfogalmazasahoz nem elegends egyetlen
pontbeli kezdeti érték, példaul x(0) megadasa. Ehelyett egy el6zményfiiggvényt rogzitiink

a [—T,0] intervallumon:
z(s) = p(s), sel-1,0]. (3)

Az allapottér hagyoméanyosan a folytonos fiiggvények
C:=C([-7,0,R")

tere, amely a szupremumnormaval ellatva Banach-teret alkot:

lell = sup |p(0), (4)

oe[—,0]
ahol | - | egy rogzitett norma R"-en.
Az F megfelels tulajdonsagai esetén a megoldasok segitségével definialhatd az alabbi

(nem-invertalhat6) dinamikai rendszer:
D :[0,00) X C'3 (t,0) = x(p) =: Di(p) € C, (5)
vagyis
Ci(p)(0) = x(t +0;), 0€[-7,0},t=0. (6)

Itt x(+; @) az xp = @ kezdeti feltétel dltal meghatarozott megoldés. A megoldas-operatorok
teljesitik a félcsoport-tulajdonsagokat: ®q = Id, és ®;,, = &, o P, minden ¢, s > 0 esetén.

Mivel az egyenlet altal generélt dinamika a C fliggvénytérben zajlik, ezek az egyenletek
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a végtelen dimenzi6és dinamikai rendszerek egy fontos osztélyat alkotjak. Nemlinearis
funkcional-differencialegyenletekre viszonylag kevés globalis dinamikai eredmény ismert.
Disszertaciomban ezekbdl mutatok be tobbet is két jelentGs egyenletosztaly, a késleltetett
unimodalis visszacsatolasok és a logisztikus tipusu egyenletek esetére. Ez a teriilet gazdag,
mély matematikai struktiarakat rejt, ugyanakkor szamos nyitott és aktualis problémét
kinal. Az alkalmazasok jelentGségét is bemutatom szémos biologiai probléma példajan
keresztiil.

Ezekhez kapcsolédoan a disszertacioban az aldbbi {6 tudomanyos téziseket fogalmaz-

tam meg.

1. Unimodalis késleltetett visszacsatoldsra megmutattam olyan attraktiv invarians tar-
toményok 1étezését a fazistérben, amelyeken beliil a visszacsatolas monoton, vala-

mint heteroklinikus palyat konstruéltam.

2. Nemlinearitasok egy széles osztalyara megadtam a lehetd legélesebb abszolut (kés-

leltetéstd] fiiggetlen) becslést a globélis attraktor méretére.
3. Kéosz-kontroll moédszereket dolgoztam ki a Mackey-Glass egyenletre.

4. Bevezettem egy 1j, biologiailag megalapozott logisztikus egyenletet, amely diszkrét
és elosztott késleltetést is tartalmaz. Leirtam a globalis attraktor szerkezetét és

metastabil oszcillacidkat azonositottam.

5. Leirtam exponencidlisan novekedd, illetve véges id6 alatt felrobbané megoldasok
egy osztalyat a pozitiv visszacsatolasos taggal kiegészitett késleltetett logisztikus

egyenlet esetén.
6. Igazoltam a késleltetéses SIS-modellek 23 éven at nyitott globéalis stabilitasi sejtését.

7. Késleltetett tarsadalmi valasszal bévitett jarvanymodellek lokélis és globalis stabili-
tasi tulajdonsagait igazoltam. Leirtam egy 1j bifurkacios diagramot, az endemikus
buborékot.

8. Demonstraltam a késleltetett differencidlegyenletek jelent&ségét és hasznossigét sza-

mos bioldgiai probléma modellezésében.
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2. Funkcional-differenciadlegyenletek torténeti és

matematikal hattere

Mar 1806-ban felbukkant egy funkcional-differencidlegyenlet Poisson munkassagaban egy
geometriai kérdés kapesan. Az altala vizsgalt egyenlet az 2/(t) = g(0xy, x;) alaki egyenlet-
osztalyba sorolhato, és modern nézépontbol Walther elemezte részletesen 2012-ben [52].
Emile Picard az 1908-as romai nemzetkozi matematikai kongresszuson tartott elGadast a
matematika és a fizika kapcsolatarol, amelynek leirata a Mathematikai és Physikai La-
pokban is megjelent Kelemen Ignacz forditasaban. Picard hangsulyozta, hogy a fizikai
modellekben feltételezett azonnali hatas talzottan leegyszertsité lehet. Kiemelte, hogy a
biologiai folyamatok matematikai egyenleteiben a rendszer miltjanak is meg kellene je-
lennie (ezt 6rokl6ds hatasnak nevezi). Kissé szabad forditasommal élve, igy fogalmazott
[44]: "nem kell el6re megszoritanunk a vilagrol alkotott matematikai képiinket, és almod-
hatunk olyan, a fentieknél bonyolultabb funkcionalis egyenletekrdl is, amelyekben olyan
integralok szerepelnek majd, amelyek a tavoli régmiltat és a jelent kotik 6ssze, s amelyek
a késleltetett hatasok részét hordozzak."

Pontosan ilyen, a multat a jelennel 6sszekots integralokat tartalmazo egyenletet vizs-
galtam a 3. fejezetben, és a 4. fejezetben tobb ilyen alkalmazasra is mutattam példat.

A késleltetett hatésok jelenségét a populéciddinamikaban a 20. szézad elején vizs-
galta Volterra. S6t, Lotka és Sharpe mar 1923-ban explicit id6késéssel bévitette Ross
malariaterjedési modelljét, figyelembe véve az inkubacios periddust az emberekben és a
szinyogokban egyarant [33|, de ekkor még se az analizis, se az alkalmazas szempontjabol
nem inditottak tovabbi szisztematikus vizsgalatokat. Ennek a modellnek egy komple-
xebb, realisztikusabb alakjara végeztiink globélis analizist Nah és Nakata szerz&tarsaim-
mal 2014-ben [41].

A teriilet szaméara nagy jelentGség volt Hutchinson 1948-as munkaja [24|. Hutchinson,
akit az 6kologia atyjaként is aposztrofaltak, a Verhulst-féle klasszikus logisztikus ndveke-
dési modell okologiai korlatait vizsgalva, feltette a kérdést: mi torténik, ha a populacio
szabalyozasa nem azonnali, hanem egy 7 idGkésleltetéssel valosul meg? A kérdés motiva-
cidja, hogy bizonyos él6lények aktualis szaporodoképessége attol is fiigg, hogy a multban
mekkora populaciosirtiségben fejlédtek. Ennek eredményeként megalkotta a nevezetes

késleltetett logisztikus egyenletet:
N(@)=rN@t)(1-N(@{t—1)/K).

Hutchinson ugyan nem volt matematikus, de észrevette, hogy mig a klasszikus logisztikus
modell megoldasai mindig a stabil egyenstlyi allapothoz tartanak, addig a késleltetett
valtozatban a populacié tilnShet a K eltartoképességen, hiszen a visszatérité hatas is

késéssel jelentkezik. Hasonloan, a populacié mérete innen visszacsokkenhet K ala, majd ez

4
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ismétlgdik és a populécidé mérete fluktual. Ez egy kulcsfontosségu felismerés volt, amely a
késleltetést a komplex dinamika egyik {6 forrdsaként azonositotta. S6t, egy labjegyzetben
a kémiai Nobel-dijas Onsager ki is szamolta a 7/2-es stabilitasi kiiszobot: megfelels id6-
és allapotnormalizalas mellett ez az a kritikus késleltetési érték, amely felett az egyensiily
instabilla valik.

Az 6tvenes években Nicholson ausztral entomoldgus egy kisérletsorozatban furcsa fluk-
tuaciokat figyelt meg légypopulaciokban allandé kérnyezeti koriilmények kozott, ami ak-
koriban meghokkentette az okologusokat. Az idGkésés okozta oszcillacid nagyon csabito
magyarazatnak tint, és Sir Robert May megprobélta Nicholson adatsorara illeszteni a
késleltetett logisztikus egyenlet periodikus megoldésait [37]. Bar az illesztés bizonyos
mértékig sikeres volt, ez az egyenlet nem tud magyarazatot adni arra a megfigyelt je-
lenségre, hogy egy cikluson beliil két maximuma is lehet a populacionak, valamint az
illesztésben a késleltetés nem kapcsolodott valds biologiai paraméterekhez, és a késlelte-
tett — késleltetés nélkiili tagok Osszeszorzasa is kétségeket vetett fel. Gurney és tarsai a
Nature-ben megjelent cikkiikben [16] ezen megfontolasok nyoméan az

N'(t) = —yN(t) + pN(t — 7)e V=)

egyenletet javasoltak, ami kielégitGen reprodukélta a biologiai megfigyeléseket, és amit
azota Nicholson-egyenletként ismeriink. Ezzel kozel egyidében alkottak meg kanadai
tudoésok az ehhez hasonld, de mas nemlinearitassal operald Mackey-Glass egyenletet a
vérképzddés szabalyozd mechanizmusénak leirasara, amit a Science folyoiratban koézoltek
1977-ben [34], és ami kaotikusnak t{ing megoldésairol lett ismeretes. Ezen egyenletek vi-
selkedésének megértése maig a végtelen dimenziés nemlinearis dinamikai rendszerek egyik
koézponti probléméja.

Id6kozben érdekes modon a szémelméletben is felbukkantak késleltetéses differenciél-
egyenletek. Az analitikus szamelméletben hasznalt, 1930-ban definialt p(u) Dickman — de
Bruijn fliggvény kielégiti az up’(u) + p(u — 1) = 0 differencidlegyenletet. Ez a fiiggvény
a sima szamok aranyanak becslésére szolgal, amelyek tjabban a kriptografidban fontos
szerepet jatszanak. A nem-autondém egyenletek egy osztalyanak - mely a Dickman — de
Bruijn egyenletet specialis esetként magaba foglalja - aszimptotikus viselkedésérsl mutat-
tunk be 1j eredményeket Pituk Mihallyal 2014-ben [45].

A primszamtétel egy valoszintiségszamitasi elven torténd heurisztikus levezetése soran
a neves brit matematikus, E. M. Wright az 1940-es években kezdte el vizsgalni a késébb
rola elnevezett egyenletet:

' (t) = —ax(t — D[1 + z(¢)].
Wright szamos alapvetd eredményre jutott [55|, példaul a@ > 7/2 esetére bebizonyitotta
olyan korlatos megoldasok létezését, amelyek nem tartanak nulldhoz. Igazolta, hogy min-
den megoldés a nullahoz konvergal ha o < 3/2, és azt sejtette, hogy a globalis stabilitas
teljesiil a < m/2-re is, ami pontosan a nulla egyensily lokalis stabilitasnak feltétele. Ez az

1955-ben megfogalmazott sejtés végiil 2018-ban nyert igazolast van den Berg és Jaquette
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altal [11]. A végs6 bizonyitasnak egy fontos komponense volt Banhelyi, Csendes, Krisztin
¢és Neumaier megbizhaté numerikus szamitésokat is hasznalé modszere, amellyel a 3/2-es
eredményt o < 1.5706-re tudtak élesiteni 2014-ben [6]. A matematika kiilonds univer-
zalitdsat mutatja, hogy bar teljesen més motivacioval sziilettek, Wright és Hutchinson
egyenletei ekvivalensek: a primszamokat és a populacidkat is ugyanazzal az egyenlettel
lehet vizsgalni!

A szisztematikus matematikai elmélet kidolgozésa csak a mult szézad kozepén in-
dult meg, gyakorlati iranyitasi problémak &ltal erGsen motivalva, mint példaul Minorsz-
kij munkaja hajok stabilizdlasa és automatizalt kormanyzasa terén, ahol a késleltetés a
visszacsatolasban fontos szereppel bir [20]. Az elmélet olyan matematikusok ttt6ré mun-
késsaganak koszonhetSen alakult ki, mint példaul Kraszovszkij, Miskisz, Bellman, Cooke,
majd a kutatasok keretrendszerét évtizedeken at meghatarozé monografia szerzéje, J.
K. Hale. Kés6bb Verduyn-Lunel, Diekmann, Arino, Nussbaum, Mallet-Paret, Sell, Hal
Smith, Walther, és Wu munkai jarultak hozzad meghataroz6 moédon az elmélet tovabbi
fejlsdéséhez (3, 10, 13, 14, 21, 22, 29, 51|. Az 1980-as évektdl a kutatas exponencidlisan
felgyorsult. A MathSciNet adatbazisa szerint mig a hetvenes években évi par tucat, a
nyolcvanas évektdl évi tobb széz, az elmult években pedig kb. évi 1500 publikacié jelent
meg 34K (Functional-differential equations) klasszifikacioval, ami 6sszesen 44 000 cikket
jelent. Ez még messze nem a teljes szakirodalom, hiszen az alkalmazasok jelentés része az
adott alkalmazési teriilet szakfolyoirataiban jelenik meg, és ezeket a fenti adatbazis nem
figyeli.

Magyarorszagon tobb, nemzetkozileg is jelentGs iskola alakult ki ezen a teriileten.
Szegeden Krisztin Tibor és tanitvanyai a globalis kvalitativ dinamika, Veszprémben a
2022-ben elhunyt Gyéri Istvan és kollégai (Hartung Ferenc és Pituk Mihély) az oszcillaciok
és aszimptotikus viselkedés, mig Budapesten a gépészmérnoki alkalmazasok, rezgések és
stabilitasvizsgalatok teriiletén Stépan Gabor csoportja ért el kiemelkedd eredményeket az
elmult évtizedekben.

A késleltetett argumentumu differencidlegyenletek elmélete bar mélyen a 19. és 20.
szézad klasszikus analizisében és alkalmazasaiban gyokerezik, egy modern és ma is inten-
ziven fejl6dd dga a matematikdnak, ami egyre fontosabb az alkalmazasokat tekintve is.
Torténete a szamelmélet absztrakt kérdéseitsl a miiszaki tudoméanyok és az élettudomany
konkrét problémain at a végtelen dimenziés dinamikai rendszerek elméletének csicsaig

vezet. Ebben a fejlédésben szamos magyar tudos is meghatéarozo szerepet jatszott.
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3. Unimodalis visszacsatolasra vonatkozo tézisek

Tekinstiik az alabbi egyenletet:

o'(t) = —pa(t) + fla(t —7)), 7.1>0, (7)
ahol az f: R — R késleltetett visszacsatolasi fiiggvény unimodalis, vagyis

f(&) > 0 minden £ > 0 esetén, f(0) =0, és létezik egy egyértelmi &, > 0

gy, hogy f'(§) >0ha0 <& <&, f(&)=0,¢é [f(§)<0haf>¢, (U)
tovabba  f"(§) <0 ha 0<E <&, és §li_>m f(&) =0.

A C Banach-tér tartalmazza a
Ci={peC:4(s) 20,-7 < s <0}

kupot, amely kiilonbo6z6 rendezési relaciokat general a C' téren, a szokasos jelolésekkel,
mint <, <, <. Konkrétan, ¢ < 1) a C-ben akkor és csak akkor, ha ¢(s) < ¢(s) minden
s € [—7,0] esetén; ¢ < 1 akkor és csak akkor, ha ¢ < 9 és ¢ # 1; ¢ < 1 akkor és
csak akkor, ha ¢(s) < v(s) minden s € [—7,0] esetén. Igy definialhatjuk a rendezési
intervallumokat: [p, ] : ={( € C:¢p<(<tYp}lhaop<és (),0) ={CeC:p<gK (K
¢} ha ¢ < 9.

Minden ¢ € C meghataroz egy egyértelmi folytonos x = z% : [—7,00) — R fiigg-
vényt, amely differencialhaté a (0, 00) intervallumon, kielégiti az (7) egyenletet minden
t > 0 esetén, és x(s) = ¢(s) minden s € [—7,0] esetén. Koénnyen lathato, hogy ha (U)
teljestiil, akkor a C', kip pozitivan invarians, azaz egy nem-negativ ¢ kezdeti fiiggvénnyel
rendelkezé ¢ (t) megoldds nem-negativ marad minden ¢ > 0 esetén. A tovabbiakban az
(7) megoldasan mindig nem-negativ megoldast értiink, és @ : [0,00) x Cy > (¢,¢) —
z(9p) = Dy(9) € C,.

1. Tézis: Attraktiv invarians tartomanyok ahol a visszacsatolas
monoton valamint heteroklinikus palya konstrualasa
Az 1. Tézis a [47] publikici6 eredményeit Osszegzi. Egy ¢ szam esetén ¢, € C a ¢

értéki konstans fiiggvényt jeloli. Amikor f/(0) > u, létezik egy K, pozitiv egyensily amit
f(K) = uK ad meg. Az érdekes eset, amikor K > &;. Ekkor definidlunk két konstanst:

Ennek megfeleléen, o, és f, megad egy J := [ay, Bi] C C, rendezési intervallumot.
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3.1. Tétel. J pozitiv invaridns és minden pozitiv megolddst vonz: ha z(t) > 0 egy meg-

oldds, akkor liminf, ,. z(t) > « és limsup, . z(t) < 5.

Mivel ® pont-disszipativ, és az Arzela-Ascoli tétel miatt a &, operdtorok teljesen
folytonosak minden ¢ > 7 esetén, a globalis attraktor 1étezik. Az el6z6 tétel miatt pedig

J-nek részhalmaza.

3.2. Tétel. Létezik az A globdlis attraktor a ® nem-invertdlhato dinamikai rendszerre,
azaz eqy nemires kompakt A C Cy halmaz, amely invaridns abban az értelemben, hogy
®,(A) = A minden t > 0 esetén és a korldtos halmazokat vonzza. Tovdbbd, A C J.

Ha teljestil az alabbi feltétel

f(f(&o))
1

> &o, (L)

akkor [, 8] C [&, 00], ahol f/(§) < 0 és minden megoldas, 7-t6l fiiggetleniil, végiil belép
ebbe a tartomanyba, ahol f monoton csokkens. A monoton késleltetett visszacsato-
las elméletének atfogd eredményei igy alkalmazhatoak a dinamika leirdsara. FEkkor egy
Poincaré-Bendixson tipusu tétel érvényes [36], és az w-limeszhalmazok csak egyenstlyi
helyzetek vagy periodikus pélyak lehetnek, a bonyolultabb aszimptotikus viselkedés (pl.
kdosz) kizart. Az (L) feltétel a paraméterek széles tartoméanyara teljesiil: barmely (U)-
t kielégits f esetén létezik egy nemiires H C R intervallum, tugy, hogy az (L) feltétel
teljestil minden p € H esetén. A kovetkezs eredmény azt mutatja, hogy az (L) feltétel
hianyaban legalabb kis késleltetések esetén hasonlo eredményeket kaphatunk. Definidljuk

all: (0, K] — [K,o00) leképezést a kovetkezSképpen:

(&) = (1),

ahol f~! jol definialt, ha f-et a [K, 0o)-re megszoritjuk. Nyilvan II(K) = K, II folytonos

és I1(£) — € monoton csokkend a (0, K] intervallumon.

3.3. Tétel. Ha
(&) — &o

Flgo) = £(H2)

akkor minden megoldds belép abba a tartomdnyba, ahol f' negativ.

T T =

A 0, egyensilyban linearizalva talalunk egy dominans valos sajatértéket. Megmutat-
hato, hogy az ehhez tartozo lokalis invarians sokasag (1asd [29]) belemetsz a pozitiv kupba,

igy egy pozitiv heteroklinikus megoldés konstrualhato.

3.4. Tétel. Feltéve, hogy (L) vagy (LT ) teljesiil, létezik eqy x; heteroklinikus pdlya, amely
osszekdti a 0,-t a K,-gal vagy eqy K kéril oszcillalo periodikus palydval.
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2. Tézis: A globalis attraktor legélesebb becslése

Az 2. Tézis a [32] publikaci6 eredményeit 6sszegzi. Tovabbra is feltételezziik, hogy az (U)
feltétel teljesiil, valamint ¢’(0) > 1 és K > g, ahol g = ' f. Legyen

a=inf{A>0:g*(A)=A} ; B=sup{B>0:g¢*B)=B} (8)

Mivel ¢'(0) > 1, @ és 3 jol definialt valés szamok. Feltételezve, hogy (L) teljesiil,

vilagos, hogy a > mg, és igy g csdkkend a J := [a, 3] intervallumon. Tovabba, g(a) =
B ¢és g(B) = a. Kovetkezésképpen J invaridns a g leképezésre. Az f nemlinearitas

az (7) egyenlet legtobb fontos példajaban (beleértve a Mackey-Glass és Nicholson-féle
modelleket) teljesiti a kovetkezs tovabbi feltételt:

(S) f héaromszor differencialhato, és (Sf)(x) < 0, amikor f'(x) # 0, ahol Sf az f

Schwarz-derivaltjat jeloli, amelyet a kovetkezSképpen definialunk:

-Fa-3(5)

(5F)(x)

A {6 eredmény eléréséhez az analitikus becsléseken tul harom technikat kell kombinélni:
Ivanov és Sarkovszkij eredményeit a folytonos rendszer és a g generélta diszkrét dinami-
ka kapcsolatarol [25], Singer dichotomia-eredményeit az S-leképezésekrdl [50], valamint
Mallet-Paret és Nussbaum tételeit nagy késleltetetésekrdl [35].

3.5. Tétel. Tegyiik fel, hogy (L) és (S) teljesil az |c, B] intervallumon. Ekkor pontosan
az aldbbiak eqyike dll fenn:

(1) |g(K)| < 1 és az (7) egyenlet globdlis attraktora a T késleltetés minden értékére

(K}

(2) |g(K)| > 1 és[a,B] alegszikebb invaridns és vonzo intervallum, amely tartalmazza
az (7) egyenlet globdlis attraktordt a T késleltetés minden értékére, ahol {&, 3} a g
egyetlen 2-ciklusa [, 5]-n.

3. Tézis: Kaosz-kontroll médszerek a Mackey-Glass egyenletre.

A 3. Tézis a |26] publikacié eredményeit 6sszegzi. Ebben a fejezetben az

px(t —7)

—_ ,p, T >0,n> 2, 9
Ltat—rp BT =00 (©)

2 (t) = —pa(t) +
Mackey-Glass egyenletre fokuszalunk. Az elmilt évtizedekben névekvs érdeklédés mutat-
kozott a kdosz kontrollja irant, és szamos modszert javasoltak és alkalmaztak [49]. Itt egy

mésik stratégiat alkalmazunk, amely tjszert a kiosz kontroll kontextusaban: ahelyett,
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hogy egy adott instabil periodikus palyat kontrolldlnank, szabalyozas révén minden meg-
oldast egy olyan tartomanyba vezetiink, ahol a rendszert monoton visszacsatolés jellemzi.

Héarom tipikus esetet tekintek, ahol a szabalyozast egy additiv wu(t) tag jelenti, ne-
vezetesen a konstans perturbaciot, u(t) = k, a proporciondlis visszacsatolasos kontrollt,
u(t) = kx(t), és a késleltetett visszacsatolasos vezérlst, u(t) = k[x(t) —x(t—7)]. Azt mon-
dom, hogy a kdosz kontrollalt, ha a rendszer bonyolult viselkedést mutat & = 0 esetén,
de minden megoldés végiil belép és egy monoton tartoményaban marad f-nek valamely
k # 0 esetén, amely esetben a konvergencia egy egyensulyi helyzethez vagy egy periodikus
palyahoz garantalt. Végiil egy mésik megkdzelitést is alkalmazok: additiv tag helyett egy
allapotfiiggs 7 = 7(x(t)) késleltetést konstrualok megfelels modon, hogy a tartoményfel-

bontasi médszerem még mindig alkalmazhato6 legyen.

Konstans perturbaciés kontroll

Barmely k£ € R esetén vizsgaljuk az

p(t — )

2'(t) = —pa(t) + Ta(t—r)

+ k. (10)

egyenletet.

3.6. Tétel. Tegyiik fel, hogy K > &, de az (L) nem teljesiil, azaz g*(&) < & a (9)
egyenletben. Ekkor a kévetkezd dllitdsok teljestilnek:

(i) létezik eqy k. < p&o dgy, hogy minden k > k, esetén a (10) egyenletnek nincs
bonyolult megolddsa;

(11) létezik eqy expliciten kiszamithatd ki, ugy, hogy k < ki esetén a (10) egyenletnek
nincs eqyensulyi helyzete, és a megolddsok nem-elfogadhatok lesznek;

(111) k1 < k < ko := &y — f(&o) esetén két pozitiv egyensilyi helyzet van, Ky és Ky, és
a ¢ € [(K1+k/p)s, o] kezdeti fiigguénnyel rendelkezd megolddsok Ko-hoz konvergdlnak;

(iv) létezik eqy ks gy, hogy ke < k < kg esetén a (10) egyenletnek nincs bonyolult

megolddasa.

Aranyos visszacsatolasos kontroll

Most az u(t) = kx(t) esetet vizsgaljuk. Az

p:):(t—T) (11>

2'(t) = —(p — k)x(t) + 1+a(t—71)n

atrendezés azt mutatja, hogy a kontrollnak nincs hatasa a (9) nemlinearitasdnak kulcs-

fontossagu tulajdonsagaira.

3.7. Tétel. Tegyiik fel, hogy o < &y < K. Ekkor a kévetkezd teljesil: (i) létezik eqy k. <
0, dgy, hogy k € (1 — f(&) /o, ks) esetén a (11) egyenletnek nincs bonyolult megolddsa;

10
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(i) ha p —p < k < pu— f(&)/&, akkor minden megoldds (p/(u — k) — 1)"/"-hez
konvergdl;
(111) ha k < u— p, akkor minden megoldds 0-hoz konvergdl;

(iv) ha k > p, minden megoldds a végtelenbe tart.

Pyragas-szabalyozas

Egy népszert szabalyozéasi mod az u(t) = k(x(t — 7)) — z(t), és ezzel a taggal a (9) a

kovetkezévé alakul:

' (t) = —(u+ k)x(t) + % + kax(t — 1),
2(t) = =(u+ k)z(t) + Fr(z(t = 7)), (12)

Fi.(&) = f(&) + k€ mellett. Vegyiik észre, hogy mig a Pyragas-szabélyozas megvéltoztatja

a nemlinearitas alakjat, a rendszer egyensilyi helyzeteit nem modositja.

3.8. Tétel. Tegyiik fel, hogy K > & és ¢*(&) < &. FEkkor k > 77(71—:11)2 esetén a (12)

minden megolddsa K-hoz konvergdl.

Allapotfiiggs késleltetés-szabalyozas

A korabbiakbol vilagos, hogy a kaosz szabalyozhato a késleltetés kis értékre valo csokken-
tésével. Azonban praktikusan lehetetlen vagy nagyon koltséges lehet a 7 dlland6an alacso-
nyan tartasa, ezért itt azt vizsgaljuk, hogyan valésithatjuk meg tgy a kdosz-szabalyozast,
hogy a késleltetést csak ideiglenesen modositjuk, az aktuélis allapottol fiiggden. Igy a

kovetkezd egyenletet vizsgaljuk:

o' (t) = —px(t) +

pl’(t B r(x(ti)) (13>

L+ z(t —r(z(t))”’

allapotfiiggs r(x(t)) késleltetéssel, ahol az r(z(t)) = 7 — k(x(t)) tgy értelmezhetd, mint
egy 7 alapkeésleltetés és egy k(x(t)) késleltetés-szabalyozas. Eszszert feltételezni, hogy
k(z(t)) > 0 és k(z(t)) < 7, ekkor r(z(t)) € (0,7]. Azt mondjuk, hogy egy megoldas
lassan oszcillalo, ha z(t) — K-nak legfeljebb egy elgjelvaltasa van minden 7 hosszisagu
idéintervallumon.
3.9. Tétel. Tegyiik fel, hogy K > & és legyen K < & az f(K) = f(K) dital definidlva.
Legyen 7, := min{r, %, 5}5’(20})(}, és (= (1 — 1) (f (&) — p&o)-

Definidljuk a kovetkezd dllapotfiiggd késleltetési fiigguényt:
r(x) =7 hax>¢&+C(;
r(z) =7 ha x <&

11
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1. abra. A baloldalon a Mackey-Glass egyenlet egy proporcionalis visszacsatolasos sza-
balyozasa t = 50 és t = 100 kozott. A kontroll kikapcsolasa utén a megoldasok tujra
bonyolult viselkedést mutatnak. A jobboldalon az allapotfiiggs késleltetéses szabalyozas,
alul lathato mikor van a kontroll bekapcsolva.

r(x) egy C*-sima és monoton fiigguény a [y, &+ ] intervallumon, r'(x) < (f(&) — p&o) ™!
mellett.
FEkkor a (13) megolddsai iddvel belépnek abba a tartomdnyba, ahol f' negativ, és bo-

nyolult, lassan oszcilldlo megolddsok nem létezhetnek.

Ehhez a tételhez Krisztin és Arino eredményeire is sziikség volt az allapotfiiggs kés-
leltetésekrdl [28].

4. Logisztikus egyenletekre vonatkozo tézisek

4. Tézis: Bioloégiailag megalapozott logisztikus egyenlet globalis

attraktora diszkrét és elosztott késleltetésekkel

A 4. Tézis a [4] publikicio eredményeit Gsszegzi. Sejtbiologiai megfontolasokbol (mobili-

tas, osztodas és sejt-sejt interakeio) levezettem az

zﬂﬂz—pdﬂ+pﬂﬁ—n(2—p[ix@ﬁk—x@0 (14)

egyenletet, ahol x(t) egy sejtpopulacio stirtisége. A sejtosztodas hossza explicit figyelembe
van véve egységnyi idére normalizalva, p > 0 paraméter. Bioldgiai megfontolasok miatt
csak a nemnegativ megoldasokat tekintjik, azaz xo(s) > 0, s € [—1,0]. Pontosabban,

olyan megoldasokat vizsgalok, amelyekre xq € €2, ahol

0= {¢€C:¢(s)20hase [—1,0] és ¢(0)+p/_i¢(s)ds§1}. (15)

Meggondolhato, hogy € éppen a biologiailag értelmezhetd allapotok halmaza. A (14)
egyenletnek két egyensulyi helyzete van, xy = 0, amely mindig instabil, és z, = 1/(p+ 1),

12
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amely mindig lokalisan aszimptotikusan stabil, amint az egy karakterisztikus egyenletbsl

levezethets. Fontos konvergenciatulajdonsag, hogy minden pozitiv megoldéasra

t
lim <x(t) +p/ x(s) ds) = 1. (16)
t—o0 t—1

Miutéan ezt igazoltuk, Gyéri és Pituk [19] L? perturbécios eredményeit alkalmazva tudjuk

bizonyitani a kovetkezst.

4.1. Tétel. A (14) egyenlet minden pozitiv megolddsa Q-ban a pozitiv eqyensilyi helyzethez

konvergdl.

A trividlis egyensuly koriili invarians sokasagok vizsgalataval taldlunk egy egy egyér-

telmtd heteroklinikus palyat.

4.2. Tétel. Az A globdlis attraktor a két egyensilyi helyzetbdl és eqy, a kettdt 6sszekdtd
heteroklinikus pdalydbol all.

Megjegyzem, hogy biologiai modellekben a trivialis 0 egyenstlyt, amikor nincs hozza
konvergald palya, nem szoktuk a globéalis attraktor részének tekinteni, mint az el6z6 fe-
jezetben sem tettiik, hanem csak a pozitiv megoldasokra szikitjiik a vizsgalatot. Most
azért vettem hozza, mert a konstruélt heteroklinikus palya egy nagyon hosszi tranziens.
Egy révidebb idGablakban szemlélve szabalyos periodikus megoldasnak ttinik, de nagyon
lassan konvergal a pozitiv egyensulyhoz. Mivel a dinamikat hosszabb ideig jellemzik ezek

a metastabil oszcillaciok, ezekre kiilon kitértem.

5. Tézis: Pozitiv visszacsatolasos taggal kiegészitett késleltetett

logisztikus egyenlet felrobbané megoldasai

Az 5. Tézis a 18] publikaci6 eredményeit Osszegzi. Gydri Istvan [17] érdekes példajat
kovetve az aldbbi logisztikus egyenletet tekintjiik:

d
Zo(t) =ra(t) (1+ ax(t) - x(t - 1)), (17)

ahol r > 0, a € R. A (17) egyenlet a [17] cikkben vizsgalt egyenletek egy reprezenténsa,
ami a = 0 esetben a Wright-egyenletre redukal6dik. Megmutatom, hogy felrobbano
megoldas (azaz egy olyan megoldas, amely véges id§ alatt a végtelenbe tart) akkor és

csak akkor létezik, ha o > 0. Egy z(t) = ce™, ¢ > 0 exponencialis megoldas is létezik,

ha a = e™". Ez egy nem korldtos, de nem felrobbandé megoldas. Emellett egy olyan

megoldascsaladot is talalok, amelyek véges id§ alatt felrobbannak. A pozitiv egyensilyi

helyzet ¥ = —— | ha a < 1. A kovetkezd tételben a megoldasok globalis és lokalis

l-a ?

dinamikajat jellemezziik.

13
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4.3. Tétel. A kovetkezd dllitdasok teljestilnek.

1. Ha
a< —1, (18)

akkor a pozitiv eqyensily: helyzet globdlisan aszimptotikusan stabil.

2. Hao —1 < a < 1, akkor a pozitiv egyensilyi helyzet lokdlisan aszimptotikusan stabil,

ha
1—
r<Al7 n Z arccos(), (19)
és instabil, ha
1—
r>4/7 n Z arccos(a). (20)

Tovdbba,

(a) Ha —1 < a <0, akkor minden megoldds korldtos.

(b) Ha 0 < «, akkor létezik véges idd alatt felrobband megoldds

3. Ha a > 1, akkor minden globdlisan létezd megolddsra lim sup,_, . x(t) = oo.

Tegyiik fel, hogy a = e™". Ekkor a (17) pozitiv egyensulyi helyzete instabil. Ebben
az esetben talalunk ujfajta felrobbandé megoldasokat.
4.4. Tétel. Legyen a = e™". Tekintsink eqy megolddst, amelynek kezdeti fiigguénye
kielégiti a
0<o(s) <ce™, se[-1,0] (21)

feltetelt,
6(0)=c, o(—1)<ce™™ (22)
mellett, ¢ > 0 esetén. Ekkor x(t) > x.(t) = ce™ hat > 0, és a megoldds véges idd alatt

felrobban.

Ezen x megoldas felrobbanési idejére a kdvetkezs becslés érvényes: %ln ( 1+ %) <T.

6. Tézis: Késleltetett SIS modell globalis stabilitasi sejtésének
bizonyitasa

Hethcote és van den Driessche 1995-ben egy SIS tipusu (fogékony-fertszott-fogékony) jar-
vanymodellt elemeztek [23|. Az ilyen modellekben a fert6zottek a betegségiik utan ujra
fogékonnya valnak. A fert6zd allapotokban toltott id6t egy altalanos valdszintiségi stri-
ségfiiggvénynek feltételezték. Nyitott sejtésként fogalmaztéik meg az endemikus egyensulyi
helyzet globalis stabilitasat.

14
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A 6. Tézis a [43] publikacié eredményeit Gsszegzi. A modell a kovetkezs logisztikus

tipusi késleltetett differencidlegyenlethez vezet:

d

%Hﬂzﬁﬂ—lﬁﬁﬂﬂ+ﬁz(1—Ht—®ﬂ@—ak”%f@%qd&) (23)

A kezdeti fiiggvényt a folytonos fiiggvények kévetkezs részhalmazabol valasztjuk:

Yi={¢ e C([-1,0],[0,1]) [¢(0) = G(9) },
ahol G : C'([-1,0],[0,1]) = R a kévetkezSképpen van definialva:

G(9) = B / (1 - $(—a)) 6(~a) Fla)e da.

Lathato, hogy igy Y pozitiv invaridns. A bizonyitasok egyes részeihez (23) integralegyenlet
alakjat hasznaljuk. Az alap reprodukcios szam adja meg az egy fert6zott altal a betegsége

teljes ideje alatt generalt 1j fertézések szamat egy fogékony populécidoban, jelen esetben

1
Ry = B/ F(a)e " da.
0

4.5. Tétel. Tegyiik fel, hogy Ry < 1. Ekkor a betegségmentes eqyensily: helyzet globdlisan
aszimptotikusan stabil Y -ban. Ha Ry > 1 teljesiil, akkor létezik az I* =1 — RLO endemikus

egyensuly: helyzet, ami aszimptotikusan stabil, és a betegség perzisztens.

A Hethcote - van den Driessche sejtés bizonyitasdnak lényegi eleme, hogy az Ry < 2 és
az Ry > 2 esetek teljesen mas megfontolasokat igényelnek: utobbi esetben elGszor azt kell
belatni hogy az Yo = {¢ € V' ‘% < ¢(#) <1, 6 € [-1,0]} halmaz minden pozitiv megol-
dast vonz. Az Ry > 1 szcenérid szétvalasztasa két alesetre a jarvanymodellek analizisében

egy szokatlan otlet.

4.6. Tétel. Tegyiik fel, hogy Ry > 1. Az endemikus egyensilyi helyzet globdlisan aszimp-

totikusan stabil Y -ban.

7. Tézis: Késleltetett jarvanymodellek stabilitasvaltasai és bifur-

kacidoi: az endemikus buborék

A 7. Tézis a [30] publikicié eredményeit Gsszegzi. Az alabbi egyenletet tekintjiik:

le—stt) = —y(t) + Roh(y(t — 7))y(t)(1 — y(t)), 29

Ez egy SIS jarvanymodell késleltetett viselkedési valasszal, ahol a fert&zési periodus hossza
szerint normalizaltuk az id6t. A h fiiggvény fejezi ki, mennyivel csokken a transzmisszié a

betegség terjedésének hatasara névekvs ovatossag miatt, ez azonban 7 késéssel kdvetkezik

15
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be. A disszertacioban altalanos feltételeket is adunk az endemikus egyensily létezésé-
re, lokalis és globélis stabilitasara és a perzisztenciara. Itt most csak egy specidlis, az
irodalomban viselkedési valaszként hasznélt h fiiggvényre vonatkozd eredményt mutatok
be, amelyik még viszonylag egyszertd, de méar mutatja azt a dinamikai jelenséget amit

szeretnék kihangsulyozni.

4.7. Tétel. Legyen h(y) = ,p>0¢és Ry > 1.

1
1+py
(1) Ha 0 < p < Ry, akkor a pozitiv y egyensilyi helyzet globdlisan aszimptotikusan stabil.

(2) Ha p > Ry, akkor létezik 7" > 0 gy, hogy az § pozitiv eqyensilyi helyzet aszimptoti-

kusan stabil 0 < 7 < 7 esetén és instabil T > 7" esetén, ahol

R 1 —R
T = olp+ 1) arccos ( 0) . (25)
(Ro — 1)y/p* — R} p

(=1
5]

<
)

o e ¢ ¢ S
(=] —
e

Fert6zott populacio, y

Reprodukcios szam, R

2. abra. Endemikus buborékot mutaté bifurkicids diagram. A kiilénb6z§ tartoméanyok
kiilénbo6z6 dinamikakra utalnak. A; a betegségmentes 0 egyensilyi helyzet globalis sta-
bilitdsara; Ay és Ay az endemikus 7 egyensilyi helyzet lokélis stabilitasara; As a fenn-
tartott oszcillaciokra; és As az y globalis stabilitasara. As két hataran az egyensily
Hopf-bifurkicion megy at. A vastag szaggatott vonalak a 0 és y egyensulyi helyzeteknek
felelnek meg, amikor instabilak.

A tétel kell6en nagy p esetén egy Hopf-bifurkacio altali stabilitasvesztést mutat amint
a késleltetés n6. Egy fontos észrevétel azonban, hogy a stabilitasi feltétel Ro-ban nem mo-
noton. Ha a reakci6idd helyett a terjedési képességet vessziik bifurkacios paraméternek,
akkor a pozitiv egyensuly egy tjabb Hopf-bifurkacié soréan visszanyerheti a stabilitasat
nagy Ro-ra, és egy érdekes bifurkicios diagramot kapunk, ahol a jarvany periodikusan
oszcillal Ry egy koztes tartoményaban. Az abran is lathato alakzatot endemikus bu-
boréknak neveztem el. Azota tobb tucat publikdcioban szerepel az "endemic bubble",
amelyek mar gyakran nem is hivatkoznak az eredeti cikkiinkre, dgyhogy ez a kifejezés

mara onallo életre kelt.
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5. Alkalmazasokra vonatkozo tézisek

8. Tézis: Funkcional-differencidlegyenletek és biolégiai modellezés
A biologiai rendszerek egyik alapvetd sajatossaga, hogy a benniik zajlé folyamatok ritkéan
mennek végbe azonnal. Az anyagcserétdl a sejtszintii szabalyozason at a populécidk és
kozosségek kolecsonhatasaiig szdmos olyan mechanizmus mikodik, amely sziikségszertien
idGigényes, és ezaltal késleltetést visz a rendszer dinamikajaba. Idébe telik, amig egy
szignal, molekula vagy immunsejt eljut a céljahoz, amig egy szervezet elGallit egy sziikséges
komponenst, lezajlik egy sejtosztodéas vagy biokémiai reakcidlanc, illetve amig egy él6lény
végighalad fejlédésének valamely szakaszan. Ezek a késleltetések nem kivételesek, hanem
a biologiai miikodés természetes velejaroi.

A matematikai biologiai modellezés egyik alapvetd tanulsidga, hogy az idGkésleltetések
nem pusztan technikai részletek vagy mésodlagos finomitasok. Sok esetben éppen ezek a
rendszer miikodésének meghatarozo mozgatorugoi: képesek mindségileg megvéltoztatni a
dinamika jellegét, stabil egyensiilyi allapotok helyett oszcillacidkat, komplex tranziensek
vagy akar kaotikus viselkedés megjelenését eredményezve. A késleltetés explicit beépitése
a modellekbe ezért nemcsak valosaghiibb leirast tesz lehetévé, hanem pontosabb elérejel-
zésekhez is vezet, és gyakran magyarazatot ad olyan empirikusan megfigyelt jelenségek
eredetére, mint a populécios ciklusok, a biolégiai oszcillatorok miikodése vagy a visszatérs
jarvanyhullamok.

A disszertacioban téargyalt modellek ezt a szemléletet kiillonbozd bioldgiai kontextu-
sokban illusztraljak. A populécidédinamikai példak kozott szerepelnek rovid, szezonalisan
korlatozott reprodukcios idgszakok [12] és a larvak kozotti versengés hatésai [31]; az 6kolo-
giai alkalmazasok kozott megjelenik a kullancsok madarak altali terjedéséhez kapcsolodo
késleltetés [56]. Sejtbiologiai szinten az Gssejtek szabalyozasanak mechanizmusai keriilnek
el6térbe [5], mig epidemiologiai alkalmazasokban a hosszi utazasok [27], a transzportécios
héalozatok [42], a kéknyelv-betegség terjedése [15], az antiviralis stratégiak [1, 2, 38, 39,
46, a késleltetett beavatkozasok |9, 40|, a vakcinalasi programok [53, 54|, valamint az
immunitas populacioszinti dinamikéaja |7, 8, 48] szolgélnak alkalmazasként.

Matematikai szempontboél ezek a modellek a késleltetés kiilonbozd formait 6lelik fel:
diszkrét és elosztott késleltetéseket, véges és végtelen késleltetési tartomanyokat, valamint
implicit és allapotfiiges késleltetéseket. Ezek a strukturak gazdag, erésen nemlinearis
dinamikat eredményeznek, amely 4j kvalitativ jelenségek megjelenéséhez vezet, és egyuttal
komoly elméleti kihivasokat is tamaszt.

Tagabb Osszefiiggésben a disszertacid eredményei ahhoz a hosszu tavi matematikai
torekvéshez kapcsolédnak, amelyet mar Emile Picard megfogalmazott 1908-ban. Elkép-
zelései, amelyek ilyen iranyt elmélet sziikségességét vetették fel a bioldgiai rendszerek jobb
leirasa érdekében, egy évszazaddal késébb valtak széles korben kidolgozotta. A disszerta-
cibban igyekeztem bemutatni, hogy a késleltetés egyrészt érdekes és mély matematikahoz

vezet, masrészt a biologiai komplexitas megértésének egyik kulcsfontossagu forrasa.
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