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1. fejezet

Bevezetés

A diofantikus egyenletekkel kapcsolatos kutatasok kézéppontjaban harom alapproblaé-
ma all: a megoldhatosag eldontése, a megoldasszam vizsgalata, valamint az 6sszes megoldas
megkeresése.

1970-ben Matjaszevics negativ valaszt adott Hilbert 10. problémajara, amennyiben
igazolta, hogy nem létezik olyan univerzélis eljaras, amely tetszéleges diofantikus egyen-
letrél eldontené annak megoldhatosagat. Ebbdl kovetkezik, hogy a megoldasok szdmara és
az 0sszes megoldas meghatarozasara vonatkozéan sem l1étezhet altalanos algoritmus. Ezért
valnak kiilonosen értékessé azok az eredmények, amelyek a diofantikus egyenletek egy-egy
széles és fontos osztalya esetén adnak valaszt az alapproblémaéakra.

Kiemelkeds jelent&ségtiek az effektiv végességi tételek. Ezek nem csupan a megoldas-
szam végességét garantaljak egy-egy egyenletosztalyon beliil, hanem konstruktiv modon
algoritmust is szolgaltatnak az Osszes megoldas megkeresésére. Ebben a tekintetben alap-
vet§ attorést jelentettek A. Baker Fields-éremmel elismert munkai (1d. [Bal|, [Ba2|, |[Ba3|,
[Bad|), amelyekben algebrai szamok logaritmusainak linearis forméaira nyer nem-trivialis
effektiv alsd becsléseket. A Baker-modszerrel nyert effektiv eredmények tobbnyire elmé-
leti jelentGségtiek: rendszerint explicit fels6 korlatot szolgaltatnak a megoldasok méretére
a fellépd ismert paraméterek fiiggvényében. A korldtok azonban tdl nagyok ahhoz, hogy
konkrét egyenletek megoldasara alkalmazni lehessen Gket. Viszont sok esetben a bizonyi-
tasukra kidolgozott modszert més modszerekkel, példaul a Lenstra-Lenstra-Lovasz-féle re-
dukcids eljarassal kombinalva, végiil hatékony algoritmust eredményeznek, melyek konkrét
esetekben, nem til nagy paraméter értékek mellett, szamitogépet is felhasznalva az 6sszes
megoldas meghatarozasat is lehetGvé teszik.

A diofantikus egyenletek egy széles, és alkalmazasok szempontjabol is rendkiviil fontos

osztalyat képezik a szamtestek f6lotti S-egység egyenletek. Jelen dolgozatban a raciona-
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lis szamtest f6lotti bizonyos kétismeretlenes S-egység egyenletekre fokuszalunk és ezek
megoldasszdmara vezetiink le éles fels korlatokat.

Az S-egység egyenletek elmélete igen gazdag (Id. [Gy3, EvGyStTi, EvScSch, EvGy,
EvGy2|) és szamos diofantikus probléma visszavezethets szamtestek feletti S-egység egyen-
letekre. Ezek koziil is a legegyszertibb, a racionalis szamtest {616tti kétismeretlenes S-egység

egyenlet, amely a kovetkezd alakban irhato fel:
aX +BY +~vZ =0, (1.1)

ahol «, 8,7 adott nemnulla egész szamok, X,Y, Z pedig olyan ismeretlen egészek, ame-
lyeknek a primtényezéi véges sok adott primszam koziil keriilnek ki. Ezen elGre rogzitett
primek halmazat szokas szerint S-sel jeloljiik.

Klasszikus eredmények alapjan ismert, hogy az (1.1) egyenletnek csak véges sok meg-
oldasa van, és a megoldasok méretére effektiv fels6 korlat adhato a Baker-modszer segit-
ségével (cf. |Gy, Gy2, BuGy, GyYu|). Ezen effektiv korlat csak az «, 3, konstansoktol és
az el6re rogzitett primektdl fiigg. Mivel minden ismeretlen kifejezhetd a megadott primek
hatvanyainak szorzataként, ezért az (1.1) egyenlet egy exponencialis diofantikus egyenlet.

Ezek alapjan az (1.1) egyenlet egyik legegyszeriibb alakja az
a® — b =, (1.2)

egyenlet, ahol a, b, ¢ olyan rogzitett pozitiv egészek, amelyekre min{a, b} > 1, az x, y pedig
ismeretlen pozitiv egészek. Ez az egyenlet a Pillai-egyenlet egy specidlis esete, és Pillai hires
sejtése szerint barmely adott ¢ > 1 esetén az (1.2) egyenletnek legfeljebb véges sok olyan
(a,z,b,y) megoldasa van, amelyre min{a, z,b,y} > 1. Erdemes megjegyezni, hogy a c = 1
eset a hires Catalan-egyenletnek felel meg, amelyet Mih&ilescu [Mi] kordbban megoldott
(1d. még [Tij|).

Az 1930-as években megjelent cikksorozataban Pillai |Pil, Pi2, Pi3, Pi4| aktivan tanul-
méanyozta az (1.2) egyenletet (negativ c értékeket is megengedve), és tobb végességi ered-
ményt ért el a megoldasok szaméara vonatkozoan. Megjegyezziik, hogy mar Poélya [Polyal
ineffektiv eredményébdl adodik, hogy az (1.2) egyenletnek csak véges sok (z,y) megoldasa
van. 1936-ban Herschfeld [Hersch] megmutatta, hogy ha (a,b) = (3,2) és || elegendGen
nagy, akkor az (1.2) egyenletnek legfeljebb egy megoldasa van az = és y pozitiv egészek-
ben. Még ugyanabban az évben Pillai [Pi2] (lasd még [Pil]) kiterjesztette ezt az eredményt
tetszbleges ged(a,b) = 1 és a > b > 2 feltételeknek megfelels (a,b) parokra, feltéve, hogy
le| > ¢o(a,b). Mivel Pillai munkai (mint ahogy Herschfeldé is) a Thue-féle, algebrai sza-

mok racionalisokkal valé approximaciojarol szolo tétel Siegel-féle élesitésén alapszik, ezek
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az eredmények is ineffektivek (azaz a bizonyitas alapjan nem lehetséges a co(a, b) konstans
kiszamitasa). Az a = 3 és b = 2 specialis esetben Pillai [Pi4] azt sejtette, hogy ¢o(3,2) = 13.
Ezt a sejtést Stroeker és Tijdeman [StrTij| a Baker-modszer alkalmazasaval igazolta (1d.
még [dW]). Az 1990-es évek elején Scott [Sc] vizsgalta az (1.2) egyenletet abban az esetben,
amikor a primszam (meritve R. K. Guy kényvének |Gu| egyik klasszikus probléméjabol),
és bizonyos kvadratikus szamtestekben dolgozva és csupan elemi modszereket hasznalva,
éles felsé korlatokat vezetett le a megoldasok szaméara. E témakrol és tovabbi kapcsolédo
kérdesekrol részletesebben olvashatunk a [ShTi, Be2, BerHa| mivekben.

Az (1.2) egyenlet megoldasszamaval kapcsolatban Bennett |Be| az alabbi meghatarozo

eredményt igazolta.

1.1. Tétel. (Bennett, 2001) Legyenek a,b és ¢ olyan tetszélegesen rogzitett pozitiv egé-
szek, amelyekre min{a, b} > 1. Ekkor az (1.2) egyenletnek legfeljebb két megoldasa van az

x,y pozitiv egészekre nézve.

Az 1.1. Tétel bizonyitasa alapvetéen bizonyos kétvaltozos logaritmikus linearis formékra
vonatkoz6 nemtrivialis alsé becslések és bizonyos elemi kongruencidk kombindldsan mi-
lik. Megjegyezziik, hogy ezen kongruencia feltételek 1ényegében egy nagy hézagot ered-
ményeznek a megoldasok kozott, amennyiben feltessziik, hogy az (1.2) egyenletnek van
legalabb harom megoldasa. Emlitésre méltd tovabba, hogy a ged(a,b) > 1 esetet is si-
keriilt elemi meggondolasokkal kezelni. Szamos egyéb cikk is megjelent a szakirodalom-
ban az (1.2) tipusu, altalanosabb egyenletek megoldasszamanak becslésével kapcsolatban
(1d. [BuLu, ScSt, ScSt2, ScSt3]). Fontos latni, hogy az 1.1. Tétel éles abban az értelemben,
hogy szamos példa létezik, amikor az (1.2) egyenletnek két megoldasa van, az alabbiak

szerint:

2 -3=2-33=5 21-3=22-3"=13, 22 —-5=2"-53=3,
3-2=3-2"=113-3=13"-3"=10, 91 —2 =91 — 2" = g9,
6-2=6°-2"=4, 6*-3"=6"-3"=1215, 156 =15 -6 =9, (1.3)

280 — 5 = 280% — 57 = 275, 4930 — 30 = 4930? — 30° = 4900.
Az (1.3) lista alapjan Bennett felvetette azt a kérdést, hogy vajon minden olyan pél-

da, amelyre az (1.2) egyenletnek pontosan két megoldésa van, az (1.3) sszefiiggésekbdl

szarmazik-e, és ezzel kapcsolatban megfogalmazta az aldbbi sejtést:

1.2. Sejtés. (Bennett, 2001) Ha a,b és ¢ olyan pozitiv egészek, amelyekre a,b > 2, ak-
kor az (1.2) egyenletnek legfeljebb egy megoldésa van az x és y pozitiv egész ismeretlenekre

nézve, kivéve az (1.3) Osszefiiggéseknek megfeleld (a,b, c) szamharmasokat.
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Az 1.2. sejtéssel kapcsolatban Scott [Sc| ért el bizonyos eredményeket. Nevezetesen, bebi-
zonyitotta, hogy ha a, b, ¢ olyan pozitiv egészek, amelyekre a prim és b > 1, akkor az (1.2)
egyenletnek - 6t konkrét (a, b, ¢) harmastol eltekintve - legfeljebb egy (z,y) megoldéasa van,
ha y paratlan és legfeljebb egy megoldéasa van, ha y paros. Terai [Te| néhany részeredménye
utan Bennett |Be| szamos eredményt bizonyitott az 1.2. sejtéssel kapcsolatban. Toébbek
kozott igazolta, hogy az 1.2. sejtés fenall, amennyiben a € {3,5,17,257,65537}, azaz a az

ismert Fermat-primek egyike.

1.3. Tétel. (Bennett, 2001) Ha a € {3,5,17,257,65537} és b > 2, akkor az (1.2)
egyenletnek legfeljebb egy megoldasa van az x,y pozitiv egészekre nézve, kivéve ha
(a,b,c) = (3,2,1), amely esetben két megoldas létezik, az (v,y) = (1,1) és (x,y) = (2,3).

A tovabbiakban vizsgaljuk az (1.1) egyenlet egy mésik fontos specialis esetét, amely
nemcsak az (1.2) egyenlet haromvaltozos altalanositasanak tekinthets, hanem szorosan
kapcsolodik az tigynevezett altalanositott Fermat-egyenlethez is. Ez egy olyan diofantikus
egyenlet, amely esetén keressiik az Osszes olyan Osszefiiggést, ahol két relativ prim pozitiv
egész hatvanyanak Osszege egyenld egy harmadik pozitiv egész hatvannyal (1d. |BeMiSi],
[Co, Ch.14|). Ez az egyenlet a kovetkezd alaki:

@+ b=, (1.4)

ahol a, b, ¢ olyan rogzitett relativ prim pozitiv egészek, amelyekre min{a,b,c} > 1, és az
r,y, z pedig ismeretlen pozitiv egészek. Ugy tinik, hogy a legkorabbi publikalt mun-
ka az (1.4) egyenlet megoldasara vonatkozoan Sierpinski [Si] nevéhez fiizédik, aki az
(a,b,c) = (3,4,5) esetben oldotta meg az egyenletet. Kozvetleniil e munka utan Jes-
manowicz [Je| (aki Sierpinski tanitvanya volt) mas primitiv pitagoraszi szdmharmasokra
is vizsgalta az (1.4) egyenletet, és felvetette a megoldasok meghatarozasanak problémajat
tetszdleges pitagoraszi szamharmas esetén. Ez a probléma az (1.4) egyenlettel kapcsolatos
egyik legismertebb megoldatlan kérdés. Az 1990-es években megjelent cikksorozataban
Terai uttors eredményeket ért el az (1.4) egyenlettel kapcsolatban az (a, b, ¢) harmasok bi-
zonyos csaladjaira (beleértve a pitagoraszi szamhéarmasokat), majd kés6bb tobb problémat
is felvetett, koztiik a mér emlitett Sierpinski-Jesmanowicz-féle kérdés egy altalanositasat,
amelyet ma Terai-sejtésnek neveznek (1d. [Te|). E témékrol és mas kapcsolodod kérdések-
16l részletesebben olvashatunk a kozelmultbeli [CiMi, Lu2, Miy2| cikkekben és az ezekben
talalhato hivatkozasokban.

Amint azt kordbban emlitettiik, az S-egységegyenletek elméletébdl tudjuk, hogy az
(1.4) egyenletnek legfeljebb véges sok megoldasa van, s6t, a megoldasok szama egy abszo-

lat korlattal feliilrdl becsiilhets (lasd Gyory Kalman kivalo dsszefoglalo munkajat [Gy4|,
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valamint az |Ev|, |Hir| cikkeket). Nyilvanvalé azonban, hogy az ilyen becslések messze
elmaradnak a tényleges megoldasszamtol. A szakirodalomban fellelhet6 szamos munka,
valamint az (1.1) egyenlet egy sokkal altalanosabb alakjanak a targyalasa (Id. |[Theorem
1, EvGyStTi]) azt sugallja, hogy a (1.4) egyenletnek altalaban kevés megoldéasa van.

Ebben az irdnyban tobb kutato is fontos eldrelépést tett az elmilt években. Scott [Sc|
az (1.4) egyenletet abban a specidlis esetben vizsgalta, amikor ¢ prim, és bebizonyitotta,
hogy ¢ # 2 esetén az (1.4) egyenletnek legfeljebb két (x,y, z) megoldasa van, mig ¢ = 2
esetén legfeljebb egy, kivéve az (a,b,c) € {(3,5,2),(5,3,2)} eseteket, amikor is pontosan
harom, illetve az (a, b, c) € {(3,13,2), (13, 3,2)} eseteket, amikor pedig pontosan két megol-
das létezik. Az (1.4) egyenlettel kapcsolatban meg kell emliteniink Scott és Styer munkajat
is [ScSt4]. Ok jelentssen tovabbfejlesztették a [Sc| cikkben szereplé imaginarius kvadrati-
kus szamtestek feletti érvelést abban az esetben, amikor ¢ prim, és arra a kovetkeztetésre
jutottak, hogy paratlan c esetén az (1.4) egyenletnek legfeljebb két megoldasa van. Egy
cikksorozatban Hu és Le |[HuLe, HuLe2, HuLe3| tanulmanyoztak az (1.4) egyenletet, és
kiilonféle elemi modszereket, tobbek kozott lanctorteket hasznéalva, talaltak egy nagy hé-
zagot harom feltételezett megoldas kozott - ez az tgynevezett "hézagelv". Ezen hézagelv
és a Baker-modszer kombinécidja azt eredményezi, hogy az (1.4) egyenletnek legfeljebb két
megoldasa van, amennyiben max{a,b, c} > 10%2.

A maésodik fejezet {6 eredménye (2.1. tétel) ezen a ponton kapcsolodik az (1.4) egyen-
let megoldasszamara vonatkoz6 kutatasokhoz. Nevezetesen, a 2.1. tételben bebizonyit-
juk, hogy ha a,b, c olyan tetszGlegesen rogzitett, relativ prim pozitiv egészek, amelyekre
min{a, b, c} > 1, akkor az (1.4) egyenletnek legfeljebb két pozitiv egész (z,y, z) megoldasa
van, kivéve az (a,b,c¢) € {(3,5,2),(5,3,2)} eseteket, amelyek pontosan harom megoldast
szolgaltatnak. Megjegyezziik, hogy a kivételes esetek a 3+5 = 23,33 4+5 = 25 65 3+5% = 27
azonossagokbol adodnak. Megemlitjiik, hogy a 2.1. tétel Bennett hires tételének ( 1.1. té-
tel) 3-valtozos altalanositasanak tekinthets. Tovabba ez az eredmény éles és végleges abban
az értelemben, hogy végtelen sok olyan (a, b, c) harmas van, ahol az (1.4) egyenletnek két
megoldasa létezik (nevezetesen az (a,b,c) = (28 —1,2,2% + 1) alapok végtelen csaladja
esetén, ahol k > 2 tetsz6leges egész, az (1.4) egyenletnek pontosan két megoldasa van:
(x,y,2) € {(1,1,1),(2,k+2,2)}). Végiil megjegyezziik, hogy a 2.1. tétel a kutatasok hom-
lokterében all6 témaban, igen gazdag szakirodalommal rendelkezd és sokak altal vizsgélt
matematikai problémat old meg.

A 2.1. tétel kimondja, hogy csak az (a,b,c) € {(5,3,2),(3,5,2)} harmasok esetén van
az (1.4) egyenletnek harom megoldéasa az (x,y, z) pozitiv egészek korében. Méasrészt, egy
szamitogéppel végzett egyszerd keresés egy megfelelGen valasztott véges tartomanyban (1d.

[ScSt4, Section 3]) szamos példat szolgaltat olyan (a, b, ¢) harmasokra, amelyekre az (1.4)

7



pi nk.istvan 471 26

egyenletnek két pozitiv egész (z,vy, z) megoldasa van. Ezek az alabbi egyenlethalmaznak
felelnek meg:
5+3=2%5+3"=2" 5 +3=27,
1343 =2" 134 3% = 2%
5+2° =3 5 +2 =3
7T+2=3% 7*4+2°=3"
3+23=11, 32 +2=11;
104+3 =13, 10 +3" =13%
3+ 2° =35, 3° 4+ 2° = 35; (1.5)
89 +2 =91, 89 + 213 =912
5+27 =133, 5%+ 2% =133;
3+ 2% =259, 35+ 2% = 259;
13 + 37 = 2200, 13%+ 3 = 2200;
91 +2'% = 8283, 91? 4+ 2 = 8283;
(2F —1)+2=2F4+1, (2" —1)2 +2"2 = (2" + 1)%
ahol k olyan tetszéleges egész, amelyre k& > 2.
Bar a 2.1. tétel lényegében éles, az (1.4) egyenlettel kapcsolatos szamos munka fényé-
ben természetes a feltételezés, hogy ennél egy erGsebb allitas is igaz lehet. Egy ebbe az

iranyba mutatoé sejtést tett kozzé Scott és Styer [ScSt4], amely a 1.2. sejtés haromvaltozos

altalanositdsanak tekinthetd, az alabbiak szerint:

1.4. Sejtés. (Scott és Styer, 2016) Tegyiik fel, hogy a,b, ¢ olyan régzitett, relativ prim
pozitiv egészek, amelyekre min{a, b, c} > 1. Ekkor az (1.4) egyenletnek legfeljebb egy meg-
oldasa van, kivéve, ha az (a,b,c) vagy a (b, a, c) szimharmas az alabbi halmazba tartozik :
{(5,3,2),(13,3,2), (5,2,3),(7,2,3). (1.6)
(3,2,11), (10,3,13), (3,2, 35), (89,2, 91),
(5,2,133), (3,2, 259), (13, 3, 2200), (91, 2, 8283),
(28 - 1,2,2" +1)},
ahol k tetszdleges pozitiv egész, amelyre k > 2.
A szakirodalomban szamos részeredmény talalhat6, amely alatamasztja ezt a sejtést, azon-

ban a 1.4. sejtés igazoldsa csupan napjainkban ismert modszereket hasznalva teljesen el-

érhetetlennek ttinik. Erdemes megjegyezni, hogy tébb nyitott problémat is tartalmaz az
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(1.4) egyenlettel kapcsolatban bizonyos végtelen (a, b, c) csaladokra, beleértve Sierpinski
és Jesmanowicz primitiv pitagoraszi szamharmasokra vonatkozo sejtését is. Ertekezésiink
harmadik fejezetében t&bb specialis esetben igazoljuk az 1.4. sejtést. Pontosabban, a 3.2.
tétel bizonyitja az 1.4. sejtést minden olyan esetben, amikor a és b modulo ¢ vett kiter-
jesztett multiplikativ rendjei relativ primek. (A kiterjesztett rend fogalméat a 3.1. Definicio
tartalmazza). A 3.2. tétel kozvetlen kovetkezményeként kapjuk (lasd a 3.3. kovetkezményt),
hogy ha a és b koziil legalabb az egyik kongruens 1-gyel vagy —1-gyel modulo ¢, akkor az
1.4. sejtés teljestil. Megjegyezziik, hogy a 3.3. Kovetkezménybdl adodik, hogy az 1.4. sejtés
igaz ¢ € {2,3,6} esetén. Ezaltal egy ujabb bizonyitast kapunk Scott nevezetes tételére
[Sc, Theorem 6; p = 2|, aki tisztan algebrai uton oldotta meg az 1.4. sejtést ¢ = 2 esetén.
Kovetkezs eredményiink (lasd a 3.4. tételt) a 3.3. kovetkezménnyel egyiitt igazolja a 1.4.
sejtést, amennyiben ¢ € {3,5,17,257,65537}, azaz ha ¢ az ismert Fermat-primek egyike.
Ez az eredmény az 1.3. tétel hdromvaltozos altalanositasanak tekinthets. Végezetiil, a 3.5.
tétel megmutatja, hogy a 1.4. sejtés igaz ¢ = 13 esetén is.

Megjegyezziik, hogy a jelen értekezésben bemutatott eredmények a [MiPi|, [MiPi2| és
[MiPi3| publikiciokon alapszanak. Bar a [MiPi3| dolgozat tartalmaz két ineffektiv ered-
ményt is (lasd a [MiPi3| cikk 1. és 2. tételét), értekezésiinkben azokra az eredményekre
osszpontositunk, amelyek bizonyitasidban csak effektiv modszereket hasznaltunk, és ezen
eredmények teljesen explicit, éles és abszolit felsé korlatokat szolgaltatnak az (1.4) egyen-
let megoldasainak szaméra. Tovabba hangsilyozni kivanjuk, hogy a disszertdcionkban
bemutatott eredmények napjainkban is motivacioként szolgalnak az (1.4) egyenlet megol-
déasszamaval kapcsolatos tovabbi kutatasokhoz. Az (1.4) egyenlettel kapcsolatban jonéhany
friss eredményt is talalunk ( 1d. [LeSty]|, [Sty]|, [LeScSty], [ScSt5|, [LeMiy]|, [MiScSty]).
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2. fejezet

A "legfeljebb kett6" eredmény

Ebben a fejezetben egy éles és végleges eredményt prezentalunk az (1.4) egyenlet meg-
oldasainak a szaméara vonatkozoan (Id. az alabbi 2.1. tételt). Megjegyezziik, hogy ezen
eredményiink a kutatdsok homlokterében 4ll6 téméban, igen gazdag szakirodalommal ren-

delkez6 és sokak altal vizsgalt matematikai problémat old meg.

2.1. Tétel. Legyenek a,b és c tetszélegesen rogzitett, relativ prim pozitiv egészek, ame-
Iyekre min{a, b, c} > 1. Ekkor az (1.4) egyenletnek legfeljebb két megoldédsa van az x,y, z
pozitiv egészek kérében, kivéve ha az (a,b,c) € {(3,5,2),(5,3,2)}, amely esetekben pon-

tosan harom megoldas létezik.

A 2.1. tétel bizonyitasa harom f§ elméleti lépésbdl és egy hatékony szitamodszer kifej-
lesztésebol all. Megjegyezziik, hogy Scott [Sc|, Hu és Le [HuLe|, [HuLe2|, [HuLe3] valamint
Scott és Styer [ScSt4] munkainak koszonhetSen feltehetjiik, hogy max{a,b,c} < 109 és
c > 2 paros.

Az els6 lépésben, alkalmazzuk Bugeaud [Bu2| egy éles, kétvaltozos p-adikus linearis
forméakra vonatkozd eredményét. A mi esetiinkben a p = 2 valsztassal élhettiink, hiszen c
paros. Egy technikailag alapos levezetés utan éles felsé korlatot nyertiink az (1.4) egyen-
letben a z kitevdre, ahol ez a korlat lényegében kogaritmikus max{a,b, c}-ben. Fontos
kiemelni tovabbé, hogy az ebben, a z kitevére vonatkozo, Baker-tipusu korlatban, végig

torekedtiink arra is, hogy a felmeriil6 abszolut konstansok is minél élesebbek legyenek.

Ezek utan feltettiik, hogy az (1.4) egyenletnek van legalabb héarom kiilonbozs
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(1,11, 21), (T2, Y2, 22), (T3, y3, 23) megoldésa, azaz tekintettiik az

a®l + by = *
a2 + b¥2 = c*2 (2.1)

& — A2
a3_|_by3_c3,

egyvenletrendszert, ahol az altalanossag megsértése nélkiil feltehetd, hogy 21 < 25 < 23.

A bizonyitas masodik lépése Hu és Le korabban igazolt hézagelvének a javitasa. A javi-
tés 6 otlete az, hogy két alkalmas kongruenciat "szimultan" vizsgdlunk. Fz a médszeriink
a Hu és Le-féle hézagelv egyenlGtlenségének egyik tényez§jét az egyenlet két exponencialis
ismeretlenjének legnagyobb kozos osztojaval helyettesiti, ahol ezen legnagyobb kozds osz-
t0 értéke bizonyos altalanositott Fermat-egyenletekre vonatkozo ismert eredmények miatt
erGsen korlatozott. Fzek utén, a javitott hézagelv és az els§ 1épés kombinalasaval igen éles
korlatokat nyeriink a max{a, b, c} kifejezésre.

A harmadik lépésben éles felsG korlatokat vezetiink le a (2.1) egyenletrendszer els6 két
egyenletében el6forduld 6sszes exponencialis ismeretlenre. Ez lényegében elemi moédon,
a harom egyenlet mindkét oldalanak 2-adikus értékeléseinek Osszehasonlitaséval torténik.
E harom lépés kidolgozva és szamos elemi szamelméleti modszerrel kiegészitve, véges sok
lehetséges értéket eredményez az elsé két egyenletben szerepld 0sszes paraméterre.

Végezetiil minden egyes esetben ellendrizziik, hogy a (2.1) egyenletrendszerben az elsé
két egyenlet fennall-e. Ezen a ponton érdemes megjegyezni, hogy bar az ezen egyenletek-
ben szerepl$ 0sszes paraméterre levezetett korlatok viszonylag élesek, az elsé két egyenlet
alkotta rendszer Gsszes lehetséges megoldasanak kozvetlen felsorolésa lehetetlen. Ezért na-
gyon koriiltekintGen jartunk el, és igen hatékony szitamodszereket talaltunk a (2.1) elss
két egyeletébdl 4llo egyenletrendszer megoldésara.

A 2.1. tételben szerepld Osszes szamitast a MAGMA [BoCaPl| szamitogépes programeso-

maggal végeztiik, melynek futasi 6sszideje nem haladta meg a 17 6rat.
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3. fejezet

Eredmények az 1.4. Sejtéssel

kapcsolatban

Az eredmények ismertetése elGtt bevezetiink egy egyszert fogalmat, amely a redukalt

maradékosztalyokon értelmezett multiplikativ rend kiterjesztése.

3.1. Definici6. Legyen M > 2 egy pozitiv egész szam. Barmely M-hez relativ prim A
egész szam esetén az A modulo M vett kiterjesztett multiplikativ rendjén azt a legkisebb

pozitiv E egész szamot értjiik, amelyre A¥ kongruens 1-gyel vagy —1-gyel modulo M.

Az els6 eredményiink igazolja az 1.4. sejtést abban az esetben, amikor a és b modulo ¢ vett

kiterjesztett multiplikativ rendjei relativ primek.

3.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy a és b modulo c vett kiterjesztett multiplikativ rendjei relativ
primek. Ekkor az 1.4. sejtés igaz, azaz az (1.4) egyenletnek legfeljebb egy megoldasa van,
kivéve, ha (a, b, c) vagy (b, a, c) megegyezik az alabbiak egyikével: (5,3,2),(13,3,2),(5,2,3)
és (7,2,3).

Ennek kozvetlen kivetkezménye az alabbi:

3.3. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy a és b kéziil legalabb az egyik kongruens 1-gyel
vagy —1l-gvel modulo c. Ekkor az (1.4) egyenletnek legfeljebb egy megoldasa van, kivéve,
ha (a,b,c) vagy (b,a,c) megegyvezik az aldbbiak egyikével: (5,3,2),(13,3,2),(5,2,3) és
(7,2,3).

Megjegyezziik, hogy a 3.3. kovetkezmény lényegében ekvivalens a 3.2. tétellel. A 3.3.
kovetkezmény felvetését az a torekvés motivalta, hogy Bennett eredményének (1d. [Be,

Theorem 1.6) egy 3-valtozos altalanositasat nyerjiik. Erdemes megjegyezni, hogy a 3.3.
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kovetkezmény igazolja az 1.4. sejtést ¢ = 2, 3 és 6 esetén, és egy Gjabb bizonyitast szolgaltat
Scott nevezetes tételére [Sc, Theorem 6;p = 2|, amely tisztan algebrai tton oldja meg a
1.4. sejtést ¢ = 2 esetén.

Masodik eredményiink a 3.3. kdvetkezménnyel egyiitt igazolja az 1.4. Sejtést, amennyi-
ben ¢ € {3,5,17,257,65537}, azaz ha ¢ az ismert Fermat-primek egyike. Ez az eredmény

az 1.3. tétel haromvaltozos altalanositasdnak tekinthetd.

3.4. Tétel. Hac € {3,5,17,257,65537}, akkor a 1.4. Sejtés igaz, azaz az (1.4) egyenletnek
legfeljebb egy megoldéasa van, kivéve, ha (a,b) vagy (b, a) megegyezik az alabbival:

(5,2),(7,2), hac=3,
(c—2,2), ha c € {5,17,257,65537}.
E fejezet harmadik eredménye az 1.4. sejtést igazolja ¢ = 13 esetén.
3.5. Tétel. Hac = 13, akkor az 1.4. sejtés igaz, nevezetesen az (1.4) egyenletnek legfeljebb
egy megoldasa van, kivéve, ha (a,b) = (3,10) vagy (10, 3).
A 3.5. Tétel kozvetlen kovetkezménye az 1.2. sejtés is a = 13 esetén.
3.6. Kovetkezmény. Ha a = 13, akkor az 1.2. sejtés igaz, nevezetesen az (1.2) egyenlet-
nek legfeljebb egy megoldéasa van, kivéve a (b, c) = (3,10) esetet.

A 3.2., 34., 3.5. tételek bizonyitasahoz feltessziik, hogy az (1.4) egyenletnek van két

kiilonb&z6 megoldasa, azaz tekintjiik az

a® +bY = ¢*

aX + b =cZ (31)

egyenletrendszert, ahol (x,y, z) # (X, Y, Z).

A 3.2. tétel bizonyitdsahoz elGszor megmutatjuk, hogy elegendé a tételt abban az eset-
ben igazolni, ha a és b is kongruensek 1-gyel vagy -1-gyel modulo c. S&t, az sem sérti az
altalanossagot, ha feltessziik, hogy (3.1)-ben z < Z. Ezek utan, a (3.1) egyenletrendszert
felhasznalva, bizonyos kongruencia feltételeket vezetiink le, melyek segitségével igazoljuk,

hogy (3.1) fennallasa esetén
ged(a — 04,0 — 0) - A =0 (mod C?), (3.2)

ahol C' € {c/2,c}, 04,6, € {—1,1} és A = |2Y — Xy| > 0. A bizonyitas masik fontos

és mély eszkoze a Baker modszer. Nevezetesen, Bugeaud (Id. |Bu]) bizonyos eredményeit

13
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felhasznalva el6szor megmutathato, hogy Z < K - 22 valamilyen K abszolit konstanssal.
Ezt az informéciot kombinélva a (3.2) oszthatosaggal teljesen explicit abszolat korlatokat
tudunk levezetni a ¢, z és max{x, y} lehetséges értékeire, amennyiben max{z,y} > 2. Ezek
utan egy hatékony szitat fejlesztettiink ki és igy a (3.1) egyenletrendszert teljesen meg
tudjuk oldani. Megjegyezziik, hogy ezen a ponton a szamitogépet és a MAGMA |BoCaPl|
programcsomagot is hasznaltuk, ami teljessé tette a 3.2. tétel bizonyitasat a max{z,y} > 2
esetben. Végul, az x = y = 1 esetben, kihasznalva a (3.1) egyenletrendszer specialis
alakjat bizonyos tovabbi kongruenciafeltételeket igazoltunk, amit Bugeaud (Id. [Bu|) egy
eredményével kombinalva és szamitogépet is felhasznalva sikeriilt igazolnunk a tételt az
r =1y = 1 esetben is.

A 3.4. tétel bizonyitasidhoz a Baker-modszert valamint Scott egy jelentds eredményét
[Sc] is felhasznaljuk, amely korlatozza az (3.1) egyenletrendszerben az x,y, X, Y ismeretlen
kitevek paritasat. Emellett a modularis modszeren alapuld ternér diofantikus egyenletekre
vonatkozo6 eredményeket is alkalmazunk. A 3.4. tétellel kapcsolatos Osszes szamitast szintén
a MAGMA [BoCaPl] programcsomaggal végeztiik, és megjegyezziik, hogy a 3.2. és 3.4.
tételekkel kapcsolatos teljes futési id6 koriilbeliil 2 hét volt.

A 3.5. tétel bizonyitasidban hasznalt egyik kulcslépés Bauer és Bennett egy, a hipergeo-
metrikus modszeren alapuld, eredményének az alkalmazasa. Nevezetesen, Bauer és Bennett

[BaBe, Corollary 1.6 ; y=13| megmutattak, hogy
NEEHEYES
q Y

ahol p/q olyan racionalis szam, amelyekre ¢ = 13* alaki valamilyen k > 2 egésszel. Ezen
észrevételt az Eisenstein-egészek f6lott alkalmazott Baker-modszerrel valamint Bennett és
Siksek [BeSi| egy kozelmultbeli, altalanositott Lebesgue-Nagell egyenletekre vonatkozo egy
eredményével kombinalva és szamitogépes tamogatast is igénybe véve sikeriilt a 3.5. Tételt
igazolni, amennyiben 0 < A = |zY — Xy| paratlan. Végill, ha A paros, akkor Scott
egy eredményét [Sc| kombinalva Lucas-sorozatok bizonyos tulajdonsagaival és a modularis
megkozelitésen alapul6 ternér diofantikus egyenletekre vonatkozo eredményekkel kapjuk a
3.5. Tétel allitasat. A 3.5. Tétellel kapcsolatos teljes szamitasi id6 nem haladta meg az 1
orat.

Végiil megjegyezziik, hogy az dsszes felmeriils szamitast egy Intel Core i7 11800H tipust
processzorral és 16GB RAM-mal rendelkezé laptopon végeztiik.
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