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1. fejezet

Bevezetés

A diofantikus egyenletekkel kapcsolatos kutatások középpontjában három alapproblaé-

ma áll: a megoldhatóság eldöntése, a megoldásszám vizsgálata, valamint az összes megoldás

megkeresése.

1970-ben Matjaszevics negatív választ adott Hilbert 10. problémájára, amennyiben

igazolta, hogy nem létezik olyan univerzális eljárás, amely tetsz®leges diofantikus egyen-

letr®l eldöntené annak megoldhatóságát. Ebb®l következik, hogy a megoldások számára és

az összes megoldás meghatározására vonatkozóan sem létezhet általános algoritmus. Ezért

válnak különösen értékessé azok az eredmények, amelyek a diofantikus egyenletek egy-egy

széles és fontos osztálya esetén adnak választ az alapproblémákra.

Kiemelked® jelent®ség¶ek az e�ektív végességi tételek. Ezek nem csupán a megoldás-

szám végességét garantálják egy-egy egyenletosztályon belül, hanem konstruktív módon

algoritmust is szolgáltatnak az összes megoldás megkeresésére. Ebben a tekintetben alap-

vet® áttörést jelentettek A. Baker Fields-éremmel elismert munkái (ld. [Ba1], [Ba2], [Ba3],

[Ba4]), amelyekben algebrai számok logaritmusainak lineáris formáira nyer nem-triviális

e�ektív alsó becsléseket. A Baker-módszerrel nyert e�ektív eredmények többnyire elmé-

leti jelent®ség¶ek: rendszerint explicit fels® korlátot szolgáltatnak a megoldások méretére

a fellép® ismert paraméterek függvényében. A korlátok azonban túl nagyok ahhoz, hogy

konkrét egyenletek megoldására alkalmazni lehessen ®ket. Viszont sok esetben a bizonyí-

tásukra kidolgozott módszert más módszerekkel, például a Lenstra-Lenstra-Lovász-féle re-

dukciós eljárással kombinálva, végül hatékony algoritmust eredményeznek, melyek konkrét

esetekben, nem túl nagy paraméter értékek mellett, számítógépet is felhasználva az összes

megoldás meghatározását is lehet®vé teszik.

A diofantikus egyenletek egy széles, és alkalmazások szempontjából is rendkívül fontos

osztályát képezik a számtestek fölötti S-egység egyenletek. Jelen dolgozatban a racioná-
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lis számtest fölötti bizonyos kétismeretlenes S-egység egyenletekre fókuszálunk és ezek

megoldásszámára vezetünk le éles fels® korlátokat.

Az S-egység egyenletek elmélete igen gazdag (ld. [Gy3, EvGyStTi, EvScSch, EvGy,

EvGy2]) és számos diofantikus probléma visszavezethet® számtestek feletti S-egység egyen-

letekre. Ezek közül is a legegyszer¶bb, a racionális számtest fölötti kétismeretlenes S-egység

egyenlet, amely a következ® alakban írható fel:

αX + βY + γZ = 0, (1.1)

ahol α, β, γ adott nemnulla egész számok, X, Y, Z pedig olyan ismeretlen egészek, ame-

lyeknek a prímtényez®i véges sok adott prímszám közül kerülnek ki. Ezen el®re rögzített

prímek halmazát szokás szerint S-sel jelöljük.

Klasszikus eredmények alapján ismert, hogy az (1.1) egyenletnek csak véges sok meg-

oldása van, és a megoldások méretére e�ektív fels® korlát adható a Baker-módszer segít-

ségével (cf. [Gy, Gy2, BuGy, GyYu]). Ezen e�ektív korlát csak az α, β, γ konstansoktól és

az el®re rögzített prímekt®l függ. Mivel minden ismeretlen kifejezhet® a megadott prímek

hatványainak szorzataként, ezért az (1.1) egyenlet egy exponenciális diofantikus egyenlet.

Ezek alapján az (1.1) egyenlet egyik legegyszer¶bb alakja az

ax − by = c, (1.2)

egyenlet, ahol a, b, c olyan rögzített pozitív egészek, amelyekre min{a, b} > 1, az x, y pedig

ismeretlen pozitív egészek. Ez az egyenlet a Pillai-egyenlet egy speciális esete, és Pillai híres

sejtése szerint bármely adott c ≥ 1 esetén az (1.2) egyenletnek legfeljebb véges sok olyan

(a, x, b, y) megoldása van, amelyre min{a, x, b, y} > 1. Érdemes megjegyezni, hogy a c = 1

eset a híres Catalan-egyenletnek felel meg, amelyet Mih ilescu [Mi] korábban megoldott

(ld. még [Tij]).

Az 1930-as években megjelent cikksorozatában Pillai [Pi1, Pi2, Pi3, Pi4] aktívan tanul-

mányozta az (1.2) egyenletet (negatív c értékeket is megengedve), és több végességi ered-

ményt ért el a megoldások számára vonatkozóan. Megjegyezzük, hogy már Pólya [Pólya]

ine�ektív eredményéb®l adódik, hogy az (1.2) egyenletnek csak véges sok (x, y) megoldása

van. 1936-ban Herschfeld [Hersch] megmutatta, hogy ha (a, b) = (3, 2) és |c| elegend®en
nagy, akkor az (1.2) egyenletnek legfeljebb egy megoldása van az x és y pozitív egészek-

ben. Még ugyanabban az évben Pillai [Pi2] (lásd még [Pi1]) kiterjesztette ezt az eredményt

tetsz®leges gcd(a, b) = 1 és a > b ≥ 2 feltételeknek megfelel® (a, b) párokra, feltéve, hogy

|c| > c0(a, b). Mivel Pillai munkái (mint ahogy Herschfeldé is) a Thue-féle, algebrai szá-

mok racionálisokkal való approximációjáról szóló tétel Siegel-féle élesítésén alapszik, ezek
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az eredmények is ine�ektívek (azaz a bizonyítás alapján nem lehetséges a c0(a, b) konstans

kiszámítása). Az a = 3 és b = 2 speciális esetben Pillai [Pi4] azt sejtette, hogy c0(3, 2) = 13.

Ezt a sejtést Stroeker és Tijdeman [StrTij] a Baker-módszer alkalmazásával igazolta (ld.

még [dW]). Az 1990-es évek elején Scott [Sc] vizsgálta az (1.2) egyenletet abban az esetben,

amikor a prímszám (merítve R. K. Guy könyvének [Gu] egyik klasszikus problémájából),

és bizonyos kvadratikus számtestekben dolgozva és csupán elemi módszereket használva,

éles fels® korlátokat vezetett le a megoldások számára. E témákról és további kapcsolódó

kérdésekr®l részletesebben olvashatunk a [ShTi, Be2, BerHa] m¶vekben.

Az (1.2) egyenlet megoldásszámával kapcsolatban Bennett [Be] az alábbi meghatározó

eredményt igazolta.

1.1. Tétel. (Bennett, 2001) Legyenek a, b és c olyan tetsz®legesen rögzített pozitív egé-

szek, amelyekre min{a, b} > 1. Ekkor az (1.2) egyenletnek legfeljebb két megoldása van az

x, y pozitív egészekre nézve.

Az 1.1. Tétel bizonyítása alapvet®en bizonyos kétváltozós logaritmikus lineáris formákra

vonatkozó nemtriviális alsó becslések és bizonyos elemi kongruenciák kombinálásán mú-

lik. Megjegyezzük, hogy ezen kongruencia feltételek lényegében egy nagy hézagot ered-

ményeznek a megoldások között, amennyiben feltesszük, hogy az (1.2) egyenletnek van

legalább három megoldása. Említésre méltó továbbá, hogy a gcd(a, b) > 1 esetet is si-

került elemi meggondolásokkal kezelni. Számos egyéb cikk is megjelent a szakirodalom-

ban az (1.2) típusú, általánosabb egyenletek megoldásszámának becslésével kapcsolatban

(ld. [BuLu, ScSt, ScSt2, ScSt3]). Fontos látni, hogy az 1.1. Tétel éles abban az értelemben,

hogy számos példa létezik, amikor az (1.2) egyenletnek két megoldása van, az alábbiak

szerint:

23 − 3 = 25 − 33 = 5, 24 − 3 = 28 − 35 = 13, 23 − 5 = 27 − 53 = 3,

3− 2 = 32 − 23 = 1, 13− 3 = 133 − 37 = 10, 91− 2 = 912 − 213 = 89,

6− 2 = 62 − 25 = 4, 64 − 34 = 65 − 38 = 1215, 15− 6 = 152 − 63 = 9, (1.3)

280− 5 = 2802 − 57 = 275, 4930− 30 = 49302 − 305 = 4900.

Az (1.3) lista alapján Bennett felvetette azt a kérdést, hogy vajon minden olyan pél-

da, amelyre az (1.2) egyenletnek pontosan két megoldása van, az (1.3) összefüggésekb®l

származik-e, és ezzel kapcsolatban megfogalmazta az alábbi sejtést:

1.2. Sejtés. (Bennett, 2001) Ha a, b és c olyan pozitív egészek, amelyekre a, b ≥ 2, ak-

kor az (1.2) egyenletnek legfeljebb egy megoldása van az x és y pozitív egész ismeretlenekre

nézve, kivéve az (1.3) összefüggéseknek megfelel® (a, b, c) számhármasokat.
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Az 1.2. sejtéssel kapcsolatban Scott [Sc] ért el bizonyos eredményeket. Nevezetesen, bebi-

zonyította, hogy ha a, b, c olyan pozitív egészek, amelyekre a prím és b > 1, akkor az (1.2)

egyenletnek - öt konkrét (a, b, c) hármastól eltekintve - legfeljebb egy (x, y) megoldása van,

ha y páratlan és legfeljebb egy megoldása van, ha y páros. Terai [Te] néhány részeredménye

után Bennett [Be] számos eredményt bizonyított az 1.2. sejtéssel kapcsolatban. Többek

között igazolta, hogy az 1.2. sejtés fenáll, amennyiben a ∈ {3, 5, 17, 257, 65537}, azaz a az

ismert Fermat-prímek egyike.

1.3. Tétel. (Bennett, 2001) Ha a ∈ {3, 5, 17, 257, 65537} és b ≥ 2, akkor az (1.2)

egyenletnek legfeljebb egy megoldása van az x, y pozitív egészekre nézve, kivéve ha

(a, b, c) = (3, 2, 1), amely esetben két megoldás létezik, az (x, y) = (1, 1) és (x, y) = (2, 3).

A továbbiakban vizsgáljuk az (1.1) egyenlet egy másik fontos speciális esetét, amely

nemcsak az (1.2) egyenlet háromváltozós általánosításának tekinthet®, hanem szorosan

kapcsolódik az úgynevezett általánosított Fermat-egyenlethez is. Ez egy olyan diofantikus

egyenlet, amely esetén keressük az összes olyan összefüggést, ahol két relatív prím pozitív

egész hatványának összege egyenl® egy harmadik pozitív egész hatvánnyal (ld. [BeMiSi],

[Co, Ch.14]). Ez az egyenlet a következ® alakú:

ax + by = cz, (1.4)

ahol a, b, c olyan rögzített relatív prím pozitív egészek, amelyekre min{a, b, c} > 1, és az

x, y, z pedig ismeretlen pozitív egészek. Úgy t¶nik, hogy a legkorábbi publikált mun-

ka az (1.4) egyenlet megoldására vonatkozóan Sierpi«ski [Si] nevéhez f¶z®dik, aki az

(a, b, c) = (3, 4, 5) esetben oldotta meg az egyenletet. Közvetlenül e munka után Je±-

manowicz [Je] (aki Sierpi«ski tanítványa volt) más primitív pitagoraszi számhármasokra

is vizsgálta az (1.4) egyenletet, és felvetette a megoldások meghatározásának problémáját

tetsz®leges pitagoraszi számhármas esetén. Ez a probléma az (1.4) egyenlettel kapcsolatos

egyik legismertebb megoldatlan kérdés. Az 1990-es években megjelent cikksorozatában

Terai úttör® eredményeket ért el az (1.4) egyenlettel kapcsolatban az (a, b, c) hármasok bi-

zonyos családjaira (beleértve a pitagoraszi számhármasokat), majd kés®bb több problémát

is felvetett, köztük a már említett Sierpi«ski-Je±manowicz-féle kérdés egy általánosítását,

amelyet ma Terai-sejtésnek neveznek (ld. [Te]). E témákról és más kapcsolódó kérdések-

r®l részletesebben olvashatunk a közelmúltbeli [CiMi, Lu2, Miy2] cikkekben és az ezekben

található hivatkozásokban.

Amint azt korábban említettük, az S-egységegyenletek elméletéb®l tudjuk, hogy az

(1.4) egyenletnek legfeljebb véges sok megoldása van, s®t, a megoldások száma egy abszo-

lút korláttal felülr®l becsülhet® (lásd Gy®ry Kálmán kiváló összefoglaló munkáját [Gy4],
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valamint az [Ev], [Hir] cikkeket). Nyilvánvaló azonban, hogy az ilyen becslések messze

elmaradnak a tényleges megoldásszámtól. A szakirodalomban fellelhet® számos munka,

valamint az (1.1) egyenlet egy sokkal általánosabb alakjának a tárgyalása (ld. [Theorem

1, EvGyStTi]) azt sugallja, hogy a (1.4) egyenletnek általában kevés megoldása van.

Ebben az irányban több kutató is fontos el®relépést tett az elmúlt években. Scott [Sc]

az (1.4) egyenletet abban a speciális esetben vizsgálta, amikor c prím, és bebizonyította,

hogy c ̸= 2 esetén az (1.4) egyenletnek legfeljebb két (x, y, z) megoldása van, míg c = 2

esetén legfeljebb egy, kivéve az (a, b, c) ∈ {(3, 5, 2), (5, 3, 2)} eseteket, amikor is pontosan

három, illetve az (a, b, c) ∈ {(3, 13, 2), (13, 3, 2)} eseteket, amikor pedig pontosan két megol-

dás létezik. Az (1.4) egyenlettel kapcsolatban meg kell említenünk Scott és Styer munkáját

is [ScSt4]. �k jelent®sen továbbfejlesztették a [Sc] cikkben szerepl® imaginárius kvadrati-

kus számtestek feletti érvelést abban az esetben, amikor c prím, és arra a következtetésre

jutottak, hogy páratlan c esetén az (1.4) egyenletnek legfeljebb két megoldása van. Egy

cikksorozatban Hu és Le [HuLe, HuLe2, HuLe3] tanulmányozták az (1.4) egyenletet, és

különféle elemi módszereket, többek között lánctörteket használva, találtak egy nagy hé-

zagot három feltételezett megoldás között - ez az úgynevezett "hézagelv". Ezen hézagelv

és a Baker-módszer kombinációja azt eredményezi, hogy az (1.4) egyenletnek legfeljebb két

megoldása van, amennyiben max{a, b, c} > 1062.

A második fejezet f® eredménye (2.1. tétel) ezen a ponton kapcsolódik az (1.4) egyen-

let megoldásszámára vonatkozó kutatásokhoz. Nevezetesen, a 2.1. tételben bebizonyít-

juk, hogy ha a, b, c olyan tetsz®legesen rögzített, relatív prím pozitív egészek, amelyekre

min{a, b, c} > 1, akkor az (1.4) egyenletnek legfeljebb két pozitív egész (x, y, z) megoldása

van, kivéve az (a, b, c) ∈ {(3, 5, 2), (5, 3, 2)} eseteket, amelyek pontosan három megoldást

szolgáltatnak. Megjegyezzük, hogy a kivételes esetek a 3+5 = 23, 33+5 = 25 és 3+53 = 27

azonosságokból adódnak. Megemlítjük, hogy a 2.1. tétel Bennett híres tételének ( 1.1. té-

tel) 3-változós általánosításának tekinthet®. Továbbá ez az eredmény éles és végleges abban

az értelemben, hogy végtelen sok olyan (a, b, c) hármas van, ahol az (1.4) egyenletnek két

megoldása létezik (nevezetesen az (a, b, c) = (2k − 1, 2, 2k + 1) alapok végtelen családja

esetén, ahol k ≥ 2 tetsz®leges egész, az (1.4) egyenletnek pontosan két megoldása van:

(x, y, z) ∈ {(1, 1, 1), (2, k+2, 2)}). Végül megjegyezzük, hogy a 2.1. tétel a kutatások hom-

lokterében álló témában, igen gazdag szakirodalommal rendelkez® és sokak által vizsgált

matematikai problémát old meg.

A 2.1. tétel kimondja, hogy csak az (a, b, c) ∈ {(5, 3, 2), (3, 5, 2)} hármasok esetén van

az (1.4) egyenletnek három megoldása az (x, y, z) pozitív egészek körében. Másrészt, egy

számítógéppel végzett egyszer¶ keresés egy megfelel®en választott véges tartományban (ld.

[ScSt4, Section 3]) számos példát szolgáltat olyan (a, b, c) hármasokra, amelyekre az (1.4)
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egyenletnek két pozitív egész (x, y, z) megoldása van. Ezek az alábbi egyenlethalmaznak

felelnek meg:

5 + 3 = 23, 5 + 33 = 25, 53 + 3 = 27;

13 + 3 = 24, 13 + 35 = 28;

5 + 22 = 32, 52 + 2 = 33;

7 + 2 = 32, 72 + 25 = 34;

3 + 23 = 11, 32 + 2 = 11;

10 + 3 = 13, 10 + 37 = 133;

3 + 25 = 35, 33 + 23 = 35; (1.5)

89 + 2 = 91, 89 + 213 = 912;

5 + 27 = 133, 53 + 23 = 133;

3 + 28 = 259, 35 + 24 = 259;

13 + 37 = 2200, 133 + 3 = 2200;

91 + 213 = 8283, 912 + 2 = 8283;

(2k − 1) + 2 = 2k + 1, (2k − 1)2 + 2k+2 = (2k + 1)2,

ahol k olyan tetsz®leges egész, amelyre k ≥ 2.

Bár a 2.1. tétel lényegében éles, az (1.4) egyenlettel kapcsolatos számos munka fényé-

ben természetes a feltételezés, hogy ennél egy er®sebb állítás is igaz lehet. Egy ebbe az

irányba mutató sejtést tett közzé Scott és Styer [ScSt4], amely a 1.2. sejtés háromváltozós

általánosításának tekinthet®, az alábbiak szerint:

1.4. Sejtés. (Scott és Styer, 2016) Tegyük fel, hogy a, b, c olyan rögzített, relatív prím

pozitív egészek, amelyekre min{a, b, c} > 1. Ekkor az (1.4) egyenletnek legfeljebb egy meg-

oldása van, kivéve, ha az (a, b, c) vagy a (b, a, c) számhármas az alábbi halmazba tartozik :

{ (5, 3, 2), (13, 3, 2), (5, 2, 3), (7, 2, 3), (1.6)

(3, 2, 11), (10, 3, 13), (3, 2, 35), (89, 2, 91),

(5, 2, 133), (3, 2, 259), (13, 3, 2200), (91, 2, 8283),

(2k − 1, 2, 2k + 1) },

ahol k tetsz®leges pozitív egész, amelyre k ≥ 2.

A szakirodalomban számos részeredmény található, amely alátámasztja ezt a sejtést, azon-

ban a 1.4. sejtés igazolása csupán napjainkban ismert módszereket használva teljesen el-

érhetetlennek t¶nik. Érdemes megjegyezni, hogy több nyitott problémát is tartalmaz az
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(1.4) egyenlettel kapcsolatban bizonyos végtelen (a, b, c) családokra, beleértve Sierpi«ski

és Je±manowicz primitív pitagoraszi számhármasokra vonatkozó sejtését is. Értekezésünk

harmadik fejezetében több speciális esetben igazoljuk az 1.4. sejtést. Pontosabban, a 3.2.

tétel bizonyítja az 1.4. sejtést minden olyan esetben, amikor a és b modulo c vett kiter-

jesztett multiplikatív rendjei relatív prímek. (A kiterjesztett rend fogalmát a 3.1. De�níció

tartalmazza). A 3.2. tétel közvetlen következményeként kapjuk (lásd a 3.3. következményt),

hogy ha a és b közül legalább az egyik kongruens 1-gyel vagy −1-gyel modulo c, akkor az

1.4. sejtés teljesül. Megjegyezzük, hogy a 3.3. Következményb®l adódik, hogy az 1.4. sejtés

igaz c ∈ {2, 3, 6} esetén. Ezáltal egy újabb bizonyítást kapunk Scott nevezetes tételére

[Sc, Theorem 6; p = 2], aki tisztán algebrai úton oldotta meg az 1.4. sejtést c = 2 esetén.

Következ® eredményünk (lásd a 3.4. tételt) a 3.3. következménnyel együtt igazolja a 1.4.

sejtést, amennyiben c ∈ {3, 5, 17, 257, 65537}, azaz ha c az ismert Fermat-prímek egyike.

Ez az eredmény az 1.3. tétel háromváltozós általánosításának tekinthet®. Végezetül, a 3.5.

tétel megmutatja, hogy a 1.4. sejtés igaz c = 13 esetén is.

Megjegyezzük, hogy a jelen értekezésben bemutatott eredmények a [MiPi], [MiPi2] és

[MiPi3] publikációkon alapszanak. Bár a [MiPi3] dolgozat tartalmaz két ine�ektív ered-

ményt is (lásd a [MiPi3] cikk 1. és 2. tételét), értekezésünkben azokra az eredményekre

összpontosítunk, amelyek bizonyításában csak e�ektív módszereket használtunk, és ezen

eredmények teljesen explicit, éles és abszolút fels® korlátokat szolgáltatnak az (1.4) egyen-

let megoldásainak számára. Továbbá hangsúlyozni kívánjuk, hogy a disszertációnkban

bemutatott eredmények napjainkban is motivációként szolgálnak az (1.4) egyenlet megol-

dásszámával kapcsolatos további kutatásokhoz. Az (1.4) egyenlettel kapcsolatban jónéhány

friss eredményt is találunk ( ld. [LeSty], [Sty], [LeScSty], [ScSt5], [LeMiy], [MiScSty]).
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2. fejezet

A "legfeljebb kett®" eredmény

Ebben a fejezetben egy éles és végleges eredményt prezentálunk az (1.4) egyenlet meg-

oldásainak a számára vonatkozóan (ld. az alábbi 2.1. tételt). Megjegyezzük, hogy ezen

eredményünk a kutatások homlokterében álló témában, igen gazdag szakirodalommal ren-

delkez® és sokak által vizsgált matematikai problémát old meg.

2.1. Tétel. Legyenek a, b és c tetsz®legesen rögzített, relatív prím pozitív egészek, ame-

lyekre min{a, b, c} > 1. Ekkor az (1.4) egyenletnek legfeljebb két megoldása van az x, y, z

pozitív egészek körében, kivéve ha az (a, b, c) ∈ {(3, 5, 2), (5, 3, 2)}, amely esetekben pon-

tosan három megoldás létezik.

A 2.1. tétel bizonyítása három f® elméleti lépésb®l és egy hatékony szitamódszer kifej-

lesztéséb®l áll. Megjegyezzük, hogy Scott [Sc], Hu és Le [HuLe], [HuLe2], [HuLe3] valamint

Scott és Styer [ScSt4] munkáinak köszönhet®en feltehetjük, hogy max{a, b, c} ≤ 1062 és

c > 2 páros.

Az els® lépésben, alkalmazzuk Bugeaud [Bu2] egy éles, kétváltozós p-adikus lineáris

formákra vonatkozó eredményét. A mi esetünkben a p = 2 válsztással élhettünk, hiszen c

páros. Egy technikailag alapos levezetés után éles fels® korlátot nyertünk az (1.4) egyen-

letben a z kitev®re, ahol ez a korlát lényegében kogaritmikus max{a, b, c}-ben. Fontos

kiemelni továbbá, hogy az ebben, a z kitev®re vonatkozó, Baker-típusú korlátban, végig

törekedtünk arra is, hogy a felmerül® abszolút konstansok is minél élesebbek legyenek.

Ezek után feltettük, hogy az (1.4) egyenletnek van legalább három különböz®
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(x1, y1, z1), (x2, y2, z2), (x3, y3, z3) megoldása, azaz tekintettük az
ax1 + by1 = cz1

ax2 + by2 = cz2

ax3 + by3 = cz3 ,

(2.1)

egyenletrendszert, ahol az általánosság megsértése nélkül feltehet®, hogy z1 ≤ z2 ≤ z3.

A bizonyítás második lépése Hu és Le korábban igazolt hézagelvének a javítása. A javí-

tás f® ötlete az, hogy két alkalmas kongruenciát "szimultán" vizsgálunk. Ez a módszerünk

a Hu és Le-féle hézagelv egyenl®tlenségének egyik tényez®jét az egyenlet két exponenciális

ismeretlenjének legnagyobb közös osztójával helyettesíti, ahol ezen legnagyobb közös osz-

tó értéke bizonyos általánosított Fermat-egyenletekre vonatkozó ismert eredmények miatt

er®sen korlátozott. Ezek után, a javított hézagelv és az els® lépés kombinálásával igen éles

korlátokat nyerünk a max{a, b, c} kifejezésre.

A harmadik lépésben éles fels® korlátokat vezetünk le a (2.1) egyenletrendszer els® két

egyenletében el®forduló összes exponenciális ismeretlenre. Ez lényegében elemi módon,

a három egyenlet mindkét oldalának 2-adikus értékeléseinek összehasonlításával történik.

E három lépés kidolgozva és számos elemi számelméleti módszerrel kiegészítve, véges sok

lehetséges értéket eredményez az els® két egyenletben szerepl® összes paraméterre.

Végezetül minden egyes esetben ellen®rizzük, hogy a (2.1) egyenletrendszerben az els®

két egyenlet fennáll-e. Ezen a ponton érdemes megjegyezni, hogy bár az ezen egyenletek-

ben szerepl® összes paraméterre levezetett korlátok viszonylag élesek, az els® két egyenlet

alkotta rendszer összes lehetséges megoldásának közvetlen felsorolása lehetetlen. Ezért na-

gyon körültekint®en jártunk el, és igen hatékony szitamódszereket találtunk a (2.1) els®

két egyeletéb®l álló egyenletrendszer megoldására.

A 2.1. tételben szerepl® összes számítást a MAGMA [BoCaPl] számítógépes programcso-

maggal végeztük, melynek futási összideje nem haladta meg a 17 órát.
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3. fejezet

Eredmények az 1.4. Sejtéssel

kapcsolatban

Az eredmények ismertetése el®tt bevezetünk egy egyszer¶ fogalmat, amely a redukált

maradékosztályokon értelmezett multiplikatív rend kiterjesztése.

3.1. De�níció. Legyen M ≥ 2 egy pozitív egész szám. Bármely M -hez relatív prím A
egész szám esetén az A modulo M vett kiterjesztett multiplikatív rendjén azt a legkisebb

pozitív E egész számot értjük, amelyre AE kongruens 1-gyel vagy −1-gyel modulo M.

Az els® eredményünk igazolja az 1.4. sejtést abban az esetben, amikor a és b modulo c vett

kiterjesztett multiplikatív rendjei relatív prímek.

3.2. Tétel. Tegyük fel, hogy a és b modulo c vett kiterjesztett multiplikatív rendjei relatív

prímek. Ekkor az 1.4. sejtés igaz, azaz az (1.4) egyenletnek legfeljebb egy megoldása van,

kivéve, ha (a, b, c) vagy (b, a, c) megegyezik az alábbiak egyikével: (5, 3, 2), (13, 3, 2), (5, 2, 3)

és (7, 2, 3).

Ennek közvetlen következménye az alábbi:

3.3. Következmény. Tegyük fel, hogy a és b közül legalább az egyik kongruens 1-gyel

vagy −1-gyel modulo c. Ekkor az (1.4) egyenletnek legfeljebb egy megoldása van, kivéve,

ha (a, b, c) vagy (b, a, c) megegyezik az alábbiak egyikével: (5, 3, 2), (13, 3, 2), (5, 2, 3) és

(7, 2, 3).

Megjegyezzük, hogy a 3.3. következmény lényegében ekvivalens a 3.2. tétellel. A 3.3.

következmény felvetését az a törekvés motiválta, hogy Bennett eredményének (ld. [Be,

Theorem 1.6]) egy 3-változós általánosítását nyerjük. Érdemes megjegyezni, hogy a 3.3.
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következmény igazolja az 1.4. sejtést c = 2, 3 és 6 esetén, és egy újabb bizonyítást szolgáltat

Scott nevezetes tételére [Sc, Theorem 6; p = 2], amely tisztán algebrai úton oldja meg a

1.4. sejtést c = 2 esetén.

Második eredményünk a 3.3. következménnyel együtt igazolja az 1.4. Sejtést, amennyi-

ben c ∈ {3, 5, 17, 257, 65537}, azaz ha c az ismert Fermat-prímek egyike. Ez az eredmény

az 1.3. tétel háromváltozós általánosításának tekinthet®.

3.4. Tétel. Ha c ∈ {3, 5, 17, 257, 65537}, akkor a 1.4. Sejtés igaz, azaz az (1.4) egyenletnek

legfeljebb egy megoldása van, kivéve, ha (a, b) vagy (b, a) megegyezik az alábbival:(5, 2), (7, 2), ha c = 3,

(c− 2, 2), ha c ∈ {5, 17, 257, 65537}.

E fejezet harmadik eredménye az 1.4. sejtést igazolja c = 13 esetén.

3.5. Tétel. Ha c = 13, akkor az 1.4. sejtés igaz, nevezetesen az (1.4) egyenletnek legfeljebb

egy megoldása van, kivéve, ha (a, b) = (3, 10) vagy (10, 3).

A 3.5. Tétel közvetlen következménye az 1.2. sejtés is a = 13 esetén.

3.6. Következmény. Ha a = 13, akkor az 1.2. sejtés igaz, nevezetesen az (1.2) egyenlet-

nek legfeljebb egy megoldása van, kivéve a (b, c) = (3, 10) esetet.

A 3.2., 3.4., 3.5. tételek bizonyításához feltesszük, hogy az (1.4) egyenletnek van két

különböz® megoldása, azaz tekintjük azax + by = cz

aX + bY = cZ
(3.1)

egyenletrendszert, ahol (x, y, z) ̸= (X, Y, Z).

A 3.2. tétel bizonyításához el®ször megmutatjuk, hogy elegend® a tételt abban az eset-

ben igazolni, ha a és b is kongruensek 1-gyel vagy -1-gyel modulo c. S®t, az sem sérti az

általánosságot, ha feltesszük, hogy (3.1)-ben z ≤ Z. Ezek után, a (3.1) egyenletrendszert

felhasználva, bizonyos kongruencia feltételeket vezetünk le, melyek segítségével igazoljuk,

hogy (3.1) fennállása esetén

gcd(a− δa, b− δb) ·∆ ≡ 0 (mod Cz), (3.2)

ahol C ∈ {c/2, c}, δa, δb ∈ {−1, 1} és ∆ = |xY − Xy| > 0. A bizonyítás másik fontos

és mély eszköze a Baker módszer. Nevezetesen, Bugeaud (ld. [Bu]) bizonyos eredményeit
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felhasználva el®ször megmutatható, hogy Z < K · z2 valamilyen K abszolút konstanssal.

Ezt az információt kombinálva a (3.2) oszthatósággal teljesen explicit abszolút korlátokat

tudunk levezetni a c, z és max{x, y} lehetséges értékeire, amennyiben max{x, y} ≥ 2. Ezek

után egy hatékony szitát fejlesztettünk ki és így a (3.1) egyenletrendszert teljesen meg

tudjuk oldani. Megjegyezzük, hogy ezen a ponton a számítógépet és a MAGMA [BoCaPl]

programcsomagot is használtuk, ami teljessé tette a 3.2. tétel bizonyítását a max{x, y} ≥ 2

esetben. Végul, az x = y = 1 esetben, kihasználva a (3.1) egyenletrendszer speciális

alakját bizonyos további kongruenciafeltételeket igazoltunk, amit Bugeaud (ld. [Bu]) egy

eredményével kombinálva és számítógépet is felhasználva sikerült igazolnunk a tételt az

x = y = 1 esetben is.

A 3.4. tétel bizonyításához a Baker-módszert valamint Scott egy jelent®s eredményét

[Sc] is felhasználjuk, amely korlátozza az (3.1) egyenletrendszerben az x, y,X, Y ismeretlen

kitev®k paritását. Emellett a moduláris módszeren alapuló ternér diofantikus egyenletekre

vonatkozó eredményeket is alkalmazunk. A 3.4. tétellel kapcsolatos összes számítást szintén

a MAGMA [BoCaPl] programcsomaggal végeztük, és megjegyezzük, hogy a 3.2. és 3.4.

tételekkel kapcsolatos teljes futási id® körülbelül 2 hét volt.

A 3.5. tétel bizonyításában használt egyik kulcslépés Bauer és Bennett egy, a hipergeo-

metrikus módszeren alapuló, eredményének az alkalmazása. Nevezetesen, Bauer és Bennett

[BaBe, Corollary 1.6 ; y=13] megmutatták, hogy∣∣∣∣√13− p

q

∣∣∣∣ > q−1.53,

ahol p/q olyan racionális szám, amelyekre q = 13k alakú valamilyen k > 2 egésszel. Ezen

észrevételt az Eisenstein-egészek fölött alkalmazott Baker-módszerrel valamint Bennett és

Siksek [BeSi] egy közelmúltbeli, általánosított Lebesgue-Nagell egyenletekre vonatkozó egy

eredményével kombinálva és számítógépes támogatást is igénybe véve sikerült a 3.5. Tételt

igazolni, amennyiben 0 < ∆ = |xY − Xy| páratlan. Végül, ha ∆ páros, akkor Scott

egy eredményét [Sc] kombinálva Lucas-sorozatok bizonyos tulajdonságaival és a moduláris

megközelítésen alapuló ternér diofantikus egyenletekre vonatkozó eredményekkel kapjuk a

3.5. Tétel állítását. A 3.5. Tétellel kapcsolatos teljes számítási id® nem haladta meg az 1

órát.

Végül megjegyezzük, hogy az összes felmerül® számítást egy Intel Core i7 11800H típusú

processzorral és 16GB RAM-mal rendelkez® laptopon végeztük.
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