
Opponensi vélemény

Hajdu Lajos MTA doktori disszertációjáról

Hajdu Lajos a számelmélet és az egész matematika egyik legklassziku-
sabb területén, a diofantikus egyenletek elméletében ér el változatos módszerek
seǵıtségével igen fontos, új eredményeket. A dolgozat által tanulmányozott
témakör annak a felvetésében egyszerű, de megoldásában rendḱıvül nehéz
kérdésnek az általánośıtásából fejlődött ki, hogy milyen hosszú lehet egy
különböző egészek n-ik hatványaiból álló számtani sorozat, ahol n > 1. Mivel
bármely két egész szám kéttagú számtani sorozatot alkot, a kiindulópontnak te-
kinthetjük azt, hogy milyen n-ekre létezik legalább háromtagú számtani sorozat,
ha a triviális eseteket (amikor valamennyi szám 0, 1 vagy −1) kizárjuk. A legegy-
szerűbb n = 2 esetben a Pell-egyenletek elméletéből következik, hogy végtelen sok
megoldást találhatunk, mı́g a nem-triviális négytagú, négyzetekből álló számtani
sorozatok létezésének kérdésére már Eulernek sikerült nevezetes tételében nem-
leges választ adnia. Az n > 2 esetben könnyen látható, hogy a kérdés az

(1) Xn + Y n = 2Zn

t́ıpúsú egyenletre vezet, ami rendḱıvül hasonĺıt a Fermat-egyenlethez. A Fermat-
probléma (nagy Fermat-sejtés) megoldása kétségḱıvül a XX. századi matematika,
sőt az egész matematikatörténet egyik csúcsteljeśıtménye, de joggal nevezhetjük
akár az egész matematikatörténet legh́ıresebb megoldott problémájának is, nem
csupán az amatőrök fantáziáját is megmozgató rejtély okán (vajon tényleg volt-e
Fermat-nak a problémára helyes bizonýıtása, és ezt hogy tudjuk megtalálni), ha-
nem a Wiles által 1995-ben publikált megoldás nehézsége, összetettsége és a dio-
fantikus egyenletek elméletében döntő fontosságú új módszert (az úgynevezett
moduláris módszert) bevezető tulajdonságai miatt. Az eredeti kérdéskört a
k = 3 tagú számtani sorozatok esetén bármely n-re lezáró (1) egyenlet teljes
megoldása valóban a Wiles és Taylor által kidolgozott moduláris módszeren alap-
szik: 1997-ben Darmon és Merel bebizonýıtották, hogy n > 2-re nincs különböző
pozit́ıv egészek n-ik hatványaiból álló három tagú számtani sorozat, másképp
az (1) egyenletnek nincs nem-triviális megoldása. Ezen tények ráviláǵıtanak
a disszertációban tárgyalt problémák messzemenő fontosságára és nehézségére,
különösen, ha figyelembe vesszük, hogy a Fermat-egyenlettől látszólag alig (a 2-
es szorzóban) eltérő (1) egyenlet megoldása még a Fermat-egyenlet megoldásának
ismeretében is komoly teljeśıtmény volt.

Érdekes módon már a klasszikus Euler-féle bizonýıtás is azt az általánosabb
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problémát oldotta meg, hogy a

(2) x(x + d)(x + 2d)(x + 3d) = y2

egyenletnek nincs nem-triviális megoldása, azaz egy különböző egészekből álló
számtani sorozat négy egymást követő tagja soha nem lehet négyzetszám. Ezek
után kézenfekvő, hogy sokan vizsgálták, hogy mit mondhatunk egy különböző
egészekből álló számtani sorozat k egymást követő tagjának szorzatáról. Lehet-e
ez k > 3 esetén valamilyen n-re teljes n-edik hatvány, vagy akár ennek általá-
nośıtásaként mit mondhatunk a

(3) x(x + d) . . . (x + (k − 1)d) = byn

diofantikus egyenletre vonatkozóan, ahol az összes változó ismeretlen pozit́ıv
egésznek tekintendő általánosságban. A már körvonalazott triviális esetek
kizárása végett feltételezzük, hogy k, n > 1, továbbá szintén az általánosság
korlátozása nélkül feltételezhető, hogy (x, d) = 1, azaz x és d relat́ıv pŕımek.
Ezen ḱıvül egy elég természetes feltétel van még: P (b) < k + 1, azaz a b szám
legnagyobb pŕımosztója nem haladja meg k-t. Ezen esetben egyszerűen látható,
hogy az egyenlet teljesülése másképp azt jelenti, hogy a számtani sorozat minden
eleme külön egy majdnem n-edik hatvány, nevezetesen

(4) x + id = aix
n

i ,

ahol az ai szám nem osztható semmilyen pŕım n-ik hatványával és legnagyobb
pŕımosztója legfeljebb k. Ezen egyenlet (bizonyos speciális eseteinek) meg-
oldása képezi Hajdu Lajos disszertációjának I. részét, ami terjedelmében az egész
disszertáció több mint felét teszi ki, és az eredmények fontossága tekintetében
(különösen az I.2 és I.3 fejezet eredményeit tekintve) is kiemelkedő. Elöljáróban
annyit mondhatunk, hogy Hajdu Lajos disszertációjának ezen csaknem 90 oldalas
I. részében elért eredményei már önmagukban is magas sźınvonalon teljeśıtik a
doktori fokozat követelményeit.

A (3) egyenlet különböző eseteivel Fermat és Euler óta matematikusok egész
sora foglalkozott; a modern korszakból feltétlen megemĺıtendő Erdős Pál és Self-
ridge 1975-ből származó h́ıres tétele, amely szerint egymást követő legalább két
pozit́ıv egész szorzata sohasem teljes hatvány, amely a megfelelő (3) egyenlet
b = d = 1 speciális esetében elintézi a problémát. A következő fontos lépés
a b = 1, d > 1 eset megoldása volt, aminek eredményét Erdős Pál sejtésként
fogalmazta meg. A megoldás a 90-es évek végén Saradha (k > 3), majd a
probléma teljes megoldása a hianyzó k = 3 esetben Győry Kálmán nevéhez
fűződik. (Talán első látásra meglepőnek tűnik, hogy a rövidebb sorozatok esete
nehezebb, de (4) figyelembevételével könnyen látható, hogy nagyobb k-ra több
információnk van, amennyiben b értékét k-tól függetlenül fixen tartjuk. A hely-
zet változik, ha áttérünk az általánosabb P (b) < k + 1 esetre.) Később, Győry
Kálmán, Saradha és Hajdu Lajos, majd a disszertációban is szereplő (ld. I.3
fejezet) Bennettel, Bruinnal, Győry Kálmánnal közösen ı́rt dolgozatban siker-
rel oldottak meg olyan eseteket, amelyekben a b > 1 eset szerepelt, de olyan
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P (b) < C(k, n) mellékfeltétel mellett, ahol az eredeti feladatban szereplőnél
erősebb C(k, n) < k + 1 egyenlőtlenséget tételezték fel a szerzők. Az egyenletben
levő ismeretlenek nagy száma miatt a gyakorlati vizsgálatokban az általánosabb
esetben is számos további korlátozást kell alkalmazni, hogy az egyenlet összes
megoldása megtalálható legyen, és a módszerek is a diofantikus egyenletek meg-
oldásának sok ma ismert módszerét igénylik, tehát a probléma természetesen
túlmutat egy konkrét egyenlet megoldásánál: inkább egy egyenletosztályról
beszélhetünk. Ezen speciális feltételek közül az első, ha n = 2, amely esetet az I.1
fejezetben a szerző a Filakovszkyval közösen elért eredményeik alapján tárgyalja a
további d fix megszoŕıtás mellett, mivel még az n = 2 eset esetén se sikerült mind
ez ideig teljes általánosságban megoldani a problémát. Az alkalmazott módszer
a korábbi, Erdős által kifejlesztett kombinatorikus-pŕımszámelméleti módszerhez
képest lényegesen eltérő. A szerzők elliptikus egyenletek megoldására vezetik
vissza a problémát, és a módszer alkalmazásának illusztrációjaként a 22 < d < 31
tartományban explicite megtalálják az összes megoldást. Az eredmény azért is
érdekes, mert az n = 2 eset amúgy is eltérő a többitől, továbbá az alkalmazott új,
elliptikus egyenletekre történő visszavezetés módszere további publikációk alapját
képezte.

A legfontosabb eredményeket az I.2 és I.3 fejezet tartalmazza, két viszony-
lag nem régi, a 2006-ban M. Bennett, N. Bruin és Győry Kálmán társszerzőkkel
közösen a Proc. London Math. Soc.-ban megjelent, ill. a 2009-ben a Composi-
tio Math.-ban megjelent, Győry Kálmánnal és Pintér Ákossal közös publikációk
alapján. Itt a megszoŕıtás k értékének korlátok közé szoŕıtását jelenti. A dolgo-
zatban található és a szerzőtől és társszerzőitől származó eredmények alapján a
3 < k < 35 intervallumban sikerül Hajdu Lajosnak és társszerzőinek az egyen-
let teljes megoldása az összes többi változót (x, y, b, d) egyidejűleg ismeretlen-
nek tekintve. A korábbi, Erdős által is alkalmazott elemi módszerek helyett
itt a már emĺıtett, Wiles által bevezetett és többek által továbbfejlesztett mo-
duláris módszer áll egyéb lényeges módszerek mellett a középpontban, ami, mint
emĺıtettük, 1995-ben a Fermat-sejtés teljes megoldásához vezetett. A kapcsola-
tot az nyújtja, hogy a (3) egyenlet 3 különböző tagja (4) szerint majdnem n-edik
hatvány, ı́gy ezek lineáris kombinációja az

(5) AXn + BY n = CZn

általánośıtott Fermat-t́ıpúsú egyenlethez vezet. A fenti megközeĺıtés is mutatja
az eredeti egyenlet megoldásának különleges nehézségét, hiszen a problémát olyan
egyenletek megoldására kell visszavezetni, amelyek általánosabbak a Fermat-
sejtésnél, és Hajdu Lajos és társszerzőinek vizsgálata előtt csak részben voltak
megoldva, tehát a probléma megoldása együtt jár számos új Fermat-t́ıpusú terner
egyenlet megoldásának szükségességével. A megközeĺıtés lényeges újszerűsége ab-
ban áll, hogy a fenti dolgozatban először kerül sor a Fermat-t́ıpusú terner egyenle-
tek megoldásának más diofantikus egyenletek megoldásában való alkalmazására.
A nehézséget fokozza, hogy különböző kis speciális n értékek mellett (n = 2, 3, 5)
más módszerek alkalmazására is szükség van.
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Mı́g az I.3 fejezet eredményei a [6, 11] intervallumba eső k értékekre vo-
natkoznak, addig az I.2 fejezet eredményeinek egy sokkal nagyobb, a [12, 34]
új intervallumra vonatkozó k értékekre történő továbbvitele további lényeges új
módszereket ḱıvánt a szerzőktől. Ezek eredményezik együttesen a (3) egyenlet
3 < k < 35 feltételt teljeśıtő összes k-ra történő megoldását. A nehézségek és
a lényeges új módszerek alkalmazásának szükségességét azon túlmenően, hogy
a b értéke ellentétben a k < 12 esettől, nemcsak a 11-ig, hanem a 31-ig ter-
jedő pŕımfaktorokat tartalmazhatja, az is indokolja, hogy a számtani sorozat
egyes tagjai esetében a majdnem n-ik hatvány vonatkozásában ez sokkal több
lehetőséget ḱınál a lehetséges (a0, . . . , ak−1) szám k-asokra, és az esetek száma
k növekedtével exponenciálisan nő (hozzájárul a növekedés gyorsaságához, hogy
az ai lehetséges pŕımfaktorainak száma is nő k-val). Ez azt jelentette, hogy már
a különböző Fermat-t́ıpusú terner egyenletekre vonatkozó visszavezetést is csak
egy számı́tógépes algoritmus alkalmazásával lehetett kezelni, és a fellépő rendḱıvül
nagyszámú ilyen egyenlet megoldása is különböző új módszerek megalkotásával
vált csak lehetségessé. Ezek során a szerzőknek sikerült a probléma megoldását
az általuk talált új módszerek seǵıtségével viszonylag kisszámú és viszonylag ala-
csony szintű moduláris forma vizsgálatára visszavezetniük, amely nélkül a teljes
megoldás még a fenti látszólag nem túl nagy k értékek mellett is reménytelen lett
volna.

A II. rész egy még általánosabb egyenletosztály (pontosabban egy
egyenletrendszer-osztály) vizsgálatát tartalmazza, amely a korábbi (3), ill. azzal
ekvivalens (4) egyenletrendszer természetes általánośıtása, amikor azt a kérdést
vizsgálja a szerző, hogy lehet-e egy számtani sorozat k egymást követő tagja
olyan majdnem teljes hatvány, amikor eltérően az (3) egyenletosztály által in-
dukált esettől a hatványkitevők a számtani sorozat különböző elemei esetén
különbözőek (de azért egy fix L korlát alá esnek). A probléma ez esetben (5)-
höz hasonló, de annál lényegesen általánosabb Fermat-t́ıpusú egyenletek meg-
oldására vezethető vissza, amikor a háromszor előforduló közös n kitevő helyét 3
általános, egymással nem feltétlen egyenlő p, q, r kitevő veszi át. Ugyanakkor a
megoldás lehetőségeit korlátozza, hogy ilyen általánosságban már nem ismert a
megoldás-szám végessége sem (a szokásos 1/p + 1/q + 1/r > 1 feltétel mellett),
csak rögźıtett p, q, r kitevőhármas mellett. Ezen problémának is igen klasszikus
gyökerei vannak: elegendő, ha a (véges sok esettől eltekintve Tijdeman, majd
teljes mértékben csak nemrégiben, 2004-ben Mihailescu által megoldott) Cata-
lan sejtést emĺıtjük, amely szerint két egymást követő természetes szám csak a
8, 9 számpár esetén lehet egyidejűleg két egész szám egynél nagyobb kitevőjű
hatványa. Ez a h́ıres, és teljességében csak néhány éve megoldott probléma a
vizsgált egyenletosztály szinte legegyszerűbb esete, amely a problémának mind
érdekességét, mind nehézségét jól jelzi.

A III. részben a szerző az előzőkhöz kapcsolódóan többek közt azt vizsgálja,
hogy megadott véges sok pŕımszám szorzataiból előálló ún. S egészek (egész
együtthatós) legfeljebb adott t tagból álló korlátos számú együttható t-esekkel
alkotott lineáris kombinációja milyen hosszú számtani sorozatot tartalmaz, és
bebizonýıtja, hogy ezen sorozatok hossza egy C(t, r, n) korlát alá esik, ahol r az
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S-t generáló pŕımszámok száma, mı́g n az előálĺıtásban megengedett együttható t-
esek száma. A megfelelő tétel általánośıtott formában kerül bizonýıtásra bármely
algebrailag zárt 0 karakterisztikájú test és annak egy véges rangú multiplikat́ıv
részcsoportja esetében. A probléma megoldása és annak módszere többek közt
választ ad M. Pohst-nak egy kérdésére, mely szerint lehetséges-e, hogy minden
pŕımszám előáll 2u + 3v vagy 2u

− 3v alakban, nem negat́ıv u, v egészekkel.
Bár belátható, hogy vannak kivételek (a legkisebb 53) a Hajdu Lajos által a
disszertációban bizonýıtott általánosabb tételéből következik, hogy a kivételek
száma általánosabb esetben is végtelen.

Összefoglalva: Hajdu Lajos disszertációjában a diofantikus egyenletek
elméletének különböző klasszikus területein (több esetben társszerzőkkel) sok
szép és lényeges eredményt ért el, különösen a (3) alatt emĺıtett igen fontos
és korábban kiváló matematikusok egész sora által vizsgált egyenletosztályra
vonatkozóan, melyek bizonýıtásában (társszerzőivel együtt) sikerrel alkalmazta,
kombinálta és esetenként lényegesen továbbfejlesztette a legmélyebb és legmo-
dernebb módszerek széles körét. A dolgozat megfogalmazása prećız és világos,
a problémák történeti áttekintése és a korábban elért eredmények ismertetése
mintaszerű. Eredményeinek fontossága és a megoldásnál alkalmazott módszerek
soksźınűsége és mélysége alapján a védés kitűzését és az MTA doktori fokozat
odáıtélését melegen támogatom.

Budapest, 2010. 09. 20.

Pintz János
az MTA rendes tagja
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