Opponensi vélemény
Hajdu Lajos MTA doktori disszertacigjarol

Hajdu Lajos a szdmelmélet és az egész matematika egyik legklassziku-
sabb teriiletén, a diofantikus egyenletek elméletében ér el valtozatos mddszerek
segitségével igen fontos, 1j eredményeket. A dolgozat altal tanulményozott
témakor annak a felvetésében egyszerti, de megoldasaban rendkiviil nehéz
kérdésnek az &ltalanositasabol fejlodott ki, hogy milyen hosszd lehet egy
kiilonbo6z6 egészek m-ik hatvanyaibdl allé szamtani sorozat, ahol n > 1. Mivel
barmely két egész szam kéttagi szamtani sorozatot alkot, a kiindulépontnak te-
kinthetjiik azt, hogy milyen n-ekre létezik legalabb haromtagi szamtani sorozat,
ha a trividlis eseteket (amikor valamennyi szam 0, 1 vagy —1) kizarjuk. A legegy-
szerlibb n = 2 esetben a Pell-egyenletek elméletébdl kovetkezik, hogy végtelen sok
megoldast taldlhatunk, mig a nem-trivialis négytagi, négyzetekbdl 4lld szamtani
sorozatok létezésének kérdésére mar Fulernek sikeriilt nevezetes tételében nem-
leges valaszt adnia. Az n > 2 esetben konnyen lathatd, hogy a kérdés az

(1) X"y =27"

tipusu egyenletre vezet, ami rendkiviil hasonlit a Fermat-egyenlethez. A Fermat-
probléma (nagy Fermat-sejtés) megolddsa kétségkiviil a XX. szdzadi matematika,
sOt az egész matematikatorténet egyik csicsteljesitménye, de joggal nevezhetjiik
akar az egész matematikatorténet leghiresebb megoldott problémaéjanak is, nem
csupan az amatérok fantdzidjat is megmozgato rejtély okan (vajon tényleg volt-e
Fermat-nak a problémara helyes bizonyitdsa, és ezt hogy tudjuk megtalalni), ha-
nem a Wiles altal 1995-ben publikalt megoldds nehézsége, Osszetettsége és a dio-
fantikus egyenletek elméletében donté fontossdgi 1j mddszert (az vgynevezett
moduldris mdédszert) bevezeté tulajdonsigai miatt. Az eredeti kérdéskort a
k = 3 tagi szdmtani sorozatok esetén barmely n-re lezard (1) egyenlet teljes
megoldasa valoban a Wiles és Taylor altal kidolgozott moduléris mdédszeren alap-
szik: 1997-ben Darmon és Merel bebizonyitottdk, hogy n > 2-re nincs kiilonb6z6
pozitiv egészek n-ik hatvanyaibdl all6 harom tagud szamtani sorozat, masképp
az (1) egyenletnek nincs nem-trividlis megolddsa. Ezen tények révildgitanak
a disszertdacidban targyalt problémak messzemend fontossagara és nehézségére,
kiilénosen, ha figyelembe vessziik, hogy a Fermat-egyenlettdl latszélag alig (a 2-
es szorzéban) eltér6 (1) egyenlet megolddsa még a Fermat-egyenlet megoldédséanak
ismeretében is komoly teljesitmény volt.

Erdekes médon mér a klasszikus Euler-féle bizonyitas is azt az altalanosabb



problémat oldotta meg, hogy a
(2) 2(x + d)(x + 2d)(z + 3d) =

egyenletnek nincs nem-trividlis megoldasa, azaz egy kiilonbozé egészekbdl allo
szamtani sorozat négy egymast koveto tagja soha nem lehet négyzetszam. Ezek
utdn kézenfekvé, hogy sokan vizsgédltak, hogy mit mondhatunk egy kiilonb6z6
egészekbdl all6 szamtani sorozat k egymast kovetd tagjanak szorzatardl. Lehet-e
ez k > 3 esetén valamilyen n-re teljes n-edik hatvany, vagy akar ennek altala-
nositasaként mit mondhatunk a

(3) z(x+d)...(x+ (k—1)d) =by"

diofantikus egyenletre vonatkozéan, ahol az Osszes valtozé ismeretlen pozitiv
egésznek tekintendd &ltaldnossidgban. A mér korvonalazott trividlis esetek
kizdrasa végett feltételezziik, hogy k, n > 1, tovdbba szintén az altaldnossig
korlatozasa nélkiil feltételezhetd, hogy (x,d) = 1, azaz z és d relativ primek.
Ezen kiviil egy elég természetes feltétel van még: P(b) < k + 1, azaz a b szdm
legnagyobb primosztéja nem haladja meg k-t. Ezen esetben egyszertien lathatd,
hogy az egyenlet teljesiilése masképp azt jelenti, hogy a szamtani sorozat minden
eleme kiilon egy majdnem n-edik hatvany, nevezetesen

(4) x +id = a;x},
ahol az a; szam nem oszthaté semmilyen prim n-ik hatvanyaval és legnagyobb
primosztéja legfeljebb k. Ezen egyenlet (bizonyos specidlis eseteinek) meg-
oldasa képezi Hajdu Lajos disszertacidjanak I. részét, ami terjedelmében az egész
disszertacié tébb mint felét teszi ki, és az eredmények fontossdga tekintetében
(kiilonosen az 1.2 és 1.3 fejezet eredményeit tekintve) is kiemelkeds. Eloljaréban
annyit mondhatunk, hogy Hajdu Lajos disszertacigjanak ezen csaknem 90 oldalas
I. részében elért eredményei mar énmagukban is magas szinvonalon teljesitik a
doktori fokozat kdvetelményeit.

A (3) egyenlet kiilonbozé eseteivel Fermat és Euler 6ta matematikusok egész
sora foglalkozott; a modern korszakbdl feltétlen megemlitendé Erdos Pal és Self-
ridge 1975-bol szarmazd hires tétele, amely szerint egymast koveto legaldabb két
pozitiv egész szorzata sohasem teljes hatvény, amely a megfelel6 (3) egyenlet
b = d = 1 specidlis esetében elintézi a problémat. A kovetkezd fontos 1épés
ab=1,d > 1 eset megolddsa volt, aminek eredményét Erdos Pal sejtésként
fogalmazta meg. A megoldds a 90-es évek végén Saradha (kK > 3), majd a
probléma teljes megoldasa a hianyzd k = 3 esetben Gyory Kalman nevéhez
fliz6dik. (Taldn els6 latasra meglepdnek tiinik, hogy a révidebb sorozatok esete
nehezebb, de (4) figyelembevételével konnyen lathaté, hogy nagyobb k-ra tobb
informéciénk van, amennyiben b értékét k-tdl fliggetlentl fixen tartjuk. A hely-
zet véltozik, ha dttériink az éltaldnosabb P(b) < k + 1 esetre.) Késébb, Gyéry
Kélméan, Saradha és Hajdu Lajos, majd a disszertdciéban is szereplé (1d. 1.3
fejezet) Bennettel, Bruinnal, Gy6ry Kalménnal kézosen irt dolgozatban siker-
rel oldottak meg olyan eseteket, amelyekben a b > 1 eset szerepelt, de olyan



P(b) < C(k,n) mellékfeltétel mellett, ahol az eredeti feladatban szerepl6nél
er6sebb C'(k,n) < k+ 1 egyenl6tlenséget tételezték fel a szerzék. Az egyenletben
levé ismeretlenek nagy szama miatt a gyakorlati vizsgalatokban az altalanosabb
esetben is szamos tovabbi korlatozast kell alkalmazni, hogy az egyenlet Osszes
megoldasa megtaldlhato legyen, és a mddszerek is a diofantikus egyenletek meg-
oldasanak sok ma ismert mddszerét igénylik, tehat a probléma természetesen
tilmutat egy konkrét egyenlet megolddsandl: inkabb egy egyenletosztalyrol
beszélhetiink. Ezen specidlis feltételek koziil az elsd, ha n = 2, amely esetet az 1.1
fejezetben a szerzo a Filakovszkyval kozosen elért eredményeik alapjan targyalja a
tovabbi d fix megszoritds mellett, mivel még az n = 2 eset esetén se sikeriilt mind
ez ideig teljes altaldnossdgban megoldani a probléméat. Az alkalmazott mdédszer
a korabbi, Erdés altal kifejlesztett kombinatorikus-primszamelméleti modszerhez
képest lényegesen eltéré. A szerzok elliptikus egyenletek megoldédsara vezetik
vissza a problémat, és a mddszer alkalmazasdnak illusztracidjaként a 22 < d < 31
tartomanyban explicite megtalaljak az Osszes megolddst. Az eredmény azért is
érdekes, mert az n = 2 eset amugy is eltér6 a tobbitdl, tovabba az alkalmazott 1j,
elliptikus egyenletekre torténd visszavezetés modszere tovabbi publikaciok alapjat
képezte.

A legfontosabb eredményeket az 1.2 és 1.3 fejezet tartalmazza, két viszony-
lag nem régi, a 2006-ban M. Bennett, N. Bruin és Gyéry Kalman tarsszerzékkel
kozosen a Proc. London Math. Soc.-ban megjelent, ill. a 2009-ben a Composi-
tio Math.-ban megjelent, Gyory Kalmannal és Pintér Akossal kozds publikacidk
alapjan. Itt a megszoritas k értékének korlatok kozé szoritdsat jelenti. A dolgo-
zatban talalhaté és a szerzotdl és tarsszerzoitél szarmazéd eredmények alapjan a
3 < k < 35 intervallumban sikeriill Hajdu Lajosnak és tarsszerzoinek az egyen-
let teljes megoldasa az Osszes tobbi valtozdét (z,y,b,d) egyidejlileg ismeretlen-
nek tekintve. A kordbbi, Erdés altal is alkalmazott elemi mddszerek helyett
itt a méar emlitett, Wiles altal bevezetett és tobbek altal tovdbbfejlesztett mo-
duléaris médszer all egyéb lényeges modszerek mellett a kézéppontban, ami, mint
emlitettiik, 1995-ben a Fermat-sejtés teljes megoldasahoz vezetett. A kapcsola-
tot az nyujtja, hogy a (3) egyenlet 3 kiilonboz6 tagja (4) szerint majdnem n-edik
hatvéany, igy ezek linearis kombinacidja az

(5) AX" 4+ BY" = CZ"

altaldnositott Fermat-tipusa egyenlethez vezet. A fenti megkozelités is mutatja
az eredeti egyenlet megolddsanak kiilonleges nehézségét, hiszen a problémat olyan
egyenletek megoldasara kell visszavezetni, amelyek altalanosabbak a Fermat-
sejtésnél, és Hajdu Lajos és tarsszerzéinek vizsgalata el6tt csak részben voltak
megoldva, tehat a probléma megoldéasa egyiitt jar szamos 4j Fermat-tipusu terner
egyenlet megoldasdanak sziikségességével. A megkozelités 1ényeges tijszeriisége ab-
ban all, hogy a fenti dolgozatban elOszor keriil sor a Fermat-tipusi terner egyenle-
tek megoldasanak mas diofantikus egyenletek megoldasaban valé alkalmazasara.
A nehézséget fokozza, hogy kiilonbozé kis specidlis n értékek mellett (n = 2, 3, 5)
mas mbdszerek alkalmazasara is sziikség van.



Mig az 1.3 fejezet eredményei a [6, 11] intervallumba es6 k értékekre vo-
natkoznak, addig az 1.2 fejezet eredményeinek egy sokkal nagyobb, a [12, 34]
4j intervallumra vonatkozd k értékekre torténd tovabbvitele tovabbi lényeges 1j
modszereket kivéant a szerzoktél. Ezek eredményezik egylittesen a (3) egyenlet
3 < k < 35 feltételt teljesitd Osszes k-ra torténoé megoldasat. A nehézségek és
a lényeges 1j modszerek alkalmazasanak sziikségességét azon tulmenden, hogy
a b értéke ellentétben a k < 12 esettdl, nemcsak a 11-ig, hanem a 31-ig ter-
jed6 primfaktorokat tartalmazhatja, az is indokolja, hogy a szdmtani sorozat
egyes tagjai esetében a majdnem n-ik hatvany vonatkozésaban ez sokkal tobb
lehetdséget kindl a lehetséges (ao,...,ar—1) szam k-asokra, és az esetek szdma
k noévekedtével exponencidlisan né (hozzdjarul a névekedés gyorsasagahoz, hogy
az a; lehetséges primfaktorainak szdma is né k-val). Ez azt jelentette, hogy mar
a kiilonb6z6 Fermat-tipusu terner egyenletekre vonatkozd visszavezetést is csak
egy szamitégépes algoritmus alkalmazdsaval lehetett kezelni, és a fellépd rendkiviil
nagyszamu ilyen egyenlet megoldasa is kiillonb6z6 1j mddszerek megalkotasaval
valt csak lehetségessé. Ezek soran a szerzdknek sikeriilt a probléma megoldasat
az altaluk talalt 4j mddszerek segitségével viszonylag kisszamu és viszonylag ala-
csony szinti moduléris forma vizsgdlatara visszavezetniiik, amely nélkiil a teljes
megoldas még a fenti latszolag nem til nagy k értékek mellett is reménytelen lett
volna.

A II. rész egy még Altaldnosabb egyenletosztdly (pontosabban egy
egyenletrendszer-osztaly) vizsgalatat tartalmazza, amely a kordbbi (3), ill. azzal
ekvivalens (4) egyenletrendszer természetes altaldnositasa, amikor azt a kérdést
vizsgdlja a szerz6, hogy lehet-e egy szamtani sorozat k egymast kovetd tagja
olyan majdnem teljes hatvany, amikor eltéréen az (3) egyenletosztaly &altal in-
dukalt esettdl a hatvanykitevok a szamtani sorozat kiilonbozd elemei esetén
kiilonbozéek (de azért egy fix L korlat ald esnek). A probléma ez esetben (5)-
hoz hasonld, de anndl lényegesen altalanosabb Fermat-tipusi egyenletek meg-
oldasara vezethetd vissza, amikor a haromszor eléfordulé kozos n kitevo helyét 3
altalanos, egymassal nem feltétlen egyenld p, g, r kitevd veszi at. Ugyanakkor a
megoldas lehetOségeit korlatozza, hogy ilyen dltaldnossagban mar nem ismert a
megoldas-szam végessége sem (a szokdsos 1/p + 1/q + 1/r > 1 feltétel mellett),
csak rogzitett p, ¢, r kitevéharmas mellett. Ezen probléménak is igen klasszikus
gyOkerei vannak: elegendd, ha a (véges sok esettdl eltekintve Tijdeman, majd
teljes mértékben csak nemrégiben, 2004-ben Mihailescu dltal megoldott) Cata-
lan sejtést emlitjiik, amely szerint két egymadst koveto természetes szam csak a
8, 9 szampar esetén lehet egyidejlleg két egész szam egynél nagyobb kiteviji
hatvanya. Ez a hires, és teljességében csak néhany éve megoldott probléma a
vizsgalt egyenletosztdly szinte legegyszeriibb esete, amely a probléméanak mind
érdekességét, mind nehézségét jol jelzi.

A TII. részben a szerz6 az el6z6khoz kapcsoléddan tobbek kozt azt vizsgdlja,
hogy megadott véges sok primszdm szorzataibdl el6allé in. S egészek (egész
egylitthatds) legfeljebb adott ¢ taghdl allé korldtos szamu egyiitthaté t-esekkel
alkotott linedris kombindaciéja milyen hosszii szamtani sorozatot tartalmaz, és
bebizonyitja, hogy ezen sorozatok hossza egy C(t,r,n) korlat ald esik, ahol r az



S-t generdld primszéamok szama, mig n az elééllitasban megengedett egytitthaté -
esek szama. A megfelel tétel altalanositott formaban kertil bizonyitasra barmely
algebrailag zart 0 karakterisztikdju test és annak egy véges rangui multiplikativ
részcsoportja esetében. A probléma megolddsa és annak mddszere tobbek kozt
valaszt ad M. Pohst-nak egy kérdésére, mely szerint lehetséges-e, hogy minden
primszam eloall 2% 4 3V vagy 2% — 3V alakban, nem negativ u, v egészekkel.
Bér belathaté, hogy vannak kivételek (a legkisebb 53) a Hajdu Lajos altal a
disszertacioban bizonyitott altalanosabb tételébdl kovetkezik, hogy a kivételek
szama altalanosabb esetben is végtelen.

Osszefoglalva:  Hajdu Lajos disszertaciéjaban a diofantikus egyenletek
elméletének kiilonbozé klasszikus teriiletein (t6bb esetben tarsszerzékkel) sok
szép és lényeges eredményt ért el, kiilondsen a (3) alatt emlitett igen fontos
és korabban kivalé matematikusok egész sora altal vizsgalt egyenletosztalyra
vonatkozoan, melyek bizonyitdsdban (tarsszerzdivel egyiitt) sikerrel alkalmazta,
kombinalta és esetenként lényegesen tovabbfejlesztette a legmélyebb és legmo-
dernebb moddszerek széles korét. A dolgozat megfogalmazasa preciz és vilagos,
a problémadk torténeti attekintése és a kordbban elért eredmények ismertetése
mintaszerii. Eredményeinek fontossaga és a megoldasnal alkalmazott mddszerek
sokszintlisége és mélysége alapjan a védés kitlizését és az MTA doktori fokozat
odaitélését melegen tamogatom.
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