Opponensi vélemény
Hajdu Lajos MTA doktori disszertaci6jarol

c sz

tikus egyenletek témakorében tanulmanyoz érdekes és fontos problémakat.
A vizsgélt kérdések Euler és Fermat munkéssagaig nytlnak vissza! Amint
azt Fermat megfogalmazta, majd Euler be is bizonyitotta, négy négyzetszam
nem alkothat szdmtani sorozatot. Ugyanakkor a Pell egyenletek elméletébsl
kovetkezik, hogy végtelen sok 1, X2, Y? alakt szamtani sorozat van. Igy az
eredeti kérdés a négyzetszamok esetében megoldottnak tekintends. Hajdu
Lajos ennek a probléménak tekinti kiilonboz6 altalanositasait. A probléma
az altalanos n > 3 esetén egy X", Z™, Y™ alaku szamtani sorozatbol kiindulva
az

X" Y"=27" (1)

diofantikus egyenlet megoldhatosagéra vezet vissza. Az n = 3 speciélis eset
méar Mordell klasszikus konyvében szerepel, mig az n = 5 kitevs vizsgalata
Dirichlet és Lebesgue bizonyos eredményéig nyulik vissza. Az els6 altalano-
sabb eredmény Dénes nevéhez fiiz6dik (n < 31 eset). Az (1) egyenletet végiil
Darmon és Merrel oldotta meg teljes altaldanossagaban.

Az alapkérdés altalanositasaként egy onmagéban is érdekes és szerteagazod

problamakor kiindulopontjaként tekintsiik az
z(x+d)...(x+ (k—1)d) =by" (2)

diofantikus egyenletet, ahol z,d, b, y, n ismeretlen pozitiv egészek, melyekre
k,n > 2, (x,d) =1¢és P(b) < k teljesiil. Itt P(b) a b legnagyobb primosztojat
jeloli. Az egyenlettel rengeteg matematikus foglalkozott, ezen a ponton csu-
pan Fermat, Euler, Erdés, Selfridge, Oblath, Nesterenko, Shorey, Tijdeman,

Saradha, Gy6ry, Brindza, Ruzsa, Bennet, Pintér nevét emlitem.



Megjegyezends, hogy (2)-bél
T +1id = a;x} (3)

adodik, ahol P(a;) <k (i=0,1,...,k—1).

A (2) egyenletnek kiilonlegesen fontos specialis esete példaul a d = b =1
valasztas, ekkor egy szép klasszikus kérdéshez jutunk: lehet-e egymast kovets
természetes szamok szorzata teljes hatvany? A probléma megoldasa Erdds és
Selfridge nevéhez flizdik. Egy masik természetes kérdés az egyenlet d = 1,

b = k! esetén torténd vizsgalata. Ekkor ugyanis a (2) egyenlet az

<x+z—1):yn )

alakra hozhato, azaz teljes hatvanyokat keresiink a binomialis egyiitthatok
korében.

Hajdu Lajos elsként a (2) egyenlet teljes megoldasanak a lehet&ségeit
targyalta az n = 2 specialis esetben, de rogzitett d mellett. Megoldésa to-
vabbfejlesztette Erdds, Selfridge, Saradha, Marszalek modszereit. Modszeré-
nek illusztralasaként megadta a (2) egyenlet 6sszes megoldasat a 23 < d < 30
esetben. Ezt az eljarast aztan sokan tovabbfejlesztették, csupan néhany ne-
vet emlitve: Saradha, Shorey, Mukhopadhyay is alkalmazta Hajdu Lajos
eredményeit.

A (2) egyenlet méasik fontos speciélis esete az, amikor k-t rogzitjik. Az
irodalomban szamos eziranyu eredmény talalhato, példaul Euler mar emlitett
tétele, vagy Oblath tételei. Fzek az eredmények azonban csupéan specidlis,
fix n kitev6ére vonatkoznak. Hajdu Lajos f6eredménye ebben az esetben a
kovetkez6: Ha 3 < k < 35 ésb =1, akkor a (2) egyenletnek nincs megolddsa.
E szép tétel mellett azonban szamos més fontos részeredményt is elér Hajdu
Lajos, példaul abban a specidlis esetben, amikor (2)-ben P(b) < Py, is
teljesiil, ahol Py ,, < k egy k-t6l és n-t6l fliggd rogzitett konstans. A megoldas
-tobbek kozt- a modularis technika iigyes alkalmazasan mulik.

A (2) egyenlettel kapcsolatos eredmények tugy is megfogalmazhatoak,

hogy olyan szamtani sorozatokat keresiink, amelyek ,majdnem” teljes n-edik
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hatvanyokbol allnak. Tekintsiik az
apxy’, ar ity .. a1z, (5)

alakt szamtani sorozatokat. Itt a;,x; € Z, P(a;) < P (i =0,1,...,k— 1),
ahol P egy rogzitett konstans. Hajdu Lajos eziranyban is szdmos kiting ered-
ményt bizonyit. A disszertacio III. részében a szerzé szamtani sorozatokat
vizsgéal S-egységek Osszeghalmazaiban.

tobb kiemelt fontossdgi. A hasznalt modszerek skaldja széles és sokszind,
Hajdu Lajos a legmodernebb eszkézoket alkalmazza. Munkajat az otletes-
ség jellemzi. A dolgozat 9 kitiing cikk Osszefoglaldja, a tételek érdekesek és
fontosak, a bizonyitasok megfogalmazéasa vilagos. A fentiek alapjan a védés

kittizését és az MTA doktori fokozat odaitélését melegen tamogatom.
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