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Bevezetés

A jelen értekezés a szerző kandidátusi értekezésének megvédése, azaz az 1985. év után végzett
kutató munkája fontosabb eredményeit összegezi. A kutatások a kontinuummechanika egyes duál
feladatait ölelik fel az alakváltozások elméletének lineáris keretei között – a fizikai nemlinearitás
bizonyos esetekben megengedett – részben klasszikus, részben mikropoláris testre. Az eredmények
egy része elméleti, másik része alkalmazási lehetőségeket is kínál.

A pályázó érdeklődésének kialakulásában nagy szerepe volt a a Miskolci Egyetem Mechanikai
Tanszéke korábbi vezetőjének Kozák professzornak, aki felismerte, hogy a kontinuummechanika
duál feladatainak köre a mechanikai kutatások méltatlanul elhanyagolt területe, annak ellenére,
hogy a 20-as és 30-as években számos kimagasló eredmény született Muszkhelisvili [39] és
iskolája munkássága nyomán a duál rendszerben elvégzett vizsgálatok terén és annak ellenére is,
hogy a matematikai fizika differenciálegyenletei primál és duál rendszerének világos elkülönítése
tekintetében jelentős eredményeket ért el a 60-as és 70-es években Tonti [80], [81], valamint a
80-as években Oden és Reddy [42].

Tonti összegező és fogalmi tekintetben tisztázó megállapításai szerint a matematikai fi-
zika legtöbb peremértékfeladata primál és duál alakban is megfogalmazható. A megoldandó
differenciálegyenlet-rendszer egyenletei mindkét rendszerben azonos módon három csoportba so-
rolhatók: [primál]{duál} értelmező (kinematikai) egyenlet(ek), [primál]{duál} konstitutív (vagy
anyagegyenlet(ek)) illetve [primál]{duál} mérlegegyenle(tek). Változók tekintetében a [primál]{du-
ál} forrásváltozó(k) a mérlegegyenlet inhomogenitását okozó mennyiség(ek).

Az értelmező egyenlet(ek) a [primál]{duál} elsődleges közbülső változó(ka)t adja (adják) meg
az alapváltozóval (alapváltozókkal) kifejezve, a konstitutív egyenlet(ek) a [primál] {duál} má-
sodlagos közbülső változó(kat)t a [primál] {duál} elsődleges közbülső változóval (változókkal)
fejezi(k) ki, a mérlegegyenlet(ek) a [primál]{duál} másodlagos közbülső változóra (változókra)
tett megszorítás(ok). A [primál]{duál} rendszer elsődleges közbülső változója (változói) a {duál}
[primál] rendszer másodlagos közbülső változója (változói). Az elsődleges közbülső változó(k) –
ezt (ezeket) a [primál]{duál} értelmező egyenlet(ek) adja (adják) meg – identikusan teljesíti(k)
a {duál}[primál] mérlegegyenlet(ek)et. A közbülső változók eliminálásával az alapváltozó(k)ra
vonatkozó [primál]{duál} alapegyenlet(ek)et kapjuk. A klasszikus kontinuummechanika lineáris
elméletének primál rendszerében az elmozdulásvektor–mező, a duál rendszerben a feszültségfügg-
vény tenzormező az alapváltozó.

Az egyenletek áttekintett csoportosítása az ún. Tonti sémába foglalható. Ezt kontinuumme-
chanikai, ezen belül klasszikus rugalmasságtani feladatokra Oden és Reddy könyve ismerteti
[42], a séma duál rendszerrel kapcsolatos része azonban nem terjed ki mindenre. Nevezetesen
a szükségesnél több egyenletet tartalmaz, a peremfeltételek pedig hiányosak. Ezen problémák
kiküszöbölése az ún. Southwell paradoxon [51], [52] megoldásával a kontinuummechanika line-
áris elméletének keretei között klasszikus esetre Kozák [4], mikropoláris esetre Kozák–Szeidl

[30] nevéhez fűződik. Az idézett [4] könyv tartalmazza a helyes Tonti sémát rugalmas testre.
A szóhasználat egyértelműsége kedvéért itt rögzítjük le, hogy amikor az egyensúlyi egyen-

let kifejezést használjuk, a primál rendszer mérlegegyenletére, amikor pedig a kompatibilitási
egyenlet kifejezést használjuk, akkor pedig a duál rendszer mérlegegyenletére gondolunk. Ez a
terminológia a szokásos a szilárd testek mechanikájában.

A jelen bevezetést részletes jelölésjegyzék követi.
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Az érdemi fejezetek hármas tagolásúak és ez valamelyest az alcímekeben is tükröződik. Az
első rész mindig a probléma irodalmi előzményeit és probléma megfogalmazását adja, a második
rész a megoldás gondolatmenetét ismerteti, a harmadik rész pedig az eredmények áttekintése.
Ha az eredmények nem csak a szerző eredményei akkor erre külön utalás hívja fel a figyelmet.

Az első és második fejezet a duál rendszer értelmező egyenleteinek, vagy ami ugyanaz, a primál
rendszer egyensúlyi egyenletei megoldásának a virtuális munka elvből történő származtatásával
és a vonatkozó variációs elvek kérdésével foglalkozik klasszikus esetben, a harmadik és negye-
dik fejezet pedig ugyanezt a kérdéskört tekinti át mikropoláris testre. Az ötödik, hatodik, és
hetedik fejezet vegyes peremfeltételek mellett veszi sorra az elmozdulásmezők egyértékűségének
kérdéseit különböző, klasszikus és mikropoláris esetekre, térbeli, illetve egy esetben pedig síkbeli
feladatra. Különös hangsúlyt kap az egyértékűség kérdése, ha többszörösen összefüggő tartomány
a vizsgálatok tárgya.

A nyolcadik fejezet a síkrugalmasságtan peremértékfeladatainak integrálegyenleteivel foglalko-
zik duál rendszerben elsőrendű feszültségfüggvényeket tekintve alapváltozónak. Külön vizsgáljuk
azt a kérdést, hogyan módosulnak a direkt peremelem módszer integrálegyenletei, ha külső tar-
tomány a vizsgálat tárgya és konstans a feszültségállapot a végtelenben.

A kilencedik fejezet az egyetlen, amely primál rendszerbeni vizsgálatot tartalmaz. A vizs-
gálatok célja, a nyolcadik fejezet eredményei alapján, a síkrugalmasságtan külső tartományra
vonatkozó Somigliana formuláinak módosítása annak érdekében, hogy a végtelen távoli pont
konstans feszültségállapota bekerüljön a formalizmusba.

Az érdemi fejezeteket a kutatómunka előzményeit, a célkitűzéseket, az eredményeket és a
hasznosítás lehetőségeit áttekintő tömör, de önállóan is olvasható összefoglalás követi, melyet az
értekezés eredményeit bemutató cikkek listája zár le.

A gondolatmenet kifejtését zavaró egyes hosszabb átalakításokat külön függelék foglalja össze.
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Szóhasználat, jelölésbeli megállapodások és jelölések

Az értekezés szóhasználatáról. Elöljáróban a szóhasználat egyértelművé tétele érdekében
röviden áttekintünk néhány – a bevezetésben részben már említett – fogalmat.

Az értekezés gondolatmenete – külön említés nélkül – a duál rendszerre vonatkozik. Ahol
primál rendszerről van szó ott arra az értekezés külön felhívja a figyelmet.

A síkbeli és térbeli tartomány lehet egyszeresen, vagy többszörösen összefüggő.
Azt fogjuk mondani, hogy kompatibilis az alakváltozási tenzor (az alakváltozási tenzor és a

forgási alakváltozási tenzor), ha az alakváltozási tenzor(ok)ból integrálással, egy merevtestszerű
mozgástól eltekintve egyértékű elmozdulásmező (elmozdulásmező és független forgásmező) ké-
pezhető, hogy abból (azokból), felhasználva a primál rendszer kinematikai egyenleteit – amelyek
az alakváltozási tenzort (az alakváltozási tenzort és a forgási alakváltozási tenzort) adják meg az
elmozdulásmezővel (az elmozdulásmezővel és a független forgásmezővel) kifejezve – visszakapjuk
az alakváltozási tenzort (az alakváltozási tenzort és a forgási alakváltozási tenzort).

Az alakváltozási tenzormezők kompatibilitását a kompatibilitási feltételek biztosítják.
A kompatibilitási feltételek két nagy csoport alkotja:

(a) Az első az egyszeresen és többszörösen összefüggő síkbeli és térbeli tartományokra egy-
aránt vonatkozó ún. kompatibilitási differenciálegyenletek és kompatibilitási peremfeltételek
csoportja.

(b) A második a csak többszörösen összefüggő tartományra vonatkozó ún. makró kompati-
bilitási feltételek csoportja. Ez utóbbi tovább bontható két alcsoportra. Síkbeli példával
élve

1. nagybani kompatibilitási feltételeknek kell fennállnia minden olyan zárt peremgörbén,
amelyen terhelés az előírt, míg

2. kiegészítő kompatibilitási feltételeknek kell teljesülnie, ha egy zárt peremgörbét alkotó
ívek mentén, vagylagosan terhelés, illetve elmozdulás (elmozdulás és szögelfordulás)
adott.1

A virtuális munka elv, bármely alakját tekintjük is (klasszikus esetben [29], mikropoláris eset-
ben [60] ad áttekintést a virtuális munka elv duál alakjairól), az mindig anyagegyenlettől független
elv.

Ezzel szemben a rugalmasságtan variációs elvei esetén, mind a primál mind pedig a duál rend-
szerben – vagy a mellékfeltételeken keresztül vagypedig közvetlenül a vonatkozó funkcionálban
– megjelenik az anyagegyenlet.

Szabad variációs feladatról beszélünk, ha nincs mellékfelétel a vonatkozó funkcionál értelmezési
tartományát alkotó mezőkre nézve. Ekkor az értelmezési tartományt alkotó valamennyi mező
szabadon variálható.

A klasszikus rugalmasságtan Somigliana képletei [50] a potenciálelmélet úgynevezett Green

képleteinek rugalmasságtani általánosításai. Ha ismerjük a teljes peremen az elmozdulás- és fe-
szültségmezőt, továbbá az úgynevezett elsőrendű és másodrendű alapmegoldásokat, akkor az első
Somigliana képlet felhasználásával, integrálásokat végrehajtva számítható a test belsejében az
elmozdulásmező. Mivel a peremfeltételek nem adják meg a teljes peremen az elmozdulás- és
feszültségmezőt, további egyenlet szükséges ezek számítására. A második Somigliana képlet
ugyanolyan szerkezetű mint az első Somigliana képlet, de a peremen adja meg az elmozdulás-
mezőt. Következésképp olyan integrálegyenletnek tekinthető – ez az úgynevezett direkt módszer
integrálegyenlete – amelyben a feszültségvektor az ismeretlen abban a perempontban, ahol az
elmozdulásmező adott, illetve megfordítva az elmozdulásvektor az ismeretlen abban a perem-
pontban, ahol a feszültségvektor adott. Ennek az egyenletnek a megoldása nyitja meg az utat
az első Somigliana képlet felhasználása előtt.

Az egyensúlyi feltételek, (egyensúlyi mezőegyenlet(ek), és a feszültségi peremfeltétel(ek)) fe-
szültségfüggvényekkel történő teljesítésének és a kompatibilitási feltételek teljesítésének egyenle-
tei – matematikai szerkezetüket tekintve – szoros rokonságban állnak egymással.

1Ez utóbbi feltételek származtatása az értekezés egyik részfeladata.
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Jelölésbeli megállapodások. Vektorok és tenzorok írásmódját illetően vegyes, invariáns és
indexes jelölésmódot alkalmazunk.

Indexes jelölésmódban adott vektort és tenzort a megfelelő indexekkel ellátott matematikai
kurzív kis– és nagybetű egyaránt jelölheti.

Latin index értéke 1,2 és 3, görög index értéke 1 és 2 lehet. Ismételt index szerint összegezni
kell. Pontosvessző után álló index kovariáns deriválást jelöl. A felületen vett kovariáns deriváltat
rövid függőleges vonal után álló index, a felületi kovariáns deriváltat két rövid párhuzamos vonal
után álló görög index jelöli.

Invariáns jelölésmódban álló félkövér betű a jelölés indexek nélkül (kivételt képeznek az inde-
xekkel is ellátott bázisvektorok).

Térbeli feladatok esetén a vizsgált tartományt V , határfelületét S jelöli, a tartomány több
zárt felülettel határolt és egyszeresen illetve többszörösen összefüggő is lehet. Adott esetben
a vonatkozó ábra segít az eligazodásban. A peremfeltételek jellegének megfelelően az S az Su
és St jelű részekre bontott, Su–n az elmozdulás (elmozdulási peremfeltétel) St–n a feszültség
(feszültségi peremfeltétel) az előírt. Az Su és St jelű részek közös határgörbéjét g jelöli.

Térbeli feladatokban három koordinátarendszert (továbbiakban KR) alkalmazunk, nevezetesen
• az (x1, x2, x3) [vagy (x, y, z)] kartéziuszi KR–t (indexek alsó pozícióban),
• az (x1, x2, x3) tetszőleges görbevonalú KR–t (vegyes indexpozíciók),
• a (ξ1, ξ2, ξ3) felületi KR–t (ξ1, ξ2 felületi paraméterek, ξ3 a felületre merőleges – vegyes

indexpozíciók)
alkalmazunk.
Az egyes változókat (skalárokat, vektorokat és tenzorokat) KR–től függetlenül ugyanaz a betű

jelöli, a KR szerinti megkülönböztetést – ha szükséges – a kiírt argumentum (ez koordináták
összességét jelölő y, x vagy ξ lehet) segíti. A tartományi és felületi integrálokat rendre az
(x1, x2, x3) illetve az (ξ1, ξ2, ξ3) KR–ben tekintjük, következésképp ez esetben az argumentum
kiírásától eltekintünk.

Síkbeli feladatok esetén az A = Ai belső, vagypedig az A = Ae külső tartomány a vizsgálat
tárgya, a peremgörbét, illetve kontúrt L jelöli; a tartomány egy vagy több zárt kontúrral határolt,
azaz egyszeresen illetve többszörösen összefüggő is lehet. Adott esetben a vonatkozó ábra illetve
szöveg segít az eligazodásban. A peremfeltételek jellegének megfelelően L általában az Lu és
Lt jelű részekre bontott, az Lu–n az elmozdulás, az Lt –n a feszültség az előírt. Ettől eltérő
esetben a vonatkozó jelölésbeli megállapodást a szöveg a kérdéskör tárgyalása során ismerteti.
Ami a KR–eket illeti ismét az (x1, x2) [vagy (x, y)] kartéziuszi (indexek alsó pozícióban), az
(x1, x2) tetszőleges görbevonalú (vegyes indexpozíció) illetve a (ξ1, ξ2) kontúron értelmezett [ξ2
az ívkoordináta] ortogonális görbevonalú koordinátarendszert alkalmazzuk.

Peremfeltételekben az előírt mennyiséget a változót azonosító betű felett sapka jelöli.
A gondolatmenet kifejtése során nem teszünk különbséget az egyes változók jelölésében, ha a

tényleges megoldásról (mezőegyenleteket és peremfeltételeket kielégítő megoldás), vagy a mező-
egyenletek egy részét kielégítő mezőfüggvényekről, megoldásról [pl. kompatibilis, kinematikailag
lehetséges alakváltozásmező; egyensúlyi, statikailag lehetséges feszültségmező], vagy valamely
funkcionál értelmezési tartományában álló, elvben szabadon variálható mezőről van szó és a sta-
cionaritási feltételt teljesítő mezőfüggvények megegyeznek a tényleges megoldással. Ezt a kon-
venciót a jelölések egyszerűsége érdekében alkalmazzuk, bízva abban, hogy a szövegösszefüggés
segít az eligazodásban.

Latinbetűs jelölések alfabetikus sorrendben. A sorrend kis illetve nagybetű.

amn, akl a (ξ1, ξ2, ξ3) felületi KR metrikus tenzorai (mértéktenzorai)
AB az ab indexek lehetséges értékeinek részhalmaza – v.ö.: klasszikus esetben

3. o., mikropoláris esetben 26. o.
aλ,aκ a felületi KR–nek a felület érintősíkjában fekvő bázisvektorai
a3 = a3 = n a harmadik bázisvektor (a külső normális egységvektor) a felületen
Ai, Ae síkbeli belső és külső tartomány



vii

Aklpq és
−1
Amnpl az első anyagállandó tenzor és annak inverze (mikropoláris eset)

bl, bκ térfogaton (illetve síkon) megoszló (tartományi) terhelés sűrűség vektora
bλκ, bαβ az S felület görbületi tenzorának vegyes indexű és kovariáns indexű alak-

jai
B a (8.79) és (8.80) képletekkel értelmezett mátrix
Bl az (1.6) egyenlettel értelmezett vektormező

Bklpq és
−1
Bmnpl a második anyagállandó tenzor és annak inverze (mikropoláris eset)

CG
1 klasszikus esetben a (2.31c), mikropoláris esetben pedig a (4.19d) kép-

lettel adott integrál
ck, c3 térfogaton illetve síkbeli tartományon megoszló erőpár terhelés sűrűség-

vektora (mikropoláris eset)
Cρ, C33 a 7.4. és 7.5. szakaszokban szereplő állandó vektor és állandó

δ
(1i)
c b, δ

(1i)

C s tetszőleges állandó vektorok – v.ö.: (5.36a) és (6.26a)

δ
(21)
c b, δ

(21)

C s tetszőleges állandó vektorok – v.ö.: (5.36b) és (6.26b)

cκλ(
o
Q) a (8.52a) képlettel értelmezett tenzor

Cb a (3.7) egyenlettel értelmezett vektormező
CG
1 a (4.19d) integrállal értelmezett állandó

Cb, C
Su
1 , CSu

2 a (2.28c), (4.19c) illetve a (4.12) után álló képlettel értelmezett állandók

Cklpq és
−1
Cmnpl az anyagállandók tenzora és annak inverze (klasszikus eset)

C
(ti)

2, C
(ti)

1 integrációs állandók kartéziuszi KR-ben – v.ö.: (8.11)

C33
(ti)

, C
(ti)

ρgρ integrációs állandók görbevonalú KR-ben – v.ö.: (7.13) és (7.16)

Dkλ(
o
M,Q),

D̂kλ(
o
M,Q)

a (8.55)-ben álló mátrix [illetve a mátrix elemeit adó mennyiségek – v.ö.:
(8.56a,b)]

Dm
.l a (3.9b) egyenlettel értelmezett inkompatibilitási tenzor (mikropoláris

eset)
Dlk az alapegyenletrendszer baloldalán álló differenciáloperátor – v.ö.: (8.25)
Dlk a Dlk operátorok adjungáltjai [nem azonos az inkompatibilitási tenzorral

– v.ö.: (8.30)]
ekl alakváltozási tenzor [klasszikus eset (1.1) képlet]
eTkl, e

U
kl az (5.29) és (5.31)-et követő képletekkel értelmezett határértékek

Eab inkompatibilitási tenzor [klasszikus eset, lásd (1.10)]{mikropoláris eset,
lásd (3.9b) és (3.10)}

F T
S ,F l

p feszültségfüggvény a V –n – v.ö.: (4.1c)1
F̃ l
η feszültségfüggvény az St–n – v.ö.: (4.1d)1

F T
S Lagrange féle multiplikátor a V -n – v.ö.: (3.21a)1

F̌ T
S Lagrange féle multiplikátor a V -n – v.ö.: (4.22a)1

∗
F T
η Lagrange féle multiplikátor az Su-n – v.ö.: (4.22b)1

F̃ l
η Lagrange féle multiplikátor az S-n – v.ö.: (3.21b)1

Fη megfelel F η
3 -nak feszültségfüggvények síkfeladatra kartéziuszi KR-ben – v. ö. 8. Fejezet

g az S felület St és Su résztartományainak közös peremgörbéje
(1,0)
g , . . . ,

(1,4)
g a g görbét alkotó zárt ívek – v.ö.: 5.1 ábra

gmn, gkl az (x1, x2, x3) görbevonalú KR metrikus tenzorai (mértéktenzorai)
gn,gk az (x1, x2, x3) görbevonalú KR bázisvektorai
H a (8.79) és (8.80) képletekkel értelmezett mátrix
Hkl Lagrange féle multiplikátor a V -n – v.ö.: (1.27)1
HXY Lagrange féle multiplikátor a V -n – v.ö.: (3.21a)2
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H̆kl az 1. Fejezet 19. Megjegyzésében (10. o.) értelmezett feszültségfügg-
vény

H̃ηϑ, H̃κλ, H̃ηl Lagrange féle multiplikátorok az S-n – v.ö.: (1.27)2, (3.21b)2
H̃ηϑ;3 Lagrange féle multiplikátor az S-n – v.ö.: (1.27)3, illetve feszültség-

függvény normálirányú deriváltja az St-n – v.ö.: (2.1d)2, (formailag
mindkét esetben normálirányú kovariáns derivált)

H̃η3, H̃33 Lagrange féle multiplikátorok S-n (feltevés szerint azonosan zérusok)
– v.ö.: (1.27)4,5

ȞRS , ȞXY Lagrange féle multiplikátorok V -n – v.ö.: (2.33a) klasszikus eset,
(4.22b)2 mikropoláris eset

∗
Hkl,

∗
Hηϑ;3 és

∗
Hηb Lagrange féle multiplikátorok az Su-n – v.ö.: (2.33b) és (4.22b)

Hyd,HXY feszültségfüggvény tenzorok a V –n – v.ö.: (2.1c) klasszikus eset, (4.1c)2
mikropoláris eset

H̃κλ, H̃κλ;3, H̃ηl feszültségfüggvény tenzorok és normálirányú derivált az St–n – v.ö.:
(2.1d), (4.1d)2

IBV az (1.21) képlettel értelmezett integrál
IBV 1, I

B
V 2 az IBV integrál különböző alakjai – v. ö.: (1.22)

IVMB az (1.25) illetve a (3.20) képlettel értelmezett integrálösszeg
IVMΨ az (1.26) képlettel értelmezett integrálösszeg
IS1 az (1.29) illetve a (3.23) képlettel értelmezett felületi integrál
IV1 az (1.28) illetve a (3.22) képlettel értelmezett térfogati integrál
IV S1 IV1 és IS1 összege – v.ö.: (1.30)
IS1U , I

S
1E , I

V
1E IV S1 részei – v.ö.: (1.32)

K a teljes kiegészítő energia funkcionál– v.ö.:(5.16), (6.9), (7.17) és (8.12)
L
K. a l

k indexek lehetséges értékeinek részhalmaza – v.ö.: 26. o.
δKV , δKSu , a teljes kiegészítő energia funkcionál variációi V –n, Su–n, g és L mentén
δKg, δKL v.ö.: (6.22), (6.23a,...,e)
δKA, δKL, δKu a teljes kiegészítő energia variációjának részei – v.ö.: (7.24), (7.25 és

(7.26a,b)

L1, L2,
∗
L görbék az S felületen – v.ö.: 5.1 ábra, 39. o.

L1j = P1j , P1,j+1 az L1 görbe részei (ívei) – v.ö.: 5.2 ábra, 39. o.
Lo síkbeli tartomány peremgörbéje (kontúrja)
Lti a kontúrgörbe azon ívei, melyeken feszültség (és erőpárfeszültség) az elő-

írt
Lui a kontúrgörbe azon ívei, melyeken elmozdulás (és forgás) az előírt
Lu és Lt a kontúr részei
M a hatás pontja
o
M a hatás pontja a kontúrra lokalizált
nk, nλ a V térfogati tartomány, illetve az Ai, Ae síkbeli tartományok külső nor-

mális egységvektora

P11, . . . , P14 és P21 az L1 és L2, valamint a g és
∗
L görbék metszéspontjai – v.ö.: 5.2 ábra,

39. o.; illetve 5.4 ábra, 42. o.
P21, P22, . . . , P41

és P42

pontok az L1, . . . ,L4, görbéken – v.ö.: A.2 ábra, 116. o.

Pti az Lti ív kezdőpontja
rb az St–n értelmezett Lagrange féle multiplikátor
r̃b az St–n és V -n értelmezett vektormező
∗
rl a g görbén értelmezett Lagrange féle multiplikátor
rκ az M pont Q pontra vonatkoztatott helyvektora a kartéziuszi KR-ben –

peremelem módszer esetén
[δrl] az St–n értelmezett rl vektormező szakadása L mentén – v.ö.: (6.15)
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R az M és Q pontok közötti távolság
RS az ab indexek lehetséges értékeinek részhalmaza – v. ö.: 4. o.
R̃(s) a P (s) pont P pontra vonatkoztatott helyvektora – v.ö.: 5.3 ábra, 40. o.
R(s) és R(P ) a P (s) és P pontok helyvektorai – v.ö.: 5.3 ábra, 40. o.
sk(Q) erőfeszültségek oszlopvektora – v.ö.: (8.55), (8.70)
S a V térbeli tartomány határfelülete
Su és St az S határfelület részei
(k)

S u és
(i)

S t az Su és St felület részei – v.ö.: 5.1 ábra

Skλ(
o
M,Q),

Ŝkλ(
o
M,Q)

a (8.55)-ben álló mátrix (illetve a mátrix elemeit adó mennyiségek)

tk feszültségvektor
t̂k az St–n, illetve az Lt–n előírt feszültségvektor
tkl az erőfeszültség tenzora (klasszikus esetben szimmetrikus)
tκλ erőfeszültségek síkfeladatokra kartéziuszi KR-ben
o
tκλ partikuláris megoldás erőfeszültségekre – v.ö.: (8.1)

Tlλ(
o
M,Q) a (8.42a,b) képletekkel értelmezett alapmegoldás

u fajlagos rugalmas energia
uk elmozdulásvektor
ûk az Su–n, illetve az Lu–n előírt elmozdulásvektor
uk, ūk alapváltozók vektorai – v.ö.: (8.26) előtti bekezdés
Ukl(M,Q) alapmegoldás – v.ö.: (8.35)
vl(x) a V -n és S–en értelmezett vektormező [v.ö.: (1.9) és (3.8a,b)]
V egyszeresen vagy többszörösen összefüggő térbeli tartomány
wb az St–n értelmezett Lagrange féle multiplikátor
[δwb] az St–n értelmezett δwb vektormező szakadása L mentén – v.ö.: (5.32)

és (6.15)
w̃b az St–n és V -n értelmezett vektormező
∗
wb a g görbén értelmezett Lagrange féle multiplikátor
(x) az (x1, x2, x3) térbeli görbevonalú, vagy (x1, x2) síkbeli görbevonalú ko-

ordináták összessége
(x1, x2, x3) és
(x1, x2)

tetszőleges görbevonalú {térbeli}[síkbeli] KR

(x1, x2, x3) és
(x1, x2)

{térbeli}[síkbeli] egyenesvonalú kartéziuszi KR

Q a hatás forrásának pontja vagy forráspont
o
Q a forrás pontja a kontúrra lokalizált

Görögbetűs jelölések alfabetikus sorrendben. A sorrend kis illetve nagybetű.

α anyagjellemző (mikropoláris testre)
αab a V -n értelmezett, elegendően sima egyébként tetszőleges tenzormező

[klasszikus esetben szimmetrikus (1.9), mikropoláris esetben nem (3.8b)]
β l
k a V -n értelmezett, elegendően sima egyébként tetszőleges tenzormező –

v.ö.: (3.8a)]
δe, . . . , δH variálás az e, . . . ,H változók szerint
δr̃l, δw̃η a (2.21), (2.21) és (2.24) differenciálegyenletek megoldásai
γkl alakváltozási tenzor (mikropoláris eset)
δkl Kronecker szimbólum
εpqr, εklm permutációs tenzorok
κ b
a görbületi (forgási) alakváltozási tenzor (mikropoláris eset)
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ϕk merevtestszerű illetve független forgás (klasszikus és mikropoláris eset)
μ nyírási rugalmassági modulus (klasszikus és mikropoláris eset)
μ̂b előírt erőpárfeszültség
μab erőpárfeszültség tenzor illetve nyomatéki feszültségi tenzor (mikropoláris

eset)
μκ3 erőpárfeszültségek síkfeladatokra kartéziuszi KR-ben
ν Poisson szám
(ξ) a (ξ1, ξ2, ξ3) koordináták összessége
(ξ1, ξ2, ξ3) és (ξ1, ξ2) felületi, illetve kontúrhoz igazodó görbevonalú KR
Π a teljes potenciális energia funkcionál
ΠS a mellékfeltételeket tartalmazó integrálok összege {klasszikus eset (2.34)}

[mikropoláris eset (4.23)]
ΠVS ,Π

St
S ,ΠSuS ,ΠGS a mellékfeltételeket tartalmazó integrálok {klasszikus eset (2.35a,b,c)}

[mikropoláris eset (4.24a,b,c,d)]
Π1 módosított teljes potenciális energia funkcionál {klasszikus eset (2.30)}

[mikropoláris eset (4.18)]
ΠV1 ,Π

St
1 , CSu

1 klasszikus esetben a Π1 funkcionált alkotó integrálok – v.ö.: (2.27)
ΠV1 ,Π

St
1 , CSu

1 , CG
1 mikropoláris esetben a Π1 funkcionált alkotó integrálok – v.ö.: (4.18)

Π2 szabad variációs feladat funkcionálja {klasszikus eset (2.13)} [mikropo-
láris eset (4.10)]

ΠV2 ,Π
St
2 ,ΠSu

2 ,ΠG2 a Π2 funkcionálokat klasszikus esetben alkotó integrálok – v.ö.: (2.13)
ΠV 1

2 ,ΠV 2
2 ,ΠSt

2 ,

ΠSu
2 ,ΠG2 , C

Su
2

a Π2 funkcionálokat mikropoláris esetben alkotó integrálok – v.ö.: (4.10)

ρk a V -n és S–en értelmezett vektormező [v.ö.: (3.8a,b)]
τη a g görbe, illetve síkbeli tartomány esetén a kontúr érintő egységvektora
Ψl az (1.8) képletben álló vektormező
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1. Az egyensúlyi egyenlet általános és teljes megoldásának
származtatása virtuális munka elvből – klasszikus eset

1.1. Irodalmi előzmények. Az ún. egyensúlyi egyenletek megoldását tetszőleges terhelésre –
egy zárt felülettel határolt egyszeresen összefüggő test esetén – általános megoldásnak nevezzük.

Teljes az egyensúlyi egyenletek megoldása, ha több zárt felülettel határolt egyszeresen össze-
függő tartomány tetszőleges, azaz az egyes zárt felületek nem szükségképpen önegyensúlyi ter-
helései esetén is teljesül az egyensúlyi egyenletet.

A klasszikus feladatok keretei között Airy [2] találta meg a síkbeli egyensúlyi egyenlet meg-
oldását feszültségfüggvényekkel. Az Airy féle feszültségfüggvény általánosítása háromméretű
feladatokra Maxwell [35] és Morera [37] nevéhez fűződik, akik két egymástól különböző
megoldást állítottak fel. Ezek mindegyike három–három feszültségfüggvényt tartalmaz. Bel-

trami [5] észrevette, hogy az említett megoldások megkaphatók az általa javasolt megoldásból,
feltéve hogy a megoldásában álló szimmetrikus tenzor alkalmasan választott három–három ele-
mének helyére zérust írunk. A Beltrami féle megoldás teljességét többek között Ornstein [43],
Günther [15] valamint Dorn & Schield [13] igazolta, a bizonyítások azonban csak egyetlen
zárt felülettel határolt tartományra érvényesek. Ezt a körülményt Rieder [45] vette észre, ami-
kor megfigyelte, hogy több zárt felülettel határolt tartományok esetén a Beltrami féle megoldás
önegyensúlyi minden zárt felületen következésképp nem lehet teljes. A Beltrami féle megol-
dás alkalmas, intuitív úton választott kiegészítésével egymástól függetlenül Schaefer [47] és
Gurtin [16] talált egymástól formálisan különböző, de teljes megoldásokat.

Az idézett cikkekben a feszültségfüggvények bevezetése intuitive történt. Ebben a tekintetben
az előrelépés Tonti [80] és Stippes [55] érdeme, akik a nem teljes Beltrami féle megoldást
variációs elvből (Tonti), illetve a virtuális munka elvből (Stippes) származtatták. Problémát
jelentett azonban, hogy mellékfeltételként a hat Saint Venant féle kompatibilitási feltételt
alkalmazták, holott ezek nem függetlenek egymástól [29]. Ebből adódik, hogy az így nyert
megoldás, amely megegyezik formailag a Beltrami féle megoldással hat feszültségfüggvényt foglal
magába, holott Beltrami szerint három feszültségfüggvény elegendő tetszőleges feszültségi állapot
megadásához, ha a tartományt egyetlen zárt felület határolja.

Ez az ellentmondás az ún. Southwell féle paradoxon [51], [52] duális párja (ez kitűnik a pa-
radoxon rövid áttekintését adó következő szakasz szövegéből). Érdemes azt is megemlíteni, hogy
a matematikai átalakítások során mindkét szerző, azaz Tonti is és Stippes is figyelmen kívül
hagyta a test határfelületén megjelenő integrálokat és azt is feltételezték, hogy nincs térfogaton
megoszló terhelés.

A klasszikus esetben Southwell [51], [52] volt az első, aki a kompatibilitási feltételeket a
teljes kiegészítő energia maximum elvből 2, mint variációs elvből származtatta. Ugyanakkor
arra is rámutatott, hogyha három feszültségfüggvényt alkalmaz – a Maxwell [35] és Mor-

era [37] féle megoldásokat használta fel – akkor csak három kompatibilitási differenciálegyenlet
következik a hat Saint Venant féle kompatibilitási egyenlet közül a stacionaritási feltételből.
Mivel egy zárt felülettel határolt tartományon tetszőleges feszültségi állapot megadható alkal-
masan választott három feszültségfüggvénnyel – több zárt felülettel határolt tartomány és/vagy
zérustól különböző térfogati terhelés esetén a feszültségfüggvénnyel nyerhető megoldást ki kell
egészíteni az egyensúlyi egyenletek egy partikuláris megoldásával – Southwell ellentmondásra
jutott, hiszen az alakváltozásmezők kompatibilitásának elégséges feltétele a hat Saint Ven-

ant féle kompatibilitási egyenlet fennállása. A paradoxont, amelyre jutott, utána nevezték el
Southwell paradoxonnak.

Abovszki, Andrejev és Deruga könyve [1] kiemelten foglalkozik a klasszikus rugalmasság-
tan variációs elveivel, többek között azokkal a variációs elvekkel is, ahol az egyensúlyi egyenletek
feszültségfüggvényekkel való megoldása jelenik meg, mint a probléma egyik Euler egyenlete.
Tonti és Stippes cikkeihez képest van előrelépés a peremen megjelenő integrálok tekintetében
is, de az átalakítások részben hibásak és hiányoznak azok a tagok a megoldásból amelyek bizto-
sítanák, hogy a megoldás több zárt felülettel határolt tartományon is érvényes legyen. Ennek az

2Gyakran nevezik a teljes kiegészítő energia minimum elvnek
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az oka, hogy az egyensúlyi egyenletek egy partikuláris, nem zérus térfogati terhelésre érvényes
megoldását a szerzők ismertnek tételezik fel, és így az egyensúlyi egyenlet általános megoldása és
a partikuláris megoldás különbsége jelenik meg Euler egyenletként. A Southwell paradoxon
duális párja ez esetben is megoldatlan marad.

1.2. Célkitűzések. A fenti szakaszban megfogalmazott problémák alapján a szerző célul tűzte
ki az alábbi, klasszikus esetre vonatkozó problémák megoldását:

• Az egyensúlyi egyenletek általános és teljes, három feszültségfüggvényt tartalmazó megol-
dásának származtatását a virtuális munka elv segítségével több zárt felülettel határolt
egyszeresen összefüggő testre, megoldva ezzel a Southwell paradoxon duális párját.

• Az első célkitűzéssel összefüggésben annak megmutatását, hogy milyen fontos szerepet
játszanak a megoldásban a mellékfeltételek (három független kompatibilitási feltétel a
tartományon és alakváltozási peremfeltételek a tartomány peremén).

• Az integráltranszformációk során megjelenő felületi integrálok alkalmas átalakítását és a
végső alakok, illetve a vonatkozó peremfeltételek mechanikai jelentésének tisztázását.

A megoldás gondolatmenete és főbb lépései a [72], [74] és [75] alapján kerülnek bemutatásra.

1.3. A feladat megfogalmazása.
1.3.1. Jelölje rendre x, illetve ξ az x1, x2, x3 térfogati, illetve a ξ1, ξ2, ξ3 felületi koordináták
összességet. A jelen 1. Fejezetben az egyszeresen összefüggő, egy vagy több zárt felülettel
határolt V tartomány képezi a vizsgálat tárgyát. Jelölje S = Su∪St; Su∩St = 0 a V tartomány
határfelületét és annak két részét. Az Su és St felületrészeket a g görbe választja el egymástól.

τ

y1

y2

y3
Q

P κ

g

S
(1)

V

S t

u

(1)

g(2)
S

(2)

u

(1)

S t
(2)

1.1. ábra.
Az 1.1. ábrán vázolt két zárt felület határolta tartomány esetén

Su = S(1)
u ∪ S(2)

u , St = S
(1)
t ∪ S

(2)
t és g = g(1) ∪ g(2) .

A klasszikus rugalmasságtan primál rendszerének mezőegyenleteit az

(1.1) ekl(x) =
1

2
(ul;k + uk;l) = u(k;l) x ∈ V
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primál értelmező egyenlet (primál kinematikai egyenlet), az anizotróp esetre érvényes

(1.2) tkl = Cklpqepq x ∈ V

primál konstitutív egyenlet (Hooke törvény) – Cklpq a rugalmassági állandók negyedrendű ten-
zora –, és a

(1.3) tkl..;k(x) + bl = 0 x ∈ V

primál mérlegegyenlet alkotják, ahol uk, ekl, tkl és bl rendre az elmozdulásvektor (alapváltozó),
az alakváltozási és feszültségi tenzor (az elsődleges és másodlagos közbülső változó), illetve a
térfogati terhelés (a forrásváltozó). A zárójelpárban álló (k; l) indexkettős a vonatkozó tenzor
szimmetrikus részét jelöli.

Legyen ûk és t̂l előírt elmozdulás illetve feszültség.
Az (1.1), (1.2) és (1.3) mezőegyenletekhez az

(1.4) uk = ûk ξ ∈ Su

elmozdulási és az

(1.5) nkt
kl = t̂l ξ ∈ St

feszültségi peremfeltételek társulnak. Az (1.5) képletben álló nk a külső normális egységvektor.
Speciális esetben, ha az St üres, akkor S = Su (Dirichlet feladat), ha az Su üres, akkor

S = St (Neumann feladat).
1.3.2. Jól ismert potenciálelméleti eredmény [17], hogy a bl térfogati terhelés mindig megad-

ható a

(1.6) bl = −ΔBl(x) = −gpqBl
.;pq x ∈ V

alakban [gpq a metrikus tenzor az (x1, x2, x3) görbevonalú KR-ben]. A Bl(x) vektormező számí-
tása két lépésben történik:

1. Az első lépésben az (x1, x2, x3) kartéziuszi KR–ben határozzuk meg Bl értékét. Jelölje a
P futópont koordinátáit xr(P ). Legyen az xr(Q) koordináták által meghatározott Q pont
az a pont, ahol a Bl–t számítjuk. A Bl vektor Q pontbeli értékét a

(1.7) Bl [xr(Q)] =
1

4π

∫
V

bl [xr(P )]

|xs(P )− xs(Q)|dVP Q ∈ V

integrál adja.
2. A második lépésben az (x1, x2, x3) görbevonalú KR-be kell transzformálni a Bl [xr(Q)]

vektort.
Mivel az (1.6), (1.7) egyenletek alapján maga a Bl vektormező is képezhető egy másik, mondjuk
a Ψl vektormezőből oly módon, hogy erre a vektormezőre működtetjük a Laplace operátort,
adódik a következtetés, hogy a

(1.8) bl = −ΔΔΨl = −gpqgmnΨl
.;mnpq x ∈ V

előállítás ugyancsak lehetséges.
1.3.3. A duál egyenletrendszer áttekintése előtt szükség lesz néhány fogalom bevezetésére.
Az ekl(x) alakváltozásmezőt [kompatibilisnek]{kinematikailag lehetségesnek} nevezzük, ha az

(1.1) kinematikai egyenleteknek van egyértékű megoldásuk az ul elmozdulásmezőre {és a megol-
dás eleget tesz az (1.4) elmozdulási peremfeltételnek}.

Tekintettel az (1.1) kinematikai egyenletekre azt mondjuk, hogy [kompatibilis]{kinematikailag
lehetséges} a V -n értelmezett elegendően sima ul(x) vektormező [ha további feltételeknek nem
tesz eleget] {ha teljesíti az (1.4) elmozdulási peremfeltételt}.

A tkl(x) feszültségmezőt [egyensúlyinak]{statikailag lehetségesnek} nevezzük, ha kielégíti az
(1.3) egyensúlyi egyenletet {és az (1.5) feszültségi peremfeltételt}.

Az αab a V -n értelmezett, elegendően sima, szimmetrikus, egyébként tekintetben pedig tet-
szőleges tenzormező. AB-vel jelöljük az ab indexek azon részhalmazát, amelyre nézve a

(1.9)
1

2
(vA;B + vB;A) = αAB(x) x ∈ V
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differenciálegyenletnek mindig van megoldása a vl vektormezőre. Nyilvánvaló, hogy az AB in-
dexpárnak csak három különböző értéke lehet. Jelölje RS a kiegészítő halmazt, vagyis azon
indexpárokat amelyek együtt az AB indexpárokkal kiadják az összes lehetséges értékét az ab

indexpároknak. Nyilvánvaló, hogy az RS indexpároknak három különböző értéke lehet, ha a
szimmetriára is tekintettel vagyunk.

Az Eab szimmetrikus inkompatibilitási tenzort az

(1.10) Eab(x) = εakmεblpekl;mp x ∈ V

egyenlet értelmezi (εakm a permutációs tenzor felső indexes alakja). Az

(1.11) Eab(x) = 0 x ∈ V

egyenlet az ún. hat Saint Venant féle kompatibilitási feltétel, lásd pl.: [33].
1.3.4. Legyen Hyd feszültségfüggvény tenzor. A duál egyenletrendszer mezőegyenleteit a

(1.12) tpl(x) = εpykεldrHyd;kr + gpqBl
.;q + glqBp

.;q − gplBk
.;k x ∈ V

duál értelmező egyenlet, a

(1.13) emn(x) =
−1
Cmnpl t

pl x ∈ V

duál konstitutív egyenlet (a Hooke törvény megfordítása,
−1
Cmnpl a Cklpq inverze), valamint az

(1.14) ERS(x) = εRkmεSlpekl;mp = 0 x ∈ V

duál mérlegegyenlet (három független kompatibilitási egyenlet) alkotják. A fenti egyenletrend-
szerben a szimmetrikus Hyd, tpl és ekl tenzorok alkotják az alapváltozót, illetve az elsődleges és
másodlagos közbülső változót. A forrásváltozó azonosan zérus.

Az (1.12), (1.13) és (1.14) mezőegyenletekhez az

eλκ − û(λ;κ) = 0 , ξ ∈ Su(1.15a)
(e3κ − û3|κ)‖λ + bαλ(eακ − ûα|κ)− (eκλ;3 − eλ3;κ) = 0 ξ ∈ Su(1.15b)

alakváltozási (bαλ az S felület görbületi tenzora), az

(1.16) n3E3b = ε3ηκεbdpeηd;κp = 0 ξ ∈ St

kompatibilitási, valamint a feszültségekre vonatkozó

(1.17) n3ε
3ηκεldrHηd;κr + a3qBl

.;q + alqB3
.;q − a3lBk

.;k = t̂l ξ ∈ St

peremfeltételek csatlakoznak [akl a metrikus tenzor a (ξ1, ξ2, ξ3) felületi KR-ben].
1. Megjegyzés: Az (1.17) peremfeltétel helyett mind síkbeli, mind pedig térbeli feladatok

esetén közvetlenül a Hηd feszültségfüggvényekre és a Hηd;3 normálirányú deriváltra is róható ki
peremfeltétel [39], [26].

2. Megjegyzés: Az (1.12) duál kinematikai egyenlet az (1.3) primál egyensúlyi egyenlet
teljes megoldása. A fenti teljes megoldást Schaeffer találta intuitív módon [47]. A feszült-
ségfüggvény tenzor szerkezete nem lehet tetszőleges, fenn kell állnia a HAB = 0 feltételnek [14].
Másként fogalmazva tetszőleges feszültségi állapot megadható a HRS feszültségfüggvényekkel,
azaz három feszültségfüggvénnyel. Vegyük azt is észre, hogy az (1.12) duál kinematikai egyenlet-
ben az utolsó három tag a nem zérus térfogati terheléshez tartozó partikuláris megoldást adja.
Több zárt felülettel határolt tartomány esetén zérus térfogati terhelés mellett is szerepelniük
kell ezeknek a tagoknak a képletben, mivel a HRS feszültségfüggvényekből számított feszültségi
állapot önegyensúlyi minden egyes zárt felületen. Ekkor az (1.6)-ban bl = 0 és a Bl harmonikus.

3. Megjegyzés: A Gurtin által talált

(1.18) tpl = εpykεldrHyd;kr + gpqΔΨl
.;q + glqΔΨp

.;q − gpqgmlΨk
.;kmq x ∈ V

megoldás ugyancsak teljes.
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4. Megjegyzés: Az (1.14), (1.15a), (1.15b) és (1.16) egyenletek teljesülése estén kinemati-
kailag lehetséges az ekl(x) alakváltozásmező. Az alakváltozási peremfeltételek felállítása, jelen-
tőségük felismerése és az állítás nem elemi igazolása Kozák nevéhez fűződik, lásd [27], [26] és
[28], az igazolást illetően pedig [75].

5. Megjegyzés: Az (1.15a), (1.15b) alakváltozási peremfeltételek fennállása biztosítja az

(1.19) eκλ‖ϑ + eλκ‖ϑ − (ûλ|κ)‖ϑ − û3|λbϑκ = 0 . ξ ∈ Su

egyenlet teljesülését [75].
6. Megjegyzés: Tekintsük az ul elmozdulásmezőt S-n, az ekl alakváltozásmezőt pedig V -n

és S-n. Ha fennáll az (1.15a), (1.15b) alakváltozási peremfeltétel az ul ∈ S elmozdulásmező és az
ekl alakváltozásmező között, és ha az ekl alakváltozásmező eleget tesz az (1.14) kompatibilitási
differenciálegyenletnek, akkor nyilvánvaló a 4. Megjegyzés alapján, hogy létezik olyan egyér-
tékű ul elmozdulásmező a V –n, amely megegyezik S-n az ott tekintett ul elmozdulásmezővel.
Az 5. Megjegyzés alapján pedig azonnal következik, hogy fennáll az (1.19) azonosság is S–n.

7. Megjegyzés: Ha fennáll az (1.15a), (1.15b) alakváltozási peremfeltétel a teljes S felületen,
vagy annak egy részén, akkor ugyanitt identikusan fennáll az (1.16) kompatibilitási peremfeltétel.

1.3.5. A virtuális munka elv általános primál alakja a

(1.20)
∫
V
tkl ekl dV −

∫
V
blul dV −

∫
S
n3t

3lul dA = 0

módon írható fel. A fenti egyenlethez a következő direkt állítás tartozik: Ha ekl(x)–et az (1.1)
kinematikai egyenletből számítjuk, ahol uk(x) kompatibilis elmozdulásmező és az (1.20) egyenlet
tetszőleges, kompatibilis uk(x) elmozdulásmezőre fennáll, akkor a tkl(x) feszültségmező egyensúlyi.

Az (1.1) kinematikai egyenletek mint mellékfeltételek helyettesítése és parciális integrálás után,
azaz kihasználva, hogy ∫

V
tklu(l;k)dV =

∫
S
n3t

3luldA−
∫
V
tkl..;kuldV

azonnal következik az állítás a rendezés után adódó∫
V
(tkl..;k + bl)uldV = 0

egyenletből, hiszen ul tetszőleges V –n.
Az utóbbi állítás fényében az alábbi kérdések merülnek fel:
1. Következik–e a virtuális munka elv általános primál alakjából a primál egyensúlyi egyenle-

tek Schaefer [47] által talált (1.12) alatti teljes megoldása – azaz az egyensúly fennállása
– három feszültségfüggvénnyel. Stippes az (1.11) alatti hat Saint Venant féle kompa-
tibilitási egyenletet alkalmazta mellékfeltételként – ezek nem függetlenek egymástól – a
térfogaton [55], ezért eredménye hat feszültségfüggvényt tartalmazott három helyett. Már
korábban is utaltunk rá, hogy ez az ellentmondás a Southwell paradoxon duális párja.

2. Felmerül második kérdésként tehát a mellékfeltételek problémája mind a V térfogati tar-
tományon, mind pedig annak S peremén. Ezt a kérdésfeltevést az is indokolja, hogy
az Irodalmi előzmények című szakaszban idézett munkák – pl. [55], [80] – nem szentel-
tek kellő figyelmet a felületi integráloknak és a felületi integrálok alkalmas átalakításával
adódó eredményeknek.

3. Következik–e a virtuális munka elv általános primál alakjából a primál egyensúlyi egyen-
letek Gurtin [17] által talált (1.18) alatti teljes megoldása.

1.4. Mellékfeltételek és a virtuális munka elv átalakítása.
1.4.1. Alábbiak a [72] és [74] előadások, valamint a [75] tanulmány alapján tekintik át a mellék-
feltételek és a virtuális munka elv átalakításának kérdését. Az átalakítások célja az 1., 2. és 3.
alatt felvetett problémák megoldása.

A részleteket illetően – különösen a felületi integrálok alkalmas átalakítása igényel sok munkát
és figyelmet – az idézett [75] cikkre, valamint a jelen értekezés függelékére utalunk. A későb-
biek során, ahol szükséges, pontosan megnevezzük a vonatkozó képletszámot illetve az értekezés
függelékének vonatkozó szakaszát.
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Az (1.6) és (1.8) előállítások felhasználásával a virtuális munka elvben szereplő

(1.21) IBV = −
∫
V
blul dV

integrál az

(1.22) IBV 1 =

∫
V
ΔBl ul dV illetve az IBV 2 =

∫
V
ΔΔΨl ul dV

alakba írható át. A fenti két integrál további transzformációjának az a célja, hogy a térfogati
integrál integrandusza az alakváltozási tenzort tartalmazza az elmozdulásvektor helyett.

A Függelék (A.2.6) és (A.2.8) képleteinek felhasználásávál az IBV 1 integrál tekintetében

(1.23) IBV 1 = −
∫
V
(gpqBl

.;q + glqBp
.;q − gplBk

.;k) elp dV +

∫
S
n3 (a

3qBl
.;q + alqB3

.;q − a3lBk
.;k)ul dA

az eredmény.
Hasonló módon adódik az (A.2.9) és az (A.2.11) képletek felhasználásával, hogy

(1.24) IBV 2 =−
∫
V
(gpqΔΨl

.;q + glqΔΨp
.;q − gpqgmlΨk

.;kmq) elp dV

+

∫
S
n3 (a

3qΔΨl
.;q + alqΔΨ3

.;q − a3qamlΨk
.;kmq)ul dA .

Az (1.23) képlet helyettesítésével azt kapjuk a virtuális munka elv (1.20) alatti alakjából, hogy

(1.25) IVMB =

∫
V
[tpl − (gpqBl

.;q + glqBp
.;q − gplBk

.;k)] elp dV

−
∫
S
n3 [t

3l − (a3qBl
.;q + alqB3

.;q − a3lBk
.;k)]ul dA = 0 .

Ugyanilyen módon kapjuk az (1.24) képlet helyettesítésével a virtuális munka elv (1.20) alatti
alakjából az elv Ψl–t tartalmazó formáját:

(1.26) IVMΨ =

∫
V
[tpl − (gpqΔΨl

.;q + glqΔΨp
.;q − gpqgmlΨk

.;kmq) elp ] dV

−
∫
S
n3 [t

3l − (a3qΔΨl
.;q + alqΔΨ3

.;q − a3qamlΨk
.;kmq)]ul dA = 0 .

Továbbiakban a mellékfeltételek kérdését vizsgáljuk.
1.4.2. Az (1.25) és (1.26) egyenletek a virtuális munka elv általános primál alakjai, ha a

térfogati terhelés a Bl(x) vagy a Ψl(x) potenciálfüggvény segítségével adott. Vegyük észre, hogy
az (1.25) és az (1.26) egyenletek mindegyikében az összetartozó kompatibilis elp alakváltozásmező
és az ul elmozdulásmező rendre a test V térfogatán illetve az S határfelületen jelenik meg.

Visszaidézve most a 6. Megjegyzésben mondottakat következik, hogy a keresett mellékfel-
tételeket a V –n tekintett (1.14) kompatibilitási differenciálegyenlet, valamint az S–n tekintett
(1.15a), (1.15b) alakváltozási peremfeltételek alkotják, és szerepe lehet az (1.19) azonosságnak
is az átalakításokban.

1.4.3. Mivel a mellékfeltételek nem helyettesíthetők közvetlenül a virtuális munka elv (1.25),
illetve (1.26) alatti alakjába, a Lagrange féle multiplikátor technika alkalmazására van szükség.
A

Hlk = Hkl , x ∈ V

H̃ηϑ = H̃ϑη , ξ ∈ S

H̃ηϑ;3 = H̃ϑη;3 , ξ ∈ S(1.27)

H̃η3 = H̃3η ≡ 0 ξ ∈ S

és
H̃33 ≡ 0 ξ ∈ S
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határozatlan Lagrange multiplikátorokkal

(1.28) IV1 =

∫
V
εRkmεSlpekl;mpHRS dV ≡ 0

és

(1.29) IS1 =

∫
S
n3ε

κη3ελϑ3{(eλκ − u(λ|κ))H̃ηϑ;3

+ [(e3κ − u3|κ)‖λ + bαλ(eακ − uα|κ)− (eκλ;3 − eλ3;κ)− bββ(eλκ − u(λ|κ))]H̃ηϑ

+[eκλ‖ϑ + eλκ‖ϑ − (uλ|κ)‖ϑ − u3|λbϑκ]H̃η3 − bηϑ(eλκ − u(λ|κ))H̃33} dA ≡ 0 .

a mellékfeltételek integrál alakja. Következésképp a fenti két integrál összege is zérus:

(1.30) IV S1 = IV1 + IS1 ≡ 0 .

A mellékfeltételek fenti integrábilis alakja további magyarázatra szorul. A következő 8.-15. alatti
Megjegyzéseknek ezért az a célja, hogy megvilágítsák a választás hátterét és segítséget nyújt-
sanak a végső átalakításokhoz.

8. Megjegyzés: Egyenlőre feltételezzük, hogy különböznek zérustól a H̃η3 = H̃3η és H̃33

Lagrange multiplikátorok. Megmutatjuk később – utalunk itt a 16. Megjegyzésre –, hogy
ezek értéke nem befolyásolja a peremfelület feszültségi állapotát és így valójában zérusnak vá-
lasztható az említett multiplikátorok értéke [75].

9. Megjegyzés: Vegyük észre, hogy formáját tekintve kovariáns derivált a H̃ηϑ;3 = H̃ϑη;3

Lagrange féle multiplikátor. Kihasználva a Függelék (A.1.5), (A.1.7) és (A.1.8) alatti képleteit
írhatjuk, hogy

H̃ηϑ;3 = H̃ϑη,3 + bση H̃σϑ + bσϑH̃ησ , ξ ∈ S

ahol tetszőleges függvénynek tekintjük a H̃ϑη,3 mennyiséget. Másként fogalmazva úgy vesszük,
hogy független a H̃ηϑ;3 derivált a H̃ηϑ(ξ) ξ ∈ S – től. (Ne feledkezzünk meg arról, hogy az S

felületen vagyunk, ahol az S felület normálisa mentén vett derivált a H̃ηϑ,3 függvény.)
10. Megjegyzés: Mivel az (1.14) kompatibilitási mezőegyenletek három független egyenletet

adnak – ezeket az RS indexpár azonosítja –, következik, hogy ugyancsak három a szükséges Hkl

Lagrange multiplikátorok száma és ezeket ugyanazon de most az alsó indexben írt RS indexpár
azonosítja. Másként fogalmazva zérusnak vehetők a HAB Lagrange multiplikátorok. (Valójában
ezen az észrevételen alapul majd a Southwell paradoxon duális párjának feloldása!)

11. Megjegyzés: A H̃ηϑ multiplikátor bővíthető a

−bββ(eλκ − u(λ|κ)) ξ ∈ S

taggal. Ez a tag valójában zérus hiszen a teljes peremfelületen teljesül – összhangban a 6. Meg-

jegyzéssel és û(λ|κ)–t gondolva u(λ|κ) helyére – az (1.15a) alakváltozási peremfeltétel. Vagyis a
bővítés nem befolyásolja a végeredményt.

12. Megjegyzés: Az (1.19) identitást – itt is a 6. Megjegyzéssel összhangban járunk el,
azaz ûk-t gondolunk uk helyére – vesszük a H̃η3 multiplikátor együtthatójának. Következésképp
nem számít, hogy zérus, vagy nem zérus a H̃η3 .

13. Megjegyzés: A H̃33 multiplikátornak is a 11. Megjegyzésben szereplő, de most
kissé másképp súlyozott, alakváltozási peremfeltétel az együtthatója. Ez ismét azt jelenti, hogy
érdektelen az a körülmény, hogy zérus-e, avagy nem a H̃33.

14. Megjegyzés: Érdemes arra is felhívni a figyelmet, hogy az alakváltozásmező eκλ;3 nor-
málirányú deriváltja is szerepel a mellékfeltételekben.

15. Megjegyzés: A következő interpretáció tartozik a 12. és 13. Megjegyzések fényében
az 1. Megjegyzéshez: Érdektelen az IV S1 integrál átalakítása során az a körülmény, hogy zérus
vagy nem zérus értékűek a H̃η3 és a H̃33 multiplikátorok. Azonban igazolni fogjuk a későbbiek
során, hogy mindig zérusnak vehető ez a két multiplikátor.
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1.4.4. Kibővítve a virtuális munka elv (1.25) és (1.26) alatti alakjait az (1.28) és (1.29)
mellékfeltételekkel a virtuális munka elv

(1.31a)
∫
V
[tpl − (gpqBl

.;q + glqBp
.;q − gplBk

.;k)] elp dV

−
∫
S
n3 [t

3l − (a3qBl
.;q + alqB3

.;q − a3lBk
.;k)]ul dA− IV S1 = 0 ,

és

(1.31b)
∫
V
[tpl − (gpqΔΨl

.;q + glqΔΨp
.;q − gpqgmlΨk

.;kmq)] epl dV

−
∫
S
n3 [t

3l − (a3qΔΨl
.;q + alqΔΨ3

.;q − a3qamlΨk
.;kmq)]ul dA− IV S1 = 0

alakjait kapjuk. A kivánt végeredmény elérése érdekében alakítsuk át parciális integrálások vég-
rehajtásával az IV S1 integrált. Az ennek részeként megjelenő IV1 transzformációja során alkalmas
indexátnevezésekkel Hkl-t írunk HRS helyére de nem feledkezünk meg arról sem, hogy a HAB

valójában zérus értékű.
Az ekl alakváltozási tenzort és az ul elmozdulásvektort tartalmazó tagok összegyűjtésével és

az
n3ε

κη3ελϑ3u3|κbϑλH̃η3 = 0 ξ ∈ S

egyenlőség kihasználásával írhatjuk, hogy

(1.32) IV S1 = IS1 + IV1 = IS1U + IS1E + IV1E ,

amelyben

(1.33) IS1U = −
∫
S
n3ε

κη3ελϑ3u(λ|κ)H̃ηϑ;3dA

+

∫
S
n3ε

κη3ελϑ3[−uλ|κ‖ϑH̃η3 − u(λ|κ)bηϑH̃33 + (bββu(λ|κ) − bαλuα|κ)H̃ηϑ] dA

+

∫
S
n3ε

κη3ελϑ3[−u3|κ‖λH̃ηϑ − u3|λbϑκH̃3η − u3|κbϑλH̃η3] dA ,

(1.34a) IS1E =

∫
S
n3ε

κη3ελϑ3{ eλκH̃ηϑ;3 + (eκλ‖ϑ + eλκ‖ϑ)H̃η3

+(e3κ‖λ + bαλeακ − eκλ;3 + eλ3|κ − bββeλκ)H̃ηϑ + bηϑeλκH̃33} dA
és

(1.34b) IV1E =

∫
V
εkrmεlspers;mpHlk dV .

Az (1.33) integrál átalakítása a Green tétel alkalmas átrendezéssel társuló ismételt alkalmazását
igényli. A részleteket illetően a Függelék A.2.4. szakaszára utalunk. A végeredményt véve
írható az (A.2.21) képlet alapján, hogy

(1.35) IS1U = −
∫
S
n3ε

3ηκεldpH̃ηd;pκul dA .

16. Megjegyzés: Legyen w̃l(ξ) és w̃l;3(ξ) két elegendően sima vektormező az S felületen.
Felidézve a vektormező kovariáns deriváltjának értelmezését úgy tekintjük a w̃l;3(ξ) vektormezőt,
mintha az az x /∈ S pontokban ismeretlennek vett w̃l(x) vektormező normális mentén vett
kovariáns deriváltja lenne. A

(1.36) H̃kl(ξ)− w̃(k;l)(ξ) különbséget gondolva H̃kl(ξ) ξ ∈ S
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helyére nem változtatjuk meg az (1.35) kifejezés értékét, mivel

ε3κηεldpw̃(η;d);pκ =
1

2
(ε3κηεldpw̃η;d);pκ +

1

2
(ε3κηεldpw̃d;ηκ);p

=
1

2
(ε3κηε3δπw̃η;δπ);κ +

1

2
ε3κη(ελ3πw̃η;3π + ελπ3w̃η;π3);κ ≡ 0 . ξ ∈ S

Figyeljük meg, hogy a zárójelben álló kifejezés nem igényli a wk;lκ–nál magasabbrendű kovariáns
deriváltak meghatározását, ha figyelembe vesszük a kovariáns deriválások sorrendjének felcserél-
hetőségét. Ugyanakkor a w̃k;l(ξ) függvény mindig megválasztható oly módon, hogy fennálljon
a

H̃k3 − w̃(3;k) = 0 ξ ∈ S

összefüggés. Ez a megállapítás egyben a H̃η3 = H̃3η = H̃33 = 0 feltevés helyességének igazolása
is.

1.4.5. Tekintettel a fenti 16. Megjegyzésben mondottakra valóban feltételezhetjük, hogy
a H̃kl szerkezetét tekintve eleget tesz az (1.27) alatti előfeltételeinknek. Ez a választás nem
befolyásolja az IS1E integrál értékét sem, hiszen a (1.36) baloldalán álló különbség egyszerűen
átnevezhető H̃kl-nek.

Az (1.34a,b) integrálok átalakítása hasonló az (1.33) integrál átalakításához. Részleteket ille-
tően a Függelék A.2.5. és A.2.6. szakaszaira utalunk. Ami az átalakítások eredményét illeti az
(A.2.27), (A.2.29a) és (A.2.31) felhasználásával kapjuk, hogy

(1.37) IS1E =

∫
S
n3ε

κρ3ελϑ3(−H̃λκeρϑ;3 + H̃λκ;3eρϑ) dA

és

(1.38) IV1E =

∫
V
εpykεldrHyd;krers dV +

∫
S
n3ε

κρ3ελϑ3(Hλκeρϑ;3 −Hλκ;3eρϑ) dA .

Az (1.35), (1.37), (1.38) és (1.32) képletek felhasználásával elvégezhető az (1.31a) egyenletben
kijelölt kivonás:

(1.39)
∫
V
[tpl − (εpykεldrHyd;kr + gpqBl

.;q + glqBp
.;q − gplBk

.;k)] elp dV

−
∫
S
n3 [t

3l − (ε3ηκεldpH̃ηd;pκ + a3qBl
.;q + alqB3

.;q − a3lBk
.;k)]ul dA

+

∫
S
n3ε

κρ3ελϑ3[−(Hλκ − H̃λκ)eρϑ;3 + (Hλκ;3 − H̃λκ;3)eρϑ] dA = 0 .

Mivel (1.39)-ben mind
ekl(x) , x ∈ V

eρϑ(ξ), eρϑ;3(ξ) ξ ∈ S

mind pedig
ul(ξ) ξ ∈ S

tetszőleges, a baloldal eltűnéséből a

(1.40) tpl = εpykεldrHyd;kr + gpqBl
.;q + glqBp

.;q − gplBk
.;k x ∈ V

mezőegyenlet és a

(1.41) H̃λκ −Hλκ = 0, H̃λκ;3 −Hλκ;3 = 0 , ξ ∈ S

valamint a

t3ρ = ε3λϑερdpH̃λd;pϑ + a3qBρ
.;q + aρqB3

.;q − a3ρBk
.;k ,

= ε3λϑ(ερ3κH̃λ3;κ − ερ3κH̃λκ;3);ϑ + a3qBρ
.;q + aρqB3

.;q − a3ρBk
.;k , ξ ∈ S(1.42a)

t33 = ε3λϑε3κρH̃λκ;ρϑ + a3qB3
.;q + a3qB3

.;q − a33Bk
.;k ξ ∈ S(1.42b)
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peremfeltételek fennállása következik, ahol tekintettel a (1.27)3,4, (A.1.5), (A.1.7) és (A.1.8)
összefüggésekre

H̃λ3;κ = H̃λ3|κ = H̃λ3,κ − ΓrλκH̃r3 − Γr3κH̃λr = bρκH̃λρ , ξ ∈ S(1.42c)

H̃λκ;ρ = H̃λκ|ρ = H̃λκ‖ρ − bλρH̃3κ − bκρH̃λ3 = H̃λκ‖ρ ξ ∈ S(1.42d)

17. Megjegyzés: Tekintettel a 9. Megjegyzésben álló képletre, valamint a (1.42c,b) egyen-
letekre könnyen megmutatható az (A.1.9), (A.1.10) és (A.1.11) összefüggések felhasználásával,
hogy a ϑ szerint vett kovariáns deriváltak – lásd az (1.42a) és (1.42b) képleteket – ugyancsak
megadhatók a H̃λκ és H̃λκ,3 segítségével.

1.4.6. Ha most behelyettesítjük az (1.41)1,2 összefüggéseket az (1.42a,b) összefüggésekbe, és
egybevetjük az eredményt az (1.40) formulával, akkor azt találjuk, hogy ugyanúgy kell számítani
a tpl feszültségeket mind a V -n, mind pedig az S-en, azaz az (1.40) képlet segítségével. Ugyan-
akkor hangsúlyozni kell, hogy az (1.41)1,2 és (1.42a,b) összefüggések szerint nem kívánja meg
a feszültségek számítása az S felületen a Hk3(ξ) és Hk3;3(ξ) ismeretét. Könnyen ellenőrizhető
az egyensúlyi egyenletekbe történő helyettesítéssel és az (1.6) összefüggés felhasználásával, hogy
egyensúlyi a feszültségek Hkl Lagrange multiplikátorok és Bl segítségével történő (1.40) alatti
előállítása.

18. Megjegyzés: Az (1.40) képlet által adott megoldás pontosan a Schaefer féle megoldás
– v.ö.: (1.12) vagy [47]. Ez ok miatt a Hyd multiplikátorokat feszültségfüggvényeknek nevezzük.
Viszszaidézve, hogy ebben a megoldásban a 6. Megjegyzés szerint HRS nem azonosan zérus és
HAB ≡ 0 továbbá, hogy Hkl szimmetrikus, adódik a következtetés, hogy három feszültségfügg-
vény elegendő, és ezek indexeit ugyanúgy kell megválasztani, mint a független kompatibilitási
egyenletek indexeit – hiszen csak ezek szerepeltek a mellékfeltételekben. Az (1.40), (1.41), (1.42a)
és (1.42b) egybevetéséből pedig az adódik, hogy a feszültségeket ugyanúgy kell számítani mind
V -n, mind pedig S-en. Vagyis a H̃kl multiplikátorok is feszültségfüggvények.

1.4.7. A virtuális munka elv (1.31a) alakjából az (1.39)-re vezető gondolatmenet megismétlé-
sével kapjuk, hogy∫

V
[tpl − (εpykεldrHyd;kr + gpqΔΨl

.;q + glqΔΨp
.;q − gpqgmlΨk

.;kmq)] elp dV

−
∫
S
n3 [t

3l − (ε3ηκεldpH̃ηd;pκ + a3qΔΨl
.;q + alqΔΨ3

.;q − a3qamlΨk
.;kmq)]ul dA

+

∫
S
n3ε

κρ3ελϑ3[−(Hλκ − H̃λκ)eρϑ;3 + (Hλκ;3 − H̃λκ;3)eρϑ] dA = 0 ,

ahonnan következik, hogy az egyensúlyi feszültségmező mind a V –n mind pedig az S–n a

(1.43) tpl = εpykεldrHyd;kr + gpqΔΨl
.;q + glqΔΨp

.;q − gpqgmlΨk
.;kmq x ∈ V

képletből számítható. Az (1.43) alatti megoldás a Gurtin által talált teljes megoldás [16].
19. Megjegyzés: A HAB ≡ 0 feltétel mindig teljesíthető a vl(x) x ∈ V vektormező alkalmas

megválasztásával, lényegében véve a
1

2
(vA;B + vB;A) = HAB x ∈ V

differenciálegyenletek megoldásával, mivel a

H̆kl = Hkl − 1

2
(vk;l + vl;k) x ∈ V

feszültségfüggvény tenzor teljesíti a ȞAB ≡ 0 feltételt. Figyeljük meg, hogy a v(k;l) feszültség-
függvényekhez nem tartozik feszültség. Ez az eredmény Finzi [14] eredménye.

1.5. Eredmények. A szerző eredményeit – ehelyütt is, és a további fejezetek végén is – pon-
tokba szedve ismerteti az értekezés:

1. A jelen fejezet legfontosabb eredménye annak igazolása, hogy szilárd testek esetén az
egyensúlyi egyenletek általános és teljes megoldása – azaz a több zárt felülettel határolt
testre érvényes Schaefer féle és Gurtin féle megoldás – levezethető a virtuális munka
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elv általános primál alakjából, feltéve, hogy az alakváltozásmezők kinematikailag lehetsé-
ges voltával kapcsolatos feltételek, közöttük a V tartományra vonatkozó független felté-
telek, mint mellékfeltételek, ismeretesek. A gondolatmenet anyagegyenlettől függetlenül,
geometriailag lineáris feladatokra érvényes.

2. Mivel a mellékfeltételek három független mezőegyenletet tartalmaznak következik, hogy
tetszőleges feszültségi állapot megadható három feszültségfüggvény segítségével. Ezzel
megoldást nyert a Southwell paradoxon duális párja. A gondolatmenet egyik eredmé-
nye Finzi intuitív módon elért eredményének, miszerint a Hkl feszültségfüggvény tenzor
szabály szerint kiválasztott három eleme – ezek indexeit AB jelöli – zérusnak választható,
független igazolása. Ugyancsak a gondolatmenet eredménye Kozák egyik eredményének,
miszerint a nem zérus elemek indexei pedig ugyanazok kell, hogy legyenek mint a független
kompatibilitási egyenletek RS indexei, független igazolása.

3. Az S felületen vett integrálok hosszadalmas és nehéz átalakításainak megadásával formáli-
san is igazolást nyert az a természetes követelmény, hogy a feszültségeket ugyanúgy kell
számítani mind a V –n mind pedig az S–n.

4. A gondolatmenet módszertani jelentőségű és más esetekben, így mikropoláris esetben is
[62] alkalmazható – ebben a tekintetben a 3.1.–3.5. szakaszokra is utalunk –, feltéve hogy
a kompatibilitás szükséges és elégséges feltételeit ismerjük.

Az eredményekkel kapcsolatos publikációkat illetően [72], [74] és [75] érdemel említést. A
felsorolt eredmények 100%–ban a szerző eredményei.
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2. Az egyensúlyi egyenlet általános és teljes megoldását adó
ellentmondásmentes variációs elvek és a statikai–kinematikai

analógia a peremfeltételekre – klasszikus eset

2.1. Irodalmi előzmények. Abovszkij, Andrejev és Deruga könyve [1], amelyet már az
előző fejezetben is idéztünk, olyan variációs elveket is bemutat, ahol az egyensúlyi egyenletek
megoldása feszültségfüggvényekkel az Euler egyenlet. Tonti [80] és Stippes [55] cikkeivel
szemben van előrelépés a test S határfelületén végzett átalakítások tekintetében, de mindazok a
tagok hiányoznak, amelyek szükségesek ahhoz, hogy a megoldás teljes legyen több zárt felülettel
határolt tartományon. Ennek az az oka, hogy az egyensúlyi egyenletek partikuláris megoldá-
sát előre ismertnek tételezik fel, és így az Euler egyenlet az egyensúlyi egyenletek általános
megoldásának és a partikuláris megoldásnak különbségét, azaz önegyensúlyi feszültségmezőt ad
eredményül. További probléma a mellékfeltételek száma (hat kompatibilitási egyenlet a V –n) és
a szükséges feszültségfüggvények száma közötti ellentmondás (három feszültségfüggvény elegendő
lenne, de az idézett Euler egyenletek hatot tartalmaznak).

Közismert, hogy az (1.14) kompatibilitási egyenletek és az egyensúlyi egyenletek Beltrami

féle megoldásának – ezt az (1.12) egyenlet jobboldalának első tagja adja – ugyanaz a matema-
tikai szerkezete: az (előbbi)[utóbbi] megkapható az (utóbbiból)[előbbiből], ha abban a (H) [ε]
helyett (ε–t)[H–t] írunk. Ezt a hasonlóságot statikai–kinematikai analógiának szokás nevezni.
Nyilvánvaló, hogy az alakváltozási peremfeltételek teljesülése egyben biztosítja a kompatibili-
tást az Su–n. Felidézve, hogy a kompatibilitás és az egyensúly duál fogalmak felmerül a kérdés:
hogyan kell megválasztani a feszültségfüggvényeket az St–én [Su duális párján] ha azt akarjuk,
hogy ne származzon belőlük feszültség. Más szavakkal: van-e mód a statikai-kinematikai analógia
peremfeltételekre vonatkozó kiterjesztésére?

2.2. Célkitűzések. Az előző szakaszban megfogalmazott problémák alapján a szerző célul
tűzte ki az alábbi feladatok megoldását:

• A fentebb részletezett gondolatok (teljesség, a szükséges feszültségfüggvények száma, in-
tegrálátalakítások a peremen) jegyében a vonatkozó variációs elvek módosítása és kiegé-
szítése.

• Ha lehetséges, a statikai–kinematikai analógia kiterjesztése a peremfeltételekre.
A megoldás gondolatmenete és főbb lépései a [72], [74] és [76] alapján kerülnek bemutatásra.

2.3. Szabad variációs feladat.
2.3.1. Felmerül a kérdés a virtuális munka elv általános primál alakjából következő (1.39) egyen-
lettel kapcsolatban, hogy vajon lehetséges-e olyan szabad variációs elvet létrehozni, ahol

• a vonatkozó funkcionál ekl alakváltozásmezők szerint vett variációjának eltűnése biztosítja
az (1.40) mezőegyenlet teljesülését a test V térfogati tartományán és az (1.41) peremfeltétel
teljesülését az St jelű peremrészen,

• továbbá, hogy az uk elmozdulásmező szerinti variációk eltűnése az (1.42a), (1.42b) perem-
feltételek, végső soron tehát a feszültségi peremfeltételek fennállását biztosítja St–n.

A keresett funkcionál a teljes potenciális energia funkcionálból vezethető le a térfogati terhelés
munkáját adó tag átalakításával – a főbb lépéseket tekintve úgy kell eljárni, mint a virtuális
munka elv esetén az előző 1. Fejezetben, az átalakításoknak pedig az a célja, hogy a tarto-
mányi integrálban csak az alakváltozásmező szerepeljen – ezt követően pedig a Lagrange féle
multiplikátortechnika segítségével figyelembe kell venni a mellékfeltételeket. A keresett funkci-
onál végleges alakját a multiplikátorok meghatározását követően azok értékének a funkcionálba
történő visszahelyettesítésével kapjuk meg.

A funkcionál értelmezési tartományát
az

(2.1a) ekl(x) x ∈ V

alakváltozásmező, az

(2.1b) uk(ξ) ξ ∈ St
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elmozdulásmező,
valamint

a

(2.1c) Hkl(x) x ∈ V

és a

(2.1d) H̃κλ(ξ), H̃κλ;3(ξ) ξ ∈ St

feszültségfüggvények alkotják majd.
Az utóbbi esetben, ahogy ezt eddig is feltételeztük, a feszültségfüggvények eleget tesznek a

(2.2) HAB(X) ≡ 0 x ∈ V és H̃k3(ξ) ≡ 0 ξ ∈ St .

feltételeknek.
1. Megjegyzés: Ezek a feltételek az 1. Fejezet eredményein alapulnak. Emlékeztetni kí-

vánjuk az olvasót, hogy a három ERS = 0 független kompatibilitási differenciálegyenlet megléte
miatt csak a három HRS Lagrange féle multiplikátorra, azaz három HRS feszültségfüggvényre
van szükség az egyensúly V –n történő fenntartásához.

2.3.2. A lineáris rugalmasságtan egyenleteit a funkcionál értelmezési tartományát alkotó, azaz
a fenti változókkal a

Cplrsers = εpykεldrHyd;kr + gpqBl
.;q + glqBp

.;q − gplBk
.;k , x ∈ V(2.3)

εRkmεSlpekl;mp = 0 x ∈ V(2.4)

mezőegyenletek és a

(2.5) H̃κλ −Hκλ = 0 , H̃κλ;3 −Hκλ;3 = 0 , ξ ∈ St

eλκ − u(λ;κ) = 0 , ξ ∈ St(2.6a)
(e3κ − u3|κ)‖λ + bαλ(eακ − uα|κ)− (eκλ;3 − eλ3;κ) = 0 , ξ ∈ St(2.6b)

eλκ − û(λ;κ) = 0 , ξ ∈ Su(2.7a)
(e3κ − û3|κ)‖λ + bαλ(eακ − ûα|κ)− (eκλ;3 − eλ3;κ) = 0 , ξ ∈ Su(2.7b)

(2.8a) t̂ρ = ε3λϑερdpH̃λd;pϑ + a3qBρ
.;q + aρqB3

.;q − a3ρBk
.;k , ξ ∈ St

(2.8b) t̂3 = ε3λϑε3κρH̃λκ;ρϑ + a3qB3
.;q + a3qB3

.;q − a33Bk
.;k ξ ∈ St

peremfeltételek alkotják. A fenti egyenletekhez az

(2.9) ûl − ul = 0 ξ ∈ g

folytonossági feltétel társul.
Emlékeztetjük az olvasót, visszaidézve az 5. oldal 5. Megjegyzését, hogy a (2.6a,b) peremfel-

tételek fennállása St-n az

(2.10) eκλ‖ϑ + eλκ‖ϑ − (uλ|κ)‖ϑ − u3|λbϑκ = 0 ξ ∈ St

egyenlet automatikus teljesülését, a (2.7a,b) peremfeltételek fennállása pedig az

(2.11) eκλ‖ϑ + eλκ‖ϑ − (ûλ|κ)‖ϑ − û3|λbϑκ = 0 ξ ∈ Su

egyenlet automatikus teljesülését biztosítja.
Az alábbiak arra mutatnak rá, hogy a (2.3) és a (2.4) mezőegyenletek, a (2.5)-(2.8b) peremfel-

tételek, valamint a (2.9) folytonossági feltétel teljesülése biztosítja a rugalmasságtan valamennyi
egyenletének fennállását.

Valóban a (2.4), (2.6a,b), (2.7a,b) és (2.9) egyenletek teljesülése biztosítja az alakváltozásme-
zők kinematikailag lehetséges voltát. A [75] 3.10. szakaszának első bekezdésében foglalt állítás
alapján – tekintettel a (2.9) folytonossági feltételre is – adódik a következtetés, hogy a (2.6a)
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és (2.6b) feltételek integrálása a tényleges uk(ξ) elmozdulásmezőt eredményezi St–n. Ha emel-
lett a (2.3) egyenlet is teljesül, akkor fennáll az egyensúly V -n, míg a (2.7a) és (2.7b) együttes
teljesülése biztosítja a feszültségi peremfeltétel fennállását.

2. Megjegyzés: Ehelyütt és a továbbiakban, egyszerűsége miatt, csak a Schaefer féle
megoldásra szorítkozunk. A lentebb bemutatott gondolatmenet azonban alkalmazható a Gurtin

féle megoldásra.
2.3.3. Visszaidézve a 2.3.1. szakasz második bekezdését a szabad variációs feladat funkcio-

nálja az alábbi, csupán gondolatmenetében részletezett, lépésekkel kapható meg:
1. Az (1.23) képletet helyettesítjük a teljes potenciális energia funkcionál (2.29) alatti képle-

tébe a térfogati terhelés munkájának helyére (ul = ûl az Su-n):

(2.12) Π(ekl, ul) =

∫
V
[
1

2
eplC

plrsers − (gpqBl
.;q + glqBp

.;q − gplBk
.;k)epl] dV−

−
∫
St

[t̂l − n3(a
3qBl

.;q + alqB3
.;q − a3lBk

.;k)]ul dA+

∫
Su

[n3(a
3qBl

.;q + alqB3
.;q − a3lBk

.;k)] ûl dA .

2. Mellékfeltételnek tekintjük a (2.4), (2.6a), (2.6b), (2.7a), (2.7b), (2.9), valamint a (2.10)
és (2.11) egyenleteket.

3. Hozzáadjuk a potenciális energia funkcionálhoz a mellékfeltételek alkalmas Langrange

multiplikátorokkal szorzott és a vonatkozó tartományokon integrált alakjait.
4. Meghatározzuk a funkcionál stacionaritási feltételéből a multiplikátorokat.
5. Visszahelyettesítjük a multiplikátorokat a funkcionálba.

A fenti, hosszadalmas és nagy figyelmet igénylő átalakítások után (különösen a 3. lépés kíván
ügyességet)

(2.13) Π2 = Π2(ekl, ul,HRS , H̃κλ, H̃κλ;3) = ΠV2 +ΠSt
2 +ΠSu2 +ΠG2

a keresett funkcionál, ahol
(2.14a)

ΠV2 =

∫
V
[
1

2
eplC

plrsers − (gpqBl
.;q + glqBp

.;q − gplBk
.;k)epl] dV +

∫
V
εkrmεlspers;mpHlk dV ,

(2.14b) ΠSt
2 = −

∫
St

[t̂l − n3(a
3qBl

.;q + alqB3
.;q − a3lBk

.;k)]ul dA

−
∫
St

n3ε
κη3ελϑ3{(eλκ − u(λ|κ))H̃ηϑ;3

+ [(e3κ − u3|κ)‖λ+ bαλ(eακ − uα|κ)− (eκλ;3 − eλ3;κ)− bββ(eλκ− u(λ|κ))]H̃ηϑ

+ [eκλ‖ϑ + eλκ‖ϑ − (uλ|κ)‖ϑ − u3|λbϑκ]H̃η3 − bηϑ(eλκ − u(λ|κ))H̃33} dA ,

(2.14c) ΠSu
2 =

∫
Su

n3(a
3qBl

.;q + alqB3
.;q − a3lBk

.;k) ûl dA

−
∫
Su

n3ε
κη3ελϑ3{(eλκ − û(λ|κ))Hηϑ;3

+ [(e3κ − û3|κ)‖λ+ bαλ(eακ − ûα|κ)− (eκλ;3 − eλ3;κ)− bββ(eλκ− u(λ|κ))]Hηϑ

+ [eκλ‖ϑ + eλκ‖ϑ − (ûλ|κ)‖ϑ − û3|λbϑκ]Hη3 − bηϑ(eλκ − û(λ|κ))H33} dA ,

és
(2.14d)

ΠG2 = −
∮
g
n3ε

κη3τϑ[(uϑ|κ − ûϑ|κ)H̃η3 − (u3|κ − û3|κ)H̃ηϑ] ds +

∮
g
τηεldpH̃ηd;p(ul − ûl) ds .

Vegyük észre, hogy a fenti funkcionál az összes feszültségfüggvényt tartalmazza, ideértve azokat
is, amelyeket zérusnak tekintünk. Amikor azt a kérdést vizsgáljuk, hogy milyen egyenletek
következnek a δΠ2 = 0 variációs elvből (a stacionaritási feltételből), akkor ki fogjuk használni,
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amint azt már korábban is tettük, hogy speciális szerkezetű a Hkl(x) és H̃kl(ξ) (lásd az 1. Fejezet
8. és 10. Megjegyzéseit – 7. o. – valamint a jelen fejezet 2.3.1. szakaszának (2.2) képletét).

2.3.4. A (2.13) alatti funkcionál

(2.15) δΠ2 = δeΠ2 + δuΠ2 + δHΠ2 + δH̃Π2 = 0

variációjának eltűnése, mint variációs elv, nemcsak a (2.3) és (2.4) mezőegyenletek, hanem a
(2.5), (2.6a,b), (2.7a,b), (2.8a,b) peremfeltételek és a (2.9) folytonossági feltétel fennállását is
biztosítja.

Alábbiakban röviden ismertetjük az igazolás gondolatmenetét. Az egyes változók szerint vett
variációk függetlensége miatt a (2.15) variációs elv a

δeΠ2 = δeΠ
V
2 + δeΠ

St
2 + δeΠ

Su
2 = 0 ,(2.16a)

δuΠ2 = δuΠ
St
2 + δuΠ

G
2 = 0 ,(2.16b)

δHΠ2 = δHΠV2 + δHΠSu2 = 0(2.16c)

és

(2.16d) δH̃Π2 = δH̃Π
St
2 + δH̃Π

G
2 = 0

egyenletekkel ekvivalens.
2.3.5. A (2.16a) egyenlet az alábbi lépésekkel hozható alkalmas alakra:
(a) Az (1.38) egyenletben álló ers, eρϑ;3 és eρϑ mennyiségeket δers, δeρϑ;3 és δeρϑ variációikkal

helyettesítjük és a H helyére H-t írunk. A kapott eredményt oly módon helyettesítjük
a δeΠ

V
2 kifejezés helyére, hogy az S felületen vett integrált az Su és St-n vett integrálok

összegének tekintjük,
(b) Az (1.34a) egyenletben álló S, H̃κλ és H̃κλ;3 helyére rendre St, δH̃κλ és δH̃κλ;3-t írunk.

Ezt követően ezekkel a betűcserékkel vesszük figyelembe, hogy az (1.34a) egyenletnek
az (1.37) egyenlet a végső alakja. A kapott eredmény ellentettjét a δeΠ

St
2 kifejezés helyére

helyettesítjük.
Végezetül
(c) az (1.34a) egyenletben álló S, H̃κλ és H̃κλ;3 helyére rendre Su, δHκλ és δHκλ;3-t írunk.

Ezt követően ezekkel a betűcserékkel vesszük, figyelembe hogy az (1.34a) egyenletnek
az (1.37) egyenlet a végső alakja. A kapott eredmény ellentettjét a δeΠ

Su
2 kifejezés helyére

helyettesítjük.
Az ezt követő átrendezéssel a

(2.17) δeΠ2 =

∫
V
[Cplrsers − (εpykεldrHyd;kr + gpqBl

.;q + glqBp
.;q − gplBk

.;k)] δelp dV

+

∫
St

n3ε
κρ3ελϑ3[−(Hλκ−H̃λκ)δeρϑ;3 + (Hλκ;3 − H̃λκ;3)δeρϑ] dA = 0

egyenletet kapjuk. A δelp , δeρϑ;3 és δeρϑ variációk tetszőlegessége miatt ebből az egyenletből a
(2.3) mezőegyenlet és a (2.5) peremfeltételek fennállása következik.

2.3.6. Vegyük észre, hogy δuΠ
St
2 az IS1U ellentettje, ha az utóbbiban Su, δuλ és δu3 kerül az

S, uλ és u3 helyére. Ha emellett kihasználjuk az (A.2.21) összefüggést – az ebben álló So, go és
u3 betűkombinációkat rendre Su, g és δu3-al helyettesítve –, akkor a (2.14d) képletet is figyelem-
bevéve az

(2.18) δuΠ2 = −
∫
St

[t̂l − n3(ε
3ηκεldpH̃ηd;pκ + a3qBl

.;q + alqB3
.;q − a3lBk

.;k)] δul dA = 0

eredményt kapjuk a (2.16b) stacionaritási feltételből. Mivel a (2.18) egyenletben nincs előfeltétel
előírva a δul-re az tetszőleges lehet. Következésképp a (2.18) egyenlet, vagy ami ugyanaz a
(2.16b) stacionaritási feltétel fennállása, a (2.8a) és (2.8b) peremfeltételek teljesülését biztosítja.

2.3.7. Ami a (2.16c) egyenletet illeti érdemes visszaidézni, hogy az (1.19) egyenlet nem függet-
len az (1.15a) és (1.15b) alakváltozási peremfeltételektől. Ennek a körülménynek a figyelembe-
vételével könnyen belátható, hogy a (2.16c) stacionaritási feltétel teljesülése egyenértékű a (2.4)
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egyenlet – HAB ≡ 0 a V -n, következésképp feltételezzük, hogy δHAB ≡ 0 – és a (2.7a), valamint
(2.7b) peremfeltételek teljesülésével, még akkor is, ha mind δHη3 mind pedig δH33 különböző
zérustól, egyébként tetszőleges az Su-n.

2.3.8. A δH̃Π
St
2 és δH̃Π

G
2 variációk függetlenségét kihasználva a (2.16d) stacionaritási feltétel

a

(2.19) δH̃Π
St
2 = 0 és δH̃Π

G
2 = 0

stacionaritási feltételekkel helyettesíthető. Mivel H̃κ3 = 0 és H̃33 = 0, mindazok a tagok törölhe-
tők a (2.19)1-ben, – lásd a (2.14b) egyenletet – amelyek H̃κ3 és H̃33-t tartalmazzák. Ily módon,
tekintettel a δH̃ηϑ és δH̃ηϑ;3 variációk tetszőlegességére, a (2.6a) és (2.6b) peremfeltételek telje-
sülése ugyancsak következik a (2.19a)-ból.

2.3.9. Mielőtt megvizsgálnánk azt a kérdést, hogy milyen egyenletek következnek a (2.19b)
stacionaritási feltételből két vektormezőt, ezeket δr̃l(ξ) és δw̃l(ξ) jelöli, értelmezünk az Su és St
peremfelületeket egymástól elválasztó g görbén az átalakítások egyszerűsítése érdekében. Legyen

(2.20)
d δr̃l

ds
= −τηεldpδH̃ηd;p . ξ ∈ g

Ennek az egyenletnek mindig van megoldása az ismeretlen vektormezőre:

δr̃lal = −
∫ s

so

τηεldpδH̃ηd;pal ds .

Az is nyilvánvaló, hogy

d δr̃1

ds
= −τηε123(δH̃η3;2 + δH̃η2;3) ,

d δr̃2

ds
= τηε123(δH̃η3;1 + δH̃η1;3) , ξ ∈ g(2.21)

d δr̃3

ds
= −τηε3δπδH̃ηδ;π , ξ ∈ g(2.22)

ahol az (1.42c,b) összefüggésekre tekintettel

δH̃λ3;κ = δH̃λ3|κ = δH̃λ3,κ − ΓrλκδH̃r3 − Γr3κδH̃λr ξ ∈ S(2.23a)

δH̃λκ;ρ = δH̃λκ|ρ = δH̃λκ‖ρ − bλρδH̃3κ − bκρδH̃λ3 . ξ ∈ S(2.23b)

Legyen továbbá

(2.24)
d δw̃η
ds

= τϑ(εϑη3δr̃
3 + δH̃ηϑ) . ξ ∈ g

Nyilvánvaló, hogy az utóbbi egyenletnek mindig van megoldása a δw̃η vektormezőre.
3. Megjegyzés: Tekintettel a (2.21), (2.24) és (2.23a,b) összefüggésekre írhatjuk, hogy

δr̃1 = δr̃1(δH̃η2;3, . . . ) , δr̃2 = δr̃2(δH̃η1;3, . . . ) ξ ∈ g

és
δw̃1 = δw̃1(δH̃1ϑ, . . . ) , δw̃2 = δw̃2(δH̃2ϑ, . . . ) , ξ ∈ g

ahol függetlenek egymástól és tetszőlegesek a δH̃η2;3, δH̃η1;3, δH̃1ϑ és δH̃2ϑ variációk. Követke-
zésképp feltételezhető – anélkül, hogy ez sértené az általánosságot –, hogy a δr̃λ és δw̃η variációk
is függetlenek egymástól és tetszőlegesek a g görbén. Ki fog derülni a későbbiek során, hogy nem
játszik szerepet a δr̃3 variáció a δH̃Π

G
2 = 0 stacionaritási feltétel végső alakjában.

2.3.10. A fentiek alapján mostmár a (2.19)2 stacionaritási feltételre fordítjuk a figyelmet.
Felhasználva az (2.14d)-at helyettesítsük a (2.20) és (2.24) összefüggéseket a

τηεldpδH̃ηd;p, és τϑδH̃ηϑ

mennyiségek helyére. A részletek ismertetése nélkül – ebben a tekintetben a Függelék A.3.1.
szakaszára utalunk – kapjuk, hogy

(2.25) δH̃Π
G
2 = −

∮
g
[εκη3

d

ds
(u3|κ − û3|κ)]δw̃ηds+

∮
g
[
d

ds
(uκ − ûκ)]δr̃

κds = 0 ,
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ahol a δr̃κ és δw̃η vektormezők (variációk) tetszőlegesek lehetnek a g–n, következésképp a (2.25)
stacionaritási feltételből a

(2.26)
d

ds
(u3|κ − û3|κ) = 0 és

d

ds
(uκ − ûκ) = 0 ξ ∈ g

egyenletek következnek. Az utóbbi két egyenlet fennállása mindig biztosítja a (2.9) folytonossági
feltétel teljesülését, ha a vonatkozó integrációs állandókat alkalmasan választjuk meg.

4. Megjegyzés: Az utóbbi két egyenlet azt jelenti, hogy a Π2 funkcionál stacionaritásán ala-
puló direkt numerikus módszerek esetleges alkalmazása esetén nincs szükség a fenti folytonossági
feltételek, vagy ami lényegében ugyanaz, a (2.9) folytonossági feltétel előzetes betartására.

2.4. Statikai–kinematikai analógia.
2.4.1. Ha előírásokat teszünk a szabad variációs feladat funkcionáljában az értelmezési tarto-
mányt alkotó változók egy részére, akkor a Π2 funkcionál egyszerűbb alakot vesz fel. Ha az
alakváltozásmező kinematikailag lehetséges, akkor mind a (2.4) független kompatibilitási diffe-
renciálegyenletek, mind pedig a (2.6a,b), (2.7a,b) alakváltozási peremfeltételek fennállnak és az
elmozdulásmező, illetve deriváltjai folytonosak a g görbe mentén. Ha emellett ismeretesek a
(2.8a,b) feszültségi peremfeltételeket kielégítő H̃κλ, valamint H̃κλ;3 feszültségfüggvények, akkor
a Π2 funkcionál – lásd a (2.13), (2.14a,b,c) és (2.14d) egyenleteket – a Π1 funkcionálra egyszerű-
södik:

(2.27) Π1(ekl, ul) = ΠV1 (ekl) + ΠSt
1 (ul) + CSu

1 ,

(2.28a) ΠV1 (ekl) =

∫
V
[
1

2
eplC

plrsers − (gpqBl
.;q + glqBp

.;q − gplBk
.;k)epl] dV ,

(2.28b) ΠSt
1 (ul) = −

∫
St

n3ε
3ηκεldpH̃ηd;pκuldA

és

(2.28c) CSu
1 =

∫
Su

n3(a
3qBl

.;q + alqB3
.;q − a3lBk

.;k)] ûl dA .

5. Megjegyzés: Ugyanez a funkcionál adódik a

(2.29) Π(ekl, ul) =
1

2

∫
V
eplC

plrsers dV −
∫
V
blul dV −

∫
St

t̂lul dA

teljes potenciális energia funkcionálból, ha az (1.22)1, (1.23) és a (2.8a,b) képleteket helyettesít-
jük a második térfogati integrál, illetve t̂l esetén, nem feledkezve meg arról a körülményről sem,
hogy ul(ξ) = ûl(ξ) az Su–n.

2.4.2. A ΠSt
1 alkalmas átalakítása érdekében végzett és a Függelék A.3.2. szakaszában, illetve

a [76] tanulmányban részletezett parciális integrálásokkal olyan alakra hozható a Π1 funkcionál,
hogy az csak ekl–től függ:

(2.30) Π1(ekl) = ΠV1 (ekl) + ΠSt1
1 (ekl) + ΠG1 (ekl) + CG

1 + CSu
1 ,

ahol

(2.31a) ΠSt1
1 (ekl) =

∫
St

n3ε
κη3εldp(−H̃ηd;pelκ + H̃ηdeκl;p) dA ,

(2.31b) ΠG1 (ekl) =

∮
g
τϑεκη3(H̃ηϑe3κ − H̃η3eϑκ) ds

és

(2.31c) CG
1 = −

∮
g
τηεldpûlH̃ηd;p ds−

∮
g
τϑεκη3(H̃ηϑû3;κ − H̃η3ûϑ;κ) ds .

Ami a ΠV1 –t és CSu
1 –t illeti a (2.28a) és a (2.28c) képletre utalunk – lásd fentebb.

2.4.3. A (2.30) funkcionálhoz rendelt mellékfeltételeknek az ekl alakváltozásmező kinematika-
ilag lehetséges voltát kell biztosítaniuk.
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Az eddigiekkel szemben úgy kell a mellékfeltételeket megválasztani, hogy csak az ekl alakvál-
tozásmezőt tartalmazzák. Ez azt jelenti, hogy az alakváltozásmezők kompatibilitásához az (1.14)
mezőegyenlet, az (1.15a,b) alakváltozási peremfeltételek, valamint a

(2.32) n3E3b = ε3ηκεbdpeηd;pκ = 0 ξ ∈ St

kompatibilitási peremfeltételek teljesülése szükséges. Legyenek

ȞRS(x) = ȞSR(x) , x ∈ V(2.33a)
∗
Hkl(ξ) =

∗
H lk(ξ),

∗
Hηϑ;3 =

∗
Hϑη;3 ξ ∈ Su(2.33b)

és

(2.33c) wb(ξ) ξ ∈ St

határozatlan Lagrange multiplikátorok. Fentiekkel összhangban a Π1 funkcionál stacionaritá-
sából adódó Euler egyenletek keresése során ki kell egészíteni a funkcionált a mellékfeltételek és
a Lagrange multiplikátorok alkalmas szorzatait integranduszként tartalmazó alábbi integrálok
összegével:

(2.34) ΠS = ΠVS +ΠSt
S +ΠSu

S = 0 ,

ahol az (1.28) és (1.29) képletek szerint (további magyarázat lentebb)

ΠVS = −IV1 (ȞRS) ,(2.35a)

ΠSu
S = −IS1 (Su, ûl,

∗
Hkl,

∗
Hηϑ;3)(2.35b)

és

(2.35c) ΠSt
S = −

∫
St

ε3ηκεldpeηd;pκwl dA .

Vegyük észre, hogy a (2.35a) és (2.35b) képletekben argumentumként azoknak a mennyiségeknek,
paramétereknek az értékét tüntettük fel, amelyek megváltoztak – a (2.35a) képletet például úgy
kaptuk, hogy ȞRS-t írtunk HRS helyett az (1.28) képletben. Hasonló módon következik (2.35b)
az (1.29) képletekből – S helyére Su került etc.

Ezt a fajta írásmódot a tömörség kedvéért később is alkalmazzuk majd.
Azt is érdemes megemlíteni, hogy az (1.28) és (1.29) integrálokat ugyanolyan feltételezések

mellett tekintjük, mint korábban az IV1 és IS1 integrálokat, ideértve a multiplikátorok szerkezetét,
valamint az (1.19) alatti nem független feltételt – ez utóbbi az (1.29) integrálban jelenik meg.

6. Megjegyzés: Az ekl alakváltozásmezők kinematikailag lehetséges voltához további feltéte-
leknek, pontosabban az St és Su felületrészek közös g határgörbéje mentén folytonossági feltéte-
leknek kell teljesülniök. A korábban már részletezett és az utóbbi feltételek – ezeket az alábbiak-
ban tisztázzuk majd – együttes fennállása szükséges és elégséges feltétele az ekl alakváltozásmezők
kinematikailag lehetséges voltának.

2.4.4. Azonnal következik az (1.1) kinematikai egyenletből, hogy fennáll a

(2.36a) τϑeηϑ = τϑû(η;ϑ) ξ ∈ g

összefüggés. Nem nehéz ellenőrizni az (A.2.4) segítségével, hogy

(2.36b)
dϕ3

ds
= τηϕ3

;η = τηε3λϑ
1

2
ûϑ;λη = τηε3λϑeϑη;λ . ξ ∈ g

Ez az egyenlet azt fejezi ki hogy a g görbe mindkét oldalán ugyanaz kell legyen a ϕ3 merev-
testszerű forgás. Ami a merevtestszerű forgás másik két összetevőjét illeti az (A.2.4) és (A.2.5)
felhasználásávál azt kapjuk, hogy

ϕr.;p = εrql(
1

2
ul;qp +

1

2
uq;lp − 1

2
uq;lp) = εrql(elq;p − eq;lp) . x ∈ V



19

Írjunk ϑ-át és η-át az r és p helyett majd bontsuk ki a vonatkozó összegeket. Egyszerű átalakí-
tásokkal adódik, hogy

(2.36c)
dϕϑ

ds
= τηϕϑ.;η = τηεϑ3λ(eλ3;η − û3;λη) = τηεϑ3λ(eλη;3 − e3η;λ) . ξ ∈ g

Hallgatólagos feltevése a fenti gondolatmenetnek, hogy folytonosak az elmozdulásmező és az
elmozdulásmező felületen vett kovariáns deriváltjai amikor áthaladunk a g görbén. Mivel sem az
ûk sem pedig az ûk;λϑ sem variálható szabadon fennáll, hogy

δûk = 0 és δûk;λϑ = 0 , ξ ∈ Su

ahonnan az (2.36a,b,c) képletekkel való egybevetés után azonnal következik, hogy a δekl variációk
a

(2.37a) τϑδeηϑ = 0, τηε3λϑδeϑη;λ = 0 ξ ∈ g

és a

(2.37b) τηεϑ3λδeλ3;η = τηεϑ3λ(δeλη;3 − δe3η;λ) ξ ∈ g

feltételeknek kell hogy eleget tegyenek a g görbén. Mivel

(2.37c) eλ3 =
1

2
(uλ;3 + u3;λ) =

1

2
(uλ;3 + û3;λ) ξ ∈ g

nem nehéz belátni, hogy csak eκ3 variálható szabadon a g-n.
2.4.5. A továbbiakban azt a kérdést vizsgáljuk, hogy milyen egyenletek következnek a

(2.38) δeΠ1 + δeΠS = IVΠ + ISu
Π + ISt

Π + IGΠ = 0

variációs elvből, ahol a jobboldalon álló IVΠ , ISt
Π , ISu

Π és IGΠ betűkombinációk a V , St, Su és g-n
vett integrálokat jelölnek azon transzformációk eredményeként, melyeket a δeΠ1 + δeΠS összeg
alkalmas alakra hozása végett kell elvégezni. Jelenleg nem ismerjük ezeket az integrálokat. Az
azonban nyilvánvaló, hogy a felsorolt IVΠ , ISt

Π , ISu
Π és IGΠ integrálok mindegyike külön–külön is

zérus kell legyen, mivel az integrálási tartományok maguk is különböznek.
Visszaidézve a (2.28a), (2.35a) és az (1.28) összefüggéseket, majd megismételve az (A.2.28)-ból

az (A.2.29a,b) és (A.2.31) képletekre vezető gondolatmenetet az

(2.39) δeΠ
V
1 + δeΠ

V
S = δeΠ

V
1 + IV1 (δekl, ȞRS) = IVΠ + ISu

4 + ISt
4

összeget kapjuk. Itt

(2.40) IVΠ =

∫
V
[Cplrsers − (εpykεldrȞyd;kr + gpqBl

.;q + glqBp
.;q − gplBk

.;k)] δelp dV = 0

és

(2.41) ISu
4 + ISt

4 = −
∫
Su+St

n3ε
κρ3ελϑ3(Ȟλκδeρϑ;3 − Ȟλκ;3δeρϑ) dA .

2.4.6. Az ISu
Π integrál nyilvánvalóan két részből áll:

(2.42) ISu
Π = ISu

4 + δeΠ
Su
S .

Ami a δΠSu
S variációt illeti tekintsük a (2.35b), (1.29), (1.34a) és (1.37) egyenleteket. Ezekből

következik, hogy

δΠSu
S = −IS1 (Su, δekl,

∗
Hkl )|û=0 = −IS1E(Su, δekl,

∗
Hkl ) ,

mivel az ekl alakváltozásmezőt variáljuk. Alkalmas betűcserékkel az (1.37) összefüggés írható a
δeΠ

Su
S variáció helyett (2.42)-ben. Visszaidézve a (2.41) összefüggést is azt kapjuk, hogy

ISu
Π = ISu

4 + δeΠ
Su
S =

=

∫
Su

n3ε
κρ3ελϑ3[(

∗
Hλκ − Ȟλκ)δeρϑ;3 − (

∗
Hλκ;3 − Ȟλκ;3)δeρϑ] dA =0 .(2.43)



20

2.4.7. A továbbiak az utolsó két, vagyis az ISu
Π és az IGΠ integrálokra fordítják a figyelmet.

Ezek összege két csoportra bontható attól függően, hogy a H̃kl, Ȟkl vagy a wl szerepel bennük:

(2.44) ISt
Π + IGΠ = (ISt

ΠH + IGΠH) + (ISt
Πw + IGΠw) .

Elsőként azokat az integrálokat vesszük sorra amelyek a H̃kl és Ȟkl-t tartalmazzák. Nyilvánvaló
a (2.30), (2.31a), (2.31b), (2.34), (2.35a), (2.38) és (2.39) képletek alapján, hogy

(2.45) ISt
ΠH + IGΠH = δeΠ

St1
1 + ISt

4 + δeΠ
G
1 (H̃kl) .

Az (2.31a) és (A.2.29b) egyenletek egybevetéséből

(2.46a) δeΠ
St1
1 = IS2E(St, δekl, H̃kl) .

A továbbiak az ISt
4 integrál meghatározására fordítják a figyelmet. A kivánt eredmény három

lépéssel érhető el:
1. Vegyük észre, hogy az (A.2.30)-ban álló felületi integrál megegyezik az ISt

4 -vel feltéve, hogy
a következő betűcseréket hajtjuk végre:

So −→ St, H −→ Ȟ, e −→ δe .

2. Az (2.31b) és (A.2.30) képletek egybevetése alapján azt is megfigyelhetjük, hogy egybeesik
az (A.2.30)–ban álló vonalintegrál a δeΠ

G
1 -vel ha további betűcseréket hajtunk végre:

go −→ g, H −→ Ȟ, e −→ δe .

3. Megoldjuk az így adódó egyenletet az ISt
4 integrálra nézve.

Végezetül kapjuk, hogy

(2.46b) ISt
4 = −IS2E(St, δekl, Ȟkl)−ΠG1 (δekl, Ȟkl) .

Az (2.46a) és (2.46b) képletek (2.45)-be történő helyettesítésével az

(2.47) ISt
ΠH + IGΠH = IS2E(St, δekl, H̃kl − Ȟkl) + ΠG1 (δekl, H̃kl − Ȟkl)

eredményt adódik, mivel az integrálok lineárisak a Hkl-ben. Legyen

(2.48) H̄kl = H̃kl − Ȟkl .

Az (A.2.29c), (2.31b) és (2.48) felhasználásával a (2.47)-ből az

(2.49) ISt
ΠH + IGΠH =

∫
St

n3ε
κρ3ελϑ3[ H̄λκδeρϑ;3 − H̄λκδeρ3;ϑ − H̄3κδeρϑ;λ−

−H̄λκ;3δeρϑ + H̄λκ|ϑδeρ3 + H̄3κ|λδeρϑ] dA

−
∮
go

n3ε
κη3(τϑH̄ηϑδe3κ − τλδeλκH̄η3) ds

egyenlet következik. Ha a (2.49)-ben
H̃kl-t írunk a δekl helyére

és
ekl-t a H̄kl helyére,

akkor az (A.2.25)-et kapjuk. Azonnal következik ebből a megfigyelésből, hogy az (A.2.25)-re
vezető átalakítások kiindulópontja, vagyis az (1.34a) egyenlet a végső alakja a (2.49) egyenletnek,
ha abban az ekl és Hkl helyére rendre H̄kl és δekl-t írunk. Ily módon kapjuk, hogy

ISt
ΠH + IGΠH =

∫
S
n3ε

κη3ελϑ3{ H̄λκδeηϑ;3 + (H̄κλ‖ϑ + H̄λκ‖ϑ)δeη3+

+(H̄3κ‖λ + bαλH̄ακ − H̄κλ;3 + H̄λ3|κ − bββH̄λκ)δeηϑ + bηϑH̄λκδe33} dA ,(2.50a)

ami azt is jelenti, hogy

(2.50b) IGΠH = 0 .
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2.4.8. A wl multiplikátort tartalmazó integrál(ok) az utolsó(k), amivel foglalkozni kell. Nyil-
vánvaló a (2.34), (2.35a,b,c) képletekből és a (2.44) felbontásból, hogy

(2.51) ISt
Πw + IGΠw = δeΠ

St
S = ΠSt

S (δekl) .

A továbbiakban az a célunk, hogy felhasználjuk az (A.2.21) és az (1.33) egyenleteket, annak
érdekében, hogy elkerüljük a hosszú formális átalakításokat. A (2.44) képlet és az (A.2.21)-ben
álló felületi integrál egybevetése szerint, ha rendre

St, g, δekl és wl-t írunk So, go, H̃kl és ul helyére
az (A.2.21) és az (1.33) képletekben, akkor a ΠSt

S (δekl)-t ismeretlenként tartalmazó egyenletet
kapunk, mivel mindkét kifejezésnek ugyanaz, azaz IS1U az értéke. Következésképp, elkülönítve a
felületi és vonalintegrálokat írhatjuk, hogy

(2.52) ISt
Πw = −

∫
St

n3ε
κη3ελϑ3w(λ|κ)δeηϑ;3dA

+

∫
St

n3ε
κη3ελϑ3[−wλ|κ‖ϑδeη3 − w(λ|κ)bηϑδe33 + (bββw(λ|κ) − bαλwα|κ)δeηϑ] dA

+

∫
St

n3ε
κη3ελϑ3[−w3|κ‖λδeηϑ − w3|λbϑκδe3η − w3|κbϑλδeη3]dA

és

(2.53) IGΠw =

∮
g
τηεldpδeηd;pwl ds −

∮
g
n3ε

κη3τϑ(wϑ|κδeη3 − w3|κδeηϑ) ds .

Tekintettel a (2.44), (2.50a,b) és (2.52) képletekre

(2.54) ISt
Π =

∫
St

n3ε
κη3ελϑ3{(H̄λκ − w(λ|κ))δeηϑ;3

+ [(H̄3κ −w3|κ)‖λ + bαλ(H̄ακ − wα|κ)− (H̄κλ;3 − H̄λ3;κ)− bββ(H̄λκ − w(λ|κ))]δeηϑ
+[H̄κλ‖ϑ + H̄λκ‖ϑ − (wλ|κ)‖ϑ − w3|λbϑκ]δeη3 − bηϑ(H̄λκ − w(λ|κ))δe33} dA = 0 .

Az (2.44), (2.50a,b) és (2.53) egyenletek felhasználásával következik, hogy

IGΠ = IGΠw .

Felbontva az első vonalintegrálban az ε-t tartalmazó összeget azt kapjuk a (2.53)-ból, hogy

IGΠ = IGΠw = −
∮
g
τηε3λϑδeϑη;λw3 ds−

∮
g
τηεϑ3λ(δeλη;3 − δe3η;λ)wϑ ds

+

∮
g
τηεϑ3λwη|ϑδeλ3 ds+

∮
g
τϑε3κηw3|κδeηϑ ds = 0 .

Helyettesítsük most a (2.37a) és (2.37b) összefüggéseket, majd hajtsunk végre parciális integrá-
lásokat s szerint. Ily módon kapjuk, hogy

(2.55) IGΠ =

∮
g
τϑεη3λ2w(η|ϑ)δeλ3 ds = 0 .

Az

δeΠ1 + δeΠS = IVΠ + ISu
Π + ISt

Π + IGΠ = 0
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stacionaritási feltételből, felhasználva a (2.40), (2.43), (2.54) és (2.55) összefüggéseket az

δΠ1(ekl) =

∫
V
[Cplrsers − (εpykεldrȞyd;kr + gpqBl

.;q + glqBp
.;q − gplBk

.;k)] δelp dV

+

∫
Su

n3ε
κρ3ελϑ3[(

∗
Hλκ − Ȟλκ)δeρϑ;3 − (

∗
Hλκ;3 − Ȟλκ;3)δeρϑ] dA

+

∫
St

n3ε
κη3ελϑ3{(H̄λκ − w(λ|κ))δeηϑ;3

+ [(H̄3κ − w3|κ)‖λ + bαλ(H̄ακ −wα|κ)− (H̄κλ;3 − H̄λ3;κ)− bββ(H̄λκ − w(λ|κ))]δeηϑ
+ [H̄κλ‖ϑ + H̄λκ‖ϑ − (wλ|κ)‖ϑ − w3|λbϑκ]δeη3 − bηϑ(H̄λκ − w(λ|κ))δe33} dA
+

∮
g
τϑεη3λ2w(η|ϑ)δeλ3 ds = 0

eredmény következik. Mivel a fenti stacionaritási feltételben

δelp; x ∈ V

δeρϑ|3, δeρϑ; ξ ∈ Su

δeηϑ|3, δeηϑ, δeη3, δe33; ξ ∈ St

és
δe3λ ξ ∈ g

egyaránt tetszőleges, az egyes integrálok eltűnéséből
— a variációs feladat

(2.56) Cplrsers = εpykεldrȞyd;kr + gpqBl
.;q + glqBp

.;q − gplBk
.;k x ∈ V

Euler egyenlete,
valamint

— a variációs feladat

(2.57)
∗
Hλκ = Ȟλκ ,

∗
Hλκ;3 = Ȟλκ;3 , ξ ∈ Su

H̃λκ − Ȟλκ = H̄λκ = w(λ|κ) , ξ ∈ St(2.58a)

(H̄3κ − w3|κ)‖λ + bαλ(H̄ακ − wα|κ)− (H̄κλ;3 − H̄λ3;κ) = 0 , ξ ∈ St(2.58b)

(2.59) H̄κλ‖ϑ + H̄λκ‖ϑ −wλ|κ‖ϑ −w3|λbϑκ = 0 ξ ∈ St

peremfeltételei
és végül

— a g görbére vonatkozó

(2.60) τϑw(η|ϑ) = 0 ξ ∈ g

folytonossági feltétel
következik.

Az alábbi megjegyzések célja a teljes potenciális energia stacionaritási feltételéből kapott
(2.56), (2.57), (2.58a,b), (2.59) és (2.60) egyenletek értelmezése.

7. Megjegyzés: A (2.56) egyenlet formailag az egyensúlyi egyenletek általános és teljes
Schaefer által talált megoldása [47]. Következésképp a Ȟyd multiplikátorok feszültségfüggvé-
nyek. Másként fogalmazva levezethető az egyensúlyi egyenletek általános és teljes, három feszült-
ségfüggvényt tartalmazó megoldása a teljes potenciális energia minimum elvből, feltéve, hogy a
mellékfeltételeket alkalmasan választjuk meg. A fenti gondolatmenet alkalmas ismétlésével a
Gurtin féle megoldás is megkapható.

8. Megjegyzés: A (2.57) egyenlet szerint megegyeznek a V –n értelmezett multiplikátorok
(feszültségfüggvények) az Su–n értelmezett multiplikátorokkal – tehát az utóbbiak is feszültség-
függvények. Következésképp a feszültségfüggvényes megoldás az Su–n is érvényes.



23

9. Megjegyzés: Az St–n kapott (2.58a,b) és (2.59) peremfeltételek az Su–ra vonatkozó
(1.15a,b) alakváltozási peremfeltételek, valamint az (1.19) kiegészítő feltétel duális párjai, mivel
[az előbbi] (az utóbbi) feltételek azonnal megkaphatók [az utóbbi] (az előbbi) feltételekből, ha
rendre [e–t és u–t írunk H és w helyett] (H –t és w–t írunk e és u helyett). Mivel az (1.19)
kiegészítő feltétel nem független (1.15a,b)–tól, a (2.59) feltétel sem független (2.58a,b)–től. Kö-
vetkezésképp (2.58a) és (2.58b) a lényeges peremfeltétel.

10. Megjegyzés: A [75] tanulmány 8. Megjegyzése szerint a feszültségfüggvények V –n és
St–n egy vektormező garadiensének szimmetrikus részében különbözhetnek egymástól:

(2.61) H̃kl(ξ)−Hkl(ξ) = w̃(k;l)(ξ) . ξ ∈ S

Ennek a körülménynek fényében felmerül a kérdés, vajon a (2.58a,b) peremfeltételek ellentmonda-
nak a fenti (2.61) egyenletnek, vagy sem. Kimutatható, hogy nincs ellentmondás a (2.58a,b) és
(2.61) között. Azonnal látszik a (2.61)-al egyenértékű

(2.62) H̃kl(ξ)− Ȟkl(ξ) = H̄kl(ξ) = w̃(k;l)(ξ) ξ ∈ St

képletből, hogy az magában foglalja formailag a (2.58a)–t. Ugyanakkor, a (2.62) képlettel szem-
ben nem jelenik meg a wk normálirányú deriváltja a (2.58b)–ben. Az állítás második részének
igazolása bizonyos előkészületeket igényel.

Legyen rl a wk;l tenzor vektorinvariánsa. Amint az jól ismert

(2.63) rl =
1

2
εlpqwq;p és w[l;p] = −εlpsr

s . ξ ∈ St

Tekintettel az (A.1.3)2 és a (2.62) képletekre írhatjuk, hogy

w[l;p];λ =
1

2
(wl;pλ − wp;lλ) =

1

2
(wl;pλ + wλ;lp − wλ;lp − wp;lλ) , ξ ∈ St

vagy
w[l;p];λ = H̄lλ;p − H̄λp;l . ξ ∈ St

Cseréljük fel a bal és jobboldalt, majd adjuk hozzá az így kapott egyenlethez a (2.62) összefüggést.
A (2.63)2 képletre is tekintettel

(2.64) wl;pλ = w(l;p);λ − εlpsr
s
.;λ = H̄lλ;p − H̄λp;l + H̄lp;λ ξ ∈ St

az eredmény. Most igazolni fogjuk, hogy az utóbbi egyenlet, ez valójában (2.62) egy következ-
ménye, magában foglalja a (2.58b) egyenletet.

Az (2.58b,b) egyenletekben álló indexekre tekintettel, csak azokra az egyenletekre szorítko-
zunk, amelyek úgy kaphatók meg, hogy 3 és κ kerül az l és p helyére:

(2.65) w3;κλ = w(3;κ);λ − ε3κσr
σ
.;λ = H̄3λ;κ − H̄λκ;3 + H̄3κ;λ . ξ ∈ St

Könnyen ellenőrizhető az (A.1.10) képlet felhasználásával, hogy

H̄3κ;λ = H̄3κ‖λ + bαλH̄ακ − bκλH̄33 . ξ ∈ St

Az utóbbi egyenlet (2.65) jobboldalába történő helyettesítésével a

(2.66) H̄3κ‖λ + bαλH̄ακ − (H̄κλ;3 − H̄λ3;κ)− bκλH̄33 = w3;κλ = w(3;κ);λ − ε3κσr
σ
.;λ ξ ∈ St

összefüggés következik. Használjuk fel az (A.1.10) képletet a (2.66) egyenlet jobboldalának to-
vábbi átalakítására:

w3;κλ = w3;κ‖λ + bαλwα|κ − bκλw3;3 . ξ ∈ St

Helyettesítsük vissza a fenti képletet a (2.66) egyenletbe:

(2.67) (H̄3κ − w3|κ)‖λ + bαλ(H̄ακ − wα|κ)− (H̄κλ;3 − H̄λ3;κ)− bκλ(H̄33 − w3;3) = 0 . ξ ∈ St

Ha H̄33−w3;3 = 0, akkor megegyezik a (2.67) egyenlet a (2.58b) egyenlettel. Másként fogalmazva
a teljes potenciális energia minimum elv a (2.62) egyenlet azon részének fennállását biztosítja,
amelyik nem tartalmazza a wk vektormező normálirányú deriváltját St–n.
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11. Megjegyzés: A (2.57) és (2.58a,b) feltételeket visszaidézve azonnal látszik, hogy a g
görbén adódó (2.60) feltétel

τϑH̃λϑ = τϑ
∗
Hλϑ ξ ∈ g

alakú folytonossági feltétel.

2.5. Eredmények. Az egyes eredményeket sorszámozzuk.
1. A szabad variációs feladat (2.13), (2.14a,b,c) és (2.14d) függvényekkel értelmezett funkcionál-

ja az Abovszkij, Andrejev és Deruga könyv [1] 224–ik oldalának alján található funkci-
onál kiegészítése és általánosítása. Lényegesek a következő eltérések:

• A szerző által javasolt és fentebb idézett funkcionál nem tartalmaz semmiféle ellent-
mondást a kompatibilitási egyenletek és a feszültségfüggvények száma tekintetében,
mindkettő három nem pedig hat mint az említett [1] könyvben.

• A szabad variációs feladat itt bemutatott megfogalmazása megengedi a vegyes pe-
remfeltételek figyelembevételét, hiszen a peremfelület – az S felület – az Su és St jelű
részekre bontott, és ezeken különböző típusú peremfeltétel írható elő. Ezt az teszi
lehetővé, hogy a Π2 funkcionál értelmezési tartománya az St–n értelmezett feszült-
ségfüggvényeket is tartalmaz.

• Érdemes azt is megemlíteni, hogy nem előfeltétel az elmozdulásmező folytonossága a
g görbén.

2. Kimutatta szerző formális számításokkal, hogy a módosított teljes potenciális energia funk-
cionál stacionaritási feltételéből is kiadódik mint Euler egyenlet – v.ö.: (2.56) – az egyen-
súlyi egyenletek általános és teljes, Schaefer által talált megoldása [47]. A megoldás csak
három feszültségfüggvényt tartalmaz, ha a mellékfeltételeket alkalmasan választjuk meg.
(A vonatkozó gondolatmenet alkalmas ismétlésével a Gurtin féle megoldás is megkap-
ható.)

3. Megtalálta szerző a statikai-kinematikai analógia hiányzó, a test határfelületére vonatkozó
egyenleteit. A kapott eredmények szerint az St–n adódó (2.58a,b) és (2.59) peremfeltételek
az Su–ra vonatkozó (1.15a,b) alakváltozási peremfeltételek, valamint az (1.19) kiegészítő
feltétel duális párjai, mivel [az előbbi] (az utóbbi) feltételek azonnal megkaphatók [az
utóbbi] (az előbbi) feltételekből, ha rendre [e–t és u–t írunk H és w helyett] (H –t és w–t
írunk e és u helyett). Mivel az (1.19) kiegészítő feltétel nem független (1.15a,b)–től, a
(2.59) feltétel sem független (2.58a,b)–től. Következésképp, (2.58a) és (2.58b) a lényeges
peremfeltétel.

A vonatkozó publikációkat illetően [72], [74] és [76] érdemel említést. A felsorolt eredmények
100%–ban a szerző eredményei.
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3. Az egyensúlyi egyenletek általános és teljes megoldásának
származtatása virtuális munka elvből – mikropoláris eset

3.1. Irodalmi előzmények. Az egyensúlyi egyenletek feszültségfüggvényekkel történő megol-
dása egyike a mikropoláris rugalmasságtan megoldott feladatainak. Az első, egyszerű szerkezetű
feszültségfüggvényes megoldás Günther [15] nevéhez fűződik, aki nem vette azonban észre,
hogy az általa talált megoldás önegyensúlyi minden zárt felületen, következésképp – a klasszikus
esetre vonatkozó Beltrami féle megoldáshoz hasonlóan – nem lehet teljes, ha a vizsgált tarto-
mányt több zárt felület határolja. A Günther féle megoldás kiegészítésével, egymástól függet-
lenül, Schaefer [48] és Carlson [7] talált formailag különböző, valójában azonban egymással
egyenértékű megoldásokat. Mivel az idézett szerzők intuitív módon találták meg a megoldást
valószinűnek látszott, hogy a klasszikus esetben alkalmazott gondolatmenet – lásd a 1.1. szakasz
második bekezdését – itt is eredményre vezet. Megjegyezzük, hogy a klasszikus esetben szük-
séges matematikai átalakítások nehézségei miatt szerző először a mikropoláris esetre fordította
figyelmét – Szeidl [62], 1991 – és csak ezt követően került sor a klasszikus eset vizsgálatára –
Szeidl–Kozák [75], [76] 1996 –.

Nyitott kérdés maradt, a megoldás határozottságának kérdése és ezzel összefüggésben a So-

uthwell paradoxon mikropoláris analogonjának megoldása. Lineáris esetben Kozák–Szeidl

[30] megmutatta, hogy a kilenc–kilenc feszültségfüggvény helyett hat–hat feszültségfüggvény ele-
gendő tetszőleges feszültségi állapot leírásához. A fizikai nemlinearitás esetére vonatkozó gondolat-
menetet illetően az [56] dolgozatra utalunk.

Mivel a kompatibilitási feltételek száma kilenc–kilenc mikropoláris testre – ezeket Nowacki

[41] adta meg, de nem függetlenek – a Southwell paradoxon duális párja úgy fogalmazható
meg, hogy Stippes gondolatmenetét [55] követve levezethetők ugyan az egyensúlyi egyenletek
megoldásai feszültségfüggvényekkel a virtuális munka elvből, de ez a megoldás kilenc–kilenc
feszültségfüggvényt tartalmaz hat–hat helyett. A klasszikus esethez hasonlóan arra is ügyelni
kell, hogy a megoldás több zárt felülettel határolt testre is érvényes legyen.

3.2. Célkitűzések. A fentiekben áttekintett gondolatok alapján szerző célul tűzte ki az alábbi,
mikropoláris esetre vonatkozó kérdések megoldását:

• Az egyensúlyi egyenletek általános és teljes, több zárt felülettel határolt egyszeresen össze-
függő testre is érvényes, hat–hat feszültségfüggvényt tartalmazó megoldásának származta-
tása a virtuális munka elvből.

• A térfogati terhelés figyelembevétele és a vonatkozó integrálátalakítások tekintetében pedig
a teljesség, valamint a mechanikai jelentés tisztázása (különösen a felületi integrálok vonat-
kozásában).

A megoldás gondolatmenete és főbb lépései a [62] tanulmány alapján kerülnek bemutatásra.

3.3. A probléma matematikai megfogalmazása.
3.3.1. A jelen 3. Fejezetben, ugyanúgy mint az 1. Fejezetben, az egyszeresen összefüggő, egy vagy
több zárt felülettel határolt V tartomány képezi a vizsgálat tárgyát. Jelölje S = Su∪St; Su∩St =
0 a V tartomány határfelületét és annak két részét. Az Su és St felületrészeket a g görbe választja
el egymástól.

A mikropoláris rugalmasságtan primál rendszerének mezőegyenleteit a

(3.1) γkl(x) = ul;k + εlksϕ
s, κ b

a = ϕb.;a x ∈ V

primál értelmező egyenletek (primál kinematikai egyenletek), a centroszimmetrikus testre érvé-
nyes

(3.2) tkl(x) = Aklpqγpq, μab(x) = Babpqκpq x ∈ V

primál konstitutív egyenletek (Hooke törvény) – Aklpq és Babpq a rugalmassági állandók negyed-
rendű tenzorai – és a

(3.3) tkl..;k + bl = 0, μa.b;a + εbklt
kl + cb = 0 x ∈ V
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primál mérlegegyenletek alkotják, ahol az uk elmozdulásmező és a ϕb független forgásmező az
alapváltozók (röviden elmozdulások), a γkl alakváltozási tenzor és a κ b

a görbületi (forgási) alak-
változási tenzor az elsődleges közbülső változók (együtt alakváltozási tenzorok vagy alakválto-
zásmezők) és a tkl erőfeszültség tenzor, valamint a μab erőpárfeszültség tenzor a másodlagos
közbülső változók (együtt feszültségi tenzorok vagy feszültségmezők), míg a térfogaton megoszló
bl erőrendszer és cb erőpárrendszer a forrásváltozók.

Legyen ûk és ϕ̂b előírt elmozdulás és forgás. Legyen továbbá t̂l és μ̂b előírt erőfeszültség és
erőpárfeszültség.

A (3.1), (3.2) és (3.3) mezőegyenletekhez az

(3.4) uk = ûk, ϕb = ϕ̂b ξ ∈ Su

elmozdulási és

(3.5) nkt
kl = t̂l, naμ

a
.b = μ̂b ξ ∈ St

feszültségi peremfeltételek társulnak.
Speciális esetben, ha az St üres, akkor S = Su (Dirichlet feladat), ha az Su üres, akkor

S = St (Neumann feladat).
3.3.2. Továbbiakban feltételezzük, hogy a térfogati erőterhelés intenzitását az (1.6) képletből

számítjuk. A vonatkozó potenciálelméleti eredmény alapján [17] a térfogati erőpárterheléssel
kapcsolatosan is feltételezzük, hogy

(3.6) cb = −ΔCb = −gpqCb;pq ,

ahol a Cb(x) értékét a

(3.7) Cb [xr(Q)] =
1

4π

∫
V

cb [xr(P )]

|xs(P )− xs(Q)|dVP Q ∈ V

integrál adja az (x1, x2, x3) kartéziuszi KR–ben. Az eredményt transzformálni kell az (x1, x2, x3)
görbevonalú KR-be.

3.3.3. A duál egyenletrendszer áttekintése előtt szükség lesz néhány fogalom bevezetésére.
A γkl(x) és κ b

a (x) alakváltozásmezőket [kompatibilisnek]{kinematikailag lehetségesnek} nevez-
zük, ha a (3.1) kinematikai egyenleteknek van egyértékű megoldásuk az ul elmozdulásmezőre és
ϕb forgásmezőre (és a megoldás eleget tesz a (3.4) elmozdulási peremfeltételnek}.

Ezzel összhangban a V -n elegendő sokszor differenciálható ul(x), ϕ
b(x) elmozdulás– és forgás-

mező [kompatibilis] {kinematikailag lehetséges, ha emellett teljesíti a (3.4) elmozdulási perem-
feltételeket}.

A tkl(x) és μa.b(x) feszültségmezőket [egyensúlyinak]{statikailag lehetségesnek} nevezzük, ha
kielégítik a (3.3) egyensúlyi egyenleteket {és a (3.5) feszültségi peremfeltételeket}.

L
K -el és AB–vel jelöljük a l

k és ab indexpárok azon részhalmazát, amelyre nézve az

ρL.;K = β L
K. (x) , x ∈ V(3.8a)

vB;A + εBApρ
p = αAB(x) x ∈ V(3.8b)

differenciálegyenletnek mindig van megoldásuk a ρl(x) és vb(x) vektormezőkre. Nyilvánvaló,
hogy a L

K és AB indexpároknak csak három–három különböző értéke lehet. Jelölje T
S és XY

a kiegészítő halmazokat, vagyis azon indexpárokat amelyek együtt a L
K és AB indexpárokkal

kiadják az összes lehetséges értékét a l
k és ab indexpároknak. Nyilvánvaló, hogy az T

S és XY

indexpároknak hat–hat különböző értéke lehet.
Az Eab és Dm

.l inkompatibilitási tenzorokat az

Eab(x) = εapkκ b
k.;p , x ∈ V(3.9a)

Dm
.l (x) = εmpk(γkl;p + εklbκ

b
p )(3.9b)

= εmpkγkl;p + δml κ p
p − κ m

l x ∈ V

egyenletek értelmezik. A kilenc–kilenc

(3.10) Eab(x) = 0 és Dm
.l (x) = 0 x ∈ V
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egyenlet a klasszikus elméletből ismert Saint Venant féle kompatibilitási feltételek mikropoláris
esetre vonatkozó analogonja [41].

3.3.4. A duál egyenletrendszer mezőegyenleteit a

tkl = εkypF l
p .;y + gksBl

.;s , x ∈ V(3.11a)

μa.b = εapy(Hyb;p + εbplF l
y .) + gal(εlbsB

s + Cb;l) x ∈ V(3.11b)

duál értelmező egyenletek (duál kinematikai egyenlet), a

(3.12) γpq(x) =
−1
A pqklt

kl, κpq(x) =
−1
B pqabμ

ab x ∈ V

duál konstitutív egyenletek (a Hooke törvény megfordítása), valamint az

EXY (x) = εXpaκ Y
a.;p = 0 , x ∈ V(3.13a)

DS
.T (x) = εSpk(γkT ;p + εkTbκ

b
p )

= εSpkγkT ;p + δSTκ
p
p − κ S

T = 0 x ∈ V(3.13b)

duál mérlegegyenletek (hat–hat független kompatibilitási egyenlet) alkotják. A fenti egyenlet-
rendszerben az F l

p és Hyb feszültségfüggvény tenzorok alkotják az alapváltozókat, tkl és μa.b az
elsődleges közbülső változók, míg γpq és κ b

a a másodlagos közbülső változók. A forrásváltozók
azonosan zérusok.

A (3.11a,b), (3.12) és (3.13a,b) mezőegyenletekhez a

(3.14) γχl(x) = ûl;χ + εlχsϕ̂
s, κ b

η = ϕ̂b.;η ξ ∈ Su

alakváltozási, a

(3.15) n3E3b = 0 , n3D3
.l = 0 ξ ∈ St

kompatibilitási, valamint a

n3ε
3ηπF l

π .;η + n
3
a3sBl

.;s = t̂
l

ξ ∈ St(3.16a)

n3ε
3πη(Hηb;π + εbπlF l

η .) + n
3
a3l(εlbsB

s +Cb;l) = μ̂b ξ ∈ St(3.16b)

feszültségi peremfeltételek tartoznak.
1. Megjegyzés: A (3.16a,b) peremfeltételek helyett mind síkbeli, mind pedig térbeli felada-

tok esetén közvetlenül magukra a Hηb és F l
π feszültségfüggvényekre, azaz nem a deriváltjaikon

keresztül, is róható ki peremfeltétel [30].
2. Megjegyzés: A (3.11a,b) duál értelmező egyenletek a (3.3) primál egyensúlyi egyenletek

teljes megoldásai. A fenti teljes megoldást Schaefer [48] találta intuitív módon. A feszültség-
függvény tenzor szerkezete azonban nem lehet tetszőleges, mivel fenn kell állnia az F L

K = 0 és
HAB = 0 feltételeknek. Másként fogalmazva tetszőleges feszültségi állapot megadható az F T

S és
HXY feszültségfüggvényekkel, azaz hat–hat feszültségfüggvénnyel, Kozák–Szeidl [30]. Vegyük
azt is észre, hogy a (3.11a,b) duál értelmező egyenletben az utolsó–, illetve az utolsó két tag a
nem zérus térfogati terheléshez tartozó partikuláris megoldást adja. Több zárt felülettel határolt
tartomány esetén zérus térfogati terhelés esetén is szerepelniük kell ezeknek a tagoknak a kép-
letben, mivel az F T

S és HXY feszültségfüggvényekből számított feszültségi állapot önegyensúlyi
minden egyes zárt felületen. Ekkor (1.6) és (3.6)–ban bl = 0, cb = 0, következésképp mind Bl,
mind pedig Cb harmonikus.

3. Megjegyzés: A (3.13a,b) mezőegyenletek, valamint a (3.14a,b) és (3.15) peremfeltételek
fennállása esetén kinematikailag lehetségesek a γkl(x), κ b

a (x) alakváltozásmezők. Az alakválto-
zási peremfeltételeket mikropoláris esetre a [30] dolgozat közölte. Igazolható, hogy az alakválto-
zási peremfeltételek fennállása esetén identikusan teljesülnek a (3.15) kompatibilitási peremfel-
tételek az Su–n. Az uk elmozdulás– és ϕb forgásmező integrálásokkal adódik – v.ö.: [30, 62].

4. Megjegyzés: Tekintsük az ul, ϕ
b elmozdulás– és forgásmezőt a teljes S-n, a γχl, κ

b
η

alakváltozásmezőket pedig a V -n. Ha fennállnak a (3.14a,b) alakváltozási peremfeltételek az
ul, ϕ

b ∈ S elmozdulásmező, forgásmező és a γχl, κ
b
η ∈ V alakváltozásmezők között, és ha a

γχl, κ
b
η alakváltozásmezők eleget tesznek a (3.13a,b) kompatibilitási differenciálegyenleteknek,
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akkor nyilvánvaló az előző 3. Megjegyzés alapján, hogy létezik egyértékű ul elmozdulásmező
és ϕb forgásmező a V –n és S–n.

5. Megjegyzés: Ha fennállnak a (3.14a) és (3.14b) alakváltozási peremfeltételek a teljes
S felületen, vagy annak egy részén, akkor ugyanitt identikusan fennáll a (3.15) kompatibilitási
peremfeltétel.

3.3.5. A virtuális munka elv általános primál alakja a

(3.17)
∫
V

(
tkl γkl + μabκ

b
a

)
dV =

∫
V

(
blul + cbϕ

b
)
dV +

∫
S

(
n3t

3lul + n3μ
3
bϕ

b
)
dA

módon írható fel. A fenti egyenlethez a következő direkt állítás tartozik: Ha a γkl(x) és κ b
a (x)

alakváltozásmezőket a (3.1) kinematikai egyenletekből számítjuk, ahol az uk(x) és ϕb(x) kompa-
tibilis elmozdulás – és forgásmező és a (3.17) egyenlet tetszőleges kompatibilis uk(x) és ϕb(x)
elmozdulás– és forgásmezőre fennáll, akkor a tkl(x) és μab(x) feszültségmezők egyensúlyiak.

A (3.1) kinematikai egyenletek mint mellékfeltételek helyettesítése és parciális integrálás után,
azaz kihasználva, hogy∫

V
[tkl(ul;k + εlksϕ

s) + μa.bϕ
b
.;a]dV =

∫
S
(n3t

3lul + n3μ
3
.bϕ

b)dA+

+

∫
V
[tkl..;kul + (μa.b;a + εbklt

kl)ϕb]dV

azonnal következik az állítás a rendezés után adódó∫
V
(tkl..;k + bl)uldV +

∫
V
(μa.b;a + εbklt

kl + cb)ϕ
bdV = 0

egyenletből, hiszen ul és ϕb tetszőleges V –n. Várható, hogy a (3.17) virtuális munka elvhez
kapcsolódó fenti állítás akkor is érvényes marad, ha a (3.1) mellékfeltételeket matematikailag más
alakú, de velük egyenértékű mellékfeltételekkel helyettesítjük. A fentiek fényében, hasonlóan a
klasszikus esethez, a következő kérdések merülnek fel.

1. Következik–e a virtuális munka elv általános primál alakjából a primál egyensúlyi egyen-
letek Schaefer [48] által talált (3.11a,b) alatti teljes megoldása – azaz az egyensúly fenn-
állása – hat–hat feszültségfüggvénnyel. Ha a Nowacki által [41] bevezetett kilenc–kilenc
(3.9a,b) kompatibilitási egyenletet alkalmazzuk mellékfeltételként – ezek nem függetlenek
egymástól – akkor a válasz nyilvánvalóan nem. Már korábban is utaltunk rá, hogy ez az
ellentmondás a Southwell paradoxon duális párjának analogonja mikropoláris esetre.

2. Felmerül második kérdésként tehát a mellékfeltételek problémája, mind a V térfogati
tartományon, mind pedig annak S peremén.

3.4. Mellékfeltételek és a virtuális munka elv átalakítása.
3.4.1. Az

(3.18) IBCV =

∫
V

(
blul + cbϕ

b
)
dV

térfogati integrál, az (1.6) és a (3.6) előállítások helyettesítése majd a Gauss tétel alkalmazása
után – viszonylag egyszerű átalakításokkal – az

(3.19) IBCV =

∫
V

(
gpqBs

;pqus + gpqCb;pqϕ
b
)
dV =

∫
S
n3a

3l
(
Bs

;lus + Cb;lϕ
b +Bsεslbϕ

b
)
dA

−
∫
V

[
gklBs

;l (us;k + εskpϕ
p) + gkl(εlpsB

s + Cp;l)ϕ
p
;k

]
dV

alakra hozható. A fenti eredmény virtuális munka elv (3.17) alatti alakjába történő helyettesí-
tésével és az (3.1) kinematikai egyenletek kihasználásával kapjuk, hogy

IVMB =

∫
V

{
(tkl − gksBl

.;s)γkl+
[
μa.b − gal(εlbsB

s +Cb;l)
]
κ b
a.

}
dV(3.20)

−
∫
S

{
n3(t

3l −Bl
.;3)ul + n3

[
μ3
.b − (ε3bσB

σ + Cb;3)
]
ϕb
}
dA = 0
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Vegyük észre, hogy az utóbbi egyenletben az összetartozó kompatibilis γkl és κ b
a alakváltozásme-

zők, továbbá ul és ϕb elmozdulásmezők rendre a test V térfogatán, illetve S határfelületén jelen-
nek meg.

Visszaidézve az 4. Megjegyzésben mondottakat következik, hogy a keresett mellékfelté-
teleket a V –n tekintett (3.13a,b) kompatibilitási differenciálegyenletek, valamint az S–en tekin-
tett (3.14a,b) alakváltozási peremfeltételek alkotják.

Mivel a mellékfeltételek nem helyettesíthetők közvetlenül a virtuális munka elv (3.20) alatti
alakjába, a Lagrange féle multiplikátor technika alkalmazására van szükség. Legyenek

F T
S , HXY x ∈ V(3.21a)
F̃ l
η , H̃ηl ξ ∈ S(3.21b)

a határozatlan Lagrange féle multiplikátorok, és tegyük fel, hogy teljesülnek a (3.13a,b) és
(3.14a,b) mellékfeltételek a V -n illetve az S-en. Ekkor

(3.22) IV1 =

∫
V

[
εSpq(γqT ;p + εqTbκ

b
p.)F

T
S + εXpkκ Y

k ;pHXY

]
dV ≡ 0

és

(3.23) IS1 =

∫
S

[
(γχl − ul;χ − εlχbϕ

b)ε3χηF̃ l
η + (κ b

π − ϕb.;π)ε
3πηH̃ηb

]
dA ≡ 0

a mellékfeltételek integrál alakja.
6. Megjegyzés: Vegyük észre, hogy HAB és F L

K nem játszik szerepet – (3.22) csak HXY

és F T
S -t tartalmazza – , következésképp zérusnak választható. (Ezen az észrevételen alapul a

Southwell paradoxon duális párjának feloldása mikropoláris testre!)
7. Megjegyzés: A továbbiakban Hyb-t és F l

p -t írunk HXY és F T
S helyére, nem feledkezve

meg arról, hogy HAB és F L
K zérus értékű.

3.4.2. Kibővítve a virtuális munka elv (3.20), alatti alakját a (3.22) és (3.23) mellékfeltételek-
kel a virtuális munka elv

(3.24) IVMB + IV1 + IS1 = 0

alakját kapjuk. A virtuális munka elv utóbbi alakjából, kihasználva az IV1 és IS1 Függelékben
részletezett átalakítását – lásd az (A.4.1) és (A.4.3) összefüggéseket – az adódik, hogy

(3.25)∫
V
(tkl − εkypF l

p .;y − gksBl
.;s)γkldV +

∫
V

[
μa.b − εapy(Hyb;p + εbplF

l
y.)− gal(εlbsB

s + Cb;l)
]
κ b
a.dV

+

∫
S
n3

[
(F̃ l

η. − F l
η )ε

3χηγχl + (H̃ηb −Hηb)ε
3πηκ b

π.

]
dA+

∫
S
n3(t

3l − ε3χηF̃ l
η .;χ − a3sBl

.;s)uldA

+

∫
S
n3

[
μ3
.b − ε3πη(H̃ηb;π + εbπlF̃

l
η.)− a3l(εlbsB

s +Cb;l)
]
ϕbdA = 0 .

Mivel a (3.25)-ben

γkl(x), κ b
a (x) x ∈ V

γκl(ξ), κ b
π (ξ) ξ ∈ S

és
ul(ξ), ϕb(ξ) ξ ∈ S

tetszőleges, a baloldal eltűnéséből a

tkl = εkypF l
p .;y + gksBl

.;s x ∈ V(3.26a)

μa.b = εapy(Hyb;p + εbplF
l

y .) + gal(εlbsB
s + Cb;l) x ∈ V(3.26b)

mezőegyenletek, a

(3.27) F̃ l
η − F l

η = 0 , H̃ηb −Hηb = 0 ξ ∈ S
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folytonossági feltétel és a

n3t
3l = n3(ε

3ηπF̃ l
π.;η + a3sB l

.;s) ξ ∈ S(3.28a)

n3μ
3
.b = n3

[
ε3πη(H̃ηb;π + εbπlF̃

l
η ) + a3l(εlbsB

s + Cb;l)
]

ξ ∈ S(3.28b)

peremfeltételek következnek.
8. Megjegyzés: A (3.26a,b) képletek által adott megoldás formailag a Schaefer féle megol-

dás – v.ö.: (3.11a,b). Ez okból a Hyd és F l
p multiplikátorokat feszültségfüggvényeknek nevezzük.

Visszaidézve, hogy ebben a megoldásban a 6. Megjegyzés szerint csak HXY és F T
S . játszik

szerepet, míg HAB és F L
K azonosan zérus, adódik a következtetés, hogy hat–hat feszültségfügg-

vény elegendő, és ezek indexeit ugyanúgy kell megválasztani, mint a független kompatibilitási
egyenletek indexeit – hiszen csak ezek szerepeltek a mellékfeltételekben. A (3.26a,b), (3.27),
(3.28a) és (3.28b) egybevetéséből pedig az adódik, hogy a feszültségeket ugyanúgy kell számítani
mind V -n, mind pedig S-en. Vagyis a H̃kl és F̃ l

π multiplikátorok is feszültségfüggvények.
9. Megjegyzés: A HAB ≡ 0 és F L

K ≡ 0 feltételek mindig teljesíthetők a ρl és wb vektormezők
alkalmas megválasztásával, lényegében véve a

F L
K − ρL.;K = 0 x ∈ V

HAB − (vB:A + εBAmρ
m) = 0 x ∈ V

differenciálegyenletek megoldásával, mivel a

F̆ l
y = ρl;y, H̆yb = vb;y + εbysρ

s x ∈ V

alakú feszültségfüggvényekhez nem tartozik feszültség – Kozák–Szeidl [30].

3.5. Eredmények. Az egyes eredményeket sorszámozzuk.
1. A jelen fejezet legfontosabb eredménye annak igazolása, hogy mikropoláris anyagú szilárd

testek esetén az egyensúlyi egyenletek általános és teljes megoldása – azaz a több zárt felü-
lettel határolt testre érvényes Schaefer féle megoldás – levezethető a virtuális munka elv
általános primál alakjából, feltéve, hogy az alakváltozásmezők kompatibilitásával illetve
kinematikailag lehetséges voltával kapcsolatos feltételek, közöttük a V tartományra vo-
natkozó független feltételek, ismeretesek. A gondolatmenet anyagegyenlettől függetlenül,
geometriailag lineáris feladatokra érvényes.

2. Mivel a mellékfeltételek hat–hat független mezőegyenletet tartalmaznak következik, hogy
tetszőleges feszültségi állapot megadható hat–hat feszültségfüggvény segítségével. Ezzel
megoldást nyert a Southwell paradoxon duális párja mikropoláris esetre. A gondolat-
menet egyik eredménye Kozák–Szeidl intuitív módon elért eredményének, miszerint a
Hkl és F b

y . feszültségfüggvény tenzorok szabály szerint kiválasztott három-három eleme –
ezek indexeit AB és L

K jelöli – zérusnak választható, független igazolása. Ugyancsak a gon-
dolatmenet eredménye Kozák–Szeidl egyik eredményének, miszerint a nem zérus elemek
indexei pedig ugyanazok kell, hogy legyenek mint a független kompatibilitási egyenletek
XY és T

S . indexei, független igazolása.
3. Az S felületen vett integrálok átalakításainak megadásával formálisan is igazolást nyert

az a természetes követelmény, hogy a feszültségeket ugyanúgy kell számítani, mind a V –n,
mind pedig az S–n.

4. A gondolatmenet módszertani jelentőségű és más esetekben, így klasszikus esetben is [75],
alkalmazható – ebben a tekintetben az 1.1.–1.5. szakaszokra is utalunk –, feltéve hogy a
kompatibilitás szükséges és elégséges feltételeit ismerjük.

A vonatkozó publikációkat illetően a [62] tanulmányra utalunk. A felsorolt eredmények 100%–
ban a szerző eredményei.
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4. Az egyensúlyi egyenlet általános és teljes megoldását adó
ellentmondásmentes variációs elvek és a statikai–kinematikai

analógia a peremfeltételekre – mikropoláris eset

4.1. Előzmények. A mikropoláris rugalmasságtan variációs elveivel több szerző is foglalko-
zott. A primál rendszer legfontosabb variációs elvei Nowacki [41] könyvében lelhetők fel. A
virtuális munka elv duál alakjait és a duál rendszer legfontosabb variációs elveit Kozák–Szeidl

[31] és Szeidl [59], [58] adta meg. Azok a variációs elvek azonban, ahol az egyensúlyi egyenletek
általános és teljes, hat–hat feszültségfüggvényt tartalmazó megoldása jelenik meg mint Euler

egyenlet, még hiányoznak.
A (3.13a,b) kompatibilitási egyenletek és az egyensúlyi egyenletek (3.11a,b) alatti Schaefer

féle megoldásának homogén része azonos szerkezetű, az (előbbi)[utóbbi] megkapható az (utób-
biból)[előbbiből], ha abban (κ, γ) [H, F ] helyett (H, F–t)[κ, γ–t] írunk. Felmerül a kérdés,
ugyanúgy mint a klasszikus esetben, hogy van-e mód ennek a statikai–kinematikai analógiának
a peremfelületre történő kiterjesztésére.

4.2. Célkitűzések. Az előző szakaszban megfogalmazott gondolatok alapján szerző célul tűzi
ki az alábbi feladatok megoldását:

• A fentebb részletezett gondolatok (teljesség, a szükséges feszültségfüggvények száma) je-
gyében a hiányzó variációs elvek felépítése, és ezzel a klasszikus rugalmasságtan vonatkozó
eredményeinek kiterjesztése mikropoláris testre.

• A statikai–kinematikai analógia kiterjesztése a peremfeltételekre.
A megoldás gondolatmenete és főbb lépései a [62] tanulmány alapján kerülnek bemutatásra.

4.3. Szabad variációs feladat.
4.3.1. Felmerül a kérdés a virtuális munka elv általános primál alakjából következő (3.25) egyen-
lettel kapcsolatban, hogy lehetséges-e olyan szabad variációs feladatot konstruálni, amelyben

• a vonatkozó funkcionál γkl, κ b
a alakváltozásmezők szerinti variációinak eltűnése biztosítja

a (3.26a,b) mezőegyenletek teljesülését a test V térfogati tartományán és a (3.27) perem-
feltételek teljesülését az St jelű peremrészen,

• továbbá, hogy az uk, ϕb elmozdulásmezők szerinti variációk eltűnése pedig a (3.28a,b)
peremfeltételek, végső soron tehát a feszültségi peremfeltételek fennállását eredményezi az
St-n.

A keresett funkcionál a teljes potenciális energia funkcionálból vezethető le a térfogati terhelé-
sek munkáját adó tag átalakításával – a főbb lépéseket tekintve úgy kell eljárni, mint a virtuális
munka elv esetén az előző 3. Fejezetben, az átalakításoknak pedig az a célja, hogy a tartomá-
nyi integrálban csak az alakváltozásmezők szerepeljenek – ezt követően pedig a Lagrange féle
multiplikátortechnika segítségével figyelembe kell venni a mellékfeltételeket. A keresett funkci-
onál végleges alakját a multiplikátorok meghatározását követően azok értékének a funkcionálba
történő visszahelyettesítésével kapjuk meg.

A funkcionál értelmezési tartományát
– a

(4.1a) γkl κ b
a x ∈ V

alakváltozásmezők, az

(4.1b) ul, ϕb ξ ∈ St

elmozdulásmezők,
valamint

– az

(4.1c) F T
S , HXY x ∈ V

és az

(4.1d) F̃ l
η , H̃ηl ξ ∈ St
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feszültségfüggvények alkotják.
Feltételezzük, hogy a (4.1c) alatti feszültségfüggvények eleget tesznek az

(4.2) F L
K ≡ 0 és HAB ≡ 0 x ∈ V

feltételeknek.
4.3.2. A lineáris mikropoláris rugalmasságtan egyenleteit a funkcionál értelmezési tartományát

alkotó, azaz a fenti változókkal a

Aklpqγpq = εkpqH l
q .;p + gkmBl

.;m , x ∈ V(4.3a)

Ba pq
.b . .κpq = εaml(Flb;m + εbmqH q

l .) + gal(εlbmB
m + Cb;l) x ∈ V(4.3b)

és

εXpkκ Y
k .;p = 0 , x ∈ V(4.4a)

εSpq(γqT ;p + εqTbκ
b
p.) = 0 x ∈ V(4.4b)

mezőegyenletek, továbbá a

(4.5) F̃ l
η −F l

η = 0 , H̃ηb −Hηb = 0 , ξ ∈ St

(4.6) κ b
η − ϕb.;η = 0 , γχl − ul;χ − εlχbϕ

b = 0 , ξ ∈ St

(4.7) κ b
η. − ϕ̂b.;η = 0 , γχl − ûl;χ − εlχbϕ̂

b = 0 , ξ ∈ Su

t̂l = ε3χηF̃ l
η;χ +B l

.;3 , ξ ∈ St(4.8a)

μ̂b = ε3πη(H̃ηb;π + εbπlF̃ l
η ) + a3l(εlbσB

σ + Cb;l) ξ ∈ St(4.8b)

peremfeltételek alkotják. A fenti egyenletekhez az

(4.9) ul = ûl , ϕb = ϕ̂b , ξ ∈ g

folytonossági feltételek társulnak.
Az alábbiak arra mutatnak rá, hogy a (4.3a,b) és a (4.4a,b) mezőegyenletek, a (4.5)-(4.8b)

peremfeltételek, valamint a (4.9) folytonossági feltételek teljesülése biztosítja a rugalmasságtan
valamennyi egyenletének fennállását.

Valóban (4.4a,b), (4.6), (4.7) és (4.9) teljesülése biztosítja az alakváltozásmezők kinematikai-
lag lehetséges voltát. A [62] 2.20 szakasza alapján – tekintettel a (4.9) folytonossági feltételre is,
adódik a következtetés, hogy a (4.7) alatti feltételek integrálása a tényleges uk(ξ), ϕb(ξ) elmoz-
dulásmezőket eredményezi St–n. Ha emellett a (4.3a,b) egyenletek is teljesülnek, akkor fennáll
az egyensúly V -n, míg (4.8a) és (4.8b) együttes teljesülése biztosítja a feszültségi peremfeltétel
fennállását.

4.3.3. Visszaidézve a 4.3.1. szakasz második bekezdését a szabad variációs feladat funkcio-
nálja az alábbi, csupán gondolatmenetében részletezett, lépésekkel kapható meg:

1. A (3.19) képletet helyettesítjük a teljes potenciális energia funkcionál (4.20) alatti képle-
tébe a térfogati terhelés munkájának helyére (ul = ûl, ϕ

b = ϕ̂bl az Su-n).
2. Mellékfeltételnek tekintjük a (4.3a,b), (4.4a,b), (4.5), (4.6), (4.7), (4.8a,b), valamint a (4.9)

egyenleteket.
3. Hozzáadjuk a potenciális energia funkcionálhoz a mellékfeltételek alkalmas Langrange

multiplikátorokkal szorzott és a vonatkozó tartományokon integrált alakjait.
4. Meghatározzuk a funkcionál stacionaritási feltételéből a multiplikátorokat.
5. Visszahelyettesítjük a multiplikátorokat a funkcionálba.

A fenti, hosszadalmas és figyelmet igénylő átalakítások után

(4.10) Π2 = Π2(γkl, κ
b
a ., ul, ϕ

b,F l
y ,Hyb, F̃ l

η , H̃ηb) = ΠV 1
2 +ΠV 2

2 +ΠSt2 +ΠSu2 +ΠG2 + CSu
2
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a keresett funkcionál, ahol

(4.11a) ΠV2 =
1

2

∫
V

(
γklA

klpqγpq + κabB
abpqκpq

)
dV−

−
∫
V

[
gkmB l

.;mγkl + gal(εlbmB
m + Cb;l)κ

b
a .

]
dV−

−
∫
V

[
εSpq(γqT ;p + εqTbκ

b
p.)F T

S . + εXpkκ Y
k .;pHXY

]
dV ,

ΠSt2 = −
∫
St

{
(t̂l − n3a

3mB l
.;m)ul+

[
μ̂b − n3a

3l(εlbσB
σ + Cb;l)

]
ϕb
}
dA

+

∫
St

[
(γχl − ul;χ − εlχbϕ

b)ε3χηF̃ l
η. + (κ b

π . − ϕb.;π)ε
3πηH̃

ηb

]
dA ,(4.11b)

(4.11c) ΠSu2 =

∫
Su

[
(γχl − ûl;χ − εlχbϕ̂

b)ε3χηF l
η. + (κ b

π . − ϕ̂b.;π)ε
3πηHηb

]
dA

és

(4.12) ΠG2 =

∮
g

[
τη(ul − ûl)F̃ l

η. + τη(ϕb − ϕ̂b)H̃ηb

]
ds

míg

CSu
2 =

∫
Su

[
n3a

3mBl
.;mûl + n3a

3l(εlbmB
m +Cb;l)ϕ̂

b
]
dA = const.

Vegyük észre, hogy a fenti funkcionál az összes feszültségfüggvényt tartalmazza ideértve azokat
is, amelyeket zérusnak tekintünk.

4.3.4. A (4.10) alatti funkcionál

(4.13) δΠ2 = δγ,κΠ2 + δu,ϕΠ2 + δH,FΠ2 = 0

variációjának eltűnése mint variációs elv nemcsak a (4.3a,b) és (4.4a,b) mezőegyenletek, hanem a
(4.5), (4.6), (4.7) és (4.8a,b) peremfeltételek, valamint a (4.9) folytonossági feltételek fennállását
is biztosítja.

Az alábbiakban röviden ismertetjük az igazolás gondolatmenetét. Az egyes változók szerint
vett variációk függetlensége miatt a (4.13) variációs elv a

δγ,κΠ2 = δγ,κΠ
V
2 + δγ,κΠ

St
2 + δγ,κΠ

Su
2 = 0 ,(4.14a)

δu,ϕΠ2 = δu,ϕΠ
St
2 + δu,ϕΠ

G
2 = 0(4.14b)

és

(4.14c) δH,FΠ2 = δH,FΠV2 + δH,FΠSt2 + δH,FΠSu2 + δH,FΠG2 = 0

egyenletekkel ekvivalens. A (4.14a) egyenletből elemi átalakításokkal kapjuk, hogy

δγ,κΠ2 =

∫
V

[
Ba.pq
b κpq − εapy(Hyb;p + εbplF l

y.)− gal(εlbsB
s + Cb;l)

]
δκ b

a.dV+(4.15)

+

∫
V
(Aklpqγpq − εkypF l

p .;y − gksBl
.;s)δγkldV+

+

∫
S
n3

[
(F̃ l

η. −F l
η.)ε

3χηγχl + (H̃ηb −Hηb)ε
3πηκ b

π.

]
dA = 0 .

A variációk tetszőlegessége miatt innen a (4.3a,b) mezőegyenletek és (4.5) peremfeltételek fenn-
állása következik.
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A (4.14b) feltétel átalakítása során egyedül a vonalintegrállal kapcsolatos lépések igényelnek
némi figyelmet – az (A.4.2a,b) képleteket kell felhasználni. A

δu,ϕΠ2 =

∫
S
n3

[
μ3
b − ε3πη(H̃ηb;π + εbπlF̃ l

η.)− a3l(εlbsB
s + Cb;l)

]
δϕbdA(4.16)

+

∫
S
n3(t

3l − ε3χηF̃ l
η .;χ − a3sBl

.;s)δuldA = 0

eredményből azonnal következik a (4.8a,b) peremfeltételek fennállása.
A (4.14c) egyenlet teljesüléséből azonnal, minden különösebb formális átalakítás nélkül, követ-

keznek az alakváltozásmezők kinematikailag lehetséges voltához szükséges (és elégséges) (4.4a,b),
(4.6), (4.7) és (4.9) feltételek.

4.4. Statikai–kinematikai analógia.
4.4.1. Ha előírásokat teszünk a szabad variációs feladat funkcionáljában az értelmezési tarto-
mányt alkotó változók egy részére, akkor a Π2 funkcionál egyszerűbb alakot vesz fel. Ha a γkl
és κ b

π. alakváltozásmezők kinematikailag lehetségesek, akkor mind a (4.4a,b) független kompati-
bilitási differenciálegyenletek, mind pedig a (4.6), (4.7) alakváltozási peremfeltételek fennállnak,
és az ul elmozdulásmező illetve ϕb forgásmező eleget tesz a (4.9) folytonossági feltételnek. Ha
emellett ismeretesek a (4.8a,b) feszültségi peremfeltételeket kielégítő H̃ηb, valamint F̃ l

η feszült-
ség függvények, akkor a ΠSt2 integrál az (A.1.21) Stokes tétel értelemszerű alkalmazásával – So,
go-nak St, g felel meg – parciális integrálásokkal az alábbiak szerint átalakítható

(4.17) ΠSt2 =

∫
St

[
n3ε

3χηF̃ l
η ;χul + n3ε

3πη(H̃ηb;π + εbπlF̃ l
η )ϕb

]
dA =

= −
∮
g
τηF̃ l

η ûlds−
∮
g
τηH̃ηbϕ̂

bds +

∫
St

n3ε
3χη(ul;λ + εlχbϕ

b)F̃ b
η dA+

∫
St

n3ε
3χηϕb ;πH̃ηb dA .

A fentebb mondottak figyelembevételével a Π2 funkcionál a Π1 funkcionálra egyszerűsödik:

(4.18) Π1 = Π(γkl, κ
b
a.) = ΠV1 +ΠSt1 + CSu

1 + CG
1 ,

ahol
(4.19a)

ΠV1 =
1

2

∫
V

(
γklA

klpqγpq + κabB
abpqκpq

)
dV −

∫
V

[
gkmB l

.;mγkl + gal(εlbmB
m + Cb;l)κ

b
a

]
dV ,

(4.19b) ΠSt1 =

∫
St
(n3ε

3χηγχlF̃ l
η + n3ε

3χηκ b
χ H̃ηb)dA ,

(4.19c) CSu
1 = CSu

2 = const

és

(4.19d) CG
1 = −

∮
g
τηF̃ l

η.ûlds−
∮
g
τηH̃ηbϕ̂

b ds .

4. Megjegyzés: Ugyanez a funkcionál adódik a

(4.20) Π(γkl, κ
b
a. , ul, ϕ

b) =
1

2

∫
V

(
γklA

klpqγpq + κabB
abpqκpq

)
dV −

∫
V

(
blul + cbϕ

b
)
dV

−
∫
St

(
t̂lul + μ̂bϕ

b
)
dA

teljes potenciális energia funkcionálból, ha a (3.18), azaz a (3.19) és a (4.8a,b) képleteket helyet-
tesítjük a második térfogati integrál, illetve t̂l és μ̂b esetén, majd úgy alakítjuk át a funkcionált,
hogy csak γkl, κ

b
a.–tól függjön.

4.4.2. Nyilvánvaló, hogy a (4.18) funkcionálhoz tartozó mellékfeltételeknek a γkl, κ
b
a. alakvál-

tozásmezők kinematikailag lehetséges voltát kell biztosítaniuk. Ez azt jelenti, hogy a (4.4a,b)
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kompatibilitási differenciálegyenletek, a (4.7) alakváltozási peremfeltételek és a g görbén kirótt
(4.9) folytonossági feltételek mellett a

n3E3b(x) = ε3πηκ b
η.;π = 0 , ξ ∈ St(4.21a)

n3D3
.l(x) = ε3πχ(γχl;π + εχlbκ

b
π ) = 0 ξ ∈ St(4.21b)

kompatibilitási peremfeltételek fennállása is szükséges. Legyenek

F̌ T
S , ȞXY , x ∈ V(4.22a)
∗
F T
η ,

∗
Hηb , x ∈ Su(4.22b)

∗
wb ,

∗
rl ξ ∈ g(4.22c)

és

(4.22d) wb , r l ξ ∈ St

határozatlan Lagrange féle multiplikátorok.
Fentiekkel összhangban a Π1(γkl, κ

b
a.) funkcionál stacionaritásából adódó Euler egyenletek

keresése során ki kell egészíteni a funkcionált az alábbi integrálok összegével

(4.23) ΠS = ΠVS +ΠStS +ΠSuS +ΠGS ,

ahol a (3.22) és (4.11c) képletek szerint

ΠVS = IV1 (F̌ T
S , ȞXY ) ,(4.24a)

ΠStS =

∫
St

[
n3ε

3πηκ b
η.;πwb + n3ε

3πχ(γχl;π + εχlbκ
b
π.)r

l
]
dA ,(4.24b)

ΠSuS = ΠSu2 (
∗
F T
η ,

∗
Hηb)(4.24c)

és

(4.24d) ΠGS =

∮
g
τη(κ b

η − ϕ̂b;η)
∗
wb ds+

∮
g
τχ
[
γχl − (ûl;χ + εlχbϕ̂

b)
] ∗
rl ds .

4.4.3. A

(4.25) δκ,γΠ1 = δκ,γΠ
V
1 + δκ,γΠ

St
1 + δκ,γΠ

V
S + δκ,γΠ

St
S + δκ,γΠ

Su
S + δκ,γΠ

G
S = 0

stacionaritási feltételből, viszonylag egyszerű formális átalakításokkal, az (A.4.1) és (A.4.4a,b)
integrálok kihasználásával, a

δΠ1 =

∫
V

[
Ba pq
.b . .κpq − εami(Ȟib;m + εbmqF̌

q
i )− gal(εlbmB

m + Cb;l)
]
δκ b

a dV

+

∫
V

[
Aklpqγpq − (εkypF̌ l

p.;y + gksB l
.;s)
]
δγkl dV

+

∫
St

n3ε
3χη

[
H̃ηb − Ȟηb − (wb;η + εbηmr

m)
]
δκ b

χ dA

+

∫
St

n3ε
3χη(F̃ l

η − F̌ l
η − r l.;η)δγχl dA

+

∫
Su

[
n3ε

3χη(
∗
Hηb − Ȟηb)δκ

b
χ + n3ε

3χη(
∗
F l
η − F̌ l

η )δγχl

]
dA

+

∮
g

[
τη(

∗
wb − wb)δκ

b
η + τχ(

∗
r
l − rl)δγχl

]
ds

eredmény következik. Mivel a fenti stacionaritási feltételben

δγkl, δκ
b

a , x ∈ V

δγχl, δκ
b

χ , ξ ∈ St

δγχl, δκ
b

χ ξ ∈ Su
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és
δγχl, δκ

b
χ ξ ∈ g

egyaránt tetszőleges lehet az egyes integrálok eltűnéséből
— a variációs feladat

Ba pq
.b . .κpq = εami(Ȟib;m + εbmqF̌

q
i )− gal(εlbmB

m + Cb;l) , x ∈ V(4.26a)

Aklpqγpq = (εkypF̌ l
p.;y + gksB l

.;s) x ∈ V(4.26b)

Euler egyenletei;
— a variációs feladat

∗
Hλκ =Ȟλκ ,

∗
F l
η =F̌ l

η , ξ ∈ Su(4.27)

F̄ l
η = F̃ l

η − F̌ l
η = r l;η , ξ ∈ St(4.28a)

H̄ηb = H̃ηb − Ȟηb = wb;η + εbηmr
m ξ ∈ St(4.28b)

peremfeltételei, valamint
— a g görbére vonatkozó

∗
wb = wb ,

∗
rl = rl ξ ∈ g(4.29)

folytonossági feltételek
következnek.

Az alábbi megjegyzések célja a teljes potenciális energia stacionaritási feltételéből kapott
(4.26a,b), (4.27), (4.28a,b), és (4.29) egyenletek értelmezése.

5. Megjegyzés: A (4.26a,b) mezőegyenletek az egyensúlyi egyenletek általános és teljes,
Schaefer által talált [48] megoldásai. Következésképp a Ȟyd és F̌ b

y multiplikátorok feszültség-
függvények. Másként fogalmazva levezethető az egyensúlyi egyenletek általános és teljes, hat–hat
feszültségfüggvényt tartalmazó megoldása a teljes potenciális energia minimum elvből, feltéve,
hogy a mellékfeltételeket alkalmasan választjuk meg.

6. Megjegyzés: A (4.27) egyenlet szerint megegyeznek a V –n értelmezett multiplikátorok
(feszültségfüggvények) az Su–n értelmezett multiplikátorokkal – tehát az utóbbiak is feszültség-
függvények. Következésképp a feszültségfüggvényes megoldás az Su–n is érvényes.

7. Megjegyzés: Az St–n kapott (4.28a,b) peremfeltételek az Su–ra vonatkozó (3.14a,b)
alakváltozási peremfeltételek duális párjai mivel [az előbbi] (az utóbbi) feltételek azonnal megkap-
hatók [az utóbbi] (az előbbi) feltételekből, ha rendre [γ, κ-t és u, ϕ-t írunk a H,F különbségek
és w, r helyett] (H,F különbségeket és w, r-t írunk γ, κ és u, ϕ helyett).

9. Megjegyzés: A [30] tanulmány szerint a feszültségfüggvények V -n és St-n a

F̃ l
y − F l

y = r̃ l.;y(4.30a)

H̃ηb −Hηb = w̃b;η + εbηmr̃
m(4.30b)

módon különbözhetnek egymástól. Vegyük észre, hogy az utóbbi képletek teljes mértékben
összhangban vannak (4.28a,b) peremfeltételekkel. Arra is érdemes felhívni a figyelmet, hogy a
(4.28a,b) peremfeltételekben a w, r vektormezők felület menti kovariáns deriváltja jelenik csak
meg, és ennek számításához elegendő, ha a két vektormezőt csak a felületen ismerjük.

10. Megjegyzés: A (4.29) végső soron a feszültségfüggvényekre kirótt folytonossági feltétel.

4.5. Eredmények. Az egyes eredményeket sorszámozzuk.
1. A szabad variációs feladat (4.10), (4.11a,b,c) és (4.12) függvényekkel értelmezett funkcionál-

ja a klasszikus esetre vonatkozó (2.13) funkcionál általánosítása mikropoláris testre. A
klasszikus esethez hasonlóan a következőket érdemes hangsúlyozni:

• A szerző által javasolt és fentebb idézett funkcionál nem tartalmaz semmiféle ellent-
mondást a kompatibilitási egyenletek és a feszültségfüggvények száma tekintetében.
Mindkettő hat–hat, nem pedig kilenc–kilenc, mint a Nowacki által megadott kom-
patibilitási egyenletek száma.
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• A szabad variációs feladat itt bemutatott megfogalmazása megengedi a vegyes pe-
remfeltételek figyelembevételét, hiszen a peremfelület – az S felület – az Su és St jelű
részekre bontott, és ezeken különböző típusú peremfeltétel írható elő. Ezt az teszi
lehetővé, hogy a Π2 funkcionál értelmezési tartománya az St–n értelmezett feszült-
ségfüggvényeket is tartalmaz.

• Érdemes itt is megemlíteni, hogy nem előfeltétel az elmozdulásmező folytonossága a
g görbén.

2. Kimutatta a szerző formális számításokkal, hogy a módosított teljes potenciális energia
funkcionál stacionaritási feltételéből is kiadódnak mint Euler egyenletek – v.ö.: (4.26a,b)
– az egyensúlyi egyenletek általános és teljes, Schaefer által talált [47] megoldásai. A
megoldások csak hat–hat feszültségfüggvényt tartalmaznak, ha a mellékfeltételeket alkal-
masan választjuk meg.

3. Megtalálta a szerző a statikai-kinematikai analógia hiányzó, a test határfelületére vonat-
kozó egyenleteit. A kapott eredmények szerint az St-n adódó (4.28a,b) peremfeltételek
az Su-ra vonatkozó (3.14a,b) alakváltozási peremfeltételek duális párjai mivel [az előbbi]
(az utóbbi) feltételek azonnal megkaphatók [az utóbbi] (az előbbi) feltételekből, ha rendre
[γ, κ-t és u, ϕ-t írunk a H,F különbségek és w, r helyett] (H,F különbségeket és w, r–t
írunk γ, κ és u, ϕ helyett).

A vonatkozó publikációkat illetően a [62] tanulmányra utalunk. A felsorolt eredmények 100%–
ban a szerző eredményei.
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5. Az egyértékűség makró feltételei vegyes peremértékfeladatokra.
Származtatás a kiegészítő energia maximum elvből – klasszikus eset

5.1. Irodalmi előzmények. Ami a klasszikus esetet illeti Southwell [51], [52] volt az első,
aki a kompatibilitási feltételeket a teljes kiegészítő energia minimum elvből, mint variációs elvből
származtatta. Ugyanakkor arra is rámutatott, hogyha három feszültségfüggvényt alkalmaz – a
Maxwell [35] és Morera [37] féle megoldásokat használta fel – akkor csak három kompatibi-
litási differenciálegyenlet következik a hat Saint Venant féle kompatibilitási egyenletek közül
a stacionaritási feltételből. Mivel egy zárt felülettel határolt tartományon tetszőleges feszültségi
állapot megadható alkalmasan választott három feszültségfüggvénnyel – több zárt felülettel ha-
tárolt tartomány esetén zérus térfogati terhelés mellett is, illetve zérustól különböző térfogati
terhelés mellett mindig, amint azt már láttuk a 1. Fejezetben, ki kell egészíteni a feszültségfügg-
vényes megoldást az egyensúlyi egyenletek egy partikuláris megoldásával – Southwell ellent-
mondásra jutott, hiszen az alakváltozásmezők kompatibilitásának elégséges feltétele a hat Saint

Venant féle kompatibilitási egyenlet fennállása. A paradoxont, amelyre jutott, utána nevezték
el Southwell paradoxonnak. Southwell idézett cikkei után a következő kérdések marad-
tak megoldatlanok: Elegendő-e a kompatibilitás fennállásához három kompatibilitási egyenlet
fennállása. Ha igen, melyik három. Ha igen, vannak–e további feltételek a kompatibilitás fenn-
állásához.

A paradoxon részletes leírása, ez a feszültségfüggvények megválasztásának összes lehetséges
esetét felöleli, Rieder tanítványának Stickforthnak a nevéhez fűződik [54], aki Washizu

egy részeredményének [82] általánosításával kimutatta, hogy a kompatibilis alakváltozásmezők
eleget tesznek bizonyos peremfeltételeknek. Ezeknek a feltételeknek később Kozák a kompatibi-
litási peremfeltétel nevet adta, és kimutatta, háromféleképpen is, tiszta matematikai úton [27], a
kiegészítő energia maximum elv felhasználásával [26] és a virtuális munka elv duál alakjának fel-
használásával [28], hogy az alakváltozásmezők kompatibilitásának szükséges és elégséges feltétele
három alkalmasan választott kompatibilitási differenciálegyenlet és a kompatibilitási peremfel-
tételek fennállása. Az utóbbi két tanulmány egyedüli abban a tekintetben, hogy a vizsgálatok
vegyes peremértékfeladatra vonatkoznak.

Az eddig idézett tanulmányok mindegyike egyszeresen összefüggő tartományt tételez fel.
Többszörösen összefüggő tartomány, síkfeladatok és feszültségi peremfeltételek feltételezése

mellett Prager [44] kimutatta, hogy a Mitchell féle feltételek [36], [18], vagy ami ugyanaz
a kompatibilitás makró feltételei, természetes peremfeltételek, amelyek a kiegészítő energia mi-
nimum elvből következnek. Prager eredményét egymástól függetlenül Hu Haichang [19]
és Szeidl–van Gemert [78] általánosította vegyes peremértékfeladatokra (az elsőbbség Hu

Haichang–é). Ami a háromméretű feladatokat illeti feszültségi peremfeltételeket és többszö-
rösen összefüggő tartományt tételezve fel Moriguti [38] és Stickforth [53] dolgozatait kell
említeni, megjegyezve, hogy Stickforth nem ismerte Moriguti idézett cikkét. Az utóbbi
két dolgozat sem adott megoldást a Southwell paradoxonra és a vegyes peremértékfeladatok
esetét szintén figyelmen kívül hagyták.

A szóhasználat egyértelműsége kedvéért, megismételve a teljesség kedvéért a római v. o.-on
mondottakat, az alábbiakban állapodunk meg. A kompatibilitás makró feltételein a többszörösen
összefüggő tartományon szükséges azon feltételek összességét értjük, amelyeknek a kompatibi-
litási differenciálegyenleten és a kompatibilitási peremfeltételeken – ezeknek mind egyszeresen
mind pedig többszörösen összefüggő tartományon fenn kell állnia – túlmenően teljesülniök kell.

A kompatibilitás makró feltételeit két csoportba soroljuk attól függően, hogy milyenek a pe-
remfeltételek annak az egyszeresen összefüggő zárt felületi görbének a pontjaiban, amely mentén
ezeket a feltételeket tekintjük. Ha a görbe minden pontjában feszültség előírt, akkor a vonatkozó
makró feltétel nagybani kompatibilitási feltétel. Ha a görbének van legalább egy olyan íve, amely-
nek mentén elmozdulások az adottak, akkor a vonatkozó feltételt (feltételeket ha több ilyen ív
létezik) kiegészítő kompatibilitási feltételeknek nevezzük.

Kitűnik a fenti irodalmi áttekintésből, hogy sem Moriguti [38], sem pedig Stickforth [53]
nem adta meg a kompatibilitás kiegészítő feltételeit.
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5.2. Célkitűzések. Az fenti szakaszban megfogalmazott problémák alapján szerző célul tűzte
ki az alábbi, klasszikus esetre vonatkozó problémák megoldását:

• A kompatibilitás kiegészítő feltételeinek levezetése háromméretű problémák és vegyes
peremértékfeladatok esetén geometriai megfontolásokból.

• Igazolni formális számításokkal, hogy a kompatibilitás vegyes peremértékfeladatok és há-
romméretű test esetére vonatkozó kiegészítő feltételei a teljes kiegészítő energia maximu-
mából következő természetes peremfeltételek.

Az igazolás gondolatmenetét [70] és [65] alapján ismertetjük.

5.3. A kiegészítő kompatibilitási feltételek származtatása geometriai megfontolá-
sokból.
5.3.1. A vizsgálatokat az 5.1. ábrán vázolt, egy zárt felülettel határolt, háromszorosan össze-
függő testre végezzük el. Világosan látszik az ábráról, hogy az Su, St felületrészek valamint a g
görbe

S t

(1)

S t

(3)

L2

τα

S t

(2)

L1

Su

(2)

L
*

g
(1,0)

g

g g

(1,3)

(1,2) (1,1)

g
(1,4)

S

(1)

u

P
11

+

S t

(1)

-

P14

13
P

s
s

P
21

L2

+

-

S
t

(3)

V

S
(1)

u

g
(1,0)g

g

(1,2)

(1,3)

P
12Su

(2)

St

(2)

g
(1,1)

+

=P
15

L1

5.1. és 5.2. ábrák.
több részből is állhat, azaz

Su =
(1)

S u ∪
(2)

S u; St =
(1)

S t ∪
(2)

St ∪
(3)

St és
(1,0)
g ∪ (1,1)

g ∪ (1,2)
g ∪ (1,3)

g ∪ (1,4)
g .

Határesetben az
(1)

S u,
(2)

S u és Su vagy
(1)

S t,
(2)

S t,
(3)

S t és St

részfelületek bármelyike üres halmaz is lehet.
Az egymást nem metsző zárt L1 és L2 görbék rendre a tartományban lévő első és második

lyukat ölelik körül – v.ö. 5.1. ábra.
Lényeges a további vizsgálatok szemszögéből, hogy az

(1)

S u és
(2)

S u háromszorosan, illetve kétsze-
resen összefüggő zárt felületek, ezt jól szemlélteti az 5.2. ábra. Az 5.2. ábra az S felület
egyszeresen összefüggő részekre történő felhasításának egy olyan lehetőségét szemlélteti, amely

felhasználja a g, L1, L2 és
∗
L görbéket. Az L1 és L2 görbék az alábbi pontokban metszik a g és

∗
L görbéket:

P11, P12, P13, P14 és P21 .
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Az L1 görbe részeit a
L1j = P1j P1,j+1 j = 1, . . . , 4

módon definiáljuk. A parciális integrálások során Stokes tétele kerül felhasználásra, szem előtt
tartva azt a körülményt, hogy a tétel csak egyszeresen összefüggő felületre érvényes.

Érdemes megemlíteni, hogy a vizsgált V tartománnyal és az S felület részekre bontásával
kapcsolatos feltevéseink nem lényegiek, mivel a test háromszorosan összefüggő és a határfelület
felbontása is eléggé általános.

5.3.2. Többszörösen összefüggő tartományon az (1.14) kompatibilitási differenciálegyenletek
V -n és az (1.16) kompatibilitási peremfeltételek teljes S-n történő fennállása nem elegendő ahhoz,
hogy

y 1

y 2

y 3

O

P
11

L 1

P

R(P)P(s)

R(s)

R(s)˜

τ

5.3. ábra.
az ekl alakváltozási tenzor kompatibilis legyen, hanem a nagybani kompatibilitási feltétel né-
ven ismert kiegészítő feltételeknek ugyancsak teljesülniök kell. Alábbiakban a kompatibilitás
makró feltételeit, közöttük a vegyes peremértékfeladatok esetén szükséges kiegészítő feltételeket,
geometriai megfontolásokból származtatjuk. Tekintsük az L1 görbét – v.ö. 5.2. és 5.3. ábra.
Legyen P az L1 görbe tetszőleges, de rögzített pontja. A P (s) pont P -re vonatkoztatott hely-
vektorát R̃(s) = R̃vav(s) jelöli. Figyeljük meg, hogy a bázis az s ívkoordinátájú pontban van.
Nyilvánvaló, hogy

(5.1) ταaα =
dR̃

ds
=

d (R(s)−R(P ))

ds
=

∂R

∂ξα
dξα

ds
=

dξα

ds
aα . s ∈ L1

A

(5.2) ϕl =
1

2
εlpdud;p x ∈ V

mervtestszerű forgással írhatjuk, hogy

(5.3a) ϕ3 =
1

2
ε3λϑuϑ|λ ξ ∈ S

és tekintettel az (1.1) kinematikai egyenletre

(5.3b) ϕλ = ελ3ϑ[
1

2
(uϑ;3 + u3|ϑ)− u3|ϑ] = ελ3ϑ(eϑ3 − u3|ϑ) . ξ ∈ S

1. Megjegyzés: Tegyük fel, az egyszerűség kedvéért, hogy ismeretes az uk elmozdulásmező az
S–en. Az (5.3a) egyenlet azt fejezi ki, hogy uk(ξ) egyértelműen meghatározza a ϕ3 merevtestszerű
forgást. Ezzel szemben az (5.3b) magába foglalja az uλ;3 normálirányú deriváltat, következésképp
a ϕλ–t csak részben határozza meg uk(ξ).

5.3.3. Az (1.1) kinematikai egyenlet felhasználásával (5.2)–ből a

(5.4) ϕl.;y =
1

2
εlpd(ud;py + uy;dp) = εlpdeyd;p x ∈ V
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következik, ahonnan – tekintettel (5.1)–re – kapjuk, hogy

(5.5)
dϕl

ds
= τηϕl ;η = τηεlpdeηd;p

és így

(5.6) (ϕλaλ + ϕ3a3)|P = (ϕλaλ + ϕ3a3)|P11 +

∫ P

P11

τηεlpdeηd;p alds .

Az (1.1) és (5.2) egyenletek egybevetéséből

uk;l = ekl − εklrϕ
r , x ∈ V

ahonnan az 5.3. ábra jelöléseivel és az (5.1) képlet felhasználásával kapjuk, hogy

uk;ητ
η = τηeηk − εkvlϕ

lav · d(R(s)−R(P ))

ds
=

= τηeηk − d

ds

[
εkvlϕ

l (Rv(s)−Rv(P ))
]
+ εkvl

dϕl

ds
(Rv(s)−Rv(P ))

azaz, tekintettel az (5.5) képletre is, hogy

(5.7)
duka

k

ds
= − d

ds

{
(Rv(s)−Rv(P )) εkvlϕ

lak(s)
}

+
[
τηeηk + τηεkvlε

lpdeηd;p (R
v(s)−Rv(P ))

]
ak(s) , s ∈ L1 .

A fenti képletben a bázis az s pontban van. A P11 és P pontok közötti integrálás után innen
következik, hogy

uk a
k|P = uk a

k
∣∣∣
P11

+ εkvlϕ
l (Rv(s)−Rv(P ))ak

∣∣∣
P11

(5.8)

+

∫ P

P11

τη
[
eηk + εkvlε

lpd (Rv(s)−Rv(P )) eηd;p

]
ak ds

Az utóbbi képletben lokalizálás esetén – jobboldal első két tag – a bázis a lokalizálás helyén van.
Futópont esetén – integrandusz – az s pontban van a bázis. Ezt a megállapodást a továbbiakban
is mindig érvényesnek tekintjük. Az (5.6) és (5.8) képletek Cesaro formulái. A rövid levezetést
a gondolatmenet részeredményeinek későbbi felhasználása kedvéért közöltük.

Visszatérve a háromszorosan összefüggő V tartománnyal kapcsolatos problémához – lásd 5.1.
ábra – az ekl alakváltozásmezők kompatibilitásához az (1.14) kompatibilitási differenciálegyenle-
tek V -n és az (1.16) kompatibilitási peremfeltételek teljes S-n történő fennállása mellett az is
szükséges, hogy a ϕl merevtestszerű forgás és az uk elmozdulásmező egyértékű legyen minden
olyan egyszerű zárt görbe mentén, amely a két lyukat körülöleli. Kimutatható, hogy az utóbbi fel-
tételt biztosító makró egyértékűségi feltételek teljesülése a lyukakat körülölelő egy-egy zárt görbe
mentén – választhatjuk például az L1 és L2 görbéket – elegendő ahhoz, hogy a ϕl merevtestszerű
forgás és az uk elmozdulásmező egyértékű legyen minden más a lyukakat körülölelő egyszerű zárt
görbe mentén, feltéve, hogy fennállnak az (1.14) kompatibilitási differenciálegyenletek V -n és az
(1.16) kompatibilitási peremfeltételek a teljes S-n.

Mondottak alapján az L1 és L2 görbékre korlátozzuk a figyelmet a további vizsgálatok során.
Vegyük észre, hogy az L2 görbe teljes egészében az St-n belül fekszik. Következésképp a ϕl

merevtestszerű forgás egyértékűségéhez az (5.6)-ból adódó, az L2 görbére vonatkozó

(5.9)
∮
L2

τηεlpdeηd;p al ds =

∮
L2

τηερϑ3eηϑ|ρ a3 ds +

∮
L2

τηελϑ3(eη3|ϑ − eηϑ;3)aλ ds = 0

nagybani egyértékűségi feltétel fennállása is szükséges. Hasonló gondolatmenettel kapjuk meg
(5.8)–ból az uk elmozdulásmezővel kapcsolatos, az L2 görbére vonatkozó

(5.10)
∮
L2

τη
[
eηk + εkvlε

lpd (Rv(s)−Rv(P21)) eηd;p

]
ak ds = 0

nagybani egyértékűségi feltételt.
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Az L1 görbe [L11 és L13] {L12 és L14} részei teljes egészében [St–n] {Su-n} belül feksze-
nek. Ennek a körülménynek a fényében a hiányzó kiegészítő kompatibilitási feltételek kérdése
a következőképp fogalmazható át: Mi a hatása a nagybani kompatibilitási feltételekre annak a
körülménynek, hogy az első lyukat körülölelő, S-en fekvő egyszerű zárt görbék kétszer is áthalad-
nak az Su felületrészen? Egy geometriai megoldást az alábbiak részleteznek. Tegyük fel, hogy
az L1 görbe két ívre bontott. A felbontást az 5.4(a) ábra szemlélteti. A vastag vonallal rajzolt
L11 íven feszültség az előírt. Az ív vékonyan rajzolt részén, azaz a P12, P11 végpontok között elmoz-

s

P
P

L

12
11

11

sL

P

P

13

14

13

(b)(a) 5.4. ábra.
dulások adottak. Ahhoz, hogy egyértékű legyen a ϕl merevtestszerű forgás a két részre bontott
L1 íven – a felbontást illetően ismét hivatkozunk az 5.4(a) ábrára – fenn kell állnia a

(5.11a) ϕlal

∣∣∣P12

P11

+ ϕlal

∣∣∣P11

P12

= 0

folytonossági feltételnek. Vegyük észre, hogy a fenti egyenlet nem mond semmit a ϕl merevtest-
szerű forgás P12, P11 íven belüli viselkedéséről. Következésképp további egyértékűségi feltételnek
kell fennállnia az L1 íven, feltéve hogy az ív az 5.4.(b) ábrán vázolt módon van két részre osztva:

(5.11b) ϕlal

∣∣∣P14

P13

+ ϕlal

∣∣∣P13

P14

= 0 .

A fenti egyenletek baloldalán álló első tag az (5.6) képletből számítható az integrálási határok
alkalmas megválasztásával. Ami a második tagot illeti az (5.3a,b) összefüggést kell alkalmazni,
figyelembe véve, hogy ismeretesek az elmozdulások az L1 íven, ha

(5.12) s ∈ (s(P1j)− ε, s(P1j)] vagy s ∈ [s(P1,j+1), s(P1,j+1) + ε) j = 1, 3;

ahol az ε kicsi, pozitív, egyébként tetszőleges mennyiség. Ily módon kapjuk, hogy

(5.13)
[
1

2
ε3λϑûϑ|λ a3 + ελ3ϑ(eϑ3 − û3|ϑ)aλ

]∣∣∣∣P1i

P1,i+1

+

∫
L1i

τηερϑ3eηϑ|ρ a3 ds

+

∫
L1i

τηελϑ3(eη3|ϑ − eηϑ;3)aλ ds = 0 i = 1, 3 .

Vegyük észre, hogy az (5.13) feltételek fennállása esetén folytonos a merevtestszerű forgás a teljes
L1 íven.

Könnyű ellenőrizni az (5.13)-ra vezető gondolatmenet ismétlésével, hogy az uk elmozdulásmező
tekintetében az

(5.14) uk a
k
∣∣∣P12

P11

+ uk a
k
∣∣∣P11

P12

= 0 és uk a
k
∣∣∣P14

P13

+ uk a
k
∣∣∣P13

P14

= 0

folytonossági feltételeknek kell fennállni. Az utóbbi feltétel három lépésben hozható alkalmasabb
alakra:

1. Vegyük ismét figyelembe, hogy az uk elmozdulásmező az előírt, ha az s ívkoordináta
teljesíti az (5.12) feltételt; ez a körülmény a baloldalon álló második tagokat befolyásolja.

2. A következő lépésben az (5.8) Cesaro formulát kell alkalmazni a baloldalon álló első tagok
(különbségek) számítására.

3. Végezetül az (5.3a,b) képletek helyettesítése szükséges a ϕ3 és ϕλ merevtestszerű forgások
P11 és P13 pontbeli értékeinek számítására.
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A felsorolt lépések végrehajtása után az

(5.15) ûk a
k
∣∣∣P1i

P1,i+1

+ ελ3ϑ (e3ϑ − û3|ϑ)ελkl
(
Rk(P1,i+1)−Rk(P1i)

)
al
∣∣∣
P1i

+
1

2
ε3λϑûϑ;λ ε3ψρ

(
Rψ(P1,i+1)−Rψ(P1i)

)
aρ
∣∣∣∣
P1i

+

∫
L1i

τη
{
eηk + εlpd εkvl [R

v(s)−Rv(P1,i+1)] eηd;p

}
ak ds = 0 i = 1, 3

eredmény, azaz a még hiányzó kiegészítő kompatibilitási feltétel következik.
2. Megjegyzés: Az (5.13) és (5.15) kiegészítő kompatibilitási feltételek formailag az (5.9) és

(5.10) nagybani kompatibilitási feltételekre egyszerűsödnek, ha az óramutató járásával ellentétes
irányban mozogva a P1,i+1 pont eléri a P1i pontot, vagy ami ugyanez, ha az L1i ív egybeesik az
L1 zárt görbével.

5.4. Származtatás a teljes kiegészítő energia maximumának elvéből.
5.4.1. Az ekl alakváltozásmező [kompatibilitásának] {kinematikailag lehetséges voltának} egy-
szeresen összefüggő tartományon szükséges és elégséges feltételei a teljes kiegészítő energia ma-
ximumának, mint variációs elvnek Euler egyenletei és természetes peremfeltételei – a részletes
igazolást illetően Kozák [26] tanulmányára utalunk. Mondottakból azonnal következik, hogy az
alábbi gondolatmenet két dologtól eltekintve az idézett tanulmányhoz igazodik:

1. Variálhatók a (2.8a,b) peremfeltételeknek, mint mellékfeltételeknek eleget tevő feszültség-
függvények, feltéve hogy a feszültségek variációja a peremen az adott variációk mellett
mindig zérus értékű marad. Ebben a tekintetben olyan megoldást választunk a 2. Feje-
zet eredményeinek alapján, amely nem igényli a variációkat adó vektormezők St felület
normálisa mentén vett deriváltjainak ismeretét.

2. Mivel a térfogati tartomány a jelen esetben többszörösen összefüggő, különös figyelemre
van szükség a zérus feszültséget okozó feszültségfüggvények lehetséges szakadásainak kezelésé-
ben, amikor a Stokes tételt az S alkalmas felhasításokkal kapott egyszeresen összefüggő
részein alkalmazzuk annak érdekében, hogy megkapjuk a kiegészítő kompatibilitási felté-
teleket.

5.4.2. Szigorú maximuma van a

(5.16) K = −1

2

∫
V
tklekl dA+

∫
Su

n3t
3lûl dA

teljes kiegészítő energiának, ha a statikailag lehetséges tkl feszültségmező és ekl alakváltozásmező
egybeesik a tényleges megoldással.

Az (5.16) funkcionál extremumának a funkcionál első variációjának eltűnése szükséges feltétele:

(5.17) δK = −
∫
V
eklδt

kl dV +

∫
Su

n3δt
klûλ dA = 0 .

Vegyük észre, hogy az első variáció felírásakor kihasználtuk a jól ismert

δ(tklekl) = 2eklδt
kl

relációt.
Az 5.4.3.-al induló és az 5.4.8.-al záruló szakaszok a −δK = 0 extremumfeltétel alkalmas

alakra hozását részletezik. Az egymást követő lépések természetének tisztázása érdekében röviden
áttekintjük az átalakítások gondolatmenetét.

(a) Az 5.4.3. szakasz, lásd alább, olyan alakban adja meg a feszültségek variációit, hogy az
biztosítsa a szükséges mellékfeltételek fennállását mind a V -n, mind pedig az St-n.

(b) Az 5.4.4. szakasz az integrálátalakításokkal foglalkozik. Nem szabad megfeledkezni arról
a Stokes tétel alkalmazása során, hogy az S felület egyszeresen összefüggő részekre van
felhasítva és a vonatkozó integrálokat ezeken a részeken külön–külön vesszük sorra. Kö-
vetkezésképp vonalintegrálok is adódnak az átalakításokból. A vonalintegrálok egy része
törli egymást, ha teljesülnek a következő feltételek:
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1. Folytonosak az integrálokban szereplő változók a peremgörbe tekintett íve mentén.
2. Kétszer megyünk végig a peremgörbék mentén – egyszer az egyik oldalon, majd a

másik oldalon. (Amikor például az Su-n alkalmazzuk a Stokes tételt kétszer megyünk
végig a peremgörbe P12, P13 ívén.)

Érdemes azt is megemlíteni már ehelyütt, hogy δwl kivételével – ez az St-n értelmezett
wl vektormező variációja, amint az lentebb majd kiderül – az összes többi változó folytonos
az egész S felületen. Ami pedig δwl-t illeti az folytonos az egyszeresen összefüggő

(1)

S t,
(2)

S t és
(3)

S t

felületrészeken de szakadása van az

L = L11 ∪ L13 ∪ L2

íven. Az első integrált amely tartalmazza δwl-t az (5.30) összefüggésből kapjuk majd az
(5.21a,b) mellékfeltételek helyettesítése után. Az ezt követő lépésekben különös figyelmet
kell fordítani az L11, L13 és L2 íveken vett vonalintegrálokra.

(c) Az 5.4.5. szakasz tartalmazza a stacionaritási feltétel előállítását a térfogati és vonalin-
tegrálok tekintetében.

(d) Az 5.4.6 – 5.4.8. szakaszok a g és L görbéken vett integrálok alkalmas alakra történő
transzformálását részletezik.

5.4.3. Mivel a tkl feszültségek statikailag lehetségesek kell, hogy legyenek – a definíciót illetően
a 3. oldalra utalunk – ki kell elégíteniük az (1.3) és (1.5) mellékfeltételeket. Következésképp nem
vehetők fel szabadon a δtkl variációk, hanem teljesíteniük kell a

(5.18) δtkl..;k = 0 x ∈ V és n3δt
3l = 0 ξ ∈ St

a feltételeket. Ezek annak figyelembevételével következnek az (1.3) egyensúlyi egyenletből és
az (1.5) feszültségi peremfeltételből, hogy zérus a bl térfogati terhelés és a t̂l felületi terhelés
variációja. Az utóbbi körülményre tekintettel azt is feltételezzük a továbbiakban – v.ö.: (1.6) –,
hogy zérus a δBl variáció is.

Azonnal következik az (1.12) és (1.17) képletekből hogy identikusan teljesülnek az (5.18)1,2
mellékfeltételek amennyiben feszültségfüggvények variációival fejezzük ki a feszültségek variációt:

(5.19) δtkl = εkrmεlspδHrs;mp , x ∈ V

ahol δHrs tetszőleges lehet a V -n, de az St-n fenn kell állnia az

(5.20) n3ε
3ηκεldpδHηd;pκ = 0 ξ ∈ St

mellékfeltételeknek.
Legyen δwl az St-n értelmezett wl vektormező variációja. Ha kielégítik a feszültségfüggvények

δHηd variációi a

(5.21a) δHλκ = δw(λ|κ) ξ ∈ St

és

(5.21b) (δHκλ − δw3|κ)‖λ + bαλ(δHακ − δwα|κ)− (δHκλ;3 − δHλ3;κ) = 0 ξ ∈ St

feltételeket, akkor az (5.20) mellékfeltételek is fennállnak. Egyszerű az utóbbi állítás igazolása, ha
figyelembe vesszük, hogy az (5.20) és (5.21a,b) mellékfeltételek megegyeznek az (1.16) kompati-
bilitási peremfeltétellel – az Eab inkompatibilitási tenzort az (1.10) egyenlet értelmezi –, valamint
az (1.15a,b) alakváltozási peremfeltételekkel, ha rendre eηd-t és ul-et írunk δHηd és δwl helyére a
(5.20) és (5.21a,b) egyenletekben. Ha még azt is visszaidézzük, hogy az alakváltozási peremfel-
tételek fennállása eleve biztosítja az (1.15a,b) kompatibilitási peremfeltételek teljesülését, akkor
máris levonható a következtetés, hogy igaz a fenti állítás.

3. Megjegyzés: Más megfogalmazásban azt mondhatjuk, hogy fentiek a 2.4. szakasz ered-
ményeit tükrözik. Ezzel a (2.58a,b) és (2.59) képletekre, valamint arra a körülményre utalunk,
hogy az [egyensúly] és {statikailag lehetséges}, valamint a [kompatibilitás] és {kinematikailag
lehetséges} páronként duális fogalmak.
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4. Megjegyzés: A fenti állítás viszonylag hosszú és több megfontolást tartalmazó igazolását
a Kozák–Szeidl [75] közölte 1996-ban. Maga az eredmény azonban jóval korábban 1980-ban
született – Kozák [29].

5. Megjegyzés: A fentebb is említett és a fenti állítás hátterét adó statikai–kinematikai
analógiát a Kozák–Szeidl tanulmány [76] publikálta. Az analógia az

(5.21c) δHκλ‖ϑ+δHλκ‖ϑ−δwλ|κ‖ϑ − δw3|λbϑκ = 0 ξ ∈ St

egyenletet is tartalmazza. Ez az egyenlet az (1.19) egyenlet duális párja.
6. Megjegyzés: Kozák [29] feltételezi, hogy

(5.22) δHkl = δw(k;l) ξ ∈ St

Ez az egyenlet, szemben az (5.21a,b) feltételekkel és az (5.21c) azonossággal, magában foglalja a
δwk;3 normálirányú deriváltat. A statikai-kinematikai analógia kapcsán kimutattuk – 23. oldal
10. Megjegyzés –, hogy egy (5.22) alakú feltétel magában foglalja (5.21a,b)-t [következésképp
(5.21c)-t is], de ennek megfordítása már nem igaz. Ez azt jelenti, hogy az (5.22) kevésbé szigorú
mint az (5.21a,b) feltételek.

7. Megjegyzés: Az (5.21a,b) és (5.21c) feltételek δwl(ξ) kifejezéseiben adottak és így nem
mondanak semmit δwl;3-ról az St-n. A feszültségfüggvények δHkl variációit folytonosnak te-
kintjük az Su és St-t elválasztó g görbén. Az (5.22) összefüggésre tekintettel a folytonossági
feltételből a

(5.23) δHλ3 =
1

2
(δwλ;3 + δw3;λ) ξ ∈ g

egyenlet következik. Feltételezzük utóbbi egyenlet alapján, hogy tetszőlegesek a g görbe mentén
a δHλ3, vagy ami ugyanaz a δwλ;3 variációk.

8. Megjegyzés: Az (5.21a,b) és (5.21c) képletek valamint a 7. Megjegyzés szerint a δwl
variációk (azaz három skalárfüggvény) tetszőlegesek az St-n, a δwl és δwλ;3 variációk (azaz öt
skalárfüggvény) tetszőlegesek a g görbén.

9. Megjegyzés: Nem sérti az általánosságot, ha feltételezzük, hogy

(5.24) δH33 = δw3;3 . ξ ∈ g

10. Megjegyzés: A feszültségfüggvény tenzor szerkezetével kapcsolatos kikötéseket [tetszőle-
ges feszültségi állapot megadható három feszültségfüggvény segítségével stb. – v.ö.: a 4. oldal
2. Megjegyzés és (1.27) képletek (az utóbbiakat feszültségfüggvényekre vonatkoztatva)] a
variációkra is érvényesnek vesszük, azaz

δHRS �= 0 , x ∈ V

δHAB = 0 , x ∈ V

δHη3 = δH3η = 0 , ξ ∈ Su

δH33 = 0 ξ ∈ Su

(δHRS tetszőleges lehet). A fentiek ellenére és az általánosság kedvéért a formális átalakítások-
ban és az eredményben a zérusnak tekintett variációkat is kiírjuk. A teljesség kedvéért meg-
jegyezzük, hogy a variálás módozatait az St–n fentebb, az 5.4.3. szakasz elején és a 3.–8.
Megjegyzésekben már tisztáztuk.

5.4.4. Az (5.19) és (5.20) variációk (5.17) extremum feltételbe történő helyettesítésével

(5.25) −δK = IV1 + ISu
1 =

∫
V
εkrmεlspδHrs;mp ekldV −

∫
Su

ε3ηκεldpδHηd;pκûl dA = 0 .

Mivel az (5.25) egyenletben álló felületi integrál megegyezik az (A.5.1) egyenlet jobboldalával,
ha az utóbbi egyenletben rendre ûl-t, δHkl-t, Su-t és g-t írunk, ul, Hkl, So és go helyett kapjuk,
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hogy

ISu
1 = ISu

2 + IG1 = −
∫
Su

n3ε
κη3ελϑ3{ûλ;κδHηϑ;3 + [(û3|κ)‖λ + bαλ ûα;κ + bββû(λ;κ)]δHηϑ(5.26)

+[(ûλ|κ)‖ϑ + û3|λbϑκ]δHη3 + bηϑû(λ;κ)δH33} dA
+

∫
g
n3ε

κη3τϑ(ûϑ|κδHη3 − û3|κδHηϑ) ds −
∫
g
τηεldpδHηd;pûl ds

hiszen az Su felület a g görbe baloldalán fekszik, ha azon az 5.2. ábrán bejelölt pozitív haladási
irányban megyünk végig.

A Gauss tétel kétszeri, egymást követő alkalmazása és néma indexpárok alkalmas átnevezése
után IV1 -re nézve az

(5.27) IV1 = IV2 + IS1 =

∫
V
εrkmεslpekl;mpδHrsdV +

∫
S
n3ε

κρ3εlsp(elκδHρs;p − elκ;pδHρs)dA

képletet kapjuk. Ami az itt álló felületi integrált illeti, érdemes részekre bontani az εlsp-t tartal-
mazó összeget. Kisebb átalakítások után adódik, hogy

IS1 = ISt
1 + ISu

3 =

∫
Su

⋃
St

n3ε
κρ3ελϑ3[eλκδHρϑ;3 − eλκδHρ3;ϑ − e3κδHρϑ;λ(5.28)

−eλκ;3δHρϑ + eλκ|ϑδHρ3 + e3κ|λδHρϑ] dA .

Az ISu
3 integrál az (A.5.2) egyenlet segítségével hozható alkalmasabb alakra. Első lépésként

átnevezzük az (A.5.2)-ban lévő ρ, ϑ néma indexeket κ, λ-ra, illetve megfordítva a κ, λ néma
indexeket ρ, ϑ-ra. Ezt követően úgy kapjuk meg a kivánt eredményt, ha megismételjük az (5.26)
egyenletre vezető gondolatmenetet, azaz rendre ûl-t, δHkl-t, Su-t és g-t írunk ul, Hkl, So és go
helyett nem feledkezve meg arról, hogy baloldalon van az Su felület, ha pozitív irányban haladunk
végig a g görbe mentén; az utóbbi megállapítás a vonalintegrálok előjelét befolyásolja. Alkalmas
indexátnevezések és a τϑ érintőirányú egységvektor kiemelése után kapjuk, hogy

ISu
3 = ISu

4 + IG2 =

∫
Su

{
n3ε

κη3ελϑ3 eλκδHρϑ;3 + (eκλ‖ϑ + eλκ‖ϑ)δHη3(5.29)

+(e3κ‖λ + bαλeακ − eκλ;3 + eλ3|κ − bββeλκ)δHηϑ + bηϑeλκδH33

}
dA

−
∫
g
n3ε

κη3τϑ(δHϑκe
U
η3 − δH3κe

U
ηϑ) ds ,

ahol nem felső index az U , hanem a

lim
ξ∈Su→g

ekl

határértéket jelöli. Ezt a jelölésbeli megállapodást később is alkalmazzuk.
A következő lépésben az a cél, hogy olyan alakra hozzuk az ISt

1 felületi integrált, amely lehetővé
teszi a (5.21a,b,c) mellékfeltételek helyettesítését. Ez a cél az (A.5.3) integrálátalakítás felhasz-
nálásával érhető el. Az eljárás ugyanaz mint fentebb láttuk az alábbi három körülményt kivéve:
(a) Nincs szükség néma indexek átnevezésére a felületi integrálban. (b) St-t kell helyettesíteni
az So helyére és ebből adódóan (c) változatlan marad a vonalintegrálok előjele.
Végül az

ISt
1 = −

∫
St

n3ε
κη3ελϑ3

{
δHλκeηϑ;3 + (δHκλ||ϑ + δHλκ||ϑ)eη3(5.30)

+ (δH3κ||λ + bαλδHακ − δHκλ;3 + δHλ3;κ − bββδHλκ)eηϑ + bηϑδHλκe33

}
dA

+

∫
g
n3ε

κη3(τϑδH3κe
T
ηϑ − τλδHλκe

T
η3)ds
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képlet adódik, ahonnan az (5.21a,b,c) mellékfeltételek helyettesítésével és a vonalintegrálok kap-
csán végzett alkalmas indexátnevezésekkel az

(5.31) ISt
1 = ISt

2 + IG3 = −
∫
St

n3ε
κη3ελϑ3

{
δw(λ|κ)eηϑ;3 + [(δw3|κ)‖λ + bαλδwα|κ + bββδw(λ|κ)]eηϑ

+ [(δwλ|κ)‖ϑ + δw3|λbϑκ]eη3 + bηϑδw(λ|κ)e33
}
dA

−
∫
g
n3ε

κη3τϑ(δH3κe
T
η3 − δHλκe

T
ηϑ)ds

eredmény következik. A fenti képletben nem felső index a T , hanem a

lim
ξ∈St→g

ekl

határértéket jelöli. Ezt a jelölésbeli megállapodást később is alkalmazzuk.
A következő lépésben a végső alakra hozzuk az ISt

2 -t a felületi integrálok tekintetében.
Érdemes megemlíteni, hogy megegyezik az ISt

2 felületi integrál az (A.5.1) egyenlet jobbolda-
lával, ha ebben az egyenletben δwl-t, ekl-t és St-t írunk ul, Hkl és So helyett. Emellett külön
figyelmet kell majd fordítani az St peremgörbéjén vett vonalintegrálokra.

Visszaidézve, hogy az L görbe az L11 (P11, P12 ív), L13 (P13, P14 ív) és L2 ívek egyesítése,
emlékezzünk arra is, hogy kétszer haladunk végig az L görbe mentén a Stokes tétel alkalmazása
során. Jelölje [δwl] a δwl vektormező szakadását az L görbe mentén:

(5.32) [δwl] = δw+
l − δw−

l ξ ∈ L
Itt a [pozitív] {negatív} előjel δwl L [pozitív] {negatív} oldalán vett értékét jelöli – a részleteket
illetően az 5.2. ábrára utalunk. Fentiek alapján kapjuk, hogy

ISt
2 = ISt

3 + IGδw1 + I
L[w]
1 =

∫
St

ε3ηκεldpeηd;pκδwl dA(5.33)

+

∫
g
n3ε

κη3τϑ(δwϑ|κeTη3 − δw3|κeTηϑ) ds −
∫
g
τηεldpeTηd;pδwl ds

+

∫
L
n3ε

κη3τϑ
([
δwϑ|κ

]
eTη3 −

[
δw3|κ

]
eTηϑ

)
ds−

∫
L
τηεldpeTηd;p [δwl] ds .

5.4.5. Egybevetve az (5.25), (5.27), (5.28), (5.29), (5.30), (5.31) és (5.33) egyenletek jobbol-
dalait írhatjuk, hogy

(5.34) −δK = IV2 + ISu
2 + ISu

4 + ISt
3 + IG1 + IG2 + IG3 + IGδw1 + I

L[w]
1 = 0 ,

ahonnan a jobboldalak helyettesítése után

−δK =

∫
V
εRkmεSlpekl;mpδHRS dV(5.35a)

+

∫
Su

n3ε
κη3ελϑ3

{
(eλκ − û(λ|κ))δHηϑ;3

+[(e3κ − û3;κ)‖λ + bαλ(eακ − ûα|κ)− (eκλ;3 − eλ3;κ)− bββ(eλκ − û(λ|κ))]δHηϑ

+[eκλ‖ϑ + eλκ‖ϑ − (ûλ|κ)‖ϑ − û3|λbϑκ]δHη3 − bηϑ(eλκ − û(λ|κ))δH33

}
dA

+

∫
St

ε3ηκεldpeηd;pκδwl dA+ IGL + I
L[w]
1 = 0 ,

ahol

(5.35b) IGL = IG1 + IG2 + IG3 + IGδw .

Az (5.35a) egyenletben tetszőlegesek a

δHRS , δHηϑ;3, δHηϑ, δHη3, δH33, és δwl

variációk. Következésképp az (5.35a,b) egyenlet tartományi és felületi integráljainak eltűnéséből
– az (1.14) kompatibilitási differenciálegyenletek,
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– az (1.16) kompatibilitási peremfeltételek és
– az (1.15a,b) alakváltozási peremfeltételek illetve az (1.19) kiegészítő feltétel

fennállása következik.
Az utóbbi esetben érdemes ismételten felhívni a figyelmet arra, hogy egyrészt az (1.19) ki-

egészítő feltétel nem független az (1.15a,b) alakváltozási peremfeltételektől, másrészt pedig arra,
hogy δH33 együtthatója megegyezik az (1.19) kiegészítő feltétellel, harmadrészt arra hogy δHλ3

nem jelenik meg a felületi integrálban. Többek között ez az egyik ok, amiért a vonatkozó H33

és Hλ3 feszültségfüggvények zérusnak választhatók. Érdemes arra is felhívni a figyelmet, hogy
a −δK = 0 extremum feltételből adódó Euler egyenletek és természetes peremfeltételek meg-
egyeznek azokkal a feltételekkel, amelyeket az ekl alakváltozásmezőnek teljesíteni kell ahhoz,
hogy egyszeresen összefüggő tartományon kinematikailag lehetséges legyen.

11. Megjegyzés: Az (5.35a) részét alkotó – lásd még (5.34) –

IV2 + ISu
2 + ISu

4 + ISt
3 + IG1 + IG2 + IG3 + IGδw1 = 0

extremum feltételt egyszeresen összefüggő térfogati tartomány esetére Kozák vezette le először
[26], aki ezzel a tanulmányával adott teljes megoldást a Southwell féle paradoxonra. Ismételten
hangsúlyozzuk azonban, hogy a fenti gondolatmenet az St felületrészre vonatkozó mellékfeltéte-
lek tekintetében eltér az idézett tanulmány gondolatmenetétől. Az eltérés lényege a pontosabb
(5.21a,b) és (5.21c) mellékfeltételek alkalmazása, felismerve azt, hogy ezek közvetlenül behelyet-
tesíthetők a teljes kiegészítő energia első variációjába az átalakítás egy lépésében.

12. Megjegyzés: Mivel Kozák fentebb idézett tanulmánya egyszeresen összefüggő tarto-
mányt tételez fel, az I

L[w]
1 vonalintegrál hiányzik az általa felállított extremum feltételből. A

további gondolatmenet fő célja az extremumfeltétel vonalintegráljainak alkalmas alakra történő
transzformációja.

5.4.6. Az (5.35b) egyenletben álló vonalintegrálok átalakítása némi előkészületeket igényel.
Legyen (lásd a 13. Megjegyzést)

[δwb] = δ
(1i)
c b + εsvb δ

(1i)

C s[Rv −Rv(P1,i+1)] , i = 1, 3 , ξ ∈ L1i(5.36a)

[δwb] = δ
(21)
c b + εsvb δ

(21)

C s[Rv −Rv(P21)] ξ ∈ L2(5.36b)

a δwb vektormező szakadása, ahol δ
(1i)
c b, δ

(1i)

C s, δ
(21)
c b és εsvb δ

(21)

C s tetszőleges állandók.
13. Megjegyzés: Az

[δwb] = δcb + εsvbδC
s[Rv −Rv(P )] ξ ∈ S

vektormező – δcb és δCs tetszőleges állandó vektorok, a P tetszőleges, de rögzített pont – nem
okoz feszültségfüggvényt (ahogy a merevtestszerű mozgás sem okoz alakváltozást), mivel ferde-
szimmetrikus tenzor a [δwb] vektormező gradiense:

(5.37) [δwϑ;κ] = εsκϑδC
s , [δw3;κ] = ελκ3δC

λ ξ ∈ S

5.4.7. Az IGL vonalintegrál átalakítását a Függelék A.5.3. szakasza részletezi. Tegyük fel,
hogy folytonos az alakváltozási tenzor az S-en. Ekkor nyilvánvaló, hogy

(5.38) eUkl = eTkl , ξ ∈ g .

Felhasználva az

δw(3|λ) − δw[3|λ] = δw(λ|3) + δw[λ|3] = δwλ|3 ξ ∈ g

egyenletet és elhagyva továbbiakban a megkülönböztető U és T jelöléseket az (A.5.13) és (A.5.14)
egyenletekből kapjuk, hogy

(5.39) IGL =

∫
g
{τηεϑλ3(eϑη;3 − e3η|ϑ)−

d

ds
[εϑλ3(eϑ3 − û3;ϑ)]}δwλds

+

∫
g
[τηε3ρϑeϑη|ρ −

d

ds
(
1

2
ε3λϑûϑ;λ)]δw3 ds+

∫
g
τηεϑ3λ(eηϑ − û(ϑ;η))δwλ|3 ds+Σ1 +Σ2 +Σ3 .
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A vonalintegrálok tetszőleges δwλ, δw3 és δwλ|3 melletti eltűnése a

τηεϑλ3(eϑη;3 − e3η|ϑ) =
d

ds
[εϑλ3(eϑ3 − û3;ϑ)] , ξ ∈ g(5.40a)

τηε3ρϑeϑη|ρ =
d

ds
(
1

2
ε3λϑûϑ;λ) , ξ ∈ g(5.40b)

τη(eηϑ − û(ϑ;η)) = 0 ξ ∈ g(5.40c)

folytonossági feltételeket eredményezi. Ha nem hagytuk volna el a megkülönböztető U és T
jelöléseket, akkor – tekintettel az (5.3a,b) és (5.5) képletekre – az (5.40a,b) folytonossági feltételek
az

(5.41) (
dϕλ

ds
)T = (

dϕλ

ds
)U és (

dϕ3

ds
)T = (

dϕ3

ds
)U ξ ∈ g

alakban adódnának.
14. Megjegyzés: Az (5.40a,b,c) feltételek teljesülése elegendő a ϕ3, ûϑ és û3|λ meghatározá-

sához eϑη;3, e3η|ϑ, eϑη|ρ és eηϑ segítségével. Az (5.40b) egyenlet integrálása ϕ3-at adja. A ϕ3 és
az (5.40c) egyenlet felhasználásával következik, hogy

τη(eηϑ − ûϑ;η + û[ϑ|η]) = 0 , ξ ∈ g

vagy ami ugyanaz, hogy

dûϑ
ds

= τη(eηϑ − εϑη3ϕ
3) , ξ ∈ g

ahonnan s szerinti integrálással adódik az ûϑ elmozdulásmező.
Ami az (5.40a) egyenletet illeti az û3|ϑ-ra oldható meg s szerinti integrálással. Ha már ismert

û3|ϑ, akkor
dû3
ds

= τϑû3|ϑ , ξ ∈ g

ahonnan integrálással adódik û3 értéke.
A fenti képletek szerint visszakapjuk az az Su-n előírt elmozdulást és az abból számítható

felületre merőleges forgást a terhelt oldalon vett alakváltozásokból.
5.4.8. A fennmaradó vonalintegrálok tükrözik a tartomány háromszorosan összefüggő voltát.

Az I
L[w]
1 , Σ1, Σ2 és Σ3 integrálok (5.33), (A.5.9), (A.5.11) és (A.5.12) egyenletekből történő

helyettesítésével és az (5.35a), (5.39) egyenletek egybevetésével az

I
L[w]
1 +Σ1 +Σ2 +Σ3 =

=
∑
i=1,3

{
∫
L1i

n3ε
κη3τϑ

(
[δwϑ|κ]eTη3−

[
δw3|κ

]
eTηϑ

)
ds−

∫
L1i

τηεldpeTηd;p [δwl] ds

+ εϑ3λ
(
[δw(λ|3)]−

[
δwλ|3

])
ûϑ

∣∣∣
P1i

− εϑ3λ
(
[δw(λ|3)]−

[
δwλ|3

])
ûϑ

∣∣∣
P1,i+1

−

+ ελ3ϑ(eϑ3 − û3;ϑ) [δwϑ]
∣∣∣
P1i

− ελ3ϑ(eϑ3 − û3;ϑ) [δwϑ]
∣∣∣
P1,i+1

+
1

2
ε3λϑûϑ;λ [δw3]

∣∣∣∣
P1i

− 1

2
ε3λϑûϑ;λ [δw3]

∣∣∣∣
P1,i+1

}

+

∮
L2

n3ε
κη3τϑ([δwϑ;κ]e

T
η3 − [δw3;κ] e

T
ηϑ) ds−

∮
L2

τηεldpeTηd;p [δwl] ds

eredmény következik. Ahhoz, hogy megkapjuk a kiegészítő kompatibilitási feltételeket mostmár
csak a (5.36a) és (5.36b) egyenletek helyettesítése és az

δ
(21)
ck a

k, δ
(21)

C lal és δ
(1i)
ck a

k, δ
(1i)

C lal
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állandók együtthatóinak összegyűjtése szükséges. Az ezt követő átrendezés után az

I
L[w]
1 +Σ1 +Σ2 +Σ3 =

=

[∮
L2

τηερϑ3eηϑ|ρ a3 ds +

∮
L2

τηελϑ3(eη3|ϑ − eηϑ;3)aλ ds

]
· ak δ(21)ck

+

∮
L2

τη[eηk + εkvlε
lpd(Rv(s)−Rv(P21))eηd;p]a

k ds · al δ
(21)

C l

+
∑
i=1,3

{[
1

2
ε3λϑûϑ|λ a3 + ελ3ϑ(eϑ3 − û3|ϑ)aλ

]∣∣∣∣P1i

P1,i+1

+

∫
L1i

τηερϑ3eηϑ|ρ a3 ds+
∫
L1i

τηελϑ3(eη3|ϑ − eηϑ;3)aλ ds

}
· ak δ(1i)ck

+
∑
i=1,3

[
ûk a

k
∣∣∣P1i

P1,i+1

+ ελ3ϑ (e3ϑ − û3|ϑ)ελkl (Rk(P1,i+1)−Rk(P1i))a
l
∣∣∣
P1i

+
1

2
ε3λϑûϑ|λ ε3ψρ (Rψ(P1,i+1)−Rψ(P1i))a

ρ

∣∣∣∣
P1i

+

∫
L1i

τη{eηk + εlpd εkvl [R
v(s)−Rv(P1,i+1)]eηd;p}ak ds

]
· alδ

(1i)

C l = 0

egyenletet kapjuk. A fenti kifejezés eltűnése

δ
(21)
ck a

k, δ
(21)

C lal és δ
(1i)
ck a

k, δ
(1i)

C lal i = 1, 3

tetszőlegessége miatt
– az (5.9) és (5.10) nagybani kompatibilitási feltételek, valamint
– az (5.13) és (5.15) kiegészítő kompatibilitási feltételek

fennállását biztosítja.

5.5. Eredmények. Az egyes eredményeket sorszámozzuk.
1. A jelen fejezet legfontosabb eredménye annak kimutatása, hogy a teljes kiegészítő ener-

gia maximum elv az 5.1. ábrán vázolt háromszorosan összefüggő térbeli tartomány és a
tekintett vegyes peremértékfeladatok esetén biztosítja az ún. kiegészítő kompatibilitási fel-
tételek fennállását. Az a körülmény, hogy a vizsgálatokat csak háromszorosan összefüggő
tartományra végeztük nem játszik a gondolatmenet lépéseiben olyan mértékű szerepet,
hogy ne lehetne azt megismételni négy, vagy többszörösen összefüggő térbeli tartományra
vonatkozó hasonló jellegű vegyes peremértékfeladatok esetén.

2. A kiegészítő kompatibilitási feltételek geometriai megfontolásokból is leszármaztathatók.
Mivel ezekben a megfontolásokban az anyagegyenlet nem jelenik meg, a kiegészítő kom-
patibilitási feltételek anyagegyenlettől függetlenül geometriailag lineáris feladatokra érvé-
nyesek.

3. Kimutatta pályázó, hogy az St felületrészre vonatkozó mellékfeltételként (5.22) helyett a
pontosabb (5.21a,b) és (5.21c) feltételek választása a célszerű, mivel ezek is közvetlenül
behelyettesíthetők a teljes kiegészítő energia funkcionál első variációjába az átalakítás egy
lépésében.

A vonatkozó publikációkat illetően [70] és [65] érdemel említést. A felsorolt eredmények 100%–
ban a szerző eredményei.
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6. Az egyértékűség makró feltételei vegyes peremértékfeladatokra.
Származtatás a kiegészítő energia maximum elvből – mikropoláris

eset

6.1. Irodalmi előzmények. Mikropoláris testre Kozák-Szeidl [30] majd Szeidl [57] vizs-
gálta a tetszőleges feszültségi állapot előállításához szükséges feszültségfüggvények számának,
azaz a feszültségfüggvények meghatározottságának kérdését, valamint a független, szükséges és
elégséges kompatibilitási feltételek kérdését a klasszikus esettel azonos feltételezések mellett,
vagyis egyszeresen összefüggő térbeli testre. A [71] előadás és az [61] tanulmány többszörösen
összefüggő tartomány és feszültségi peremfeltételek mellett a virtuális munka elv duál alakja,
valamint a teljes kiegészítő energia maximumának elve segítségével vizsgálta a kompatibilitási
feltételek kérdését és kimutatták, hogy az idézett elvek mindegyike biztosítja a nagybani kom-
patibilitási feltételek – a szóhasználat kérdésében visszautalunk az 5.1. szakasz utolsó három
bekezdésére – teljesülését.

A kiegészítő kompatibilitási feltételek kérdésével a vonatkozó szakirodalom, a pályázó ismeretei
szerint, nem foglalkozott.

6.2. Célkitűzések. Fentiek alapján pályázó célul tűzte ki az 5.2. szakaszban megfogalmazott
kérdések megoldását mikropoláris testre és háromméretű feladatokra:

• A kompatibilitás kiegészítő feltételeinek származtatása háromméretű mikropoláris testekre
geometriai megfontolásokból.

• Igazolni formális számításokkal, hogy a kompatibilitás vegyes peremértékfeladatok és há-
romméretű test esetére vonatkozó kiegészítő feltételei következnek a teljes kiegészítő ener-
gia maximum elvéből.

Az igazolás gondolatmenetét [63, 64] alapján ismertetjük.

6.3. A kiegészítő kompatibilitási feltételek levezetése geometriai megfontolásokból.
A vizsgálatokat, hasonlóan a klasszikus esethez, az 5.1. ábrán vázolt, egy zárt felülettel hatá-
rolt, háromszorosan összefüggő testre végezzük el. Az 5.3. ábra alapján a (3.1) kinematikai
egyenletekből közvetlenül kapjuk a későbbiek során fontos szerepet játszó

(6.1) ϕbab

∣∣∣
P
= ϕbab

∣∣∣
P11

+

∫ P

P11

τηκ b
η.ab ds

és

ula
l
∣∣∣
P
= ula

l
∣∣∣
P11

+

∫ P

P11

τχ(γχl + εlχbϕ
b)al ds =(6.2)

= ula
l
∣∣∣
P11

+ εlvkϕ
k(Rv(s)−Rv(P ))al

∣∣∣
P11

+

∫ P

P11

dξχ

ds

[
γχl + εblv(R

v(s)−Rv(P ))κ b
χ.

]
al ds

képleteket, melyek a Cezaro formula analogonjai mikropoláris testre.
Az 5.1. ábrán vázolt háromszorosan összefüggő V tartomány esetén a γkl és κ b

a. alakválto-
zásmezők kompatibilitásához a (3.13a,b) kompatibilitási differenciálegyenletek V -n, és a (3.15)
kompatibilitási peremfeltételek teljes S-n történő fennállása mellett még az is szükséges, hogy a
ϕl forgás- és az uk elmozdulásmező is egyértékű legyen minden olyan egyszerű zárt görbe mentén,
amely körülöleli a két lyukat.

Az utóbbi feltételek teljesüléséhez elegendő, ha biztosítjuk a ϕl forgás- és az uk elmozdulásmező
egyértékűségét a felületen fekvő és a lyukakat körülölelő L1 és L2 egyszerű zárt görbék mentén
feltéve, hogy fennállnak a (3.13a,b) kompatibilitási differenciálegyenletek V -n, és a (3.15) kom-
patibilitási peremfeltételek a teljes S-n. Következésképp elegendő az L1 és L2 felületi görbékre
fordítani a figyelmet a további vizsgálatokban.

Mivel az L2 teljes egészében az St belsejében fekszik, azonnal következnek a ϕl forgás- és
az ul elmozdulásmező mező egyértékűségét biztosító nagybani kompatibilitási feltételek a (6.1),
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valamint a (6.2) Cezaro formulákból:

(6.3)
∮
L2

τηκ b
η.ab ds = 0 ,

(6.4)
∮
L2

dξχ

ds

[
γχl + εblv(R

v(s)−Rv(P21))κ
b
χ.

]
al ds = 0 .

Ami az L1 görbét és annak [L11 és L13] {L12 és L14} jelű íveit illeti (ezek teljes egészükben [St-
ben] { Su-ban} fekszenek – v.ö.: 5.1. és 5.2. ábrák) az (5.11a,b) és az (5.14)-re vezető klasszikus
esetre vonatkozó gondolatmenet szószerint ismétlésével kapjuk, hogy fenn kell állnia a

(6.5) ϕlal

∣∣∣P12

P11

+ ϕlal

∣∣∣P11

P12

= 0 , ϕlal

∣∣∣P14

P13

+ ϕlal

∣∣∣P13

P14

= 0 ,

illetve a

(6.6) uka
k
∣∣∣ P12
P11

+ uka
k
∣∣∣ P11
P12

= 0 , uka
k
∣∣∣ P14
P13

+ uka
k
∣∣∣ P13
P14

= 0

folytonossági feltételeknek. A (6.5)1,2 és (6.6)1,2 baloldalain álló első tagok rendre adódnak (6.1)
és (6.2)-ből, ha az integrálási határokat alkalmasan választjuk meg. Ami a második tagokat
illeti, azt kell figyelembe venni, hogy mind a forgásmező, mind pedig az elmozdulásmező ismert
a peremfeltételekből, ha

s ∈ (s(P1j)− ε, s(P1j)] vagy s ∈ [s(P1,j+1), s(P1,j+1) + ε) j = 1, 3;

ahol ε tetszőlegesen kicsiny pozitív szám. Ily módon kapjuk, hogy fenn kell állnia a

(6.7) −ϕ̂bab

∣∣∣
P1,i+1

+ ϕ̂bab

∣∣∣
P1i

+

∫
L1i

τηκ b
η.ab ds = 0 i = 1, 3

és a

− ûla
l
∣∣∣
P1,i+1

+ ûla
l
∣∣∣
P1,i

+ εlvkϕ
k(Rv(P1,i+1)−Rv(P1i))a

l
∣∣∣
P1i

(6.8)

+

∫
L1i

dξχ

ds

[
γχl + εblv(R

v(s)−Rv(P1i))κ
b
χ.

]
al ds = 0 i = 1, 3

kiegészítő kompatibilitási feltételeknek.
1. Megjegyzés: Az 5.1. ábrán vázolt háromszorosan összefüggő tartomány esetén az egy-

szeresen összefüggő tartomány esetére érvényes (3.11a,b), (3.12) és (3.13a,b) duál egyenletrend-
szert, amelyhez a (3.14), (3.15) és (3.16a,b) peremfeltételek társulnak, ki kell egészíteni a (6.3),
(6.4) nagybani kompatibilitási feltételekkel, valamint a (6.7) és (6.8) kiegészítő kompatibilitási
feltételekkel.

2. Megjegyzés: A (6.7) és (6.8) kiegészítő kompatibilitási feltételek – hasonlóan a klasszikus
esethez – a (6.3), (6.4) nagybani kompatibilitási feltételekre egyszerűsödnek, ha az óramutató
járásával ellentétes irányban mozogva a P1,i+1 pont eléri a P1i pontot, vagy ami ugyanez, ha az
L1i ív egybeesik az L1 görbével.

6.4. Származtatás a teljes kiegészítő energia maximum elvéből. Egyszeresen össze-
függő tartományra a γkl, κab . alakváltozásmezők [kompatibilitásához] {kinematikailag lehetséges
voltához} szükséges valamennyi feltétel leszármaztatható a teljes kiegészítő energia maximum
elvéből [30]. Jelen szakasz a fenti feltételekhez többszörösen összefüggő tartományon társuló
makró egyértékűségi feltételek – nagybani kompatibilitási feltételek és kiegészítő kompatibilitási
feltételek – leszármaztatását mutatja be a teljes kiegészítő energia maximumának elvéből. A
[30] és [57] gondolatmenetét követjük külön figyelmet szentelve azoknak a vonalintegráloknak,
amelyek a Stokes tétel S egyes részein történő alkalmazása során adódnak.

Mikropoláris testre a

(6.9) K = −1

2

∫
V
(tklγkl + μa.bκ

b
a) dV +

∫
Su

(n3t
3lûl + n3μ

3
.bϕ̂

b) dA
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teljes kiegészítő energia funkcionál a statikailag lehetséges tkl, μa.b feszültségtenzorok és γkl, κ
b
a

alakváltozás tenzorok függvénye. A Hooke törvény segítségével belátható

δ(tklγkl + μa.bκ
b
a) = 2(δtklγkl + δμa.bκ

b
a) = 2(tklδγkl + μa.bδκ

b
a)

összefüggés felhasználásával kapjuk, hogy a teljes kiegészítő energia függvényre vonatkozó extr-
emum feltétel a

(6.10) −δK =

∫
V
(γklδt

kl + κ baδμ
a
.b) dV −

∫
Su

(n3δt
3lûl + n3δμ

3
.bϕ̂

b) dA = 0

alakban írható fel.
3. Megjegyzés: Mivel a feszültségek statikailag lehetségesek – a vonatkozó definíciót illetően

visszautalunk a 26. oldalra – a δtkl, δμa.b variációk nem vehetők fel tetszőlegesen, hanem ki kell,
hogy elégítsék a

δtkl..;k = 0 , δμa.b;a(x) + εbklδt
kl = 0 , x ∈ V(6.11a)

n3δt
3l = 0 , n3δμ

3
.b = 0 ξ ∈ St(6.11b)

mellékfeltételeket, amelyek a (3.3) egyensúlyi egyenletekből és a (3.5) feszültségi peremfeltéte-
lekből adódnak, ha a V térfogaton megoszló bl, cb valamint az St peremrészen előírt t̂l, μ̂b vari-
ációit zérusnak vesszük. A (3.11a,b) és (3.16a,b) képletekből azonnal következik, hogy kielégítik
a feszültségek δtkl, μa.b variációi a (6.11a) mellékfeltételeket, ha azokat a feszültségfüggvények
δHxy, δF t

s variációival képezzük:

(6.12) δtkl = εkpyδF l
y.;p , δμa.b = εapy(δHyb;p + εbplδF l

y ) . x ∈ V

Itt δF l
y és δHyb tetszőleges a V -n és Su-n de az St-n fenn kell állnia a (6.11b) és (6.12) egybevetése

alapján írható

(6.13) n3δt
3l = n3ε

3ηπδF l
η.;π = 0 , n3δμ

3
.b = n3ε

3πη(δHyb;p + εbπlδFη l) = 0 ξ ∈ St

mellékfeltételeknek.
4. Megjegyzés: A 4.4. szakasz eredményei szerint – itt a (4.28a,b) képletekre, valamint

arra a körülményre utalunk (lásd a 36 oldal 7. Megjegyzését), hogy [egyensúly] {statikai
lehetségesség}, [kompatibilitás] {kinematikai lehetségesség} páronként duális fogalmak – ha δF l

η

és δHηb teljesíti a

(6.14) δF l
η = δrl.;η , δHηb = δwb;η + εbηmδr

m ξ ∈ St

feltételeket – a δwl és δrb variációk tetszőlegesek – akkor a (6.13) identikusan teljesül.
5. Megjegyzés: A feszültségfüggvények szerkezetével kapcsolatos kikötéseket [tetszőleges

feszültségi állapot megadható hat–hat feszültségfüggvény segítségével stb. – v.ö.: a 27-ik oldal
2. Megjegyzése – a feszültségfüggvények variációira is érvényesnek vesszük, azaz

δHXY �= 0 , δF T
S �= 0 , x ∈ V

δHAB ≡ 0 , δF L
K ≡ 0 , x ∈ V

δH3b ≡ 0 , δF l
3 ≡ 0 , ξ ∈ Su

(a δHXY és δF T
S. tetszőleges lehet.) A fentiek ellenére és az általánosság kedvéért a formális

átalakításokban a zérusnak tekintett variációkat is kiírjuk.
6. Megjegyzés: Legyen L az L11, L13 és L2 görbék uniója – v.ö.: 5.2. ábra. A Stokes tétel

alkalmazása során kétszer megyünk végig az L görbe mentén. Legyen továbbá

(6.15)
[
δrl
]
= δrl+ − δrl− , [δwb] = δw+

b − δw−
b ξ ∈ L

a δrl és a δwb vektormezők (variációk) szakadása, ahol a [pozitív] {negatív} előjel az L görbe
[pozitív] {negatív} oldalát azonosítja – lásd az 5.2. ábrát a részleteket illetően.

A −δK = 0 extremum feltétel [a (6.10) egyenlet] a következő lépések végrehajtásával hozható
alkalmas alakra:



54

1. A (6.12) variációk helyettesítésével kapjuk, hogy

(6.16) − δK = IMV
1 + IMSu

1 =

∫
V
[εkmyδF l

y.;m + εapy(δHyb;p + εbpsδF
s
y )κ b

a.] dV

−
∫
Su

[n3ε
3ηπδF l

π.;ηûl + n3ε
3πη(δHηb;π + εbπsδF

s
η )ϕ̂b] dA = 0 .

2. Az IMV
1 integrál a Gauss tétel alkalmazását követő átrendezésekkel alkalmasabb alakra

hozható. Ha emellett azt is figyelembe vesszük, hogy δHAB ≡ δF L
K ≡ 0 x ∈ V , míg δHXY

és δF T
S x ∈ V tetszőleges; majd pedig helyettesítjük az YXY és DS

T inkompatibilitási
tenzorokat, akkor

(6.17) IMV
1 = δKV + IMSu

2 + IMSt
1 =

∫
V
(YXY δHXY +DS

.T δF
T
S. ) dV

−
∫
Su

(
n3ε

3χηδF l
η γχl + n3ε

3πηδHηbκ
b
π.

)
dA−

∫
St

(
n3ε

3χηδF l
η.γχl + n3ε

3πηδHηbκ
b
π.

)
dA .

3. Az IMSu
1 integrál a Függelék (A.6.1) képletének felhasználásával alakítható tovább, feltéve

hogy a képletben rendre ûl-t, ϕ̂b-t, δF l
η -t, δHηb-t, Su-t és g-t írunk ul, ϕb, F l

η., Hηb, So
és go helyett. Vegyük azt is figyelembe, hogy megfordul a vonalintegrál előjele g-n. Ily
módon adódik, hogy

(6.18) IMSu
1 = IMSu

3 + IMG
1 =

∫
Su

[
n3ε

3χη(ûl;χ + εlχbϕ̂
b)δF l

η + n3ε
3πηϕ̂b.;ηδHηb

]
dA

+

∫
g

(
τηûlδF

l
η + τηϕ̂bδHηb

)
ds .

4. A (6.14) egyenletek helyettesítése az IMSt
1 felületi integrálba az

(6.19) IMSt
1 = −

∫
St

[
n3ε

3χηγχlδr
l
.;η + n3ε

3πηκ b
π.(δwb;η + εbηsδr

s)
]
dA

alakot eredményezi. Vegyük észre, hogy eltekintve az előjeltől megegyezik a fenti integrál a
Függelék (A.6.2) képletének baloldalán álló integrállal ha az utóbbiban rendre δrl-t, δwb-t
és Su-t írunk rl, wb és So helyett. Következésképp felhasználhatjuk az (A.6.2) egyenlet
jobboldalát a további átalakításokban. Ezek során nem szabad megfeledkezni arról, hogy
(a) a g és L uniója felel meg go-nak;
(b) amint arra már rámutattunk a 6. Megjegyzésben a Stokes tétel alkalmazása során

kétszer megyünk végig az L görbe mentén;
(c) szakadása van a δrl és δwb vektormezőknek – lásd a 6.15 képleteket – az L görbén;
(d) az eredményül kapott felületi integrál integranduszában álló tagok átrendezése révén

lehetőség nyílik a (3.15)1,2 kompatibilitási peremfeltételek helyettesítésére.
A fentiek alapján kapjuk, hogy

(6.20) IMSt
1 = IMSt

2 + IMG
2 + IML

1 = −
∫
St

(
n3D3

.lδr
l + n3Y3lδwl

)
dA

+

∫
g

(
τηγηlδr

l + τηκ b
η.δwb

)
ds +

∫
L

(
τηγηl

[
δrl
]
+ τηκ b

η. [δwb]
)
ds .

5. Ami a IMG
1 + IMG

2 vonalintegrálokat illeti, helyettesítsük azokba a (6.14) egyenleteket
– a feszültségfüggvények és variációik folytonosak az S-n – és hajtsunk végre parciális
integrálásokat, nem feledkezve meg arról, hogy a δwb és δrl vektormezőknek (variációknak)
szakadása van a P1i és P1,i+1 (i = 1, 3) pontokban. Alkalmas átrendezés után következik,
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hogy

(6.21) IMG
1 + IMG

2 = IMG
3 +ΣM1 =

∫
g

[
τη(γχl − ûl;χ − εlχbϕ̂

b)δrl + τη(κ b
π. − ϕ̂b.;π)δwb

]
ds

+
∑
i=1,3

{
ϕ̂b [δwb]

∣∣∣
P1i

− ϕ̂b [δwb]
∣∣∣
P1,i+1

+ ûl

[
δrl
]∣∣∣
P1i

− ûl

[
δrl
]∣∣∣
P1,i+1

}
.

Összegyűjtve az 1.–5. alatt levezetett képleteket a

(6.22) −δK = δKV + δKSu + δKSt + δKg + δKL = 0

eredményt kapjuk, ahol

δKV =

∫
V
(YXY δHXY +DS

T δF
T

S ) dV ,(6.23a)

δKSu = IMSu
2 + IMSu

3 = −
∫
Su

[
n3ε

3χη(γχl − ûl;χ − εlχbϕ̂
b)δF l

η. + n3ε
3πη(κ b

π. − ϕ̂b.;π)δHηb

]
dA ,

(6.23b)

δKSt = IMSt
2 = −

∫
St

(
n3D3

.lδr
l + n3Y3bδwb

)
dA ,(6.23c)

δKg = IMG
3 =

∫
g

[
τη(γχl − ûl;χ − εlχbϕ̂

b)δrl + τη(κ b
π. − ϕ̂b.;π)δwb

]
ds(6.23d)

és

δKL = IML
1 +ΣM1 =

∫
L

(
τηγηl

[
δrl
]
+ τηκ b

η. [δwb]
)
ds(6.23e)

+
∑
i=1,3

{
ϕ̂b [δwb]

∣∣∣
P1i

− ϕ̂b [δwb]
∣∣∣
P1,i+1

+ ûl

[
δrl
]∣∣∣
P1i

− ûl

[
δrl
]∣∣∣
P1,i+1

}
.

A δHXY , δF T
S. , δF l

η., δHηb, δrl és δwb variációk tetszőleges volta miatt a

(6.24) δKV + δKSu + δKSt + δKg = 0

extremum feltételből a (3.13a,b) független kompatibilitási egyenletek, a (3.14) alakváltozási pe-
remfeltételek, a (3.15) kompatibilitási peremfeltétel, valamint a g görbére vonatkozó

τχ(γχl − ûl;χ − εlχbϕ̂
b) = 0 ,(6.25a)

τπ(κ b
π. − ϕ̂b.;π) = 0(6.25b)

folytonossági feltételek következnek.
7. Megjegyzés: Az egyszeresen összefüggő tartományra vonatkozó (6.24) extremum feltételt

Kozák–Szeidl vezette le először [30].
A δKL = 0 feltételben megjelenő vonalintegrálok átalakítása további előkészületeket igényel.

Tegyük fel, hogy (lásd a 8. Megjegyzést)

[δwb] = δ
(1i)
cb +εsvbδ

(1i)

Cs [Rv −Rv(P1,i+1)] , [δrs] = δ
(1i)

Cs ,(6.26a)
i = 1, 3 ξ ∈ L1i

[δwb] = δ
(21)
cb +εsvbδ

(21)

Cs [Rv −Rv(P21)] , [δrs] = δ
(21)

Cs ,(6.26b)
ξ ∈ L2

ahol δ
(1i)
cb , δ

(1i)

Cs, δ
(21)
cb és δ

(21)

Cs tetszőleges állandó vektorok.
8. Megjegyzés: A szakadások fenti megválasztásának az áll a hátterében, hogy a

(6.27) [δwb] = δcb + εsvbδC
s[Rv −Rv(P )] , [δrs] = δCs ξ ∈ S
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alakban megadott vektormezőkhöz – itt δcb és δCs tetszőleges állandó vektorok, P tetszőleges,
de rögzített pont – nem tartoznak feszültségfüggvények (ahogy a merevtestszerű mozgás sem
okoz alakváltozást), hiszen

[δwb];χ + εbκs[δr
s] ≡ 0 , [δrs];β ≡ 0 . ξ ∈ S

A δKL–t adó (6.23e) képletbe helyettesítve a (6.26a,b) szakadásokat és kiemelve, alkalmas át-
rendezés után, a

δ
(21)
cl a

l, δ
(21)

Ckak és δ
(1i)
cb a

l, δ
(1i)

Ckak
vektorokat kapjuk, hogy

δKL =

∮
L2

τηκ b
η.ab ds · alδ(21)cl

+

∮
L2

dξχ

ds

[
γχl + εblv(R

v(s)−Rv(P21))κ
b
χ.

]
al ds · ak δ

(21)

Ck

+
∑
i=1,3

(
−ϕ̂bab

∣∣∣
P1,i+1

+ ϕ̂bab

∣∣∣
P1i

+

∫
L1i

τηκ b
η.ab ds

)
· al δ(1i)cl

+
∑
i=1,3

[
− ûla

l
∣∣∣
P1,i+1

+ ûla
l
∣∣∣
P1i

+ εlvkϕ̂
k(Rv(P1,i+1)−Rv(P1i))a

l
∣∣∣
P1i

+

∫
L1i

dξχ

ds

[
γχl + εblv(R

v(s)−Rv(P1i))κ
b
χ.

]
al ds

]
· ak δ

(1i)

Ck = 0 .

Mivel az utóbbi extremum feltételben

δ
(21)
cl a

l, δ
(21)

Ckak és δ
(1i)
cb a

l, δ
(1i)

Ckak

egyaránt tetszőleges, a δKL variáció eltűnéséből a (6.3) és (6.4) nagybani kompatibilitási felté-
telek, valamint a (6.7) és (6.8) kiegészítő kompatibilitási feltételek fennállása következik.

6.5. Eredmények. Az egyes eredményeket sorszámozzuk.
1. A jelen fejezet legfontosabb eredménye annak kimutatása, hogy a teljes kiegészítő energia

maximum elv mikropoláris testre az 5.1. ábrán vázolt háromszorosan összefüggő térbeli
tartomány és a tekintett vegyes peremértékfeladatok esetén biztosítja az ún. kiegészítő
kompatibilitási feltételek fennállását. Az a körülmény, hogy a vizsgálatokat csak három-
szorosan összefüggő tartományra végeztük, nem játszik a gondolatmenet lépéseiben olyan
mértékű szerepet, hogy ne lehetne azt megismételni négy, vagy többszörösen összefüggő
térbeli tartományra vonatkozó, hasonló jellegű vegyes peremértékfeladatok esetén.

2. A kiegészítő kompatibilitási feltételek geometriai megfontolásokból is leszármaztathatók.
Mivel ezekben a megfontolásokban az anyagegyenlet nem jelenik meg, a kiegészítő kom-
patibilitási feltételek anyagegyenlettől függetlenül geometriailag lineáris feladatokra érvé-
nyesek.

A vonatkozó publikációkat illetően [63] és [64] érdemel említést. A felsorolt eredmények 100%–
ban a szerző eredményei.
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7. Az egyértékűség makró feltételei és az alakváltozási
peremfeltételek síkbeli vegyes peremértékfeladatokra –

mikropoláris eset.

7.1. Előzmények. Szeidl–Kozák [31], majd Szeidl [59] foglalkozott először a mikropolá-
ris rugalmasságtan ún. első síkfeladatának duál rendszerével, illetve az egyenértékű variációs
elvekkel. Kimutatták, hogy az alakváltozásmezők kinematikailag lehetséges voltának szükséges
és elégséges feltételei, közöttük a többszörösen összefüggő tartományon érvényes makró kompa-
tibilitási feltételek (jelen esetben a nagybani kompatibilitási feltételek) mind következnek a teljes
kiegészítő energia maximumának elvéből, ha a peremfeltételek ugyanolyan természetűek minden
egyes zárt kontúron, azaz vagy az elmozdulások, vagy pedig a feszültségek vannak előírva.

Ha az egyes kontúrok páros számú ívre vannak felosztva, és az ívek mentén vagy az elmozdulás,
vagy pedig a feszültség az előírt, akkor tisztázatlan a kiegészítő kompatibilitási feltételek 3 kérdése,
bár az előző fejezet eredményei alapján valószínűsíthető, hogy ezek a feltételek is következnek a
kiegészítő energia maximum elvből.

A klasszikus síkfeladatok esetére ezt a kérdést, egymástól függetlenül, Hu–Haichang [19] és
Szeidl–van Gemert [78] vizsgálta – az elsőbbség Hu–Haichang-é –, akik megmutatták, hogy
valamennyi kiegészítő feltétel következik a teljes kiegészítő energia maximum elvéből.

További probléma, hogy nem ismeretesek az alakváltozási peremfeltételek, ha a kontúr egy egy
ívén érintőirányú elmozdulás, normálirányú feszültség, vagy érintőirányú feszültség, normálirá-
nyú elmozdulás, illetve forgás vagy nyomatéki feszültség az előírt az összes lehetséges eset alapul
vételével.

7.2. Célkitűzések. Fentiekre tekintettel célul tűzzük ki az alábbi feladatok megoldását:
• A kompatibilitás kiegészítő feltételeinek levezetése, ha egy kontúr páros számú ívre osztott

és az íveken felváltva vagy a feszültség, vagy az elmozdulás az előírt.
• A nem ismeretes alakváltozási peremfeltételek előállítása.

A publikációkat illetően a [73] tanulmányra utalunk.

7.3. A duál egyenletrendszer és a kiegészítő kompatibilitási feltételek. A vizsgálat
tárgyát képező háromszorosan összefüggő A = Ai tartományt, valamint a tartomány

Lo = Lt1 ∪ Lu2 ∪ Lt3 ∪ Lu4
külső és

L1 = Lt5 valamint L2 = Lu6
belső kontúrjait a 7.1. ábra szemlélteti. A mikropoláris rugalmasságtan első síkfeladata esetén
– feltevés szerint az x1, x2 sík az alakváltozás síkja továbbá uπ és ϕ3 a nem azonosan zérus
elmozdulás és

P P
P P

t3
=

u3

s

Lt1

t4 u4
=

A
i

L t3

Lu2

τ
ϰ

P P
t2 u2
=

P
t1

=P
u5

n
π

u7
P P
u6
=

L u6

sP P=

L t5

t5 t6

L
u4

s

7.1 ábra
3Emlékeztetjük az olvasót, hogy ezek a feltételek alkotják a kompatibilitás makró feltételeinek egyik csoportját

– lásd a Szóhasználat, jelölésbeli megállapodások és jelölések című szakaszt a római v oldalon.
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forgás koordináta. Az alakváltozási – és feszültségi tenzorok nem azonosan zérus összetevőit γπρ,
κ 3
ρ továbbá tπρ, t33, μρ3 és μ3ρ jelöli. A térfogati erő– és erőpárrendszer sűrűségét pedig bq és c3.
Homogén, centroszimmetrikus test esetén a mikropoláris rugalmasságtan első síkfeladatának

primál egyenleteit
– a

(7.1) γπρ = uρ;π + ερπ3ϕ
3 , κ 3

ρ = ϕ3
.;ρ

kinematikai egyenletek,
– a

tπρ = Cπρνψγνψ , t33 = C33πργπρ ,(7.2a)

μν3 = Dν3ρ3κρ3 , μ3ν = D3νρ3κρ3(7.2b)

Hooke törvény (Cπρνψ, C33πρ, Dν3ρ3 és D3νρ3 a rugalmassági állandók tenzorai) és
– a

(7.3) tνρ;ν + bρ = 0 , μν3;ν + ε3νρt
νρ + c3 = 0

egyensúlyi egyenletek alkotják.
Az Lt = Lt1 ∪Lt3 ∪Lt5 görbén feszültségek, az Lu = Lu2 ∪Lu4 ∪Lu6 görbén pedig az elmoz-

dulások és a forgás van előírva. Ennek megfelelően a (7.1), (7.2a,b) és (7.3) mezőegyenletekhez
az

uρ = ûρ , ϕ3 = ϕ̂ 3 , x ∈ Lu(7.4)

nρt
ρπ = t̂ π , nρμ

ρ
3 = μ̂ 3 x ∈ Lt(7.5)

elmozdulási és feszültségi peremfeltételek társulnak.
Jelölje F ρ

3 és H33 a feszültségfüggvény tenzorok nem azonosan zérus elemeit az Ai–n. Legyenek
továbbá pρ és q3 a

(7.6) �pρ = −bρ és �q3 = c3 x ∈ Ai

Poisson egyenletek ismertnek feltételezett partikuláris megoldásai.
Duál rendszerben a mikropoláris rugalmasságtan első síkfeladatának mezőegyenleteit

– a (7.3) egyensúlyi egyenletek teljes megoldását adó

tπρ = επμ3F ρ
3 ;μ + gπσpρ;σ ,(7.7a)

μν3 = ενπ3 (H33;π + ε3πρF ρ
3 ) + gνρ (ερ3ηp

η + q3;ρ)(7.7b)

duál értelmező egyenletek,
– a Hooke törvény

(7.8) γνψ =
−1
C νψπρt

πρ , κρ3 =
−1
Dρ3ν3μ

ν3

inverze és
– az alakváltozásmezők kompatibilitásának szükséges feltételét adó

(7.9) E33 = ε3πρκ 3
ρ ;π = 0 , D3

ρ = ε3νπ
(
γπρ;ν + επρ3κ

3
ν

)
= 0

duál mérlegegyenletek (kompatibilitási differenciálegyenletek – E33 és D3
ρ az inkompatibi-

litási tenzorok nem azonosan zérus elemei)
alkotják.
Ha a kompatibilitási differenciálegyenletek fennállnak, akkor az alakváltozási tenzorok kompa-

tibilisek egy egyszeresen összefüggő tartományon, azaz a (7.1) primál kinematikai egyenleteknek
egy és csakis egy megoldásuk van (eltekintve egy merevtestszerű mozgástól) az uα és ϕ3 el-
mozdulásmezőkre nézve. Kozák–Szeidl megmutatta [31], hogy a (7.7a,b), (7.8) és (7.9) duál
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mezőegyenletekhez az

τπγπρ =
dûρ
ds

+ τπερπ3ϕ̂
3 , s ∈ Lu(7.10a)

τπκ 3
π =

dϕ̂3

ds
s ∈ Lu(7.10b)

alakváltozási peremfeltételek társulnak, ahol s az ívkoordináta.
Tekintsük most az Lt ívekre vonatkozó peremfeltételeket. A (7.5) és (7.7a,b) összehasonlítá-

sából a

t̂ρ − ◦
tρ = nπε

πν3F ρ
3 ;ν =

dF ρ
3

ds
, s ∈ Lt(7.11a)

μ̂− ◦
μ = nπε

πν3 (H33;ν + ε3νρF ρ
3 ) =

dH33

ds
− nρF ρ

3 s ∈ Lt(7.11b)

egyenletek következnek, ahol

(7.11c)
◦
tρ = nπg

πσpρ.;σ és
◦
μ = nνg

νρ (ερ3ηp
η + q3;ρ) .

A (7.11a) differenciálegyenlet megoldása direkt integrálással állítható elő. Jelölje F̂ ρ
3 a megoldást.

Nyilvánvaló, hogy

(7.12) F̂ ρ
3 (s)gρ(s) =

∫ s

Pti

[
t̂ρ(σ)− ◦

tρ(σ)
]
gρ(σ) dσ , s ∈ Lti , i = 1, 3, 5 .

Legyen Cρ

(ti)
gρ (i = 1, 3, 5) integrációs állandó. Az

(7.13) F ρ
3 (s)gρ = F̂ ρ

3 (s)gρ + Cρ

(ti)
gρ , s ∈ Lti , i = 1, 3, 5

feltétel egyenértékű a (7.11a) feltétellel és viszont. Legyen továbbá Ĥ33 (s) a

(7.14) μ̂− ◦
μ =

d

ds
Ĥ33 − nρF̂ ρ

3

differenciálegyenlet megoldása. Integrálás után kapjuk, hogy

(7.15) Ĥ33 =

∫ s

Pti

[
μ̂(σ)− ◦

μ(σ) + nρF̂ ρ
3

]
dσ .

A (7.14) egyenlet (7.11b)–ből történő levonása után, tekintettel a (7.13)–ra is, formálisan írhat-
juk, hogy

d

ds
(H33 − Ĥ33)− nρC

ρ = 0 ,

ahonnan azonnal következik a (7.11b)–vel egyenértékű

(7.16) H33 (s) = Ĥ33 (s) +C33
(ti)

− [g3 (s)× (r (s)− rPti)] · gρCρ

(ti)
, s ∈ Lti i = 1, 3, 5

peremfeltétel. Itt C33
(ti)

integrációs állandó.

7.4. A kiegészítő kompatibilitási feltételek származtatása a kiegészítő energia ma-
ximumának elvéből. A kiegészítő kompatibilitási feltételeket, megismételve első síkfeladatra a
6.4. szakasz gondolatmenetét, a teljes kiegészítő energia maximumának elvéből származtatjuk.
Könnyen ellenőrizhető a (6.9) képlet segítségével és az első síkfeladatot értelmező (7.1)–(7.5)
egyenletek figyelembevételével, hogy a teljes kiegészítő energia funkcionál a

(7.17) K = −1

2

∫
Ai

(
tπργπρ + μν3κ

3
ν

)
dA+

∫
Lu

(
nπt

πρûρ + nνμ
ν
3ϕ̂

3
)
ds

alakban írható fel. A (6.9) képletre vezető gondolatmenet ismétlésével pedig azonnal adódik a
fenti funkcionálra vonatkozó

(7.18) δK = −
∫
Ai

(
γπρδt

πρ + κ 3
ν δμ

ν
3

)
dA+

∫
Lu

(
nπδt

πρûρ + nνδμ
ν
3ϕ̂

3
)
ds = 0
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extremum feltétel. Mivel a tπρ és μν3 feszültségek statikailag lehetségesek, a variációik nem
lehetnek tetszőlegesek, hanem ki kell, hogy elégítsék a

δtπρ;ρ = 0 , δμν3;ν + ε3πρδt
πρ = 0 , x ∈ Ai(7.19)

nπδt
πρ = 0 , nνδμ

ν
3 = 0 s ∈ Lt(7.20)

mellékfeltételeket, melyek annak figyelembevételével következnek a (7.3) egyensúlyi egyenletből
és a (7.5) feszültségi peremfeltételből, hogy zérusnak vesszük a bπ, c3 tartományi és a t̂π, μ̂3

peremterhelés variációját. Könnyű ellenőrizni, hogy identikusan teljesülnek a (7.19) és (7.20)
mellékfeltételek, ha a feszültségek δtπρ és δμν3 variációit a feszültségfüggvények és peremfeltételek
átalakításakor adódó integrációs állandók variációival a

(7.21) δtπρ = επμ3δF ρ
3 ;μ , δμν3 = ενψ3 (δH33;ψ + ε3ψρδF ρ

3 ) x ∈ Ai

és

δF ρ
3 (s) = δ Cρ

(ti)
, i = 1, 3, 5 ; s ∈ Lti(7.22)

δH33 (s) = δ C33
(ti)

− [g3 × (r− rPti)] · gρ δ Cρ

(ti)
, i = 1, 3, 5 ; s ∈ Lti(7.23)

módon képezzük. A (7.21) és (7.18) összefüggések extremum feltételbe történő helyettesítése, a
Green tétel alkalmazása és alkalmas átrendezés után – a részleteket a Függelék A.7.2. szakasza
tartalmazza –

(7.24) δK = δKA + δKL + δKu = 0

az extremum feltétel alakja, ahol

(7.25) δKA = −
∫
Ai

[D3
ρ δF ρ

3 + E33 δH33

]
dA = 0

és

δKL =

∫
Lu∪Lt

(
nμε

μπ3γπρ δF ρ
3 + nπε

πν3κ 3
ν δH33

)
ds ,(7.26a)

δKu =

∫
Lu

[
nπε

πμ3δF ρ
3 ;μûρ + nνε

νψ3 (δH33;ψ + ε3ψρδF ρ
3 ) ϕ̂3

]
ds .(7.26b)

A δKL + δKu végső alakra hozása során vegyük figyelembe, hogy

• nπε
πμ3 = τμ és L = Lu ∪ Lt;

• Lt-én a (7.22) és (7.23) képletek adják a feszültségfüggvények variációit,
• a feszültségfüggvények variációi mindenütt folytonosak az L-en, vagyis a Pt1, Pt2, Pt3, és
Pt4 pontokban is,

• a kivánt eredmény eléréséhez parciális integrálásokat kell végezni a δKu átalakítása során és
az eredményül adódó képletekben ki kell használni a feszültségfüggvények folytonosságát.

A mondottak alapján, elhagyva a formális számítások lépéseit – v.ö.: Függelék A.7.3. szakasz
–, a (7.26a) és (7.26b)–ből kapjuk, hogy

δKL + δKu =

∫
Lu

[
τπγπρ − dûρ

ds
− τπερπ3ϕ̂

3

]
δF ρ

3 ds+

∫
Lu

[
τπκ 3

π − dϕ̂3

ds

]
δH33ds(7.27)

+

∮
L1

τπκ 3
π ds δ C33

(11)
+

∮
L1

τπ
[
γπρ − κ 3

π ερ3σ g
σ · (r− rPt5)

]
gρ ds · δCψ

(11)
gψ
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+
∑
i=1,3

{∫
Lti

τπκ 3
π ds− ϕ̂3 |Pt,i+1

Pti

}
δ C33

(0i)
+

+
∑
i=1,3

⎧⎨⎩
∫
Lti

τπ[γπρ − κ 3
π ερ3σg

σ · (r− rPti)]g
ρds −ûρg

ρ|Pt,i+1

Pti

+ϕ̂3ερ3σg
σ·(rPt,i+1 − rPti)g

ρ
∣∣
Pt,i+1

}
· δCϕ

(0i)
gϕ = 0 .

A variációk tetszőleges volta miatt négy egyenletcsoport következik a (7.25) és (7.27) feltételekből.
Részletezve,

a kompatibilitási (differenciál)egyenletek az Ai-n:

(7.28) E33 (x) = 0 , D3
ρ (x) = 0 ;

az alakváltozási peremfeltételek az Lu-n:

(7.29) τπγπρ − dûρ
ds

− τπερπ3ϕ̂
3 = 0 , τπκ 3

π − dϕ̂3

ds
= 0 ;

a nagybani kompatibilitási feltételek az L1-n:

(7.30)
∮
L1

τπ
[
γπρ − κ 3

π ερ3σ g
σ· (r− rPt1)

]
gρ ds = 0 ,

∮
L1

τπκ 3
π ds = 0 ;

és a kiegészítő kompatibilitási feltételek az Lo kontúron:∫
Lti

τπ[γπρ − κ 3
π ερ3σg

σ · (r− rPti)]g
ρds− ûρg

ρ|Pt,i+1

Pti
(7.31a)

+ ϕ̂3ερ3σg
σ · (rPt,i+1 − rPti)g

ρ
∣∣
Pt,i+1

= 0 , i = 1, 3∫
Lti

τπκ 3
π ds− ϕ̂3 (s)

∣∣Pt,i+1

Pti
= 0 .(7.31b)

A (7.28), (7.29) és (7.30) feltételeket Szeidl–Kozák [31] találta meg.
1. Megjegyzés: Az előzőekben áttekintett peremértékfeladat esetén a makró egyértékűségi

feltételek három hármasát kell teljesíteni az egyszeresen összefüggő tartományon szokásos (7.28)
kompatibilitási differenciálegyenletek mellett. Az első hármast az L1 kontúrra vonatkozó (7.30)
nagybani kompatibilitási feltételek alkotják. A második két hármas az Lt1 és Lt3 ívekre vonat-
kozó (7.31a,b) kiegészítő kompatibilitási feltételekből áll. Kimutatható, hogy a hármasok közül
bármelyik kettő független, azaz fennállásuk biztosítja a harmadik hármas fennállását is. Az
állítás igazolását az A.7.3. és az A.7.4. szakaszok tartalmazzák – lásd a 115 és 117 oldalakat.

2. Megjegyzés: A feszültségi peremfeltételek integrálása 3 × 3, kezdetben határozatlan
integrálási állandót vitt a feladatba, 3–at az L1 kontúr mentén és 2 × 3–at az Lt1 és Lt3 íve-
ken. Nyilvánvaló, hogy egy konstans hármas szabadon, így zérusnak is választható. Mivel a
fennmaradó két hármas változása megváltoztatja az A tartomány feszültségi állapotát ezek nem
vehetők fel tetszőlegesen, hanem a kompatibilitás két független makró feltételéből számíthatók.
Ezek a feltételek, együtt a (7.28) kompatibilitási feltételekkel és a (7.29) alakváltozási peremfel-
tételekkel, az uα, ϕ3 elmozdulásmezők egyértékűségének szükséges és elégséges feltételeit adják
a háromszorosan összefüggő A tartományon.

7.5. Alakváltozási peremfeltételek vegyes peremértékfeladatokra. Az egyszerűség ked-
véért, de a szükséges általánosság megsértése nélkül a jelen szakaszban feltételezzük, hogy:

1. A vizsgált A tartomány egyszeresen összefüggő és az Lo kontúr sima.
2. A peremfeltételek ugyanolyan természetűek az Lo minden pontjában.
3. Az s ívkoordináta egybeesik az x2–vel, azaz koordinátavonal az Lo kontúr.

A hiányzó alakváltozási peremfeltételek és makró kompatibilitási feltételek keresése során ismét
a teljes kiegészítő energia minimum elvét fogjuk használni. Jelölje Ku az Lo kontúron ébredő
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feszültségek munkáját az ugyanitt előírt elmozdulásokon. Ezzel a jelöléssel, tekintettel továbbá
a (7.24), (7.25) és (7.26a) képletekre, a stacionaritási feltétel mindig felírható a

δK = δKA + δKLo + δKu = 0

alakban, ahol δKA = 0, a δKLo–t pedig a (7.26a) képlet adja feltéve, hogy Lo–t írunk Lu
helyére, míg δKu alakja az Lo peremgörbén előírt peremfeltételektől függ. Következik innét,
hogy a keresett feltételek mindig megkaphatók a

(7.32) δKLo + δKu = 0

stacionaritási feltételből.
Ami a peremfeltételeket illeti az alábbi felsorolásban foglalt esetekre korlátozzuk a figyelmet.

Megjegyezzük, hogy a peremfeltételek írása során azokat a feltételeket is megadjuk, amelyeket
a feszültségfüggvények variációi kell, hogy kielégítsenek a vonatkozó feszültségek variációinak
eltűnéséhez. (A továbbiakban Γ 2

21 = Γ 2
12 = −1/R; Γ 2

22 = −1/R a Christoffel szimbólumok,
R a kontúr görbületi sugara, az x1 és x2 szerinti parciális deriváltakat rendre ∂1 és ∂2 jelöli.)
I.

t̂ρ − ◦
tρ = τνF ρ

3 ;ν , ϕ̂3 = ϕ3 ,(7.33)
vagy ami ugyanaz
F ρ
3 = F̂ ρ

3 + C ρ ; C ρ tetszőleges állandó(7.34)

és

δF ρ
3 = δC ρ ,

δH33 szabadon variálható .

II.

(7.35) ûρ = uρ , μ̂3 − 0
μ3 = τν(H33 − C33);ν − nρF ρ

3

és

δF 1
3 = (δH33 − δC33)∂2 ,

δF 2
3 szabadon variálható.

III.

û1 = u1 , ϕ̂3 = ϕ3 ,(7.36a)

t̂2 − ◦
t 2 = τν(F 2

3 − C 2
3 );ν(7.36b)

és
δF 1

3 Γ 2
21 = −(δF 2

3 − δC 2
3 )∂2 .

IV.

û2 = u2 , ϕ̂3 = ϕ3 ,(7.37a)

t̂1 − 0
t1 = τν(F 1

3 − C 1
3 );ν(7.37b)

és
δF 2

3 Γ 1
22 = −(δF 1

3 − δC 1
3 )∂2 .

V.

û2 = u2 ,(7.38a)

t̂1 − ◦
t1 = τν(F 1

3 − C 1
3 );ν ,(7.38b)

(7.38c) μ̂3 − ◦
μ3 = τν(H33 −C33);ν − n1(F 1

3 − C 1
3 )

és

(7.39a) 0 = (δF 1
3 − δC 1

3 ) ∂2 + Γ 1
22δF 2

3 ,

(7.39b) 0 = (δH33 − δC33)∂2 − (δF 1
3 − δC 1

3 ) .
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Az alakváltozási peremfeltételekre és a kompatibilitás makró feltételeire vezető eljárás illusztrá-
lása kedvéért az utolsó esetet tekintjük át részletesebben. A fennmaradó másik négy esetben el-
hagyjuk a formális átalakítások részletezését. Az utolsó esetben (7.32)–ből, tekintettel a (7.26a)–
ra, és a jelen szakasz első bekezdésében tett feltételezéseinkre, következik, hogy

δKLo + δKu =

∮
Lo

(
nπε

πμ3γμρδF ρ
3 + nψε

ψν3κ 3
ν δH33

)
ds+

∮
Lo

nπε
πμ3δF 2

3 ;μû2 ds =

=

∮
Lo

τν
(
γνρδF ρ

3 + κ 3
ν δH33

)
ds +

∮
Lo

τν
[(
δF 2

3 ∂ν
)
+ Γ 2

νπδF π
3

]
û2 ds =

=

∮
Lo

[
γ21δF 1

3 + γ22δF 2
3 + κ 3

2 δH33

]
ds+

∮
Lo

[
û2Γ

2
21δF 1

3 − (û2∂2) δF 2
3

]
ds =

= 0 .

A (7.39a,b) képletek alapján

δF 1
3 − δC 1

3 , δH33 − δC33 és [(δF 1
3 − δC 1

3 )∂2]/Γ
1
22

írható δF 1
3 , δH33 és δF 2

3 helyett. Alkalmas átrendezés után a

[(δH33 − δC33)∂2] + δC 1
3

kifejezés helyettesíthető a δF 1
3 helyett. Végezetül kapjuk, hogy

δKLo + δKu = 0 = −
∮
Lo

κ 3
2 ds δC33 −

∮
L0

(
γ21 − û2Γ

1
21

)
ds δC 1

3

+

∮
Lo

{
κ 3
2 − ∂2

[
γ21 + û2Γ

1
21 + ∂2

(
1

Γ 1
22

(γ22 − û2∂2)

)]}
δH33ds .(7.40)

Az utóbbi feltételből következő alakváltozási peremfeltételek és makró kompatibilitási feltételek
a lenti felsorolásban lelhetők fel – lásd V.

A (7.40)–re vezető gondolatmenet másik négy esetben történő ismétlésével az alábbi alakvál-
tozási és makró kompatibilitási feltételeket kapjuk:
I.

κ 3
2 − dϕ̂3

ds
= 0 ,(7.41) ∮

Lo

τπ
(
γπρ + ε3πρϕ̂

3
)
gρds = 0 .(7.42)

II.

γ22 − dû2
ds

= 0 , κ 3
2 − d

ds

(
γ21 − dû1

ds

)
= 0 ,(7.43) ∮

Lo

κ 3
2 ds = 0 .(7.44)

III.

κ 3
2 − dϕ̂3

ds
= 0 , γ22 − ∂

∂s

[
1

Γ 2
12

(
γ21 − dû1

ds
− ϕ̂3

)]
+ Γ 1

22û1 = 0 ,(7.45) ∮
Lo

(
γ22 + Γ 1

22û1
)
ds = 0 .(7.46)

Ha egyenes az Lo egy íve, akkor ezen az egyenesen a (7.45b) helyett kapjuk, hogy

γ21 − dû1
ds

− ϕ̂3 = 0 .
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IV.

κ 3
2 − dϕ̂3

ds
= 0 , γ21 + Γ 2

21û2 − ϕ̂3 +
∂

∂s

[
1

Γ 1
22

(
γ22 − dû2

ds

)]
= 0 ,(7.47) ∮

Lo

(
γ21 + Γ 2

21û2 − ϕ̂3
)
ds = 0 .(7.48)

Ha egyenes az Lo egy íve, akkor ezen az egyenesen a (7.47b) helyett kapjuk, hogy

γ22 − dû2
ds

= 0 .

V.

κ 3
2 − ∂2

[
γ21 + û2Γ

1
21 + ∂2

(
1

Γ 1
22

(γ22 − û2∂2)

)]
= 0 ,(7.49) ∮

Lo

κ 3
2 ds = 0 ,

∮
L0

∂2

[
1

Γ 1
22

(γ22 − û2∂2)

]
ds = 0 .(7.50)

Ha egyenes az Lo egy íve, akkor ezen az egyenesen a (7.49) helyett kapjuk, hogy

γ22 − (û2∂2) = 0 .

3. Megjegyzés: Ha a peremfeltételek az

û1 =
◦
u1 ,

t̂2 − 0
t2 = τν(F 2

3 − C 2
3 );ν ,

μ̂2 − 0
μ2 = τν(H33 − C33);ν − n1F 1

3

alakban írhatók fel, akkor a

0 = (δF 2
3 − δC 2

3 )∂2 + Γ 2
21δF 1

3 ,

0 = (δH33 − δC33)∂2 − δF 1
3

egyenletek fejezik ki a feszültségek variációinak zérus voltát az L0 kontúron. Ezek az egyenletek
nem alkalmasak arra, hogy közvetlenül elimináljunk tetszőlegesen kiválasztott kettőt a δF 1

3 , δF 2
3

illetve δH33 variációk közül a δK = 0 stacionaritási feltételben.

7.6. Eredmények. Az egyes eredményeket sorszámozzuk.
1. A kompatibilitás (7.31a,b) kiegészítő feltételei a teljes kiegészítő energia minimum elvéből

következő Euler egyenletek a mikropoláris rugalmasságtan első síkfeladata esetén. A kom-
patibilitás makró feltételeit kell használni a feszültségi peremfeltételek integrálása során
kapott integrációs állandók számítására.

2. A tekintett öt vegyes típusú peremértékfeladat esetén rendre I. (7.41), (7.42); II. (7.43),
(7.44); III. (7.45), (7.46); IV. (7.47), (7.48); és V. (7.49), (7.50) az alakváltozási peremfel-
tételek illetve a kompatibilitás makró feltételei.

Alapvető feltevés volt a fenti eredmények levezetése során hogy kicsik az alakváltozások és
érvényes a Hooke törvény. Mivel a (7.24) variációs egyenlet [részeit illetően lásd a (7.25) és
(7.26a,b) képleteket] megegyezik a virtuális munka elv duál alakjával – ez az elv független az
anyagegyenlettől – következik, hogy az alakváltozási peremfeltételek és a makro kompatibilitás
feltételei anyagtörvénytől függetlenül geometriailag lineáris feladatokra érvényesek.

Az (7.31a,b) kiegészítő egyértékűségi feltételek variációs elvből történő származtatása a szerző
eredménye. A többi eredmény 50–50 %–ban Némethné Iván Ildikó és a szerző eredménye.

A vonatkozó publikációt illetően a [73] tanulmány érdemel említést.
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8. A síkrugalmasságtan peremintegrálegyenletei duál rendszerben
elsőrendű feszültségfüggvényekkel – klasszikus eset

8.1. Irodalmi előzmények. Bár számos tanulmány jelent meg síkrugalmasságtani felada-
tok primál rendszerbeni megoldásáról – lásd pl. [46], [6], [83] vagy [21] – a pályázó ismeretei
szerint alig található olyan cikk a síkrugalmasságtan szakirodalmában, amely a duál rendszer
egyenleteit veszi alapul, azaz valós feszültségfüggvényeket tekint alapváltozónak. Kivételt jelent
Jaswon, Mati és Symm cikke [23]– érdemes ehelyütt Jaswon és Symm könnyebben hozzáfér-
hető könyvére is hivatkozni [24] – amelyben az ismeretlen biharmonikus függvényt (valójában
másodrendű feszültségfüggvényt) két ismeretlennek tekintett harmonikus függvény segítségével,
egyszerű réteg potenciáljaként adták meg a szerzők; az ismeretlen kontúrmenti forrássűrűség
meghatározására pedig alkalmas peremintegrálegyenleteket vezettek le.

Elsőrendű feszültségfüggvények alkalmazását síkbeli és térbeli feladatokra Fraeijs de Veu-

beke kezdeményezte [11], [12] egy új, a teljes kiegészítő energia minimumának elvén alapuló
végeselemes eljárás kapcsán mivel a C0 folytonosságú elsőrendű feszültségfüggvények biztosítják
a folytonos felületi terhelés meglétét és ily módon lehetővé vált izoparametrikus elemeket alkal-
mazni elsőrendű feszültségfüggvényekre.

Ha elsőrendű feszültségfüggvényeket alkalmazunk, akkor a feszültségek meghatározása a fe-
szültségfüggvények első deriváltjainak számítását igényli, ellentétben az Airy féle másodrendű
feszültségfüggvénnyel [2], ennek ismeretében ui. második deriváltak adják a feszültségeket. Az
elsőrendű feszültségfüggvény idézett tulajdonsága vonzóvá teszi ezeket a függvényeket a peremele-
mes alkalmazások számára, annak ellenére, hogy a nyomatéki egyensúly fenntartása egy további
egyenletet igényel. Megjegyezzük, hogy az Airy féle feszültségfüggvény alkalmazásának rendkí-
vül bő irodalma van. A teljesség igénye nélkül emeljük ki ehelyütt Muszkhelisvili és iskolája
eredményeit [39]. Muszkhelisvili felismerte, hogy az Airy féle feszültségfüggvényre vonatkozó
megoldás két reguláris komplex függvény segítségével adható meg. Mivel ez a megoldás teljesíti
a vonatkozó mezőegyenletet – a kompatibilitási egyenletet Airy féle feszültségfüggvénnyel – egy
adott peremértékfeladat megoldásához csak a peremfeltételek kielégítését kell biztosítani.

Az elsőrendű feszültségfüggvények alkalmazása kapcsán számos kérdés merül fel. Mivel duál
rendszerben vagyunk tisztázni kell az egyértékűség szükséges és elégséges feltételeit, különös te-
kintettel a vegyes peremértékfeladatokra és a többszörösen összefüggő tartomány esetére. Meg
kell keresni az elsőrendű feszültségfüggvényekre vonatkozó alapmegoldást is. Az alapmegoldás
ismeretében mód nyílik a Somigliana féle identitás [50] duál rendszerbeni analogonjának felál-
lítására és ily módon az úgynevezett direkt4 módszer integrálegyenletei is adódnak. Végezetül
számítógépi programot is érdemes kidolgozni a vonatkozó peremintegrálegyenlet numerikus meg-
oldására.

8.2. Célkitűzések. A fenti szakaszban áttekintett problémák alapján pályázó célul tűzte ki
az alábbi feladatok megoldását a síkrugalmasságtan elsőrendű feszültségfüggvényekkel felépített
duál rendszerében síkalakváltozás feltételezése mellett:

• Az egyértékűség feltételeinek meghatározása a vegyes peremértékfeladatok egy osztálya és
többszörösen összefüggő tartomány esetén.

• Az elsőrendű feszültségfüggvényekkel kapcsolatos alapmegoldás előállítása.
• A Somigliana identitás duál rendszerbeni analogonjának levezetése és ezzel a direkt

módszer integrálegyenletének felállítása végesben fekvő, azaz belső tartomány esetére.
• Számító program kifejlesztése másodrendű izoparametrikus peremelemek felhasználásával.

A vonatkozó publikációkat illetően [67], [69], [68] és [77] érdemel említést.

8.3. Duál egyenletrendszer elsőrendű feszültségfüggvényekkel és az egyértékűség
feltételei. Legyen

o
tκλ =

o
tλκ a síkfeladatokra érvényes tκλ;κ + bλ = 0 egyensúlyi egyenlet parti-

kuláris megoldása. Az elsőrendű feszültségfüggvényeket, ugyanúgy mint a mikropoláris esetben,

4Direkt módszerről beszélünk, ha a vonatkozó integrálegyenletekben a test peremén vett egyes fizikai mennyi-
ségek az ismeretlenek.



66

F λ
3 jelöli. Síkalakváltozás esetén a duál egyenletrendszert – feltéve, hogy a 7.1. ábrán vázolt Ai

belső tartomány a vizsgálat tárgya – az egyensúlyi egyenlet megoldását adó

(8.1) tκλ = εκρ3F λ
3 ;ρ +

o
tκλ x ∈ Ai

duál értelmező egyenlet (duál kinematikai egyenlet), az

(8.2) eκλ =
1

2μ

(
t(κλ) − νgνψtνψgκλ

)
x ∈ Ai

inverz Hooke törvény, az (5.4)-ből következő és egyszeresen összefüggő tartományra vonatkozó

(8.3) εκρ3eλκ;ρ + ϕ3
.;λ = εκρ3

(
eλκ;ρ − ελκ3ϕ

3
.;ρ

)
= 0 x ∈ Ai

kompatibilitási egyenlet, valamint a nyomatéki egyensúlyt biztosító és külön is előírandó

(8.4) ε3κλt
κλ = 0 x ∈ Ai

szimmetriafeltétel alkotják. Vegyük észre, hogy a (8.4) szimmetriafeltétel teljesülése esetén t12 =
t21, következésképp a t12–t és t21–t adó egyenletek egyike elhagyható. Ily módon kilenc egyenlet
van a kilenc ismeretlen – F 1

3 , F 2
3 , t11, t12 = t21, t22, e11, e12 = e21, e22 és ϕ3 – meghatározására.

A teljesség és a későbbiek kedvéért kartéziuszi koordinátarendszerben is felírjuk a mezőegyen-
leteket:

• Duál értelmező egyenletek (duál kinematikai egyenletek) (F1 = F 1
3 , F2 = F 2

3 ):

t11 = F1∂2 +
o
t11 , t12 = F2∂2 +

o
t12 , x ∈ Ai(8.5a)

t21 = −F1∂1 +
o
t21 , t22 = −F2∂1 +

o
t22 . x ∈ Ai(8.5b)

• A Hooke törvény megfordítása:

e11 =
1

2μ
(t11 − ν(t11 + t22)) , x ∈ Ai(8.6a)

e12 = e21 =
1

2μ
t(12) =

1

4μ
(t12 + t21) , x ∈ Ai(8.6b)

e22 =
1

2μ
(t22 − ν(t11 + t22)) . x ∈ Ai(8.6c)

• Kompatibilitási egyenletek:

e11∂2 − e12∂1 + ϕ3∂1 = 0 , x ∈ Ai(8.7a)
e21∂2 − e22∂1 + ϕ3∂2 = 0 . x ∈ Ai(8.7b)

• A nyomatéki egyensúly feltétele:

(8.8) t12 = t21 . x ∈ Ai

Amint azt már említettük a vizsgált tartomány egyelőre a 7.1. ábrán vázolt háromszorosan
összefüggő és teljes egészében a végesben fekvő síkbeli tartomány. Elvben minden egyes zárt pe-
remgörbe páros számú ívre bontható és az íveken felváltva, vagy a feszültség, vagy az elmozdulás
az előírt. A jelen esetben az Lt = Lt1 ∪ Lt3 ∪ Lt5 görbén feszültségek, az Lu = Lu2 ∪ Lu4 ∪ Lu6
görbén pedig elmozdulások adottak. Az nπt

πρ = t̂ρ peremfeltételbe helyettesítve (8.1)–et az
F ρ
3 –ra vonatkozó

(8.9) t̂ρ − o
tρ = nκε

κν3F ρ
3 ;ν =

dF ρ
3

ds

közönséges differenciálegyenletet kapjuk, ahol
o
tρ = nπ

o
tπρ. Legyen

F̂ ρ
3 gρ(s) =

∫ s

Pti

[
t̂ρ(σ)− o

tρ(σ)
]
gρ(σ)dσ . s ∈ Lti i = 1, 3, 5

Legyen továbbá C
(ti)

ρ(Pti)gρ(Pti) integrációs állandó. Az

(8.10) F ρ
3 (s)gρ(s) = F̂ ρ

3 (s)gρ(s) + C
(ti)

ρ(s)gρ(s) i = 1, 3, 5



67

feltétel egyenértékű a (8.9) peremfeltétellel és megfordítva.
Kartéziuszi koordinátarendszerben

(8.11)
F1(s) = F̂1(s) + C

(ti)
1 , s ∈ Lti

F2(s) = F̂2(s) + C
(ti)

2 s ∈ Lti (i = 1, 3, 5)

a (8.10) peremfeltételt adó két skaláregyenlet.
1. Megjegyzés: Vegyük észre, hogy az ily módon bevezetett, egyelőre határozatlan integrá-

ciós állandók száma megegyezik a terhelt ívek számának kétszeresével.
Mivel az elmozdulásmező nem szerepel az ismeretlenek között tisztázni kell, hogy milyen pe-

remfeltételek írhatók elő az Lu –t alkotó íveken. A probléma megoldásához a teljes kiegészítő
energia Lagrange féle multiplikátor technikával módosított – a módosítás a nyomatéki egyen-
súly biztosítása miatt szükséges –

(8.12) K = K(tκλ, ϕ3) = −1

2

∫
Ai

tκλeκλ dA+

∫
Lu

nκt
κλûλ ds−

∫
Ai

tκλεκλ3ϕ
3dA

alakjához tartozó

(8.13) δK = 0

stacionaritási feltétel jelenti a kulcsot, hiszen a stacionaritási feltételnek biztosítania kell az eκλ
alakváltozásmező és a ϕ3 forgásmező kinematikailag lehetséges voltához szükséges valamennyi
feltételt, ideértve a vonatkozó peremfeltételeket is. A (8.12) funkcionálban eκλ a (8.2) Hooke

törvényből számított, tκλ–nak teljesíteni kell az egyensúlyi egyenletet és a feszültségi peremfel-
tételt, de ugyanakkor nem szükséges, hogy szimmetrikus legyen. A feszültségek variációi ki kell,
hogy elégítsék a

(8.14) δtkλ;κ = 0 x ∈ Ai és nκδt
κλ = 0 x ∈ Lt

feltételeket. Könnyű belátni, hogy mindkét feltétel teljesül, ha a δtκλ–t feszültségfüggvények
variációival adjuk meg a

(8.15) δtκλ = εκρ3δF λ
3 ;ρ

alakban, ahol δF λ
3 tetszőleges az Ai–n, az Lt–n azonban – tekintettel (8.10) összefüggésre – fenn

kell állnia a

(8.16) δF ρ
3 (s) = δ C

(ti)

ρ (i = 1, 3, 5)

feltételnek.
Az eκλ alakváltozásmezők kinematikailag lehetséges voltához szükséges (és elégséges) feltételek

levezetése a

(8.17) δK = −
∫
Ai

eκλ δt
κλ dA+

∫
Lu

nκδt
κλûλ ds−

∫
Ai

δtκλεκλ3ϕ
3 dA−

∫
Ai

tκλεκλ3δϕ
3dA = 0

stacionaritási feltétel alkalmas átalakítását igényli. Az átalakítás gondolatmenetét az alábbiak
részletezik:

1. A (8.15) feltétel helyettesítése az első és második felületi integrálba, illetve (8.1) helyette-
sítése a harmadik felületi integrálba.

2. Az

nκδt
κλ = nκε

κρ3δF λ
3 ;ρ =

dδF λ
3

ds
összefüggés helyettesítése az Lu –n vett vonalintegrálba.

3. Az (A.7.1) Green–Gauss tétel értelemszerű alkalmazása az első és második felületi in-
tegrál esetén.

4. Parciális integrálások végrehajtása az Lu –t alkotó ívek mentén kihasználva, hogy fennáll
a (8.16) egyenlőség az ívek végpontjaiban (folytonosság!).
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5. A Green–Gauss tétel alkalmazásával kapott vonalintegrálok felbontása az∫
L
.... =

∫
Lu

....+

∫
Lt

....

képlet alapján, majd a (8.15) összefüggés helyettesítése az Lt–n vett integrál esetén.
6. Az eredmény rendezése és átalakítása az

(8.18) nρε
κρ3 = −τκ

képlet kihasználásával.
A fenti lépések végrehajtása után

δK =

∫
Ai

(
εκρ3eκλ;ρ + ϕ3

;λ

)
δF λ

3 dA−
∫
Ai

F ψ
3 ;ψ δϕ

3 dA

+
∑
i=2,4,6

∫
Lui

{
nπ[ε

πκ3eκλ − δπλϕ
3]− dûλ

ds

}
δF λ

3 ds

+
∑
i=1,3,5

{∫
Lti

nπ[ε
πκ3eκλ − δπλϕ

3]gλds− ûλg
λ
∣∣∣Pt,i+1

Pti

}
· gσδ C

(ti)

σ = 0

a stacionaritási feltétel alakja. A vonatkozó variációk tetszőlegessége miatt innen a (8.3) kompa-
tibilitási feltétel, a (8.4) szimmetriafeltétel – utóbbiban tκλ az F ψ

3 feszültségfüggvénnyel van
kifejezve, azaz F ψ

3 ;ψ = 0 –, a keresett

(8.19)
dûλ
ds

= nπ[ε
πκ3eκλ − δπλϕ

3]

alakváltozási peremfeltétel, az

(8.20)
∫
Lt5

nπ[ε
πκ3eκλ − δπλϕ

3]gλ ds = 0

nagybani kompatibilitási feltétel, valamint az

(8.21)
∫
Lti

nπ[ε
πκ3eκλ − δπλϕ

3]gλds − ûλg
λ
∣∣∣Pt,i+1

Pti

= 0 (i = 1, 3)

kiegészítő egyértékűségi feltétel következik. Kartéziuszi koordinátarendszerben (8.19), (8.20) és
(8.21)–ből rendre a

dû1
ds

= n1e21 − n2e11 − n1ϕ3 ,(8.22a)

dû2
ds

= n1e22 − n2e12 − n2ϕ3 ,(8.22b)

illetve az

(8.23)
∫
Lti

[n1e21 − n2e11 − n1ϕ3] ds − û1|Pt,i+1

Pti
= 0 ,∫

Lti
[n1e22 − n2e12 − n2ϕ3] ds − û2|Pt,i+1

Pti
= 0

(i = 1, 3, 5); Pt5 = Pt6

egyenletek következnek.
2. Megjegyzés: A (8.19) alakváltozási peremfeltétel közvetlenül is megkapható, ha az

eκλ =
1

2
(uκ;λ + uλ;κ)

kinematikai egyenletet a peremgörbén tekintjük, megszorozzuk nπε
πκ3 = τκ–val és ezt követően

kihasználjuk, hogy u[κ;λ] = −εκλ3ϕ
3.

3. Megjegyzés: A (8.20) nagybani kompatibilitási feltétel, valamint a (8.21) kiegészítő
egyértékűségi feltétel előállítható a (8.19) alakváltozási peremfeltétel alkalmas integrálásával is.

4. Megjegyzés: Kimutatható, hogy (8.3) kompatibilitási feltételek fennállása esetén csak
kettő független a (8.20) és (8.21) feltételek (háromszor két feltétel) közül – lásd az A.8.1. és
A.8.2. szakaszt. Ez a kettő tetszőlegesen választható meg. Ezzel összhangban a háromszor kettő
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C
(ti)

ρgρ integrációs állandó közül egyszer kettő, mondjuk C
(t1)

ρgρ, zérusnak választható, mivel az

F ρ
3 gρ = C

(t1)

ρgρ = állandó feszültségfüggvényhez nem tartozik feszültség. A mondottak egyben

azt is jelentik, hogy a feszültségi peremfeltételekben álló határozatlan integrációs állandók száma,
és a kompatibilitás független makró feltételeinek száma megegyezik.

5. Megjegyzés: A kompatibilitás szükséges és elégséges feltételeit a 7.1. ábrán vázolt
tartomány és a vizsgálni kívánt peremértékfeladatok körében a (8.3) kompatibilitási egyenlet,
a (8.20) nagybani kompatibilitási feltétel, valamint a (8.21) kiegészítő egyértékűségi feltételek
alkotják.

8.4. Alapegyenlet és alapmegoldás. Elöljáróban megemlítjük, hogy a jelen szakaszban va-
lamennyi egyenletet egyenesvonalú, kartéziuszi koordinátarendszerben tekintünk. Feltételezzük
továbbiakban azt is, hogy nincs tartományi terhelés. A (8.5a,b) képletek a (8.6a,b,c) Hooke

törvénybe, majd az eredmény a (8.7a,b) kompatibilitási egyenletekbe történő helyettesítésével az
1

2μ
(1− ν)ΔF1 − 1

2μ
(
1

2
− ν)(F1∂1 + F2∂2)∂1 + ϕ3∂1 = 0 ,(8.24a)

1

2μ
(1− ν)ΔF2 − 1

2μ
(
1

2
− ν)(F1∂1 + F2∂2)∂2 + ϕ3∂2 = 0(8.24b)

differenciálegyenleteket kapjuk. A fenti egyenletekhez a nyomatéki egyensúlyt kifejező (8.4)
szimmetriafeltétel – utóbbiban tκλ már a F ψ

3 feszültségfüggvénnyel van felírva – társul:

(8.24c) F1∂1 + F2∂2 = 0 .

A fenti egyenletek mátrix alakba is átírhatók:
(8.25)⎡⎢⎢⎢⎣

1

2μ
(1− ν)Δ− 1

2μ
(
1

2
− ν)∂1∂1 − 1

2μ
(
1

2
− ν)∂1∂2 −∂1

− 1

2μ
(
1

2
− ν)∂2∂1

1

2μ
(1− ν)Δ− 1

2μ
(
1

2
− ν)∂2∂2 −∂2

−∂1 −∂2 0

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎣ F1

F2

−ϕ3

⎤⎦ =

⎡⎣ 0
0
0

⎤⎦ .

6. Megjegyzés: Az utóbbi egyenletet alapegyenletnek nevezzük.
Legyen Dlk (l, k = 1, 2, 3) a (8.25) alapegyenletben álló differenciáloperátor. Legyen továbbá

uk = (F1,F2,−ϕ3) az ismeretlenek vektora. A bevezetett jelölésekkel

(8.26) Dikuk = 0

az alapegyenlet. Jelölje Dkj a Djk elemhez tartozó előjeles aldeterminánst. Nyilvánvaló, hogy

(8.27) DikDkl = DikDkl = det(Djl) δkl .

Legyen χl új ismeretlen – Galjorkin vektor [32] [22] – :

(8.28) uk = Dklχl .

Utóbbi képlet (8.26)–ba történő helyettesítésével – tekintettel a (8.27) képletre is – a

(8.29) Dikuk = DikDklχl = det(Djl)χi = 0

eredmény adódik. Ez azt jelenti, hogy az új ismeretlenre nézve megszűnik az egyenletek csatolása.
7. Megjegyzés: A későbbiek kedvéért megadjuk a fenti képletekben álló adjungáltakat és a

determináns értékét:

(8.30) [Dkl] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−∂2∂2 ∂1∂2

1

2μ
(1− ν)Δ∂1

∂2∂1 −∂1∂1
1

2μ
(1− ν)Δ∂2

1

2μ
(1− ν)Δ∂1

1

2μ
(1− ν)Δ∂2

1

8μ2
(1− ν)ΔΔ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(8.31) det(Djl) = − 1

2μ
(1− ν)ΔΔ



70

Legyen Q(ξ1, ξ2) és M(x1, x2) a sík két pontja (M �= Q) –, azaz a forráspont és a hatás
pontja. Legyen továbbá e a Q ponthoz kötött egységvektor. Az e vektor összetevőit ei jelöli.
Egyelőre feltételezzük, hogy a Q pont rögzített. A két pont távolsága R, az M pont Q pontra
vonatkoztatott helyvektora pedig rκ. A

M
Dikuk + δ(M −Q)ei = 0

egyenlet megoldását, ahol δ(M − Q)ei a Q ponthoz kötött diszkontinuitás, alapmegoldásnak
nevezzük – a deriválás operátora felett álló M (vagy Q) azt jelöli, hogy a deriválást a vonatkozó
pont koordinátái szerint vesszük5. Nyilvánvaló fentiek alapján – v.ö.: (8.28), (8.29) és (8.31) –,
hogy az alapmegoldás megkapható a χi Galjorkin függvényekre vonatkozó alapmegoldásból,
azaz a

(8.32) det(
M
Djl)χi + δ(M −Q)ei = − 1

2μ
(1− ν)

M
Δ
M
Δχi + δ(M −Q)ei = 0

differenciálegyenlet megoldásából. A síkbeli biharmonikus egyenlettel kapcsolatos alapmegoldás
felhasználásával [24]

(8.33) χi(M,Q) =
μ

4π(1− ν)
R2(lnR− 1)ei

a Galjorkin függvényekre vonatkozó alapmegoldás. A Galjorkin féle függvényekre vonat-
kozó alapmegoldás ismeretében, elhagyva a (8.28)–ra támaszkodó és viszonylag hosszú formális
átalakításokat, az

(8.34) uk = Ukl(M,Q)el(Q)

képlet adódik az alapmegoldásra – ez rögzítettnek vett Q mellett az M függvénye –, ahol

(8.35) [Ukl(M,Q)] =
μ

4π(1− ν)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−2 lnR− 3− 2

r2r2
R2

2
r1r2
R2

2

μ
(1− ν)

r1
R2

2
r2r1
R2

−2 lnR− 3− 2
r1r1
R2

2

μ
(1− ν)

r2
R2

2

μ
(1− ν)

r1
R2

2

μ
(1− ν)

r2
R2

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
az alapmegoldások mátrixa – a többesszám a 10. Megjegyzés-ben foglaltakra utal.

8. Megjegyzés: A számítás helyessége a

(8.36)

M
∂ λR =

rλ
R

,
M
∂ λ

1

R
= − rλ

R3
,

M
∂ λ lnR =

rλ
R2

,
M
∂ λR

2 lnR = 2rλ lnR+ rλ ,

M
∂ κ

M
∂ λR

2 lnR = 2δκλ lnR+ 2
rκrλ
R3

+ δκλ ,
M
ΔR2 lnR = 4 lnR+ 4 ,

M
∂ ρ

M
ΔR2 lnR = 4

rρ
R

,
M
∂ ψ

M
∂ ρ

M
ΔR2 lnR =

4

R2

(
δψρ − 2

rψrρ
R2

)
képletek felhasználásával ellenőrizhető. A {páratlan} [páros] rendű Q pont szerinti deriváltak
előjele ugyancsak a fenti képletekből adódik, az előjel pedig {eltérő} [azonos].

9. Megjegyzés: Az alapmegoldások Ukl(M,Q) mátrixa eleget tesz az

(8.37) Ukl(M,Q) = Ulk(M,Q) = Ukl(Q,M) = Ulk(Q,M)

szimmetriafeltételeknek. Következésképp

(8.38) uk = Ukl(M,Q)el(Q) = el(Q)Ulk(M,Q)

10. Megjegyzés: Ukl(M,Q) valamennyi oszlopa és sora mint háromméretű vektor mindkét
változójában kielégíti a (8.25) alapegyenletet. A vonatkozó formális számításokat terjedelmi okok
miatt elhagyjuk.

5Ha nincs ok a félreértésre, akkor nem alkalmazzuk ezt a jelölést.
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A feszültségekre vonatkozó alapmegoldást annak figyelembevételével kapjuk meg (8.5a,b) fel-
használásával (8.34) oszlopaiból [v.ö.: (8.35)], hogy most zérus a partikuláris megoldás6:

(8.39)

⎡⎣ t11
t12
t22

⎤⎦ =
μ

4π(1 − ν)R2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−6r2 + 4

r32
R2

2r1 − 4r1r
2
2

R2
− 4

μ
(1− ν)

r1r2
R2

2r1 − 4r22r1
R2

−2r2 +
4r21r2
R2

2

μ
(1− ν)

r21 − r22
R2

−2r2 +
4r21r2
R2

6r1 − 4
r31
R2

4

μ
(1− ν)

r1r2
R2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎣ e1

e2
e3

⎤⎦ .

A feszültségek az M pontban ébrednek a Q pontbeli diszkontinuitás hatására. Könnyű ellen-
őrizni a t12–re vezető gondolatmenet ismétlésével, hogy t21 = t12. A feszültségekre vonatkozó
alapmegoldással a (8.6a,b,c) egyenletek (a Hooke törvény) segítségével kapjuk az alakváltozási
tenzor elemeire vonatkozó
(8.40)

⎡⎣ e11
e12
e22

⎤⎦ =
1

8π(1 − ν)R2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−2(3− 2v)r2 + 4

r32
R2

2(1− 2v)r1 − 4
r1r

2
2

R2
− 4

μ
(1− ν)

r1r2
R2

2r1 − 4r22r1
R2

−2r2 +
4r21r2
R2

2

μ
(1− ν)

r21 − r22
R2

−2(1− 2v)r2 + 4
r21r2
R2

2(3− 2v)r1 − 4
r31
R2

4

μ
(1− ν)

r1r2
R2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎣ e1

e2
e3

⎤⎦

alapmegoldásokat az M pontban. Vezessük be a későbbiek kedvéért a

(8.41) tλ = −duλ
ds

jelölést7. A tλ vektor az elmozdulások ívkoordináta szerinti deriváltjának ellentettje a vizsgált
Ai (vagy Ae) tartomány Lu ∪ Lt peremgörbéjén. A (8.40), (8.22a,b,c) és (8.41) egybevetéséből,
ismét elhagyva a formális átalakításokat, a

(8.42a) tλ(
o
M ) = el(Q)Tlλ(

o
M,Q)

eredményt kapjuk az alapmegoldásból adódó tλ vektorra, ahol
(8.42b)

Tlλ(
o
M,Q) =

1

8π(1 − ν)R2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

n1r1

(
4
r22
R2

− 2(3− 2v)

)
+n2r2

(
4
r22
R2

− 2(3− 2v)

) −n2r1

(
4
r22
R2

+ 2(1− 2v)

)
−n1r2

(
4
r21
R2

− 2(1− 2v)

)

−n1r2

(
4
r21
R2

+ 2(1− 2v)

)
−n2r1

(
4
r22
R2

− 2(1− 2v)

) n2r2

(
4
r21
R2

− 2(3 − 2v)

)
+n1r1

(
4
r21
R2

− 2(3− 2v)

)

−n1
2

μ
(1− ν)

r21 − r22
R2

−n2
4

μ
(1− ν)

r1r2
R2

−n1
4

μ
(1− ν)

r1r2
R2

+n2
2

μ
(1− ν)

r21 − r22
R2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

A fenti képletben és a továbbiakban a Q és M betűk felett álló karika azt jelenti, hogy a vonatkozó

pont az A tartomány peremére lokalizált. Az nλ normálist az
o
M pontban tekintjük.

11. Megjegyzés: Visszaidézve, hogy a vizsgált peremértékfeladatok körében a peremgörbe
egy pontjában vagy az elmozdulásvektor ívkoordináta szerinti deriváltja, vagy pedig a feszültség-
függvények írhatók elő, érdemes a későbbiek kedvéért a feszültségfüggvények alapmegoldásból

6Feltettük ugyanis, hogy zérus a térfogati terhelés értéke.
7Szándékos a fraktur betűtípussal szedett t választása a derivált jelölésére. Ez a mennyiség ugyanis a peremen

ébredő feszültségek duális párja a síkfeladatok duál rendszerében. Lehetne duál feszültségvektornak is nevezni.
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adódó értékeit felírni a peremen. A (8.34) és a (8.37) képletek egybevetéséből az

(8.43) uλ = el(Q)Ulλ(
o
M,Q)

eredmény következik.

P P

s

Lt1

t4 u4
=

A
e

u2

τ
ϰ

P P
t2 u2
=

P
t1

=P
u5

n
π

u4

A
i

t3

L

L

L

P P
t3 u3
=

oL

8.1. ábra.

12. Megjegyzés: A Tlλ(
o
M,Q) valamennyi oszlopa mint háromméretű vektor a Q változó-

ban kielégíti a (8.25) alapegyenletet. A vonatkozó formális számításokat terjedelmi okok miatt
elhagyjuk.

8.5. Somigliana identitás és formulák duál rendszerben – belső tartomány. A továb-
biakban feltételezzük, hogy a 8.1. ábrán vázolt végesben fekvő egyszeresen összefüggő Ai belső
tartomány a vizsgálat tárgya. Az Lo kontúr páros számú ívre bontott amelyeken vagylagosan
elmozdulások (illetve az s ívkoordináta szerinti deriváltjuk), vagy feszültség (illetve feszültség-
függvény) van előírva. A 8.1. ábrán vázolt esetben négy ívre bontott az Lo kontúr, de ez a
körülmény egyelőre nem játszik szerepet az átalakításokban. Az F ψ

3 , tκλ, eκλ és ϕ3 függvé-
nyeket az Ai tartomány egy rugalmas állapotának nevezzük, ha kielégítik a (8.5a,b), (8.6a,b,c),
(8.7a,b) és (8.8) mezőegyenleteket. Legyen

F ψ
3 , tκλ, eκλ, ϕ

3 és
∗
F ψ

3 ,
∗
tκλ,

∗
eκλ,

∗
ϕ3

az Ai tartomány két rugalmas állapota. A Green–Gauss tétel alkalmazásával és (8.1) kihasz-
nálásával (mivel nincs tartományi teher

o
tκλ = 0) fennáll, hogy∫

Ai

[εκρ3eκλ;ρ + ϕ3
.;λ]

∗
F λ

3 dA−
∫
Ai

F ψ
3.;ψ

∗
ϕ3dA =(8.44)

=

∮
Lo

nπ[ε
πκ3eκλ − δπλϕ

3]
∗
F λ

3 ds

−
∫
Ai

∗
tκλeκλdA−

∫
Ai

∗
F ψ

3.;ψϕ
3dA−

∫
Ai

F ψ
3.;ψ

∗
ϕ3dA .

13. Megjegyzés: Vegyük észre, hogy a jobboldalon álló első tartományi integrál (itt a
Hooke törvényre is tekintettel kell lenni a belátás során) és az utolsó két tartományi integrál
összege nem függ attól, hogy a * melyik betű felett áll a szorzatban (azaz az első vagy második
betű felett).

Ha a fenti egyenletben áthelyezzük a *–ot az első rugalmas állapotot jelölő betűk felé majd le-
vonjuk az így kapott egyenletből (8.44)–et, figyelembe véve a 13. Megjegyzésben mondottakat



73

is, akkor a duál Somigliana identitást kapjuk síkfeladatokra:

∫
Ai

{
[εκρ3

∗
eκλ;ρ +

∗
ϕ3
.;λ]F λ

3 −
∗
F ψ

3.;ψϕ
3

}
︸ ︷︷ ︸

uk

(
Dkl

∗
ul

)

dA−(8.45)

−
∫
Ai

{
[εκρ3eκλ;ρ + ϕ3

.;λ]
∗
F λ

3 + F ψ
3.;ψ

∗
ϕ3

}
︸ ︷︷ ︸

∗
uk(Dklul)

dA =

=

∮
Lo

nπ[ε
πκ3∗eκλ − δπλ

∗
ϕ3]︸ ︷︷ ︸

∗
tλ

F λ
3︸︷︷︸
uλ

ds−
∮
Lo

nπ[ε
πκ3eκλ − δπλϕ

3]︸ ︷︷ ︸
tλ

∗
F λ

3︸︷︷︸
∗
uλ

ds .

A baloldalon az alapegyenleteket alkotó (8.3) kompatibilitási egyenletek és (8.4) szimmetria-
feltétel integráljai – az első esetben eκλ-t a F ψ

3 feszültségfüggvényekkel kifejezve gondoljuk, a
második esetben eleve azzal kifejezve írtuk –, röviden tehát az alapegyenletek integráljai állnak.
A jobboldalon pedig az Lo kontúron előírható fizikai mennyiségek integráljai láthatók. Követke-
zésképp – tekintettel a (8.25) alatti képletre, az idézett képlet alapján bevezetett (8.26) jelölésre,
továbbá a (8.19) képletre és a képlethez kötődő (8.41) jelölésre – a Somigliana identitást a
Green identitáshoz [24] hasonló alakban is felírhatjuk:

(8.46)
∫
Ai

[
uk

(
Dkl

∗
ul

)
− ∗

uk (Dklul)
]
dA =

∮
Lo

[uλ
∗
tλ − ∗

uλtλ] ds .

14. Megjegyzés: A (8.46)–ra vezető gondolatmenet során valójában sehol sem használtuk ki,
hogy

∗
uk és uk az Ai tartomány rugalmas állapotai (azaz kompatibilisek). Ez annyit jelent, hogy

(8.46) mindig fennáll, ha az
∗
uk és uk kellő rendben differenciálható az Ai tartományon; egyéb

tekintetben mindkét függvény tetszőleges lehet.
A duál Somigliana képletek előállítása érdekében feltesszük, hogy

∗
uk a (8.34), (8.35) kép-

letekkel adott rugalmas állapot. Ez esetben a vonalintegrálban álló
∗
tλ–t a (8.42a), (8.42b) kép-

letek adják.
Mostmár azt is kihasználjuk majd, hogy az ul egy feltevés szerint nem szinguláris rugalmas

állapota az Ai tartománynak.
Mivel a *–al jelölt állapot szinguláris a Q pontban (a forráspontban), a Q pont Ai tartomány-

hoz viszonyított elhelyezkedésétől függően az alábbi három esetet különböztetjük meg:

1. Ha Q ∈ Ai, akkor a Q pont teljes egészében az Ai–n belül fekvő Rε sugarú Aε környezetét
eltávolítjuk az Ai tartományból – Aε kontúrját Lε jelöli, a kontúr Ai –n belüli L′

ε íve most
megegyezik Lε–al – és a kétszeresen összefüggő A′ = Ai \ Aε tartományra alkalmazzuk a
duál Somigliana identitást.

2. Ha Q =
o
Q ∈ ∂Ai = Lo, akkor a

o
Q pont Rε sugarú Aε környezetének az Ai–n belül

fekvő Ai ∩ Aε résztartományát kizárjuk az Ai tartományból és az egyszeresen összefüggő
A′ = Ai\(Ai∩Aε) tartományra alkalmazzuk a duál Somigliana identitást. Megjegyezzük,
hogy ez esetben két részből áll a tartomány kontúrja: a résztartomány eltávolítása után
az Lo–ból megmaradó L′

o ívből, valamint az Lε kör A–ban fekvő L′
ε ívéből.

3. Ha Q /∈ (Ai ∪ Lo), akkor az eredeti Ai tartományra alkalmazzuk a duál Somigliana

identitást.

Mivel a vizsgált tartományokban mind
∗
uk mind pedig uk rugalmas állapot a (8.46) tartományi

integráljai zérus értékűek. A három különböző esetet, csak a gondolatmenetre koncentrálva a
figyelmet, az alábbiak tekintik át.
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1. Ha Q ∈ A, akkor a mondottak alapján (8.46)–ból adódik, hogy∮
Lo

[uλ
∗
tλ − ∗

uλtλ] ds +

∮
Lε

[uλ
∗
tλ − ∗

uλtλ] ds =(8.47)

= ek(Q)

{∮
Lo

[Tkλ(
o
M,Q)uλ(

o
M)− Ukλ(

o
M,Q)tλ(

o
M)] ds o

M

+

∮
Lε

[Tkλ(
o
M,Q)uλ(

o
M)− Ukλ(

o
M,Q)tλ(

o
M)] ds o

M

}
= 0 .

A (8.47) egyenlet fennáll tetszőleges ek(Q)–ra, következésképp a kapcsos zárójelben álló
kifejezés zérus:

(8.48)
∮
Lo

[Tkλ(
o
M,Q)uλ(

o
M)− Ukλ(

o
M,Q)tλ(

o
M)] ds o

M
+

+

∮
Lε

[Tkλ(M,Q)uλ(M)− Ukλ(M,Q)tλ(M)] dsM = 0 .

Igazolható, hogy8∮
Lε

Tκλ(M,Q) dsM = δκλ , lim
Rε→0

∮
Lε

Tκλ(M,Q) [uλ(M)− uλ(Q)] dsM = 0 ,(8.49a) ∮
Lε

T3λ(M,Q) dsM =
1

4πμ

1

Rε

∫ 2π

0
cosϕdϕ = 0 ,(8.49b)

(Az utóbbi képlet bármely zérustól különböző Rε–ra fennáll, következésképp zérus az in-
tegrál határértéke, ha Rε → 0.)

(8.49c) lim
Rε→0

∮
Lε

T3λ(M,Q) [uλ(M)− uλ(Q)] dsM =

= lim
Rε→0

{∮
Lε

T3λ(M,Q)

[
∂uλ
∂x1

∣∣∣∣
Q

r1 +
∂uλ
∂x2

∣∣∣∣
Q

r2

]
dsM + Iε(Rε)

}
=

=
1

4πμ
(t21 − t12) + lim

Rε→0
Iε(Rε) = 0 ,

(Mivel uλ(M) rugalmas állapot a feszültségi tenzor szimmetrikus, az Iε kifejezés pedig
homogén az Rε–ban.)

(8.49d) lim
Rε→0

∮
Lε

Uκλ(M,Q)tλ(M) dsM = 0 ,

(Fel kellett használni itt és fel kell használni a következő átalakításban is a

tλ = −∂uλ
∂s

= −∂uλ
∂x1

dx1
ds

− ∂uλ
∂x2

dx2
ds

összefüggést. Azt is figyelembe kellett venni, hogy limRε→0Rε lnRε = 0 .)

(8.49e) lim
Rε→0

∮
Lε

U3λ(M,Q)tλ(M) dsM = ϕ3|Q = −u3|Q .

Ha a (8.49a,...,e) képletek felhasználásával képezzük a (8.48) összefüggésben az Lε körön
vett integrálok határértékét midőn Rε → 0, akkor az első duál Somigliana formulát
kapjuk:

(8.50) uk(Q) =

∮
Lo

Ukλ(
o
M,Q)tλ(

o
M) ds o

M
−
∮
Lo

Tkλ(
o
M,Q)uλ(

o
M ) ds o

M
.

8A (8.49a,. . .,e) összefüggések formális igazolását, azok hosszadalmas volta miatt sehol sem publikálta a szerző.
Az alábbiak csak a gondolatmenet főbb lépéseit és a legfontosabb részeredményeket tekintik át. A további részletek
a szerző kéziratában lelhetők fel.
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15. Megjegyzés: Az első duál Somigliana formula szerint, ha ismerjük az uλ(
o
M )

feszültségfüggvényeket, valamint az elmozdulásmező s ívkoordináta szerinti −tλ(
o
M ) deri-

váltját (a duál feszültséget) az Lo kontúron, akkor kvadratúrák segítségével számítható az
uk = (F1, F2,−ϕ3) rugalmas állapot az A tartomány Q belső pontjában.

2. Ha Q =
o
Q ∈ ∂A = Lo, akkor a (8.46)–ból a (8.47)–re vezető lépésekkel, az egyenlet

további számításokban szerepet játszó részét tartva csak meg, írhatjuk, hogy∫
L′
o

[Tκλ(
o
M,

o
Q)uλ(

o
M)− Uκλ(

o
M,

o
Q)tλ(

o
M )] ds o

M
(8.51)

+

∫
L′
ε

[Tκλ(M,
o
Q)uλ(M)− Uκλ(M,

o
Q)tλ(M)] dsM = 0 .

Igazolható, hogy9

(8.52a) lim
Rε→0

∫
L′
ε

Tκλ(M,
o
Q) dsM = cκλ(

o
Q) ,

ahol cκλ(
o
Q) = δκλ/2 ha sima az Lo kontúr a

o
Q pontban. Ha a kontúr nem sima, akkor

cκλ(
o
Q) a

o
Q pontbeli érintők egymással bezárt szögétől függ10.

Ugyancsak igazolható, hogy

(8.52b) lim
Rε→0

∫
L′
ε

Tκλ(M,
o
Q)

[
uλ(M)− uλ(

o
Q)

]
dsM = 0 ,

(8.52c) lim
Rε→0

∫
L′
ε

Uκλ(M,
o
Q)tλ(M) dsM = 0 .

Ha a (8.52a,b,c) képletek felhasználásával képezzük a (8.51) határértékét midőn Rε → 0,
akkor a második duál Somigliana formulát kapjuk:

(8.53) cκλ(
o
Q)uλ(

o
Q) =

∮
Lo

Ukλ(
o
M,

o
Q)tλ(

o
M ) ds o

M
−
∮
Lo

Tkλ(
o
M,

o
Q)uλ(

o
M ) ds o

M
.

16. Megjegyzés: A (8.53)–ban álló két vonalintegrált Cauchy féle főértékben kell venni.

17. Megjegyzés: Mivel az Lo kontúr egy pontjában vagylagosan írhatók elő az uλ(
o
M )

feszültségfüggvények, illetve az elmozdulásmező s ívkoordináta szerint vett −tλ(
o
M ) deri-

váltjai a (8.53) olyan integrálegyenlet (a direkt módszer integrálegyenlete), amely alkalmas

a hiányzó uλ(
o
M), vagy tλ(

o
M) meghatározására. Ezek ismeretében pedig, alkalmazható az

első duál Somigliana formula.
3. Ha Q /∈ (A ∪ Lo), akkor a (8.46)–ban csak az Lo kontúron vett integrál marad meg, és a

(8.47)–re vezető lépésekkel rögtön adódik a harmadik duál Somigliana formula:

(8.54) 0 =

∮
Lo

Ukλ(
o
M,Q)tλ(

o
M) ds o

M
−
∮
Lo

Tkλ(
o
M,Q)uλ(

o
M) ds o

M
.

A (8.50) első duál Somigliana formula és a (8.5a,b) képletek felhasználásával (utóbbi esetben
annak figyelembevételével, hogy zérus a feszültségekre vonatkozó partikuláris megoldás) adódik
deriválásokkal az sk = (t11, t12,t22) feszültségekre vonatkozó

(8.55) sk(Q) =

∮
Lo

Dkλ(
o
M,Q)tλ(

o
M ) ds o

M
−
∮
Lo

Skλ(
o
M,Q)uλ(

o
M ) ds o

M

9A (8.52a,b,c) összefüggések formális igazolását, ugyancsak azok hosszadalmas volta miatt sehol sem publikálta
a szerző.

10Amint az a későbbiek során kiderül majd, hivatkozunk ehelyütt a (8.81) képlettel kapcsolatban a 23. Meg-

jegyzésre – v.ö.: 81. o. –, nincs szükség cκλ(
o

Q) képletszerű ismeretére a numerikus megoldásban.
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formula, ahol a Dkλ(
o
M,Q) elemeit a

Dkλ(
o
M,Q) =

μ

4π(1 − ν)R2
D̂kλ(

o
M,Q) ,(8.56a)

D̂kλ(
o
M,Q) =

⎡⎣ 6r2 − 4r32/R
2 −2r1 + 4r1r

2
2/R

2

−2r1 + 4r1r
2
2/R

2 2r2 − 4r21r2/R
2

2r2 − 4r21r2/R
2 −6r1 + 4r31/R

2

⎤⎦(8.56b)

képletekből, az Skλ(
o
M,Q) elemeit pedig az

Skλ(
o
M,Q) =

1

8π(1 − ν)R2
Ŝkλ(

o
M,Q) ,(8.57a)

Ŝ11 =
1

R2
(n1r1 + n2r2)

[
16

r32
R2

− 4(5 − 2ν)r2

]
− n2

[
4
r22
R2

− 2(3− 2ν)

]
,(8.57b)

Ŝ12 = n1

[
4
r21
R2

− 2(1− 2ν)

]
− 1

R2
n2r1

[
16

r32
R2

− 4(1 + 2ν)r2

]
− 1

R2
n1r2

[
16

r21r2
R2

− 4(1 − 2ν)r2

]
,

(8.57c)

Ŝ21 = Ŝ12 ,(8.57d)

Ŝ22 =
1

R2
n1r2

[
16

r31
R2

− 4(3− 2ν)r1

]
+

1

R2
n2r1

[
16

r1r
2
2

R2
− 4(1 − 2ν)r2

]
− n2

[
4
r22
R2

+ 2(1− 2ν)

]
,

(8.57e)

Ŝ31 = Ŝ22 ,(8.57f)

Ŝ32 =
1

R2
(n1r1 + n2r2)

[
16

r31
R2

− 4(5 − 2ν)r1

]
− n1

[
4
r21
R2

− 2(3− 2ν)

]
(8.57g)

képletekből kell számítani.

8.6. Somigliana identitás és formulák duál rendszerben – külső tartomány. Az Ae
külső tartományon a koordinátasík Lo zárt görbén kívül fekvő részét értjük – v.ö. 8.1. ábra.
Feltételezzük, hogy állandó értékűek a végtelen távoli pontban működő feszültségek. Ezeket a

t11(∞), t12(∞) = t21(∞) és t22(∞).

módon jelöljük. Azt is fel fogjuk tételezni, hogy zérus értékű a merevtestszerű forgás a végtelen-
ben, azaz

(8.58) ϕ3(∞) = 0 .

Vegyük észre, hogy kompatibilis a végtelen távoli pontban vett alakváltozási tenzor, ezt a Hooke

törvényből kapjuk a végtelenbeli feszültségek felhasználásával, mivel teljesíti a (8.3) kompatibi-
litási egyenletet. A végtelenben vett feszültségek a

(8.59) ũλ(Q) = εα3ρξαtλρ(∞) + cλ(∞)

feszültségfüggvényekből származtathatók – emlékeztetünk arra, hogy ξα Q koordinátáit jelöli –,
ahol nem tartozik feszültség a cλ(∞) konstans feszültségfüggvény vektorhoz. Legyen továbbá

(8.60) ũ3(Q) = −ϕ3(∞) = 0 .

Az Ae külső tartományra vonatkozó duál Somigliana formulák levezetése során az előző
szakasz gondolatmenetét követjük. A gondolatmenet kifejtése során az eltérésekre helyezzük a
hangsúlyt. Ismét feltételezzük, hogy az

∗
uk rugalmas állapot a (8.34) és (8.35) alapmegoldáshoz

tartozó rugalmas állapot. Az uk rugalmas állapot pedig egy tetszőleges rugalmas állapota az Ae
tartománynak. A végtelenben azonban fenn kell állnia a

uκ = ũλ és u3 = ũ3 = 0

feltételeknek. A Q pont helyzetétől függően ismét három esetet különböztetünk meg – a 8.2. ábra
az első esetet szemlélteti. Azt is feltételezzük, hogy az O origó az Ai tartomány belső pontja.
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8.2. ábra.

1. Ha Q ∈ Ae akkor az Lo kontúrgörbével, a Lε körrel, valamint az eR sugarú és O középpontú
külső körrel határolt háromszorosan összefüggő A′

e tartomány a vizsgálat tárgya. Itt, amint
az jól látszik az ábráról is, Lε a Q pont Aε-al jelölt és Rε sugarú környezete. Az eR sugár
elegendően nagy ahhoz, hogy mind Lo–t, mind pedig Lε–t tartalmazza. További feltevés,
hogy Aε teljes egészében a halványszürkével jelölt A′

e tartományon belül helyezkedik el.
Alkalmazzuk most a duál Somigliana identitást az A′

e tartományra és képezzük az így
kapott∮

Lo

[Tkλ(
o
M,Q)uλ(

o
M )− Ukλ(

o
M,Q)tλ(

o
M)] ds o

M
(8.61)

+

∮
Lε

[Tkλ(
o
M,Q)uλ(

o
M )− Ukλ(

o
M,Q)tλ(

o
M )] ds o

M

+

∮
LR

[Tkλ(
o
M,Q)uλ(

o
M)− Ukλ(

o
M,Q)tλ(

o
M)] ds o

M
= 0

egyenlet határértéket amint Rε −→ 0 és eR −→ ∞. Ami az első két integrál összegének
határértékét illeti, érdemes felfigyelni arra a körülményre, hogy ez ugyanaz, mint a (8.47)
képletben álló első két integrál határértéke:

(8.62)
∮
Lo

· · ·+ lim
Rε−→0

∮
Lε

· · · = uk(Q) +

∮
Lo

[Tkλ(
o
M,Q)uλ(

o
M )− Ukλ(

o
M,Q)tλ(

o
M )] ds o

M
.

Ami pedig a harmadik integrált illeti

(8.63) lim
eR−→∞

∮
LR

· · · = −ũk(Q)

a vonatkozó határérték – az igazolás gondolatmenetét illetően a 18. Megjegyzés-re
utalunk. A (8.62) és (8.63) alatti eredmények felhasználásával azonnal adódik a (8.61)
identitásból a külső tartományra vonatkozó első duál Somigliana formula:

(8.64) uk(Q) = ũk(Q) +

∮
Lo

Ukλ(
o
M,Q)tλ(

o
M ) ds o

M
−
∮
Lo

Tkλ(
o
M,Q)uλ(

o
M ) ds o

M
.

18. Megjegyzés: A (8.64) egyenlet előállítása hosszadalmas formális átalakításokat
igényel. Első lépésben sorba kell fejteni az Ukλ és Tkλ alapmegoldásokat az eR sugár



78

1, 0,−1,−2 etc. kitevőjű hatványai szerint. A sorfejtés alapjául a

xα(
o
M) = eRnα(

o
M ) , rα(

o
M,Q) = xα(

o
M )− ξα(Q) ,(8.65a)

1

R
=

1

eR

⎛⎝1 +
nα(

o
M)ξα(Q)

eR
− 1

2

ξα(Q)ξα(Q)

eR2
+ · · ·

⎞⎠ ,(8.65b)

ln
1

R
= ln

1

eR
+

nα(
o
M)ξα(Q)

eR
− 1

2

ξα(Q)ξα(Q)

eR2
+ · · · ,(8.65c)

rαrβ

eR2
≈ nαnβ + 2nαnβ

nψξψ

eR
− 1

eR
(ξαnβ + nαξβ) + · · ·(8.65d)

összefüggések szolgálnak. Figyelembe kell venni emellett az alábbiakat is:
(a) A tartomány külső normálisa és az érintőirányú egységvektor tekintetében az

(8.66a) na = (sinϕ, cosϕ) , τα = (− cosϕ, sinϕ)

összefüggések állnak fenn, ahol ϕ a polárszög.
(b) Ha eR −→ ∞ – lásd a (8.41), (8.19), (8.58) és (8.2) képleteket –, akkor

(8.66b) tλ(
o
M) = −duλ

ds
= τκeκλ = τκ

1

2μ
[tκλ(∞)− νtψψ(∞)δκλ]

és

(8.66c) ds o
M

= eRdϕ .

(c) Mivel konstans a feszültségi és az alakváltozási tenzor határértéke amint az eR −→ ∞
az eR együtthatói mindig ugyanolyan típusúak: egy a végtelenben állandó kifejezés
meg van szorozva a trigonometrikus függvényekre vonatkozó∫ 2π

0
sinn ϕ cosk ϕdθ

integrállal, ahol az n és k természetes számok, értékük a tekintett tagtól függ, de
maga az integrál zérus.

(d) Ami az eR nulla kitevőjű hatványát illeti az együtthatók hasonlóak, de tartalmazzák
a ξα–t is és nem szükségképpen zérus értékűek.

(e) Fennáll, hogy

(8.66d)
∮
LR

Tκλ(
o
M,Q) ds o

M
= −δκλ .

(Ugyanez az összefüggés igaz a végesben fekvő Ai belső tartományra is feltéve, hogy
a tartomány belső pontja a Q pont.)

A szöveg hosszának ésszerű keretek között való tartása miatt nem részletezzük jobban
a (8.64) Somigliana formulát adó átalakításokat.

2. Ha Q =
o
Q ∈ ∂A = Lo, akkor az L′

o, L′
ε és LR görbékkel határolt kétszeresen összefüggő A′

e

tartomány a vizsgálat tárgya, ahol L′
o az Lo peremgörbe azon része, amely a

o
Q középpontú

és Rε sugarú Aε kör eltávolítása után marad meg; míg L′
ε a Aε körvonal Ae–n belül fekvő

része. A duál Somigliana identitás utóbbi tartományra történő alkalmazásával és az
így adódó egyenlet Rε −→ 0, eR −→ ∞ határértékének meghatározásával az Ae külső
tartományra vonatkozó második duál Somigliana formulát kapjuk:

(8.67) cκλ(
o
Q)uλ(

o
Q) = ũκ(Q) +

∮
Lo

Uκλ(
o
M,

o
Q)tλ(

o
M) ds o

M
−
∮
Lo

Tκλ(
o
M,

o
Q)uλ(

o
M) ds o

M
.

19. Megjegyzés: Az (8.67) egyenlet az uλ(
o
M ),

o
M ∈ Lu és tλ(

o
M),

o
M ∈ Lt ismeret-

lenekre vonatkozó integrálegyenlet. Más néven a direkt módszer integrálegyenlete külső
tartományra.
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20. Megjegyzés: Az átalakításokat ismét nem részletezzük. Ennek az az oka, hogy
az LR körön vett integrálok tekintetében nincs semmi eltérés az előző Q ∈ Ae esethez
képest, ami pedig a fennmaradó tagokat illeti azok szószerint ugyanúgy adódnak mint a
belső tartományra vonatkozó (8.53) integrálegyenlet esetén.

3. Ha Q ∈ Ai, akkor azonnal kapjuk az előzőekben mondottak alapján a külső tartományra
vonatkozó harmadik duál Somigliana formulát:

(8.68) 0 = ũk(Q) +

∮
Lo

Uκλ(
o
M,Q)tλ(

o
M ) ds o

M
−
∮
Lo

Tκλ(
o
M,Q)uλ(

o
M) ds o

M
.

Legyen

(8.69) s̃k(Q) = (t11(∞), t12(∞), t22(∞)) = állandó .

A feszültségeket adó (8.55) képlettel kapcsolatos gondolatmenet szószerinti ismétlésével kapjuk
meg a

(8.70) sk(Q) = s̃k(Q) +

∮
Lo

Dkλ(
o
M,Q)tλ(

o
M) ds o

M
−
∮
Lo

Skλ(
o
M,Q)uλ(

o
M ) ds o

M

formulát, amely a külső Ae tartomány egy belső pontjában alkalmazható a feszültségek megha-

tározására. Ami Dkλ(
o
M,Q) és Skλ(

o
M,Q) számítását illeti az (8.56a),. . . ,(8.57g) összefüggésekre

utalunk.

8.7. A vonalintegrálok diszkretizálása és a numerikus megoldás egyenletrendszere.
A szokásos és jól ismert eljárást [3] alkalmaztuk a direkt módszer integrálegyenleteinek megol-
dására. A program Fortran 90 programozási nyelven készült.

Az alábbiak az algoritmus legfontosabb jellegzetességeit ismertetik.
A számítás során részlegesen nem folytonos, kvadratikus alakfüggvényeket használtunk. Ezek

a η ∈ [−1, 1] intervallumra képezik le a tekintett peremelemet. Az alakfüggvények az η1, η2 és
η3 koordinátájú csomópontokra támaszkodó Lagrange polinomok:

(8.71)

N1(η) =
1

(η1 − η2)(η1 − η3)
(η − η2)(η − η3) ,

N2(η) =
1

(η2 − η3)(η2 − η1)
(η − η3)(η − η1) ,

N3(η) =
1

(η3 − η1)(η3 − η2)
(η − η1)(η − η2) ,

ahol előzetesen az η1 = −1 és −1 < η2 < η3 < 1 módon rögzítjük le a csomóponti koordinátákat,
ha az η = 1 pontban van a diszkontinuitás, illetve a η3 = 1 és −1 < η1 < η2 < 1 módon, ha az
η = −1 pontban van a diszkontinuitás. Az η1 = −1, η2 = 0 és η3 = 1 értékekre a fenti polinomok
a szokásos izoparametrikus approximációt szolgáltatják.

Legyen nbn a csomópontok száma. Jelölje nbe a peremelemek számát. Magukat a peremele-
meket az Le módon jelöljük; e = 1, . . . , nbe.

Legyenek

(8.72) uj =

[
uj1
uj2

]
és tj =

[
tj1
tj2

]
j = 1, . . . , nbn

a feszültségfüggvények és a −duλ/ds elmozdulásderivált (mátrixai) a j–ik csomópontban. A
teljes peremre nézve az

uT = [ u11 u
1
2︸ ︷︷ ︸

uT
1

| u21 u22︸ ︷︷ ︸
uT
2

| . . . | unbn
1 unbn

2︸ ︷︷ ︸
uT
nbn

](8.73a)

tT = [ t11 t12︸︷︷︸
tT1

| t21 t22︸ ︷︷ ︸
tT2

| . . . | tnbn
1 tnbn

2︸ ︷︷ ︸
tTnbn

](8.73b)
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képletek értelmezik a feszültségfüggvények u és az elmozdulásderivált t mátrixát. Az a(j, e)
függvény az e-ik elem globális sorszámozás szerint j-ik csomópontjának lokális (elemen belüli)
sorszámát adja meg. A későbbiek kedvéért az alábbiakban értelmezzük a

(8.74) ĥij =

⎡⎣∑
e∈j

∫
Le

Tκλ(Qi, η)N
a(j,e)(η)J(η) dη

⎤⎦
és

(8.75) bij =

⎡⎣∑
e∈j

∫
Le

Uκλ(Qi, η)N
a(j,e)(η)J(η) dη

⎤⎦
integrálokat, ahol az összegezés azokra az elemekre terjed ki, melyeknek csomópontja a j-ik
csomópont; az i rögzített csomópontot jelöl (ennek kollokációs pont a neve), míg J(η) a Jacobi

féle függvénydetermináns. Felhasználva a (8.72),. . . ,(8.75) alatti és a

(8.76) cii = [cκλ(Qi)] ,

valamint a

(8.77) hij =

{
ĥii + cii ha i = j

ĥij ha i �= j

jelöléseket a
(8.78)

[
hi1 hi2 · · · hinbn

] ⎡⎢⎢⎣
u1

u2

· · ·
unbn

⎤⎥⎥⎦ =
[
bi1 bi2 · · · binbn

] ⎡⎢⎢⎣
t1
t2
· · ·
tnbn

⎤⎥⎥⎦ . i = 1, . . . , nbn

egyenletet kapjuk a
o
Q = Qi kollokációs pontban vett második duál Somigliana formulából. A

fenti egyenletek egyesítése a

(8.79)

⎡⎢⎢⎣
h11 h12 · · · h1nbn

h21 h22 · · · h2nbn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
hnbn1 hnbn2 · · · hnbnnbn

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣

u1

u2

· · ·
unbn

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
b11 b12 · · · b1nbn

b21 b22 · · · b2nbn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bnbn1 bnbn2 · · · bnbnnbn

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣

t1
t2
· · ·
tnbn

⎤⎥⎥⎦
vagy tömörebb formában írva a

(8.80) Hu = Bt

egyenletrendszerre vezet.
A fenti egyenletben vagylagosan adott az uk, illetve a tk hiszen egy csomópontban a két érték

közül csak az egyik ismert a peremfeltételek alapján. Másként fogalmazva annyi ismeretlenünk
van ahány egyenlet áll rendelkezésre, és (8.80) alkalmas átrendezése után lineáris egyenletrend-
szert kapunk az ismeretlen csomóponti értékekre. Az ismeretlen csomóponti értékek meghatáro-

zása után pedig ismertnek vehetjük az uλ(
o
M) és tλ(

o
M) mezőfüggvényeket a teljes Lo kontúron.

Következésképp belső pontokban a (8.50) első duál Somigliana formula segítségével számítható
uk(Q), a (8.55), (8.56a,...,b) és (8.57a,...,g) képletek felhasználásával pedig a t11(Q), t12(Q) és
t22(Q) feszültségek adódnak.

Az Lu pontjaiban a feszültségfüggvények lokális approximációjának (8.9) jobboldalába történő
helyettesítésével számítjuk a feszültségeket.

21. Megjegyzés: Ha feszültségeket írunk elő a teljes Lo kontúron, akkor t az ismeretlen és
a feladat duál Dirichlet típusú feladat.

22. Megjegyzés: Ha az elmozdulásmezőt írjuk elő a teljes Lo kontúron, akkor a feszültség-
függvényeket tartalmazó u az ismeretlen és a feladat duál Neumann feladat. Mivel a konstans
feszültségfüggvényekhez nem tartozik feszültség, a feszültségfüggvények csak egy konstans vektor
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erejéig meghatározottak. Konstans feszültségfüggvényhez nem tartozik feszültség és alakváltozás.
Következésképp

tλ = −duλ
ds

= −ϕ3 dx
κ

ds
ε3κλ ,

ahol a ϕ3 – mint egy adott pontbeli merevtestszerű forgás – tetszőleges állandó, amely zérusnak
is választható. Utóbbi esetben t = 0 és ha a konstans feszültségfüggvényeket az uk = 1 (k =
1, . . . , nbn) módon vesszük fel, akkor azt kapjuk, hogy

(8.81)
2nbn∑
j=1

Hij = 0 vagy ami ugyanaz, hogy Hii = −
2nbn∑
j=1
(i 
=j)

Hij i = 1, 2, . . . , 2nbn;

ahol Hij a H mátrix egy eleme.
23. Megjegyzés: A képlet jelentőségét az adja, hogy a cκλ-át is magába foglaló – v.ö.:

(8.76) és (8.77) – Hii meghatározása, hasonlóan a primál rendszerbeni feladatokhoz, Cauchy

féle főértékben vett integrálok numerikus számítását igényli. Ezek az integrálok a fenti képlet
alapján, azaz a Hij mátrixelemek ismeretében, numerikus integrálás nélkül adódnak. A Hij

mátrixelemek számítása persze nem megy numerikus integrálás nélkül, de ezek az integrálok
nem szingulárisak és a szokványos Gauss integrálással számíthatók.

Ha külső tartomány a vizsgált tartomány, akkor egy taggal bővül a megoldandó egyenletrend-
szer. Definiáljuk az ũ mátrixot az

(8.82) ũT = [ ũ11 ũ
1
2︸ ︷︷ ︸

ũT
1

| ũ21 ũ22︸ ︷︷ ︸
ũT
2

| . . . | ũnbn
1 ũnbn

2︸ ︷︷ ︸
ũT
nbn

]

egyenlettel, ahol ũj egy olyan mátrix amely a Qj (j = 1, . . . , nbn) pontokban vett ũκ értékeket
tartalmazza. Ezzel a jelöléssel az

(8.83) Hu = ũ+Bt.

alakban írható fel az ismeretlen csomóponti értékekre megoldandó egyenletrendszer. A

(8.84) Hii = −
2nbn∑
j=1
(i 
=j)

Hij + 1 , i = 1, 2, . . . , 2nbn

egyenlet kihasználásával ismét elkerülhető az erősen szinguláris integrálok számítása. A (8.84)
egyenlet ugyanúgy kapható meg mint a belső tartományra vonatkozó (8.81) alatti párja. Feltevés,
hogy az ũj–ban álló cρ állandót – lásd a (8.59) összefüggést – zérusnak választjuk.

8.8. Számpéldák. Amint már említettük Fortran forrásnyelvű program készült a numerikus
megoldás kiszámítására. A fordító Microsoft Fortran Power Station, Version 1.0c. Az alábbi
három teszt feladat jól illusztrálja a kidolgozott eljárás megbízhatóságát. Az első két esetben
a 8.2. ábrán vázolt ro = 10 mm sugarú, köralakú A tartomány képezi a vizsgálat tárgyát. A
tartomány anyagának μ = 8 · 104 MPa rugalmassági modulusa és ν = 0.3 a Poisson tényező.
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8.3. ábra.



82

1. Mintapélda: A BC íven σo = 100 MPa a radiális feszültség (sugárirányú terhelés). A
CB íven uo = (1− 2ν)σoro/2μ a radiális elmozdulás. Könnyű ellenőrizni, hogy a fenti értékek a
tartomány egy homogén feszültségi állapotához tartozó peremértékek. A vonatkozó megoldásokat
– r és ϕ polárkoordináták – a

F1 = Fx = σoy = σor sinϕ , F2 = Fy = −σox = −σor cosϕ ,

σxx = σyy = σo , τxy = 0 ,

ux =
1− 2ν

2μ
σox =

1− 2ν

2μ
σor sinϕ ,

uy =
1− 2ν

2μ
σoy =

1− 2ν

2μ
σor cosϕ

képletek adják. A BC íven

ux = Fx = σoro sinϕ , uy = Fy = −σoro cosϕ ;

a CB íven pedig

−tx =
dux
ds

=
1− 2ν

2μ
σo sinϕ , −ty =

duy
ds

=
1− 2ν

2μ
σo cosϕ

a peremfeltételek. Az alábbi táblázat a feszültségek számított értékeit tartalmazza:

x [mm] y [mm] σxx [MPa] τxy [MPa] σyy [MPa]

-7.50 0.00 99.99927 0.0001113 99.99983
-5.00 0.00 99.99912 0.0000478 99.99988
-2.50 0.00 99.99917 0.0000182 99.99983
0.00 0.00 99.99918 0.0000000 99.99982
2.50 0.00 99.99917 0.0000182 99.99983
5.00 0.00 99.99912 0.0000478 99.99988
7.50 0.00 99.99927 0.0001112 99.99983
7.50 5.00 99.98317 0.0048330 100.00853
5.00 7.50 100.00854 0.0048269 99.98308
9.00 1.00 99.96938 0.0122755 100.02786

I. táblázat
A számítás során 16 egyforma elemre osztottuk fel a teljes peremgörbét (azaz nem használtuk ki
a szimmetriából adódó lehetőségeket.)

2. Mintapélda: Az a tartomány B és C pontjaiban P = −100.0 N/mm nagyságú nyomóerő
működik. Ezeket a viszonyokat a 8.2. ábra jobboldali fele szemlélteti. A terhelés jellegéből
következően a BC és CB íveken rendre

Fx = P = −100 , Fy = 0 ,

Fx = 0 , Fy = 0

a peremfeltétel. A feladatnak ismert a pontos megoldása [39]. Az ábra jelöléseivel

σxx =
2P

π

[
cos3 ϑ1

r1
+

cos3 ϑ2

r2

]
− P

πro
,

τxy = −2P

π

[
sinϑ1 cos

2 ϑ1

r1
− sinϑ2 cos

2 ϑ2

r2

]
,

σyy =
2P

π

[
sin2 ϑ1 cos ϑ1

r1
+

sin2 ϑ2 cos ϑ2

r2

]
− P

πro

a feszültségek értéke a tartomány x, y koordinátájú pontjaiban. A II. táblázat néhány jellegzetes
pontban megadja a pontos – ez a pont koordinátáit adó sorban van – és a peremelem módszerrel
számított értékeket:
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x [mm] y [mm] σxx [MPa] τxy [MPa] σyy [MPa]

-8.00 0.00 -32.18467 0.000000 3.183099
-31.81677 0.000000 3.155008

-7.00 0.00 -21.78238 0.000000 3.183099
-21.59899 0.000000 3.148007

-5.00 0.00 -13.79343 0.000000 3.183099
-13.73097 0.000000 3.166082

-3.00 0.00 -10.80854 0.000000 3.183099
-10.77734 0.000000 3.171960

0.00 0.00 -9.549296 0.000000 3.183099
-9.528533 0.000000 3.173908

0.00 3.00 -7.533503 0.000000 2.218605
-7.525384 0.000000 2.215954

0.00 5.00 -4.965634 0.000000 1.145916
-4.969546 0.000000 1.148126

0.00 7.00 -2.551956 0.000000 0.372921
-2.562635 0.000000 0.375987

II. táblázat

A számítás során 40 egyforma elemre osztottuk fel a teljes peremgörbét. Ennek ellenére vala-
mivel nagyobb a relatív hiba mint az előző feladatban. A hiba növekszik ha a C (illetve a B)
feszültséggyüjtő pont felé haladunk, mivel ekkor végtelenhez tart a σxx normálfeszültség. Nyil-
vánvaló, hogy véges szakadása van a feszültségfüggvény értékének az erők támadáspontjaiban.
A szakadás korrekt kezelése érdekében a vonatkozó elemek egyik végpontjában nem folytonos
(partially discontinuous) alakfüggvényeket alkalmaztunk.

A numerikus megoldást nemcsak a II. táblázattal, hanem a 8.4.-8.7. ábrák révén grafikusan is
szemléltetjük. Az analitikus megoldást folytonos vonal, a numerikus megoldást pedig gyémántok
ábrázolják. Az ábrák léptékében szinte érzékelhetetlen a két megoldás közti különbség.

-Sigma_xx

20

40

60

80

100

120

140

160
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x

8.4. ábra. Pontos és numerikus megoldás – σxx értéke a vízszintes átmérőn
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Sigma_yy
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8.5. ábra. Pontos és numerikus megoldás – σyy értéke a vízszintes átmérőn
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8.6. ábra. Pontos és numerikus megoldás – σxx értéke a függőleges átmérőn
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8.7. ábra. Pontos és numerikus megoldás – σyy értéke a függőleges átmérőn
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3. Mintapélda: Bár az Lo peremgörbe és az anyagjellemzők ugyanazok mint az előző két
feladatban a vizsgálat tárgyát képező tartomány azonban olyan külső tartomány – lásd a 8.8.
ábrát – amelyre a σxx(∞) = 100[MPa], σxy(∞) = σyx(∞) = σyy(∞) = 0 feszültségállapotot
írjuk elő a végtelen távoli pontban.

�

�	
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8.8. ábra. Az ro = 10 [mm] sugarú és O középpontú körrel határolt külső tartomány

Amint az jól ismert a polárkoordinátarendszerben írt

σrr =
σxx(∞)

2

[(
1− r2o

r2

)
+

(
1 +

3r4o
r4

− 4r2o
r2

)
cos 2ϕ

]
,

σϕϕ =
σxx(∞)

2

[(
1 +

r2o
r2

)
−
(
1 +

3r4o
r4

)
cos 2ϕ

]
,

σrϕ =
σxx(∞)

2

[(
1− 3r4o

r4
+

2r2o
r2

)
sin 2ϕ

]
képletek a fenti probléma pontos megoldásait adják a feszültségekre nézve [79, 39].

x [mm] y [mm] σxx [MPa] τxy [MPa] σyy [MPa]

0.00 10.00 300.0395 0.0000000 0.001035
300.0000 0.0000000 0.000000

0.00 11.00 243.7623 0.0000000 21.51840
243.7743 0.0000000 21.51494

0.00 12.00 207.0554 0.0000000 31.82829
207.0602 0.0000000 31.82870

0.00 13.00 182.1018 0.0000000 36.23794
182.1049 0.0000000 36.23823

0.00 14.00 164.5539 0.0000000 37.48413
164.5564 0.0000000 37.48438

0.00 15.00 151.8498 0.0000000 37.03671
151.8518 0.0000000 37.03704

III. táblázat
A III. táblázat az y tengely mentén hasonlítja össze a számított (első érték) és pontos megoldást

(második érték). A számítás során 16 egyforma nagyságú elemre osztottuk fel az Lo peremgörbét.

8.9. Eredmények. Az egyes eredményeket sorszámozzuk.
1. Az egyértékűség feltételeinek meghatározása többszörösen összefüggő tartomány és a ve-

gyes peremértékfeladatok azon osztályára, amikor az egyes kontúrgörbék páros számú ívre
vannak felosztva és az íveken váltakozva feszültség, illetve elmozdulás az előírt.

2. Az elsőrendű F1 = Fx, F2 = Fy feszültségfüggvényekre vonatkozó alapmegoldás és ennek
birtokában a feszültségi tenzorra, az alakváltozási tenzorra, illetve az elmozdulásvektor
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ívkoordináta szerint vett deriváltjára vonatkozó alapmegoldások – v.ö.: (8.35), (8.39),
(8.40) és (8.42a,b) képletek – előállítása.

3. A belső tartománnyal kapcsolatos (8.50), (8.53) és (8.54) duál Somigliana képletek vala-
mint a tartomány belső pontjaiban a feszültségeket adó (8.55), (8.56a,...,g) és (8.57a,...,g)
képletek előállítása és ezzel összefüggésben az Ukλ(M,Q), Tkλ(M,Q) alapmegoldások tu-
lajdonságainak vizsgálata. Ezzel valójában megtörtént a direkt módszer peremintegrál-
egyenleteinek levezetése belső tartományra.

4. A külső tartománnyal kapcsolatos (8.64), (8.67) és (8.68) duál Somigliana képletek va-
lamint a tartomány belső pontjaiban a feszültségeket adó (8.70) képlet előállítása. Ezzel
valójában megtörtént a direkt módszer peremintegrálegyenleteinek levezetése külső tarto-
mányra. Külön szépsége a kapott eredményeknek, hogy a végtelenbeli konstans feszült-
ségállapot része a külső tartományra vonatkozó formalizmusnak.

5. Algoritmus és számítóprogram kidolgozása mind a belső mind pedig a külső tartományra
vonatkozó peremértékfeladatok megoldására kvadratikus peremelemek felhasználásával.
Ezzel összefüggésben annak igazolása, hogy a H rendszermátrix belső tartományon a
(8.81) külső tartományon pedig a (8.82) képletnek tesz eleget. A képletek jelentőségét
az adja, hogy elkerülhető segítségükkel az erősen szinguláris Hii integrálok valamilyen
integrálformula alapján történő számítása.

A vonatkozó publikációkat illetően a [67, 69] előadásokra, a [68] cikkre, valamint a [77] könyv-
részletre utalunk. A felsorolt eredmények 100%–ban a szerző eredményei.
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9. Peremelem módszer síkfeladatokra primál rendszerben – a külső
tartományra vonatkozó egyenletek pontosítása

9.1. Irodalmi előzmények. Bár igen nagy azon cikkek száma, melyek a peremelem módszer
síkrugalmasságtani alkalmazásaival foglalkoznak – a teljesség igénye nélkül emeljük ki ehelyütt
a [84, 21, 49, 10, 9] cikkeket, valamint a [3, 20] könyveket (az utóbbiakban további hivatkozá-
sok is találhatók) – a feladat külső tartományokra történő megfogalmazásának mindenütt az a
hátránya, hogy nem írhatók elő feszültségek a végtelen távoli pontban.

Ami az okokat illeti ismét hivatkozunk a [10] tanulmányra, amelyben feltevést fogalmaznak
meg az elmozdulásmező végtelenbeli viselkedésére vonatkozóan. A megfogalmazott feltevés mel-
lett lehetővé válik a Betti formula felállítása valamint a Dirichlet és Neumann típusú pe-
remértékfeladatok unicitásának és egzisztenciájának igazolása. A feltevés ugyanakkor kizárja
az elméletből azokat a feladatokat, amelyre nézve az elmozdulásmezőhöz konstans végtelenbeli
alakváltozásmező, következésképp konstans végtelenbeli feszültségállapot tartozik.

Szeretnénk hangsúlyozni, hogy ezek a feladatok is megoldhatók a szuperpozíció elv alkalma-
zásával.

Ennek ellenére, felmerül az a kérdés a 8. Fejezet eredményeinek fényében – itt a 4. alatt felso-
rolt eredményekre utalunk (lásd a 86. oldalt), ismét hangsúlyozva, hogy a végtelenbeli feszültségi
állapot duál rendszerben a formalizmus része –, vajon a végtelenbeli konstans feszültségállapot
leírásához szükséges tagok primál rendszerben beépíthetők-e a formalizmusba.

9.2. Célkitűzések. A jelen szakasznak az a célja, hogy választ adjon a felvetett kérdésre
kimutatva, hogy az elmozdulásmező végtelenbeli viselkedésére kirótt alkalmas feltevés mellett a
végtelenbeli feszültségi állapot beépíthető a külső tartományra vonatkozó formalizmusba.

Az eredményeket a [66] tanulmány közölte.

9.3. A síkrugalmasságtan egyenletei primál rendszerben. A jelen fejezetben, ugyanúgy
mint a 8.4. szakaszban, indexes jelölést és derékszögű kartéziuszi koordinátarendszert alkalma-
zunk. A vizsgálat tárgyát képező egyszeresen összefüggő tartományt Ae peremgörbéjét Lo jelöli
– szem előtt tartva a későbbi átalakításokat is hivatkozunk ehelyütt a 8.2. ábrára.

Síkalakváltozás feltételezése mellett homogén izotróp testre a klasszikus rugalmasságtan me-
zőegyenleteit az

(9.1) eρλ =
1

2
(∂ρuλ + uρ∂λ)

kinematikai egyenlet, a

(9.2) tρλ = 2μ

(
eρλ +

ν

1− 2ν
δρλeϕϕ

)
Hooke törvény és a

(9.3) tρλ∂λ + bρ = 0

egyensúlyi egyenletek alkotják. A fenti egyenleteket ki kell egészíteni a vonatkozó peremfeltéte-
lekkel. Ezeket nem részletezzük mivel nem játszanak közvetlen szerepet a gondolatmenetben.

Az uλ–ra vonatkozó alapegyenlet a

(9.4) Dρλuλ +
bρ
μ

= 0

alakban írható fel, ahol

(9.5) Dρλ = �δρλ +
1

1− 2ν
∂ρ∂λ , � = ∂σ∂σ .

Jelölje ismét Q(ξ1, ξ2) és M (x1, x2) a forráspontot, illetve a hatás pontját – v.ö.: 8.4. szakasz.
A Q pontot egyenlőre rögzítettnek vesszük. R a Q és M pontok távolsága, rκ pedig az M pont
Q pontra vonatkoztatott helyvektora.

Az M , illetve Q fölött álló kis karika azt jelenti hogy a pont az Lo peremgörbére esik:
◦
M ,

◦
Q.
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A (9.4) alapegyenlethez tartozó alapmegoldásokat az

(9.6) Uλκ(M,Q) =
1

8πμ(1 − ν)

[
(3− 4ν) ln

1

R
δκλ +

rκrλ
R2

− 7− 8ν

2
δκλ

]
és

(9.7) Tλκ(M,Q) =
1

4π(1− ν)

1

R2

[
(1− 2ν)(nλrκ − nκrλ − nσrσ δκλ)− 2

nσrσ rκrλ
R2

]
képletek szolgáltatják, ahol

uλ(M) = Uλκ(M,Q)eκ(Q) és tλ(M) = Tλκ(M,Q)eκ(Q)

az elmozdulásvektor, illetve a feszültségvektor az nλ = nλ(M) normálisú felületelem M pontjá-
ban a Q pontban működő eκ = eκ(Q) erő hatására.

9.4. Alapképletek külső tartományra. A 8.2. ábra az Lo, Lε és az O középpontú eR
sugarú LR körrel határolt háromszorosan összefüggő A′

e tartományt szemlélteti. Lε a Q pont
Rε sugarú Aε környezetének peremgörbéje. Az eR, feltevés szerint elegendően nagy ahhoz, hogy
teljes egészében magába foglalja mind Lo–t, mind pedig Lε–t. További feltevés, hogy Aε az A′

e

tartomány belsejében fekszik. Nyilvánvaló, hogyha eR → ∞ és Rε → 0 akkor A′
e → Ae.

Legyen uκ(M) és gκ(M) két elegendően sima – legalább kétszer folytonosan deriválható –
egyébként tetszőleges vektormező 11 Ae–n. Jelölje tλκ [uρ(M)] és tλκ [gρ(M)] az uκ(M) és gκ(M)
vektormezőkből mint elmozdulásmezőkből adódó feszültségeket. A parciális integrálások elvég-
zésével belátható

(9.8)
∫
A′

e−Aε

[
uλ(M)

(
μ
M
Dλσgσ(M)

)
− gλ(M)

(
μ
M
Dλσuσ(M)

)]
dAM =

=

∮
Lo

[
uλ(

◦
M)tλκ

[
gρ(

◦
M )

]
nκ(

◦
M)− gλ(

◦
M )tλκ

[
uρ(

◦
M )

]
nκ(

◦
M)

]
ds ◦
M

+

∮
Lε

[
uλ(

◦
M )tλκ

[
gρ(

◦
M)

]
nκ(

◦
M)− gλ(

◦
M )tλκ

[
uρ(

◦
M)

]
nκ(

◦
M)

]
ds ◦
M

+

∮
LR

[
uλ(

◦
M )tλκ

[
gρ(

◦
M)

]
nκ(

◦
M )− gλ(

◦
M)tλκ

[
uρ(

◦
M)

]
nκ(

◦
M )

]
ds ◦
M

egyenlet, amelyben a betű felett álló M azt jelöli, hogy a vonatkozó deriválásokat az M pont

koordinátái szerint vesszük, míg nκ(
◦
M ) az

◦
M pontban vett külső normális, a Somigliana

identitás primál rendszerben síkalakváltozás esetén [24]12. Legyen gλ(Q) = Uλκ(M,Q)eκ(Q). Ez
a függvény az A′

e tartomány egy nemszinguláris rugalmas állapota – a Q pont ui. nem része
ennek a tartománynak. Legyen továbbá az uλ(M) az Ae, következésképp az A′

e tartomány(ok)
egy rugalmas állapota, amely tetszőleges a végesben, de aszimptotikusan simul a

(9.9) ũκ(M) = cκ + ε3ρκxρϕ+ eκβ(∞)xβ

függvényhez, ha xβ, vagy ami ugyanaz, ha M tart a végtelenhez. Itt cκ egy merevtestszerű
eltolódás, ϕ = ϕ3 a merevtestszerű forgás a végesben, cκ + ε3ρκxρϕ a vonatkozó merevtestszerű
mozgás, míg eκβ(∞) állandó alakváltozási tenzor a végtelen távoli pontban – a megfelelő mozgást
az eκβ(∞)xβ tag adja. Az eκβ(∞)–hoz tartozó feszültségek a Hooke törvény felhasználásával
határozhatók meg:

(9.10) tρλ(∞) = 2μ

(
eρλ(∞) +

ν

1− 2ν
δρλeϕϕ(∞)

)
11Kiderül a továbbiak folyamán, hogy a két bevezetett vektormező elmozdulásmező szerepét tölti be, ez az

uκ(M) vektormező esetén az elmozdulásmezőre megszokott jelölés alkalmazásának indoka.
12Az idézett mű térbeli feladatokra adja meg az identitást és a jelölésrendszere is különböző.
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A fenti képletek Somigliana identitásba való helyettesítésével kapjuk, hogy∫
A′

e−Aε

[
uλ(M)

(
μ
M
DλσUσκ(M,Q)

)
−
(
μ
M
Dλσuσ(M)

)
Uλκ(M,Q)

]
dAM eκ(Q) =(9.11)

=

∮
Lo

[
uλ(

◦
M )Tλκ(

◦
M,Q)− tλ(

◦
M)Uλκ(

◦
M,Q)

]
ds ◦
M

eκ(Q)

+

∮
Lε

[
uλ(

◦
M)Tλκ(

◦
M,Q)− tλ(

◦
M)Uλκ(

◦
M,Q)

]
ds ◦
M

eκ(Q)

+

∮
LR

[
uλ(

◦
M)Tλκ(

◦
M,Q)− tλ(

◦
M )Uλκ(

◦
M,Q)

]
ds ◦
M

eκ(Q) ,

mivel tλκ
[
uρ(

◦
M)

]
nκ(

◦
M ) = tλ(

◦
M) a feszültségvektor a peremgörbén. Következésképp

tλκ

[
gρ(

◦
M )

]
nκ(

◦
M) = Tλκ(

◦
M,Q)eκ(Q) .

Ha tartozik térfogati terhelés az uσ vektormezőhöz, akkor (9.4)-ből következően nem zérus a(
μ
M
Dλσuσ(M)

)
Uλκ(M,Q)

tag értéke. Mivel azonban a gondolatmenetben és a megkapni remélt plusz tagokban nem játszik
szerepet a térfogati terhelés, feltételezzük továbbiakban, hogy az zérus értékű.

Nyilvánvaló, hogy elhagyhatjuk az eκ(Q)–t. Ami az így adódó eredményt illeti az a célunk,
hogy tisztázzuk mi az egyenlet határértéke, ha Rε −→ 0 és eR −→ ∞. A baloldal eltűnik a fenti
feltételek teljesülése esetén és amint az jól ismert (lásd pl. [3, 20]).∮

Lo

· · ·+ lim
Rε−→0

∮
Lε

· · · = uκ(Q) +

∮
Lo

[uλ(
o
M)Tλκ(

◦
M,Q)− tλ(

◦
M )Uλκ(

◦
M,Q)] ds ◦

M
.

Ez azt jelenti, hogy

(9.12) uκ(Q) = lim
eR−→∞

∮
LR

[
tλ(

◦
M)Uλκ(

◦
M,Q)− uλ(

◦
M)Tλκ(

◦
M,Q)

]
ds ◦
M

+

∮
Lo

[
tλ(

◦
M)Uλκ(

◦
M,Q)− uλ(

◦
M )Tλκ(

◦
M,Q)

]
ds ◦
M

.

Az utóbbi képlet fényében az első Somiglina féle formula külső tartományra történő levezetése
a jobboldalon álló első integrál határértékének meghatározását igényli.

9.5. A külső tartományra vonatkozó Somigliana formulák módosítása. A jelen sza-
kasz célja a keresett határértéket adó

(9.13) Iκ = lim
eR−→∞

∮
LR

[
tλ(

◦
M)Uλκ(

◦
M,Q)− uλ(

◦
M )Tλκ(

◦
M,Q)

]
ds ◦
M

=

= cκ + ε3ρκξρϕ+ eκβ(∞)ξβ = ũκ(Q)

képlet igazolása. Helyettesítsük, figyelembevéve az

xβ(
◦
M ) = eRnβ(

◦
M)
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összefüggést, tλρ(∞)nρ(
◦
M)–t a tλ(

◦
M) helyére és cλ + ε3ρλxρϕ+ eκβ(∞)xβ–t az uλ(

◦
M) helyére.

Ily módon kapjuk, hogy

Iκ =
(1)

Iκ +
(2)

Iκ +
(3)

Iκ +
(4)

Iκ = − lim
eR−→∞

∮
LR

cλTλκ(
◦
M,Q) ds ◦

M
(9.14)

− lim
e R−→∞

ε3ρλ eRϕ

∮
LR

nρ(
◦
M )Tλκ(

◦
M,Q) ds ◦

M

+ lim
eR−→∞

tλρ(∞)

∮
LR

nρ(
◦
M)Uλκ(

◦
M,Q) ds ◦

M

− lim
eR−→∞

eκβ(∞)eR

∮
LR

nβ(
◦
M )Tλκ(

◦
M,Q) ds ◦

M
.

1. Megjegyzés: Összhangban a (9.9) összefüggés kapcsán mondottakkal mind a feszültségek,
mind pedig az alakváltozások állandók, következésképp függetlenek az s ívkoordinátától.

Mivel ∮
LR

Tλκ(
◦
M,Q) ds ◦

M
= −δκλ és ε3ρλ

∮
LR

rρTλκ(
◦
M,Q) ds ◦

M
= 0

(a második integrál Q pontban működő egységnyi erő okozta és az LR körön ébredő feszültségek
origóra vett nyomatéka), ezért írhatjuk, hogy

(1)

Iκ +
(2)

Iκ = cκ − lim
eR−→∞

ε3ρλ ϕ

∮
LR

(ξρ + rρ)Tλκ(
◦
M,Q) ds ◦

M
(9.15)

= cκ − lim
eR−→∞

[
ε3ρλ ϕξρ

∮
LR

Tλκ(
◦
M,Q) ds ◦

M
+ ε3ρλ ϕ

∮
LR

rρTλκ(
◦
M,Q) ds ◦

M

]
= cκ + ε3ρκ ϕξρ ,

ami világosan mutatja, hogy a (9.15) összefüggés merevtestszerű mozgást állít elő.
Első lépésben sorba kell fejteni az Uλκ és Tλκ alapmegoldásokat az eR sugár 1, 0,−1,−2 etc.

kitevőjű hatványai szerint. A sorfejtés alapjául a duál rendszerben már alkalmazott (8.65a,...,d)
összefüggések szolgálnak. Ezek felhasználásával kapjuk, hogy

(3)

I κ =
(31)

Iκ +
(32)

Iκ +
(33)

Iκ +
(34)

Iκ +
(35)

I κ =(9.16)

= lim
eR−→∞

tλρ(∞)

∮
LR

nρC1 (3− 4ν)

[
ln

1

eR
+ C2δλκ

]
ds ◦
M

+ lim
eR−→∞

tλρ(∞)

∮
LR

nρC1 (3− 4ν)
nαξα

eR
ds ◦
M
δλκ

+ lim
eR−→∞

tλρ(∞)

∮
LR

nρC1nλnκds ◦
M

+ lim
eR−→∞ λρ(∞)

∮
LR

nρC12nλnκ
nαξα

eR
ds ◦
M

− lim
eR−→∞

tλρ(∞)

∮
LR

nρC1
1

eR
(ξλnκ + nλξκ) ds ◦

M

és

(4)

I κ =
(41)

Iκ +
(42)

Iκ =

= lim
eR−→∞

eκβ(∞)2μ(1 − 2ν)C1

∮
LR

nβ (nλξκ + nκξλ + nαξαδλκ +e Rδλκ)
ds ◦
M

eR

+ lim
eR−→∞

eκβ(∞)4μC1

∮
LR

nβ

(
nλnκ + 3nλnκ

nαξα

eR
− 1

eR
(ξλnκ + nλξκ)

)
ds ◦
M
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ahol
C1 =

1

8πμ(1− ν)
és C2 =

7− 8ν

2
.

Az
(3)

Iκ és
(4)

Iκ integrálok számítása során vegyük figyelembe – megismételve részben a 78. oldalon
mondottakat –, hogy:

1. Az LR körön

(9.17) na = (sinϑ, cos ϑ)

a külső normális, ahol ϑ a polárszög.
2. Az LR kör íveleme a

(9.18) ds o
M

= eRdϑ

alakban írható fel.
3. Ha eR −→ ∞ akkor az eR együtthatói mindig a következő alakban írhatók fel: egy a

végtelenben állandó kifejezés az∫ 2π

0
sinn ϑ cosk ϑ dϑ

integrállal szorozva, ahol természetes számok az n és k kitevők, de maga az integrál zérus
értékű.

4. Ami az eR nulla kitevőjű hatványait illeti hasonlóak az együtthatók, de tartalmazzák a
ξα–t és a vonatkozó trigonometrikus integrálok nem szükségképp zérusok.

5. A képletekben megjelenő trigonometrikus integrálokat az alábbiak részletezik:∫ 2π

0
sin2 ϑdϑ =

∫ 2π

0
cos2 ϑ dϑ = π ,∫ 2π

0
sin3 ϑ dϑ =

∫ 2π

0
sin2 ϑ cos ϑ dϑ =

∫ 2π

0
sinϑ cos2 ϑ dϑ =

∫ 2π

0
cos3 ϑ dϑ = 0 ,∫ 2π

0
sin4 ϑ dϑ =

∫ 2π

0
cos4 ϑ dϑ =

3

4
π ,(9.19) ∫ 2π

0
sin3 ϑ cosϑdϑ =

∫ 2π

0
sinϑ cos3 ϑdϑ = 0 ,∫ 2π

0
sin2 ϑ cos2 ϑ dϑ =

1

4
π .

Az integrálások elvégzése után

(9.20)

(31)

I κ =
(33)

I κ = 0 ,
(32)

I κ = C1π (3− 4ν) [tκ1(∞)ξ1 + tκ2(∞)ξ2] ,
(34)

I 1 = C1π
1
2 [3t11(∞)ξ1 + 2t12(∞)ξ2 + t22(∞)ξ2] ,

(34)

I 2 = C1π
1
2 [t11(∞)ξ2 + 2t12(∞)ξ1 + 3t22(∞)ξ1] ,

(35)

I 1 = −C1π [2t11(∞)ξ1 + t12(∞)ξ2 + t22(∞)ξ1] ,
(35)

I 2 = −C1π [t11(∞)ξ2 + t12(∞)ξ1 + 2t22(∞)ξ2] ,

illetve

(9.21)

(41)

I κ = C1π2μ (1− 2ν) [e11(∞) + e22(∞)] ξκ ,
(42)

I 1 = −C1π4μ (1− 2ν) [2e11(∞)ξ1 + e21(∞)ξ2 + e21(∞)ξ1] ,
(42)

I 2 = −C1π4μ (1− 2ν) [e11(∞)ξ2 + e21(∞)ξ1 + 2e21(∞)ξ2]
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az eredmény. Felhasználva a (9.20), (9.21) és (9.3) összefüggéseket következik, hogy

(3)

I κ +
(4)

I κ = eκβ(∞)ξβ .

Ha elhagyjuk a merevtestszerű mozgást, azaz zérus értékűnek tekintjük az
(1)

Iκ +
(2)

Iκ összeget,
akkor kapjuk, hogy

Iκ = eκβ(∞)ξβ ,

amit felhasználva azonnal következik az első és módosított Somigliana formula a (9.12) és (9.13)
összefüggésekből:

(9.22) uκ(Q) = eκβ(∞)ξβ(Q) +

∮
Lo

[
tλ(

◦
M)Uλκ(

◦
M,Q)− uλ(

◦
M )Tλκ(

◦
M,Q)

]
ds ◦
M

.

Q ∈ Ae

Ha Q =
◦
Q az Lo körön van, akkor semmi sem változik az LR körön vett integrál határértéke

tekintetében. Következésképp

(9.23) Cκρ(
◦
Q)uρ(

◦
Q) = eκβ(∞)ξβ(

◦
Q) +

∮
Lo

[
tλ(

◦
M)Uλκ(

◦
M,

◦
Q)− uλ(

◦
M )Tλκ(

◦
M,

◦
Q)

]
ds ◦
M

,

Q =
◦
Q ∈ Lo

ahol Cκρ = δκρ/2 ha sima a peremgörbe a
◦
Q pontban. Ez az egyenlet a direkt módszer módosított

integrálegyenlete primál rendszerben (vagy a második Somigliana formula külső tartományra).
Ha a Q pont az Lo peremgörbén belül helyezkedik el, azaz az Ai tartományban van, akkor

nem nehéz az előzőek alapján belátni, hogy

(9.24) 0 = eκβ(∞)ξβ(Q) +

∮
Lo

[
tλ(

◦
M)Uλκ(

◦
M,Q)− uλ(

◦
M )Tλκ(

◦
M,Q)

]
ds ◦
M

,

Q =
◦
Q ∈ Ai

ami a harmadik Somigliana formula külső tartományra. Munkaigényes formális számolással
lehet megmutatni, hogy a Q pontban ébredő feszültségek a

(9.25) tκσ(Q) = tκσ(∞) +

∮
Lo

tλ(
◦
M )Dλκσ(

◦
M,Q) ds ◦

M
−
∮
Lo

uλ(
◦
M)Sλκσ(

◦
M,Q) ds ◦

M

képletből adódnak, ahol – amint az jól ismert –, a Dλκσ(
◦
M,Q) és Skls(

◦
M,Q) kéttpont mátrixokat

a

(9.26) Dλκσ(
◦
M,Q) = − 1

8π(1 − ν)

1

R2

[
(1− 2ν)(rλδκσ − δλσrκ − δλκrσ)− 2

rλ rκ rσ
R2

]
és

(9.27) Sλκσ(
◦
M,Q) =

μ

2π(1 − ν)

1

R2

{
2

R2
nρrρ [(1− 2ν)rλ δκσ + ν(δλκrσ + δλσrκ)]

− 8nρrρ
rλrκrσ
R4

+
2

R2
ν(nκrλrσ + nσrλrκ)− (1− 4ν)nλδκσ

+
1

R2
(1− 2ν) (2nλrκrσ + nκδλσ + nσδλκ)

}
összefüggések szolgáltatják.
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9.6. Eredmények. A klasszikus rugalmasságtan síkfeladataival kapcsolatos módosított (9.22),
(9.23) és (9.24) Somigliana formulák levezetése külső tartományra, valamint a tartomány belső
pontjaiban a feszültségeket adó képlet módosítása – v.ö.: (9.25) összefüggés – primál rendszer-
ben. A kapott összefüggések révén a végtelenbeli konstans feszültségállapot is részévé válik a
külső tartományra vonatkozó formalizmusnak.

A fenti eredményt a [66] cikk tartalmazza. Ez 100%–ban a szerző eredménye.
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10. Összefoglalás

10.1. Az értekezésben megoldott tudományos feladatok előzményei, célkitűzések.
10.1.1. Elöljáróban a szóhasználat egyértelművé tétele érdekében röviden áttekintünk néhány –
részben már eddig is említett – fogalmat.

Az értekezés gondolatmenete – külön említés nélkül – a duál rendszerre vonatkozik. Ahol
primál rendszerről van szó ott arra az értekezés külön felhívja a figyelmet.

A síkbeli és térbeli tartomány lehet egyszeresen, vagy többszörösen összefüggő.
Azt fogjuk mondani, hogy kompatibilis az alakváltozási tenzor (az alakváltozási tenzor és a

forgási alakváltozási tenzor), ha az alakváltozási tenzor(ok)ból integrálással olyan elmozdulás-
mező (elmozdulásmező és független forgásmező) képezhető, hogy abból (azokból) amely(ek)ből,
felhasználva a primál rendszer kinematikai egyenleteit – amelyek az alakváltozási tenzort (az
alakváltozási tenzort és a forgási alakváltozási tenzort) adják meg az elmozdulásmezővel (az el-
mozdulásmezővel és a független forgásmezővel) kifejezve – visszakapjuk az alakváltozási tenzort
(az alakváltozási tenzort és a forgási alakváltozási tenzort).

Az alakváltozási tenzormezők kompatibilitását a kompatibilitási feltételek biztosítják.
A virtuális munka elv, bármely alakját tekintjük is (klasszikus esetben [29], mikropoláris eset-

ben [60] ad áttekintést az duál alakjairól), mindig anyagegyenlettől független elv.
Ezzel szemben a rugalmasságtan variációs elvei esetén, mind a primál mind pedig a duál rend-

szerben – vagy a mellékfeltételeken keresztül vagypedig közvetlenül a vonatkozó funkcionálban
– megjelenik az anyagegyenlet.

Szabad variációs feladatról beszélünk, ha nincs mellékfelétel a vonatkozó funkcionál értelmezési
tartományát alkotó mezőkre nézve. Ekkor az értelmezési tartományt alkotó valamennyi mező
szabadon variálható.

A klasszikus rugalmasságtan Somigliana képletei [50] a potenciálelmélet úgynevezett Green
képleteinek rugalmasságtani általánosításai. Ha ismerjük a teljes peremen az elmozdulás- és fe-
szültségmezőt, továbbá az úgynevezett elsőrendű és másodrendű alapmegoldásokat, akkor az első
Somigliana képlet felhasználásával, integrálásokat végrehajtva számítható a test belsejében az
elmozdulásmező. Mivel a peremfeltételek nem adják meg a teljes peremen az elmozdulás- és
feszültségmezőt, további egyenlet szükséges ezek számítására. A második Somigliana képlet
ugyanolyan szerkezetű mint az első Somigliana képlet, de a peremen adja meg az elmozdulás-
mezőt. Következésképp olyan integrálegyenletnek tekinthető – ez az úgynevezett direkt módszer
integrálegyenlete – amelyben a feszültségvektor az ismeretlen abban a perempontban, ahol az
elmozdulásmező adott, illetve megfordítva az elmozdulásvektor az ismeretlen abban a perem-
pontban, ahol a feszültségvektor adott. Ennek az egyenletnek a megoldása nyitja meg az utat
az első Somigliana képlet felhasználása előtt.

Az egyensúlyi feltételek, (egyensúlyi mezőegyenlet(ek), és a feszültségi peremfeltétel(ek)) fe-
szültségfüggvényekkel történő teljesítésének és a kompatibilitási feltételek teljesítésének egyen-
letei – matematikai szerkezetüket tekintve – szoros rokonságban állnak egymással. A következő
10.1.2. és 10.1.3. szakasz az egyensúlyi feltételek feszültségfüggvényekkel történő teljesítésének
problémakörét veszi szemügyre, majd a 10.1.4. és 10.1.5. szakasz a kompatibilitási feltételek
teljesítésének problémáit taglalja.

A 10.1.6. és 10.1.7. szakaszok az előzőekhez kapcsolódva a rugalmasságtani síkfeladatok
megoldásait tekinti át különös tekintettel a peremelem módszer alkalmazására.

Az előzmények áttekintése után mindegyik szakasz tartalmazza a vonatkozó megoldandó tu-
dományos célkitűzést is.

10.1.2. A klasszikus feladatok keretei között Maxwell [35] és Morera [37] az egyensú-
lyi egyenlet két egymástól különböző megoldását adta meg. Ezek mindegyike három–három
feszültségfüggvényt tartalmaz. Beltrami [5] észrevette, hogy az említett és más megoldások
is megkaphatók az általa javasolt megoldásból, feltéve hogy a megoldásában álló szimmetrikus
tenzor alkalmasan választott három–három elemének helyére zérust írunk. A Beltrami féle
megoldás teljességét többek között Ornstein [43], Günther [15] valamint Dorn & Schield

[13] igazolta, a bizonyítások azonban csak egyetlen zárt felülettel határolt tartományra érvénye-
sek. Ezt a körülményt Rieder [45] vette észre, amikor megfigyelte, hogy több zárt felülettel
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határolt tartományok esetén a Beltrami féle megoldás önegyensúlyi minden zárt felületen, kö-
vetkezésképp nem lehet teljes. A Beltrami féle megoldás alkalmas, intuitív úton választott
kiegészítésével egymástól függetlenül Schaefer [47] és Gurtin [16] talált egymástól formálisan
is különböző, de teljes megoldásokat.

Az idézett cikkekben a feszültségfüggvények bevezetése intuitive történt. Ebben a tekintetben
az előrelépés Tonti [80] és Stippes [55] érdeme, akik a nem teljes Beltrami féle megoldást
variációs elvből (Tonti), illetve a virtuális munka elvből (Stippes) származtatták. Problémát
jelentett azonban, hogy mellékfeltételként a hat Saint Venant féle kompatibilitási feltételt
alkalmazták, holott ezek nem függetlenek egymástól [29]. Ebből adódik, hogy az így nyert
megoldás, amely megegyezik formailag a Beltrami féle megoldással hat feszültségfüggvényt foglal
magába, holott Beltrami szerint három feszültségfüggvény elegendő tetszőleges feszültségi állapot
megadásához, ha a tartományt egyetlen zárt felület határolja.

Ez az ellentmondás az ún. Southwell féle paradoxon [51], [52] duális párja – az utóbbira
nézve lásd a 10.1.4. szakaszt. Érdemes azt is megemlíteni, hogy a matematikai átalakítások
során mindkét szerző, azaz Tonti is és Stippes is figyelmen kívül hagyta a test határfelületén
megjelenő integrálokat és azt is feltételezték, hogy nincs térfogaton megoszló teher.

Mikropoláris feladatokra Günther [15] adta meg elsőként az egyensúlyi egyenletek feszült-
ségfüggvényekkel történő megoldását. Nem vette azonban észre, hogy az általa talált megoldás
önegyensúlyi minden zárt felületen, következésképp – hasonlóan a klasszikus esetre vonatkozó
Beltrami féle megoldáshoz – nem teljes, ha a vizsgált tartományt több zárt felület határolja.
A Günther féle megoldás kiegészítésével, egymástól függetlenül, Schaefer [48] és Carlson

[7] talált formailag különböző, valójában azonban egymással egyenértékű megoldásokat.
Nyitott kérdés maradt azonban a megoldás határozottságának kérdése – ezen a szükséges fe-

szültségfüggvények számának kérdését értjük – és ezzel összefüggésben a Southwell paradoxon
mikropoláris analogonjának megoldása. Lineáris esetben Kozák–Szeidl [30] megmutatta, hogy
a kilenc–kilenc feszültségfüggvény helyett hat–hat feszültségfüggvény elegendő tetszőleges feszült-
ségi állapot leírásához.

Mivel a kompatibilitási mezőegyenletek száma kilenc–kilenc mikropoláris testre – ezeket No-

wacki [41] adta meg (lásd a 10.1.4. szakaszt) –, de ezek nem függetlenek, a Southwell

paradoxon duális párja úgy fogalmazható meg, hogy Stippes gondolatmenetét [55] követve le-
vezethetők ugyan az egyensúlyi egyenletek megoldásai feszültségfüggvényekkel a virtuális munka
elvből, de ez a megoldás kilenc–kilenc feszültségfüggvényt tartalmaz hat–hat helyett. A klasszi-
kus esethez hasonlóan arra is ügyelni kell, hogy a megoldás több zárt felülettel határolt testre is
érvényes legyen.

Az egyensúlyi egyenletek megoldását tetszőleges terhelésre – egy zárt felülettel határolt egy-
szeresen összefüggő test esetén – általános megoldásnak nevezzük.

Teljes az egyensúlyi egyenletek megoldása, ha több zárt felülettel határolt egyszeresen össze-
függő tartomány tetszőleges, azaz az egyes zárt felületek nem szükségképpen önegyensúlyi ter-
helései esetén is teljesül az egyensúlyi egyenletet.

1. Célkitűzés: Az egyensúlyi egyenletek általános és teljes megoldásának származtatása
több zárt felülettel határolt, egyszeresen összefüggő testre virtuális munka elv segítségével.

A mellékfeltételek helyes megválasztása biztosítsa, hogy
(a) klasszikus esetben a megoldás három független feszültségfüggvényt tartalmaz és ezzel

a Southwell paradoxon duális párját is megoldom,
(b) mikropoláris esetben a megoldás hat–hat feszültségfüggvényt tartalmaz a és ezzel meg-

oldódik a Southwell paradoxon duális párjának analogonja mikropoláris testre.
(c) A megoldáshoz kötődő cél a térfogati terhelés helyes figyelembevétele, a vonatkozó

integrálátalakítások tekintetében pedig a mechanikai jelentés tisztázása (különösen a
felületi integrálok vonatkozásában).

10.1.3. A klasszikus esetben számos mű, többek között Abovszki, Andrejev és Deruga

könyve [1] foglalkozik részletesen a rugalmasságtan variációs elveivel. Ha azonban azokra a variá-
ciós elvekkel szorítkozunk, ahol az egyensúlyi egyenletek feszültségfüggvényekkel való megoldása
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jelenik meg, mint a probléma egyik Euler egyenlete, akkor ebben tekintetben egyedinek te-
kinthető az említett könyv. Tonti és Stippes már idézett cikkeihez képest van előrelépés a
peremen megjelenő integrálok tekintetében, de az átalakítások részben hibásak és hiányoznak
azok a tagok is a megoldásból, amelyek biztosítanák, hogy a megoldás több zárt felülettel hatá-
rolt tartományon is érvényes legyen.

Közismert, hogy a kompatibilitási mezőegyenletek matematikai szerkezete és a 10.1.2. sza-
kaszban említett Beltrami féle megoldás matematikai szerkezete ugyanaz. Ezt a hasonlóságot
mechanikailag statikai–kinematikai analógiának, matematikailag pedig dualitásnak szokás ne-
vezni. Nyilvánvaló, hogy az alakváltozási peremfeltételek teljesülése biztosítja a kompatibilitást
Su–n. Felidézve, hogy a kompatibilitás és az egyensúly duál fogalmak felmerül a kérdés: ho-
gyan kell megválasztani a feszültségfüggvényeket az St–én [Su duális párján] ha azt akarjuk,
hogy ne származzon belőlük feszültség. Más szavakkal: van-e mód a statikai-kinematikai ana-
lógia peremfeltételekre vonatkozó kiterjesztésére, azaz dualitás megállapítására a peremfeltételek
tekintetében?

Mikropoláris esetben is több szerző foglalkozott variációs elvekkel. A primál rendszer legfon-
tosabb variációs elvei Nowacki [41] könyvében lelhetők fel. A virtuális munka elv duál alakjait
és a duál rendszer legfontosabb variációs elveit Kozák–Szeidl [31] és Szeidl [59], [58] adta
meg. Azok a variációs elvek azonban, ahol az egyensúlyi egyenletek általános és teljes, hat–hat
feszültségfüggvényt tartalmazó megoldása jelenik meg mint Euler egyenlet, még hiányoznak.

A mikropoláris rugalmasságtanban azonos szerkezetűek a kompatibilitási egyenletek és az
egyensúlyi egyenletek Schaefer féle megoldásának homogén részei: az {előbbi)[utóbbi] meg-
kapható az (utóbbiból)[előbbiből], ha abban (κ, γ) [H, F ] helyett (H, F–t)[κ, γ–t] írunk. Fel-
merül a kérdés, ugyanúgy mint a klasszikus esetben, hogy van-e mód ennek a statikai–kinematikai
analógiának, dualitásnak, a peremfelületre történő kiterjesztésére.

2. Célkitűzés: A fentiekben részletezett gondolatok (az egyensúlyi egyenletek általá-
nos és teljes megoldását adó variációs elvek, integrálátalakítások a peremen, statikai-
kinematikai analógia) jegyében
(a) klasszikus esetben a vonatkozó variációs elvek módosítása és kiegészítése
(b) mikropoláris esetben a vonatkozó variációs elvek megalkotása, továbbá
(c) a statikai–kinematikai analógia kiterjesztése mindkét esetben a peremfeltételekre.

10.1.4. A klasszikus esetben Southwell [51], [52] volt az első, aki a kompatibilitási feltételeket a
teljes kiegészítő energia maximum elvből 13, mint variációs elvből származtatta. Ugyanakkor arra
is rámutatott, hogyha három feszültségfüggvényt alkalmaz – a Maxwell [35] és Morera [37]
féle megoldásokat használta fel – akkor csak három kompatibilitási differenciálegyenlet következik
a hat Saint Venant féle kompatibilitási egyenletek közül a stacionaritási feltételből. Mivel
egy zárt felülettel határolt tartományon tetszőleges feszültségi állapot megadható alkalmasan
választott három feszültségfüggvénnyel – több zárt felülettel határolt tartomány és/vagy zérustól
különböző térfogati terhelés esetén a feszültségfüggvénnyel nyerhető megoldást ki kell egészíteni
az egyensúlyi egyenletek egy partikuláris megoldásával – Southwell ellentmondásra jutott,
hiszen az alakváltozásmezők kompatibilitásának elégséges feltétele a hat Saint Venant féle
kompatibilitási egyenlet fennállása. A paradoxont, amelyre jutott, utána nevezték el Southwell

paradoxonnak. Southwell idézett cikkei után a következő kérdések maradtak megoldatlanok:
Elegendő-e a kompatibilitás fennállásához három kompatibilitási egyenlet fennállása. Ha igen,
melyik három. Ha igen, vannak–e további feltételek a kompatibilitás fennállásához.

A paradoxon részletes leírása, ez a feszültségfüggvények megválasztásának összes lehetséges
esetét felöleli, Rieder tanítványának Stickforthnak a nevéhez fűződik [54], aki Washizu

egy részeredményének [82] általánosításával kimutatta, hogy a kompatibilis alakváltozásmezők
eleget tesznek bizonyos peremfeltételeknek. Ezeknek a feltételeknek később Kozák a kompatibi-
litási peremfeltétel nevet adta, és kimutatta, háromféleképpen is, tiszta matematikai úton [27], a
kiegészítő energia minimum elv felhasználásával [26] és a virtuális munka elv duál alakjának fel-
használásával [28], hogy az alakváltozásmezők kompatibilitásának szükséges és elégséges feltétele

13Gyakran nevezik a teljes kiegészítő energia minimum elvnek
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három alkalmasan választott kompatibilitási differenciálegyenlet és a kompatibilitási peremfel-
tételek fennállása. Az utóbbi két tanulmány egyedüli abban a tekintetben, hogy a vizsgálatok
vegyes peremértékfeladatra vonatkoznak.

Az eddig idézett tanulmányok mindegyike egyszeresen összefüggő tartományt tételez fel.
Többszörösen összefüggő tartomány, síkfeladatok és feszültségi peremfeltételek feltételezése

mellett Prager [44] kimutatta, hogy a Mitchell féle feltételek [36], [18], vagy ami ugyanaz
a kompatibilitás makró feltételei, természetes peremfeltételek, amelyek a Castigliano elvből
következnek14. Prager eredményét egymástól függetlenül Hu Haichang [19] és Szeidl–van

Gemert [78] általánosította vegyes peremértékfeladatokra (az elsőbbség Hu Haichang–é). Ami
a háromméretű feladatokat illeti, feszültségi peremfeltételeket és többszörösen összefüggő tarto-
mányt tételezve fel Moriguti [38] és Stickforth [53] dolgozatait kell említeni, megjegyezve,
hogy Stickforth nem ismerte Moriguti idézett cikkét. Az utóbbi két dolgozat sem adott
azonban megoldást a Southwell paradoxonra és a vegyes peremértékfeladatok esetét szintén
figyelmen kívül hagyták.

A szóhasználat egyértelműsége kedvéért az alábbiakban állapodunk meg. A kompatibilitás
makró feltételein a többszörösen összefüggő tartományon szükséges azon feltételek összességét
értjük, amelyeknek a kompatibilitási (differenciál)egyenleteken és peremfeltételeken túlmenően
– ezeknek mind egyszeresen, mind pedig többszörösen összefüggő tartományon fenn kell állniuk
– teljesülniök kell. A kompatibilitás makró feltételeit két csoportba soroljuk attól függően, hogy
milyenek a peremfeltételek annak a zárt felületi görbének a pontjaiban, amely mentén ezeket a
feltételeket tekintjük. Ha a görbe minden pontjában feszültség előírt, akkor a vonatkozó makró
feltétel nagybani kompatibilitási feltétel. Ha a görbének van legalább egy olyan íve, amelynek
mentén elmozdulások az adottak, akkor a vonatkozó feltételt (feltételeket ha több ilyen ív létezik)
kiegészítő kompatibilitási feltételeknek nevezzük.

Kitűnik a fenti irodalmi áttekintésből, hogy sem Moriguti [38], sem pedig Stickforth [53]
nem adta meg a kompatibilitás kiegészítő feltételeit.

Mikropoláris testre Kozák-Szeidl [30] majd Szeidl [57] vizsgálta a tetszőleges feszültségi
állapot előállításához szükséges feszültségfüggvények számának kérdését, valamint a független,
szükséges és elégséges kompatibilitási feltételek kérdését a klasszikus esettel azonos feltételezések
mellett, vagyis egyszeresen összefüggő térbeli testre. Az [71] előadás és az [61] tanulmány több-
szörösen összefüggő tartomány és feszültségi peremfeltételek mellett a duál virtuális munka elv,
valamint a teljes kiegészítő energia maximum elv segítségével vizsgálta a kompatibilitási feltéte-
lek kérdését és kimutatták, hogy az idézett elvek mindegyike biztosítja a nagybani kompatibilitási
feltételek teljesülését.

A szerző ismeretei szerint a kiegészítő kompatibilitási feltételek kérdésével a vonatkozó szak-
irodalom mikropoláris esetben sem foglalkozott.

3. Célkitűzés: Háromméretű problémák és vegyes peremértékfeladatok feltételezése mel-
lett klasszikus és mikropoláris esetben is
(a) geometriai megfontolásokból levezetni a kompatibilitás kiegészítő feltételeit, továbbá
(b) igazolni formális számításokkal, hogy a kompatibilitás vegyes peremértékfeladatok és

háromméretű test esetére vonatkozó kiegészítő feltételei a teljes kiegészítő energia
maximuma elvből következő természetes peremfeltételek.

10.1.5. Szeidl–Kozák [31], majd Szeidl [59] foglalkozott először a mikropoláris rugalmas-
ságtan ún. első síkfeladatának duál rendszerével, illetve az egyenértékű variációs elvekkel. Ki-
mutatták, hogy az alakváltozásmezők kinematikailag lehetséges voltának szükséges és elégséges
feltételei, közöttük a többszörösen összefüggő tartományon érvényes makró kompatibilitási fel-
tételek (jelen esetben a nagybani kompatibilitási feltételek) mind következnek a teljes kiegészítő
energia maximuma elvből, ha a peremfeltételek ugyanolyan természetűek minden egyes zárt
kontúron, azaz vagy az elmozdulások, vagy pedig a feszültségek vannak előírva.

Ha az egyes kontúrok páros számú ívre vannak felosztva, és az ívek mentén vagy az elmozdulás
vagy pedig a feszültség az előírt, akkor tisztázatlan a kiegészítő egyértékűségi feltételek kérdése,
bár valószínűsíthető, hogy ezek a feltételek is következnek a kiegészítő energia maximuma elvből.

14A szóhasználat Prager szóhasználata, valójában a teljes kiegészítő energia minimum elvről van szó.
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A klasszikus síkfeladatok esetére ezt a kérdést, egymástól függetlenül, Hu–Haichang [19] és
Szeidl–van Gemert [78] vizsgálta (az elsőbbség Hu–Haichangé), akik megmutatták, hogy
valamennyi kiegészítő feltétel következik a teljes kiegészítő energia maximuma elvből.

További probléma, hogy nem ismeretesek az alakváltozási peremfeltételek, ha a kontúr egy–egy
ívén érintőirányú elmozdulás, normálirányú feszültség, vagy érintőirányú feszültség, normálirá-
nyú elmozdulás, illetve forgás vagy nyomatéki feszültség az előírt az összes lehetséges eset alapul
vételével.

4. Célkitűzés: A kompatibilitás kiegészítő feltételeinek levezetése a mikropoláris rugal-
masságtan első síkfeladatára, ha egy kontúr páros számú ívre osztott és az íveken felváltva,
vagy a feszültség, vagy az elmozdulás az előírt, valamint az ismeretlen alakváltozási pe-
remfeltételek levezetése.

10.1.6. Bár számos tanulmány jelent meg klasszikus esetben a síkrugalmasságtani feladatok
primál rendszerbeni megoldásáról peremintegrálegyenletekkel (peremelem módszerrel) – lásd pl.
[46], [6], [83] vagy [21] – a pályázó ismeretei szerint alig található olyan cikk a síkrugalmasságtan
szakirodalmában, amely a duál rendszer egyenleteit veszi alapul, azaz valós feszültségfüggvénye-
ket tekint alapváltozónak. Kivételt jelent Jaswon, Mati és Symm cikke [23]– érdemes ehelyütt
Jaswon és Symm könnyebben hozzáférhető könyvére is hivatkozni [24] – amelyben az isme-
retlen biharmonikus függvényt (valójában másodrendű feszültségfüggvényt) két ismeretlennek
tekintett harmonikus függvény segítségével, egyszerű réteg potenciáljaként adták meg a szerzők;
az ismeretlen kontúrmenti forrássűrűség meghatározására pedig alkalmas peremintegrálegyenle-
teket vezettek le.

Elsőrendű feszültségfüggvények alkalmazását síkbeli és térbeli feladatokra Fraeijs de Veu-

beke kezdeményezte [11], [12] egy új, a teljes kiegészítő energia minimumának elvén alapuló
végeselemes eljárás kapcsán, mivel a sima elsőrendű feszültségfüggvények biztosítják a szaka-
szonként folytonos felületi terhelés meglétét és ily módon lehetővé vált izoparametrikus elemeket
alkalmazni elsőrendű feszültségfüggvényekre.

Ha elsőrendű feszültségfüggvényeket alkalmazunk síkbeli feladatok megoldására, akkor a fe-
szültségek meghatározása a feszültségfüggvények első deriváltjainak számítását igényli, ellentét-
ben az Airy féle másodrendű feszültségfüggvénnyel [2], ennek ismeretében ui. második derivál-
tak adják a feszültségeket. Az elsőrendű feszültségfüggvény idézett tulajdonsága vonzóvá teszi
ezeket a függvényeket a peremelemes alkalmazások számára, annak ellenére, hogy a nyomatéki
egyensúly fenntartása egy további egyenletet igényel. Megjegyezzük, hogy az Airy féle feszült-
ségfüggvény alkalmazásának rendkívül bő irodalma van. A teljesség igénye nélkül emeljük ki
ehelyütt Muszkhelisvili és iskolája eredményeit [39]. Muszkhelisvili felismerte, hogy az
Airy féle feszültségfüggvényre vonatkozó megoldás két reguláris komplex függvény segítségé-
vel adható meg. Mivel ez a megoldás teljesíti a vonatkozó mezőegyenletet – a kompatibilitási
egyenletet Airy féle feszültségfüggvénnyel – egy adott peremértékfeladat megoldásához csak a
peremfeltételek kielégítését kell biztosítani.

Az elsőrendű feszültségfüggvények duál rendszerbeni síkbeli rugalmasságtani feladatokban tör-
ténő alkalmazása kapcsán számos kérdés merül fel. Tisztázni kell az elmozdulásmező egyérté-
kűségének szükséges és elégséges feltételeit, különös tekintettel a vegyes peremértékfeladatokra
és a többszörösen összefüggő tartomány esetére. Meg kell keresni az elsőrendű feszültségfügg-
vényekre vonatkozó alapmegoldást (az duál alapegyenletek megoldását, ha a Dirac függvény az
inhomogenitást okozó tag ezekben egyenletekben). Az alapmegoldás ismeretében mód nyílik a
Somigliana féle identitás [50] duál rendszerbeni analogonjának felállítására és ily módon az
úgynevezett direkt15 módszer integrálegyenletei is adódnak. Végezetül számítógépi programot is
érdemes kidolgozni a vonatkozó peremintegrálegyenlet numerikus megoldására.

A fentebb megfogalmazott kérdésekkel kapcsolatos az
5. Célkitűzés:

A síkbeli rugalmasságtani feladatok körében:

15Direkt módszerről beszélünk, ha a vonatkozó integrálegyenletekben a test peremén vett egyes fizikai mennyi-
ségek az ismeretlenek.
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(a) az elmozdulásmező egyértékűségéhez szükséges feltételek meghatározása a vegyes pe-
remértékfeladatok egy osztálya és többszörösen összefüggő tartomány esetén az el-
sőrendű feszültségfüggvényeket és a merevtestszerű forgást tekintve alapváltozóknak
(olyan ismeretleneknek, melyekkel az összes többi ismeretlen kifejezhető)

(b) az elsőrendű feszültségfüggvényekkel kapcsolatos első és másodrendű alapmegoldások
előállítása,

(c) a Somigliana identitás duál rendszerbeni analogonjának levezetése és ezzel a direkt
módszer integrálegyenletének felállítása mind belső, mind pedig külső tartományra,
továbbá

(d) számítási algoritmus kidolgozása, a megoldandó lineáris egyenletrendszer tulajdonsá-
gainak vizsgálata, majd számító program kifejlesztése és számítások végzése másod-
rendű izoparametrikus peremelemek felhasználásával.

10.1.7. Bár igen nagy azon cikkek száma, melyek a peremelem módszer síkrugalmasságtani
alkalmazásaival foglalkoznak – a teljesség igénye nélkül emeljük ki ehelyütt a [84, 21, 49, 10, 9]
cikkeket, valamint a [3, 20] könyveket (az utóbbiakban további hivatkozások is találhatók) – a
feladat külső tartományokra történő megfogalmazásának mindenütt az a hátránya, hogy nem
írhatók elő feszültségek a végtelen távoli pontban.

Ami az okokat illeti ismét hivatkozunk a [10] tanulmányra, amelyben feltevést fogalmaznak
meg az elmozdulásmező végtelenbeli viselkedésére vonatkozóan. A megfogalmazott feltevés mel-
lett lehetővé válik a Betti formula felállítása valamint a Dirichlet és Neumann típusú pe-
remértékfeladatok unicitásának és egzisztenciájának igazolása. A feltevés ugyanakkor kizárja
az elméletből azokat a feladatokat amelyre nézve az elmozdulásmezőhöz konstans végtelenbeli
alakváltozásmező, következésképp konstans végtelenbeli feszültségállapot tartozik.

Szeretnénk hangsúlyozni, hogy ezek a feladatok is megoldhatók a szuperpozíció elv ügyes
alkalmazásával.

Ennek ellenére, felmerül az a kérdés az értekezés 8. Fejezetében foglalt eredmények fényében –
eszerint a végtelenbeli feszültségi állapot duál rendszerben a formalizmus része –, hogy a végte-
lenbeli konstans feszültségállapot leírásához szükséges tagok primál rendszerben is beépíthetők-e
a formalizmusba. Ezzel a kérdéssel függ össze a

6. Célkitűzés: amely annak megmutatása, hogy az elmozdulásmező végtelenbeli visel-
kedésére kirótt alkalmas feltevés mellett primál rendszerben is beépíthető a végtelenbeli
feszültségi állapot a külső tartományra vonatkozó formalizmusba.

10.2. Az elvégzett vizsgálatok és a kutatás módszere. A fentiekben megfogalmazott
célkitűzések, mint kutatási feladatok megoldása során egyrészt elméleti ismeretek másrészt nu-
merikus eljárások alkalmazására van szükség. Az elméleti vizsgálatok elsősorban a kontinu-
ummechanika és a rugalmasságtan ismeretét tételezték fel, de fel kellett emellett használni a
matematikai analízis, az indexes tenzorkalkulus és a variációszámítás módszereit és eszközeit is.

A síkrugalmasságtan duál rendszerében kifejlesztett peremelem módszer a numerikus megol-
dásokban alkalmazható. Az eljárás megbízhatóságát néhány számpélda illusztrálja. A numerikus
szimuláció, tekintettel az erősen szinguláris integrálok pontos kiszámításának nehézségeire, az al-
goritmus alapos átgondolását igényelte. A kifejlesztett programot Fortran 90 nyelven írtam, az
operációs rendszer WinXX típusú (Win98 és Windows NT) volt.

10.3. Eredmények.

1. Tézis: Megmutattam, hogy [klasszikus] (mikropoláris) esetben levezethető az egyensúlyi
egyenletek általános és teljes megoldása – azaz a több zárt felülettel határolt testre érvényes
[Schaefer féle megoldás és a Gurtin féle megoldás is] (Schaefer féle megoldás) – a virtuális
munka elv általános primál alakjából, ha ismeretesek az alakváltozásmezők kompatibilitásával
kapcsolatos feltételek közöttük a V térfogati tartományra vonatkozó [három] (hat-hat) független
kompatibilitási egyenlet és az alakváltozási peremfeltételek.
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A tézishez kapcsolódó részeredmények:
(a) A mellékfeltételek [három](hat-hat) független mezőegyenletet tartalmaznak következőleg

tetszőleges feszültségi állapot megadható [három](hat-hat) feszültségfüggvény segítségé-
vel. Ezzel megoldást nyert [a Southwell paradoxon duális párja](a Southwell para-
doxon duális párja mikropoláris esetre). A gondolatmenet egyik eredménye [Finzi intuitív
módon elért eredményének, miszerint a Hkl feszültségfüggvény tenzor szabály szerint ki-
választott három eleme – ezek indexeit AB jelöli – zérusnak választható](Kozák–Szeidl

intuitív módon elért eredményének, miszerint a Hkl és F b
y . feszültségfüggvény tenzorok

szabály szerint kiválasztott három-három eleme – ezek indexeit AB és L
K jelöli – zérusnak

választható), független igazolása. Ugyancsak a gondolatmenet eredménye [Kozák egyik
eredményének, miszerint a nem zérus elemek indexei pedig ugyanazok kell, hogy legyenek
mint a független kompatibilitási egyenletek RS indexei] (Kozák–Szeidl egyik eredmé-
nyének, miszerint a nem zérus elemek indexei pedig ugyanazok kell, hogy legyenek mint a
független kompatibilitási egyenletek XY és T

S indexei), független igazolása.
(b) Az S felületen vett integrálok hosszadalmas és nehéz átalakításainak megadása formálisan

is igazolta azt a természetes követelményt, hogy a feszültségeket ugyanúgy kell számítani
mind a V –n, mind pedig az S–n.

(c) A gondolatmenetet módszertani jelentőségű mivel mind klasszikus, mind pedig mikropo-
láris esetben eredményesen alkalmazhatónak bizonyult.

2. Tézis: [Klasszikus esetben módosítottam és kiegészítettem] (Mikropoláris esetben meg-
konstruáltam) az egyensúlyi egyenletek általános és teljes megoldását adó szabad variációs elv
funkcionálját, és ennek speciális eseteként megadtam a módosított teljes potenciális energia funk-
cionált is. A gondolatmenet eredményeként megtaláltam a statikai kinematikai analógia hiányzó,
a vizsgálat tárgyát képző test határfelületére vonatkozó egyenleteit is.

A tézishez kapcsolódó részeredmények:
(a) A szabad variációs feladat funkcionáljai nem tartalmaznak semmiféle ellentmondást (para-

doxont) a kompatibilitási egyenletek és a feszültségfüggvények száma tekintetében, mind-
kettő [három] (hat), nem pedig [hat, mint Abovszkij, Andrejev és Deruga [1] ] (kilenc,
mint Nowaczky [41]) könyvében.

(b) A szabad variációs feladat funkcionáljai megengedik a vegyes peremfeltételek figyelembevé-
telét, hiszen a peremfelület – a teljes S felület – az Su és St jelű részekre bontott, és ezeken
különböző típusú peremfeltételek írhatók elő. Ezt az teszi lehetővé, hogy a fumkcionálok
értelmezési tartománya az St–n értelmezett feszültségfüggvényeket is tartalmaz.

(c) Kiadódnak az elmozdulásmező folytonosságához szükséges illesztési feltételek az Su és St
felületrészek közös g határgörbéjén.

(d) A módosított teljes potenciális energia funkcionálok stacionaritási feltételéből is kiadód-
nak, mint Euler egyenletek az egyensúlyi egyenletek általános és teljes Schaefer által
talált megoldásai [48, 47]. A megoldás [csak három] (csak hat) feszültségfüggvényt tartal-
maz ha a mellékfeltételeket alkalmasan választjuk meg.

(c) A statikai-kinematikai analógia hiányzó, és a test határfelületére vonatkozó egyenletei
megőrzik a mezőegyenletek kapcsán megfigyelt dualitást:
[ Klasszikus esetben az St–n érvényes peremfeltételek az Su–ra vonatkozó két alakváltozási
peremfeltétel, valamint egy kiegészítő feltétel duális párjai mivel [az előbbi] (az utóbbi)
feltételek azonnal megkaphatók [az utóbbi] (az előbbi) feltételekből, ha rendre [e–t és u–t
írunk H és w helyett] (H –t és w–t írunk e és u helyett). Mivel az említett kiegészítő
feltétel nem független az alakváltozási peremfeltételektől duális párja az St szintén nem
független az első két peremfeltételtől. ]
( Mikropoláris esetben az St–n érvényes két peremfeltétel az Su–ra vonatkozó két alakválto-
zási peremfeltétel duális párja mivel [az előbbi] (az utóbbi) feltételek azonnal megkaphatók
[az utóbbi] (az előbbi) feltételekből, ha rendre [γ, κ-t és u, ϕ-t írunk a H,F különbségek
és w, r helyett] (H,F különbségeket és w, r–t írunk γ, κ és u, ϕ helyett). )

3. Tézis: [Klasszikus] (Mikropoláris) esetben megmutattam, hogy a teljes kiegészítő energia
maximum elv többszörösen összefüggő térbeli tartomány és a vegyes peremértékfeladatok egy



101

tág osztálya esetén biztosítja az ún. kiegészítő egyértékűségi feltételek fennállását. Bár a vizsgá-
latokat csak egy háromszorosan összefüggő térbeli tartományra végeztem el, ezt a tartományt az
értekezés 5.1. ábrája szemlélteti, a gondolatmenet lépéseiben ez a körülmény nem játszott olyan
mértékű szerepet, hogy ne lehetne azt megismételni négy, vagy többszörösen összefüggő térbeli
tartomány és azonos jellegű vegyes peremértékfeladatok esetén.

A kiegészítő egyértékűségi feltételeket geometriai megfontolásokból is leszármaztattam. Mi-
vel ezekben a megfontolásokban nem jelenik meg az anyagegyenlet, a kiegészítő egyértékűségi
feltételek fizikailag nemlineáris, de geometriailag lineáris feladatokra is érvényesek.

4. Tézis. Megmutattam a mikropoláris rugalmasságtan első síkfeladata esetén is, hogy a
kompatibilitás úgynevezett kiegészítő feltételei a kiegészítő energia maximum elvből következő
Euler egyenletek között szerepelnek, ha többszörösen összefüggő a tartomány. Ezeket a feltéte-
leket kell felhasználni a feszültségi peremfeltételek integrálása során kapott integrációs állandók
számítására.

Az egyszeresen összefüggő tartományon tekintett öt vegyes típusú peremértékfeladatra is meg-
határoztuk az alakváltozási peremfeltételeket, valamint a kompatibilitás kiegészítő feltételeit.16

5. Tézis: A klasszikus rugalmasságtan síkfeladatai esetén duál rendszerben meghatároztam az
elmozdulásmező egyértékűségének feltételeit többszörösen összefüggő tartomány estén a vegyes
peremértékfeladatok azon osztályára, amikor az egyes peremgörbék (kontúrgörbék) páros számú
ívre vannak felosztva és az íveken váltakozva feszültség, illetve elmozdulás az előírt. Meghatá-
roztam továbbá az elsőrendű feszültségfüggvényekkel és a merevtestszerű forgással kapcsolatos
alapmegoldást és ennek birtokában a feszültségi tenzorra, valamint az alakváltozási tenzorra
vonatkozó alapmegoldásokat, továbbá az úgynevezett másodrendű alapmegoldást.

Az alapmegoldások ismerete tette lehetővé az alábbi feladatok megoldását:

(a) Az [Ai belső] (Ae külső) tartománnyal kapcsolatos duál Somigliana képletek, valamint
a tartományok belső pontjaiban a feszültségeket megadó formulák levezetése. Ezek közül
a második duál Somigliana képletek, a direkt módszer integrálegyenletei.

(b) Algoritmus és számító program kidolgozását a belső és a külső tartományra vonatkozó
peremértékfeladatok megoldására kvadratikus peremelemek felhasználásával, továbbá an-
nak igazolását, hogy a megoldandó lineáris egyenletrendszerben szereplő rendszermátrix
formuláival elkerülhető az erősen szinguláris integrálok valamilyen integrálformula alapján
történő számítása.

6. Tézis: Levezettem a klasszikus rugalmasságtan síkfeladataira primál rendszerben a külső
tartományra vonatkozó és a végtelen távoli pont feszültségállapotát tükröző, plusz taggal módosí-
tott Somigliana formulákat és meghatároztam hogyan módosítja a tartomány belső pontjaiban
a feszültségeket adó képletet a végtelen távoli pont feszültségállapota. A kapott összefüggések
révén a végtelenbeli konstans feszültségállapot is részévé válik a külső tartományra vonatkozó
formalizmusnak.

10.4. Az eredmények hasznosításának lehetőségei. A 10.3. Eredmények című szakasz-
ban ismertetett eredmények
egy része

– a kontinuummechanika és rugalmasságtan terén elért új elvi eredmény (ehelyütt az egyen-
súlyi egyenletek általános és teljes megoldásának származtatásával kapcsolatos eredmé-
nyekre – 1. Tézis –, a duál rendszerben megkonstruált variációs elvekre és a statikai-
kinematikai analógiának a test határfelületére történő kiterjesztésére – 2. Tézis –, illetve
a kiegészítő egyértékűségi feltételek variációs elvből illetve geometriai megfontolásokból
történő levezetésére, valamint egyes hiányzó alakváltozási peremfeltételek előállítására –
3. és 4. Tézisek – gondol a szerző),

másik része pedig

16Az ebben a mondatban foglalt eredmény közös felerészben Némethné Iván Ildikóval.
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– a peremelem módszerhez kötődő eredmény (ehelyütt a peremelem módszer duál rendszer-
beni síkfeladatokra történő előállítására – 5. Tézis – és a primál rendszerben már meglévő
egyenletek külső tartomány esetére vonatkozó módosítására – 6. Tézis – utal a szerző).

Az eredmények hasznosítása, figyelembe véve, hogy azok jelentős része elvi jellegű, elsősorban
a kontinuummechanika és a peremelem módszer területén végzett kutató munkában, valamint
az oktatásban illetve a továbbképzésben várható.

Hasznosítási lehetőség kínálkozik többek között

– az egyensúlyi egyenletek általános és teljes megoldása leszármaztatását illetően speciá-
lis feladatok (pl. héjakkal kapcsolatos feladatok) esetén, hiszen az értekezés vonatkozó
eredményei módszertani jellegűek is,

– végeselemes programok kifejlesztésében, ha az algoritmus a teljes kiegészítő energia staci-
onaritási voltán alapul, hiszen választ kaptunk arra a kérdésre, hogy nem kell előre figye-
lembe venni az egyértékűség többszörösen összefüggő tartományra vonatkozó pótlólagos
feltételeit,

és végül

– a kereskedelmi célú peremelemes programok fejlesztésében, illetve az ún. peremkontúr
módszer duál rendszerbeni kidolgozásában. Az utóbbi feladat megoldását illetően utalunk
a következő szakaszban idézett legelső publikációra.

10.5. Az értekezés témakörében készült legfontosabb publikációk felsorolása.
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A. Függelék

A.1. Általános egyenletek.
A.1.1. Jól ismert, hogy

(A.1.1) εlprε
rst = δlpmr = δsl δ

t
p − δtlδ

s
p .

A felbontási tétel szerint bármilyen dkm tenzor megadható a

(A.1.2) dlp = d(lp) + d[lp]

alakban, ahol d(lp) és d[lp] a tenzor szimmetrikus és ferdeszimmetrikus részei:

(A.1.3) d(lp) = (dlp + dpl)/2 és d[lp] = (dlp − dpl)/2 .

Nyilvánvaló, hogy fennáll a

(A.1.4) d[lp] = εlprε
rstdst/2

egyenlet.
A.1.2. A dk.lm tenzor s index szerint vett dk.lm;s kovariáns deriváltját a

(A.1.5) dk.lm;s = dk.lm,s + Γ k
psd

p
.lm − Γ p

lsd
k
.pm − Γ p

msd
k
.lp

képlet értelmezi, ahol

(A.1.6) Γ k
ps = gk,m · gs

a másodrendű Christoffel szimbólum. Az (A.1.1-A.1.6) egyenletek bármilyen görbevonalú KR-ben
fennállnak.

A.1.3. Az S felületen

(A.1.7) bαβ(ξ) = Γ 3
αβ = aα,β · a3 és bμβ(ξ) = −Γ μ

3β = a3,β · aμ ξ ∈ S

a nem azonosan zérus Christoffel szimbólumok, míg

(A.1.8) Γ μ
33 = Γ 3

3β = Γ 3
33 = 0 . ξ ∈ S

Itt bαβ és bμβ a görbületi tenzor kovariáns és vegyes indexű alakjai.
A.1.4. A dk.lm tenzor S felületen vett kovariáns deriváltját a

(A.1.9) dk.lm;σ(ξ) = dk.lm|σ(ξ) = dk.lm,σ + Γ k
pσd

p
.lm − Γ p

lσd
k
.pm − Γ p

mσd
k
.lp ξ ∈ S

egyenlet értelmezi. A dk.lm tenzor dκλμ; d
3
λμ; . . . ; d

3
.33 részeit, ezek mindegyikét az S felületen tekintjük,

harmad-, másod-, első és zérusrendű altenzoroknak nevezzük. A dκ.λμ altenzor felületi kovariáns deriváltját
a

(A.1.10) dκ.λμ‖σ(ξ) = dκ.λμ,σ + Γ κ
πσd

π
.λμ − Γ π

λσd
κ
.πμ − Γ π

μσd
κ
.λπ ξ ∈ S

képlet értelmezi. Az (A.1.10) és (A.1.7) képletek (A.1.9) összefüggésbe történő helyettesítésével kapjuk,
hogy

(A.1.11) dκ.λμ;σ(ξ) = dκ.λμ|σ(ξ) = dκ.λμ‖σ − bκσd
3
.λμ + bλσd

κ
.3μ + bμσd

κ
.λ3 . ξ ∈ S

A fenti egyenletet olyan szabálynak vesszük a továbbiakban, amely összefüggést teremt a felületen vett és
felületi kovariáns deriváltak között. Vegyük észre, hogy a ξ3 változása nincs hatással a dκ.λμ‖σ deriváltra.

A.1.5. Legyen sα.β egy elegendően sima tenzormező az S felületen. Az (A.1.10) összefüggés felhaszná-
lásával igazolható, hogy

(A.1.12) sα.β‖ϑλ − sα.β‖λϑ = −sπ.βR
α
.πϑλ − sα.πR

π
.βϑλ , ξ ∈ S

amelyben

(A.1.13) Rπ.βϑλ =
∂Γπβλ
∂xϑ

− ∂Γπβϑ
∂xλ

+ ΓπϑνΓ
ν
βλ − ΓλνπΓ

ν
βϑ ξ ∈ S

a felület Riemann-Christoffel tenzora. Ugyancsak igazolható [8], hogy

(A.1.14) Rπ.βϑλ = bπϑbβλ − bπλbβϑ �= 0 . ξ ∈ S

Tekintsük szabálynak az (A.1.12) összefüggést és alkalmazzuk azt az ul elmozdulásmező kovariáns deri-
váltjai esetén. Ekkor írható, hogy

(A.1.15) uκ‖μλ − uκ‖λμ = u
ν
(bνμbκλ − bνλbκμ) ξ ∈ S
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és

(uλ‖κ)‖πμ − (uλ‖κ)‖μπ = bνκbμπ(uν‖λ − uλ‖ν) , ξ ∈ S(A.1.16a)
(e3λ − u3|λ)‖κμ − (e3λ − u3|λ)‖μκ = (e3ν − u3|ν)(bνκbλμ − bνμbλκ) , ξ ∈ S(A.1.16b)

ahol figyelembe vettük az (A.1.14) képletet is. Az (A.1.15) és (A.1.16a,b) összefüggések szerint nem
cserélhető fel a felületi kovariáns deriválások sorrendje. Nem nehéz igazolni, hogy
(A.1.17)
bαβ‖λ − bαλ‖β = 0 , vagy más alakban ε3βλ bαβ‖λ = 0 , illetve hogy ε3βλ bαβ‖λ . ξ ∈ S

A fenti egyenletek Mainardi-Codazzi képletek néven ismertek [8].
A.1.6. Zérus értékűek a metrikus tenzorok, valamint permutációs tenzorok kovariáns deriváltjai. Ez

azt jelenti, hogy

(A.1.18) gkl;s = 0; gmn. . ;s = 0; δkl;m = 0; εklm;s = 0; εprm. . . ;s = 0 x ∈ V

és hogy

aκλ|σ = aκλ‖σ = 0; aμν. .|σ = aμν. .‖σ = 0; δλκ|μ = δλκ‖μ = 0 . ξ ∈ S(A.1.19a)

εκλ3|σ = εκλ3‖σ = 0; επρ3. . .|σ = επρ3. . .‖σ = 0 . ξ ∈ S(A.1.19b)

A.1.7. Tekintsük a dk.lm;k(x) c
lm(x) x ∈ V szorzatot. Nem nehéz igazolni a Green-Gauss tétel (cf.

Kellog [25]) felhasználásával, hogy fennáll az

(A.1.20)
∫
V

dk.lm;k c
lm dV =

∫
S

n3d
3
.lm clm dA−

∫
V

dk.lm clm. .;k dV .

egyenlet. Az utóbbi képlet a parciális integrálás szabály térfogati integrálok esetén.

n
3

ν

g
o

s

S
o

τ

α

α

A.1. ábra.

A.1.8. Legyen az So egy tetszőleges, az irányított go görbe által határolt felület. Ami az irányítást
illeti úgy választjuk meg a pozitív haladási irányt a go görbe mentén, hogy a τα, n3 és να vektorok — να
a go görbe érintősíkban fekvő normálisa – jobbsodratú vektorhármast alkossanak (ha a pozitív irányban
haladunk, akkor baloldalon fekszik a felület). Megmutatható a Stokes tétel felhasználásával, hogy

(A.1.21)
∫
So

n3 ε
3ηα b l

α .|η cl dA =

∮
go

b l
α cl τ

α ds−
∫
So

n3 ε
3ηα b l

α. cl|η dA .

A.1.9. Megmutatható a felületi és vonalintegrálok közötti kapcsolatot adó Green tétel felhasználásá-
val (cf. Mason [34]), hogy fennáll a

(A.1.22)
∫
So

b ηl .‖η cl dA =

∮
go

νη b
η
l . cl ds−

∫
So

b ηl . cl‖η dA

egyenlet. Ha zárt az So felület, akkor eltűnnek az (A.1.21) és (A.1.22) képletekben álló vonalintegrálok.
A.1.10. Legyen a bl a go görbén vett vektormező. A

(A.1.23)
∮
go

τηbl.|η cl ds =
∮
go

τηbl cl|η ds , valamint a
∮
go

τηbλ.||η cλ ds =
∮
go

τηbλ cλ||η ds

képletek a go görbén vett integrálok átalakításánál hasznosak.
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A.2. Átalakítások az 1. Fejezethez.
A.2.1. Kinematikai összefüggések. A ϕr merevtestszerű forgást az

(A.2.1) ϕr =
1

2
εrst ut;s x ∈ V

egyenlet értelmezi. A −εlpr tenzorral történő átszorzással és az (A.1.1) képlet helyettesítésével a fenti
egyenletből a

(A.2.2) −εlprϕ
r =

1

2
(ul;p − up;l) = u[l;p] = Ωlp . x ∈ V

összefüggés következik, ahol Ωkl a forgató tenzor. Az (A.2.2) összefüggést és a (1.1) kinematikai egyenlet
is felhasználva írjunk ul;p-t dlp helyére az (A.1.2)-ban:

(A.2.3) ul;p = elp − εplrϕ
r = elp +Ωlp . x ∈ V

Mivel εrstuq;ts = 0 az (1.1) összefüggésre is tekintettel az (A.2.1)-ből következik, hogy

(A.2.4) ϕr.;q =
1

2
εrst(ut;qs + uq;ts) = εstr etq;s . x ∈ V

Ha most átszorzunk εplr-el és kihasználjuk (A.1.1)-et az (A.2.4)-ből kapjuk, hogy:

(A.2.5) εplrϕ
r
.;p = elq;p − epq;l = Ωlp;q . x ∈ V

A.2.2. Az IBV 1 integrál – lásd az (1.22)1 számú képletet – átalakítása. Ez a következő lépésekkel
hajtható végre:

(a) A ΔBl-t adó (1.6) összefüggés jobboldalának helyettesítése és parciális integrálások végrehajtása
a vonatkozó és szabálynak vett (A.1.20) képlet felhasználásával;

(b) Az (A.2.3) felbontási tétel helyettesítése az ul:p gradiens tekintetében és parciális integrálás vég-
rehajtása az ϕr-t tartalmazó tag esetén.

(c) Az (A.2.4) összefüggés helyettesítése ϕr.;p-ra nézve, majd parciális integrálások végrehajtása azon
tagok tekintetében melyek tartalmazzák az elq;p és epq;l gradienseket.

Az (a), (b) és (c) lépések végrehajtása és néma indexpárok alkalmas átnevezése után az

(A.2.6) IBV 1 = −
∫
V

(gpqBl
.;q + glqBp

.;q − gplBk
.;k) elp dV +

∫
S

n3a
3qBl

.;q ul dA+ IBA1

eredményt kapjuk, ahol

(A.2.7) IBA1 = −
∫
S

n3 a
3pBlεplsϕ

s dA+

∫
S

(n3 a
3qBlelq − n3 a

pqB3epq) dA .

Az IBV 1 integrál végleges alakjának előállítása az IBA1 felületi integrál átalakítását igényli. Az átalakítás
során fel kell használni a

(a) n3 a
3pBl εpls ϕ

s = nq a
qpBl εpls ε

skv 1

2
uv;k ,

(b) n3 a
3qBlelq − n3 a

pqB3epq = nk a
pqBl εpls ε

skv 1

2
(uv;q + uq;v)

és

(c) nkuv;q − nquv;k = εkqr ε
rab na uv;b

összefüggéseket. Ezek helyessége könnyen belátható, ha figyelembe vesszük az (A.1.1), valamint az
(A.1.19a) és (A.1.19b) képleteket.

Az (a) és (b) (A.2.7)–be történő helyettesítése, alkalmas átrendezéssel társulva, lehetővé teszi a (c)
kihasználását:

IBA1 =
1

2

∫
S

apqBlεplsε
skv(nkuv;q − nquv;k) dA+

1

2

∫
S

nk a
pqBlεplsε

skvuq;v dA .

Figyeljük meg az eredményül kapott integranduszok mindegyike tartalmazza az elmozdulásmező gradi-
ensét. Az átalakítás befejezése a parciális integrálás (A.1.21) szabályának alkalmazását igényli. Az a
cél, hogy az elmozdulásmezőben lineáris tagokat kapjunk. Az integrálás során tekintettel kell lenni az
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(A.1.18), valamint az (A.1.19a) és (A.1.19b) képletekre és nem szabad elfeledkezni arról sem, hogy most
zárt az S felület. Az utóbbi lépéseket végrehajtva

(A.2.8) IBA1 = −1

2

∫
S

n3 δ
3
aa
pq εplsε

suv εkqrε
rabBl

;b uk dA− 1

2

∫
S

n3 δ
3
a a

pqεplsε
skvBl

;vuq dA

=

∫
S

n3 (a
lqB3

;q − a3lBk
;k)ul dA

az eredmény, ha kihasználjuk az (A.1.1) azonosságot.
A.2.3. Az IBV 2 integrál – lásd az (1.22)2 számú képletet – átalakítása. Ez az átalakítás nagyon hasonló

az IBV 1 integrál átalakításához és így csak több lépésben hajtható végre. A lépések pedig:
(a) Az (1.8) összefüggés jobboldalának helyettesítése a ΔΔΨ-re nézve és az első parciális integrálás

végrehajtása;
(b) Az (A.2.3) felbontás helyettesítése és a ϕr-t tartalmazó tagok parciális integrálása;
(c) Az ϕr.;n-t adó (A.2.4) képlet helyettesítése majd az eln;q-t és eqn;l-t tartalmazó tagok integrálása.
A néma indexpárok alkalmas átnevezése és az ezt követő átrendezés az

(A.2.9) IBV 2 = −
∫
V

(gpqΔΨl;q + glqΔΨp;q − gpqgmlΨk;kmq) elp dV +

∫
S

n3 a
3qamnΔΨl;q ul dA+ IBA2

eredményre vezet, ahol

(A.2.10) IBA2 = −
∫
S

n3a
pqa3mΨl.;mqεplsϕ

sdA+

∫
S

(n3a
3qamnΨl;mq eln − n3a

pqamnΨ3
;mq epn)dA .

Az IBV 2 integrál végleges alakjának előállítás az IBA2 felületi integrál átalakítását igényli. Nem nehéz
megmutatni, hogy

(d) n3 a
pqa3mΨl.;mq εpls ϕ

s = nn a
pqamnΨl.;mq εpls ε

suv 1

2
uv;u

és

(e) n3 a
3qamnΨl.;mqeln − n3 a

pqamnΨl.;mqepn = nu a
pqamnΨl.;mq εpls ε

suv 1

2
(uv;n + un;v) .

A (d) és (e) felhasználásával kapjuk, hogy

IBA2 =
1

2

∫
S

apqamnΨl.;mqεplsε
suv(nuuv;n − nnuv;n) dA+

1

2

∫
S

nua
pqamnΨl.;mqεplsε

suvun;v dA .

Írjuk az εrunε
rabnauv;b kifejezést a zárójelben álló tag helyére és ismételjük meg az (A.2.8)-ra vezető

gondolatmenetet. Ily módon az

(A.2.11) IBA2 = −1

2

∫
S

n3δ
3
aa
pqamnΨl.;mqbεplsε

suvεrunε
rabuv dA− 1

2

∫
S

n3δ
3
ua
pqamnΨl.;mqvεplsε

suvun dA

=

∫
S

n3(a
lqΔΨ3

.;q − a3qamlΨk.;kmq)ul dA

eredményre jutunk.
A.2.4. Az IS1U integrál átalakítása — lásd az (1.33) egyenletet. A variációs elvekkel kapcsolatos egyes

átalakítások kedvéért – a jelen és a következő két szakaszban azt tételezzük fel, hogy nyitott a felület –
a részleteket illetően az A.1. ábrára utalunk. Az átalakítások során felhasználjuk

— az

(A.2.12) n3ε
κη3ελϑ3u[λ|κ]H̃ηϑ;3 ≡ 0 , ξ ∈ S

(A.2.13) n3ε
κη3ελϑ3u[λ|κ]bηϑH̃33 ≡ 0 ξ ∈ S

és

(A.2.14) n3ε
κη3ελϑ3u[λ|κ]b

β
βH̃ηϑ ≡ 0 ξ ∈ S

azonosságokat, ahol az utóbbi kettő az

εκη3ελϑ3u[λ|κ]H̃ηϑ;3 = εκη3ελϑ3ελκ3ϕ
3H̃ηϑ;3 = −εϑη3ϕ3H̃ηϑ;3 ≡ 0 ξ ∈ S

egyenletből következik, ha bηϑ-t, illetve H̃ηϑ-t gondolunk H̃ηϑ;3 helyett,
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— az

n3ε
κη3ελϑ3(bββuλ|κ − bαλuα|κ)H̃ηϑ = n3ε

κη3ελϑ3(−δαβσλ )uα|κb
σ
βH̃ηϑ =(A.2.15)

= n3ε
κη3εαβ3εσλ3ε

ϑλ3uα|κbσβH̃ηϑ = n3ε
κη3ελϑ3uλ|κbνϑH̃ην ξ ∈ S(A.2.16)

átalakítást, amely az (A.1.1) felhasználásával és az λ, ϑ → α, β, illetve az ϑ, λ → ν, ϑ indexcse-
rékkel ellenőrizhető,

valamint
— a

(A.2.17) −
∫
So

n3ε
κη3ελϑ3uλ|κ‖ϑH̃η3 dA =

∫
So

n3ε
κη3ελϑ3uλ|κH̃η3‖ϑ dA+

+

∮
go

n3ε
κη3τλuλ|κH̃η3 ds

és a

(A.2.18) −
∫
So

n3ε
κη3ελϑ3(u3|κ)‖λH̃ηϑ dA =

∫
So

n3ε
κη3ελϑ3u3|κH̃ηϑ‖λ dA−

−
∮
go

n3ε
κη3τηu3|κH̃ηϑ ds

egyenleteket – ezek az (A.1.22) Green tétel segítségével ellenőrizhetők – valamint a

(A.2.19) τϑ = −ελϑ3νϑ ξ ∈ go

összefüggést nem feledkezve meg arról, hogy n3 = 1.
Adjuk az (1.33)-ban álló első integrál integranduszához a zérus értékű (A.2.12) kifejezést, a második

felületi integrál integranduszához pedig az ugyancsak zérus értékű (A.2.13) és (A.2.14) kifejezéseket. Ez
lehetővé teszi az (A.2.15), (A.2.17) és (A.2.18) képletek helyettesítését. Az ezt követő átrendezés az

(A.2.20) IS1U = −
∫
So

n3ε
κη3ελϑ3uλ|κH̃ηϑ;3 +

∫
So

n3ε
κη3ελϑ3uλ|κ(H̃η3‖ϑ − bηϑH̃33 + bνϑH̃ην)dA+

+

∫
So

n3ε
κη3ελϑ3u3|κ(H̃ηϑ‖λ − bηλH̃33 − bϑλH̃η3)dA

+

∮
go

n3ε
κη3τϑ(uϑ|κH̃η3 − u3|κH̃ηϑ) ds

eredményre vezet, ha kihasználjuk az

n3ε
κη3ελϑ3u3|λbϑκH̃η3 = n3ε

κη3ελϑ3u3|κbϑλH̃η3 ξ ∈ S

azonosságot. Az (A.1.11)-ből következő

H̃η3;ϑ = H̃η3‖ϑ − bηϑH̃33 + bνϑH̃ην , ξ ∈ S

H̃ηϑ;λ = H̃ηϑ‖λ − bηλH̃33 − bϑλH̃η3 ξ ∈ S

képletek második és harmadik felületi integrálba történő beírása és az ezt követő átrendezés lehetővé teszi
a Stokes tétel alkalmazását a három integrál összegére nézve:

−
∫
So

n3ε
κη3ελϑ3[(H̃ηϑ;3 + H̃η3;ϑ)uλ;κ + H̃ηλ;ϑu3|λ] dA = −

∫
So

n3ε
κη3εldpul;κH̃ηd;p dA =

= −
∫
So

n3ε
3ηκεldpH̃ηd;pκul dA−

∮
go

τηεldpH̃ηd;pul ds .

Visszahelyettesítve ezt az eredményt az (A.2.20) képletbe, azt kapjuk, hogy

(A.2.21) IS1U = −
∫
So

n3ε
3ηκεldpH̃ηd;pκul dA+

∮
go

n3ε
κη3τϑ(uϑ|κH̃η3 − u3|κH̃ηϑ) ds−

−
∮
go

τηεldpH̃ηd;pul ds .

Ha zárt a felület, azaz So ≡ S, akkor eltűnik a vonalintegrál és a fenti képlet az (1.35) alakra egyszerűsödik.
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A.2.5. Az IS1E integrál átalakítása— lásd az (1.34a) egyenletet. Ha felhasználjuk
— az

εκη3ελϑ3(−bββeλκ + bαλeακ)H̃ηϑ = εκη3εντ3(eσκb
σ
τ − bσσeτκ)H̃ην =

= εκη3εντ3δλϑστ eλκb
σ
ϑH̃ην = εκη3ελϑ3εστ3ε

ντ3eλκb
σ
τ H̃ην = εκη3ελϑ3eλκb

ν
ϑH̃ην ξ ∈ S

átalakítást – ez az λ → τ , β → σ, ϑ → ν indexcserékkel, valamint az (A.1.1) képlet segítségével
ellenőrizhető,

— az (A.1.11)-ből következő

eκλ‖ϑ = eκλ|ϑ + bκϑe3λ + bλϑeκ3 ξ ∈ S

egyenletet
és végezetül
— az

(A.2.22)
∫
So

n3ε
κη3ελϑ3e3κ‖λH̃ηϑdA = −

∫
So

n3ε
κη3ελϑ3e3κH̃ηϑ‖λdA+

∮
go

n3ε
κη3τϑe3κH̃ηϑ ds

és

(A.2.23)
∫
So

n3ε
κη3ελϑ3eλκ‖ϑH̃η3dA = −

∫
So

n3ε
κη3ελϑ3eλκH̃η3‖ϑdA+

∮
go

n3ε
κη3τλeλκH̃η3 ds

integrálátalakításokat – ezek a Green tétel, valamint az (A.2.19) képlet felhasználásával ellen-
őrizhetők,

akkor az (1.34a) egyenletből azt kapjuk, hogy

(A.2.24) IS1E =

∫
So

n3ε
κη3ελϑ3[eλκ(H̃ηϑ;3 − H̃η3‖ϑ + bηϑH̃33 + bϑνH̃ην) + e3λbκϑH̃η3+

+ e3κ(−H̃ηϑ‖λ + bηλH̃ϑ3) + eκλ;3H̃ηϑ + eκ3|λH̃ηϑ + eκλ|ϑH̃η3] dA

+

∮
go

n3ε
κη3(τϑe3κH̃ηϑ − τλeλκH̃η3) ds .

Következik az (A.1.11) deriválási szabályból, hogy

H̃ηϑ‖λ = H̃ηϑ|λ + bηλH̃3ϑ + bϑλH̃η3 , ξ ∈ S

H̃η3‖ϑ = H̃η3|ϑ + bηϑH̃33 + bνϑH̃ην . ξ ∈ S

A fenti két egyenlet (A.2.24)-be történő helyettesítése, majd az ezt követő és alkalmas indexátnevezésekkel
társuló átrendezés az

(A.2.25) IS1E =

∫
So

n3ε
κρ3ελϑ3[−H̃λκeρϑ;3 + H̃λκeρ3;ϑ + H̃3κeρϑ;λ

+H̃λκ;3eρϑ − H̃λκ|ϑeρ3 − H̃3κ|λeρϑ] dA

+

∮
go

n3ε
κη3(τϑe3κH̃ηϑ − τλeλκH̃η3) ds

eredményre vezet. Felhasználva a Stokes tételt írhatjuk, hogy

(A.2.26a)
∫
So

n3ε
κρ3ελϑ3H̃λκeρ3|ϑ dA =

∫
So

n3ε
κρ3ελϑ3H̃λκ|ϑeρ3 dA+

∮
go

τλεκρ3H̃λκeρ3 ds

és

(A.2.26b)
∫
So

n3ε
κρ3ελϑ3H̃3κeρϑ|λ dA =

∫
So

n3ε
κρ3ελϑ3H̃3κ|λeρϑ dA−

∮
go

τϑεκρ3H̃3κeρϑ ds .

Az (A.2.26a,b) képletek (A.2.25)-be történő helyettesítésével az IS1E integrál az

(A.2.27) IS1E =

∫
So

n3ε
κη3ελϑ3(−H̃λκeρϑ;3 + H̃λκ;3eρϑ) dA .

alakra egyszerűsödik. Figyeljük meg, hogy törlik egymást a vonalintegrálok.
Ha zárt a felület, azaz So ≡ S akkor a (1.37) egyenletet kapjuk.
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A.2.6. Az IV1E integrál átalakítása — lásd az (1.34b) egyenletet. A Gauss tétel kétszeri alkalmazásával
és alkalmas indexátnevezésekkel az

(A.2.28) IV1E = IV2E + IS2E

képlet adódik az (1.34b) egyenletből, ahol

(A.2.29a) IV2E =

∫
V

εpykεldrHyd;krers dV

és

(A.2.29b) IS2E =

∫
S

n3ε
κρ3εlsp(eρs;pHlκ − eρsHlκ;p) dA .

Ami a felületi integrált illeti érdemes szétválasztani azokat a tagokat, amelyeknek εlsp az együtthatója.
Elemi átalakításokkal kapjuk, hogy

(A.2.29c) IS2E =

∫
S

n3ε
κρ3ελϑ3[Hλκeρϑ;3 −Hλκeρ3;ϑ −H3κeρϑ;λ −Hλκ;3eρϑ +Hλκ|ϑeρ3 +H3κ|λeρϑ] dA .

Az utóbbi integrál (A.2.25)-el való egybevetése lehetővé teszi az (A.2.25)-ből (A.2.27)-re vezető gondo-
latmenet megismétlését. Az átalakítások után az

(A.2.30) IS2E =

∫
So

n3ε
κρ3ελϑ3(Hλκeρϑ;3 −Hλκ;3eρϑ) dA+

∮
go

n3ε
κρ3(τϑH3κeρϑ − τλHκλeρ3) ds .

eredmény következik. Figyeljük meg, hogy a felület most is nyitottnak vett.
Ha zárt a felület, akkor So ≡ S, és eltűnik a vonalintegrál. Maga az (A.2.30) egyenlet pedig az

(A.2.31) IS2E =

∫
S

n3ε
κρ3ελϑ3(Hλκeρϑ;3 −Hλκ;3eρϑ) dA

alakra egyszerűsödik.
Az (A.2.29a) és (A.2.31) (A.2.28)-ba történő helyettesítése (1.38)-at adja.

A.3. Átalakítások a 2. Fejezethez.
A.3.1. A δH̃ΠG2 integrál átalakítása – lásd a (2.14d) és (2.19)2 egyenleteket. Hagyjuk el azokat a tago-
kat melyben megjelenik a δH̃η3 variáció és helyettesítsük, felhasználva a (2.20) és (2.24) képleteket, a
τηεldpδH̃ηd;p és τϑδH̃ηϑ szorzatokat a (2.19)2 stacionaritási feltételbe. Kapjuk, hogy

δH̃ΠG2 =

∮
g

n3ε
κη3τϑ(u3|κ − û3|κ) δH̃ηϑ ds+

∮
g

n3τ
ηεldp δH̃ηd;p(ul − ûl) ds =

=

∮
g

εκη3(
d δw̃η
ds

+ τϑεηϑ3δr̃
3)(u3|κ − û3|κ) ds−

∮
g

(ul − ûl)
d δr̃l

ds
ds = 0 ,

hiszen n3 = 1.
Az εκη3εηϑ3 = −δκϑ összefüggés felhasználása és parciális integrálások végrehajtása az (A.1.23)1 alapján

a (2.25) egyenletre vezet.
A.3.2. A (2.28b) integrál átalakítása. A parciális integrálás (A.1.21) alatti formulája és a

εκη3εldpuκ;lp ≡ 0 ξ ∈ St

azonosság felhasználása alapján írhatjuk, hogy

(A.3.1) ΠSt

1 (ul) = ISt

1 + IG1 = −
∫
St

n3ε
κη3εldp(−H̃ηd;pul;κ + H̃ηduκ;lp)dA−

∮
g

τηεldpH̃ηd;pûlds ,

ahol az ISt
1 és az IG1 a felületi és vonalintegrált jelöli. Az (A.1.3) felbontási tétel és az (1.1) kinematikai

egyenlet szerint

(A.3.2) ul;κ = elκ + u[l;κ] és uκ;l = eκl + u[κ;l] . ξ ∈ St

Az (A.3.2) képlet ISt
1 felületi integrálba történő helyettesítése és az eredmény (2.28a,b,c)-vel történő

egybevetése az

(A.3.3) ISt
1 = ΠSt1

1 + ISt
2
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összegre vezet, ahol

ISt
2 = −

∫
St

n3ε
κη3εldp(−H̃ηd;pu[l;κ] + H̃ηdu[κ;p]) dA =

= −
∫
St

n3ε
κη3ελϑ3(−H̃ηϑ;3u[λ;κ] + H̃η3;ϑu[κ;p] + H̃ηϑ;λu[3;κ]+

+ H̃ηϑu[κ;λ];3 − H̃η3u[κ;λ];ϑ + H̃ηϑu[κ;3];λ) dA .

Mivel

(A.3.4) εκη3ελϑ3H̃ηϑu[κ;λ];3 ≡ 0 ξ ∈ St

és

(A.3.5) εκη3ελϑ3H̃ηϑ;3u[λ;κ] ≡ 0 ξ ∈ St

parciális integrálások végrehajtásával kapjuk, hogy

ISt
2 = ISt

3 + IG1 = −
∫
St

n3ε
κη3ελϑ3[−H̃η3(u[λ;κ] + u[κ;λ]);ϑ − H̃ηϑ(u[3;κ] + u[κ;3]);λ] dA

−
∮
g

τϑεκη3(H̃ηϑu[3;κ] − H̃η3u[ϑ;κ]) ds .

Itt zérus értékű a felületi integrál. Tekintettel az (1.1) kinematikai egyenletre és a (2.26) folytonossági
feltételre feltételezzük, hogy

(A.3.6) u[3;κ] = eκ3 − û3;κ és u[ϑ;κ] = eϑκ − ûϑ;κ . ξ ∈ g

Az (A.3.6) helyettesítse és a kapott eredmény (2.28a,b,c), (A.3.1) és (A.3.2) képletekkel való egybevetése
szerint

ΠSt
1 = ΠSt1

1 +ΠG1 + CG1 .

Ez igazolja a (2.30) funkcionállal kapcsolatos átalakítások helyességét.

A.4. Átalakítások a 3. és 4. Fejezetekhez.
A.4.1. Az IV1 integrál átalakítása – lásd a (3.22) képletet. Parciális integrálások végrehajtásával, azaz az
(A.1.20) összefüggés kihasználásával és alkalmas indexátnevezésekkel írhatjuk, hogy

(A.4.1) IV1 =

∫
V

[
εSpq(γqT ;p + εqTbκ

b
p.)F

T
S + εXpkκ Y

k ;pHXY

]
dV =

=

∫
V

[
εkypF l

p .;yγkl + εapy(Hyb;p + εbplF
l
y.)κ

b
a.

]
dV +

∫
S

n3

[
F l
η.ε

3χηγχl +Hηbε
3πηκ b

π.

]
dA .

A.4.2. Az IS1 integrál átalakítása – lásd a (3.23) képletet. Az (A.1.21) Stokes tétel felhasználásával
írható, hogy

(A.4.2a)
∫
So

n3ε
3χηul;χF̃

l
η. dA = κ b

π. −
∫
So

n3ε
3χηF̃ l

η .;χ ul dA

és

(A.4.2b)
∫
So

n3 ε
3πηϕb.;πH̃ηb dA =

∮
go

τηϕbH̃ηb ds−
∫
So

n3 ε
3πηH̃ηb;πϕ

b dA .

Vegyük észre, hogy So = S-re, ekkor zárt a felület és eltűnik a vonalintegrál, a fenti két integrál része az
IS1 -nek. Így irható, hogy

(A.4.3) IS1 =

∫
S

[
(γχl − ul;χ − εlχbϕ

b)ε3χηF̃ l
η. + (κ b

π. − ϕb.;π)ε
3πηH̃ηb

]
dA =

=

∫
S

(
F̃ l
η. ε

3χηγχl + H̃ηbε
3πηκ b

π.

)
dA+

∫
So

n3

[
ε3χηF̃ l

η .;χ ul + n3 ε
3πη

(
H̃ηb;π + εbπlF̃

l
η.

)
ϕb
]
dA .

A.4.3. Integrálok a (4.24b) felületi integrál átalakításához. Az

(A.4.4a)
∫
St

n3ε
3πηδκ b

η.;πwbdA =

∮
go

τηwbδκ
b
η ds+

∫
St

n3ε
3πηwb;ηδκ

b
η dA

és

(A.4.4b)
∫
St

n3ε
3πχδγχl;πr

ldA =

∮
go

τηrlδγχl ds+

∫
St

n3ε
3χηrl;ηδγχl dA

integrálok helyessége az (A.1.21) Stokes tétel felhasználásával ellenőrizhető.
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A.5. Átalakítások az 5. Fejezethez.
A.5.1. Az (5.25) stacionaritási feltételben álló ISu

1 integrál átalakítása. Legyenek az So felületen vett ul
és Hkl tenzorok elegendően simák. Az (A.2.21) és (1.33) egyenletek egybevetése alapján írhatjuk, hogy∫

So

n3ε
3ηκεldpHηd;pκuldA = −

∫
So

n3ε
κη3ελϑ3

{
uλ|κHηϑ;3 + [(u3|κ)‖λ + bαλuα|κ + bββu(λ|κ)]Hηϑ(A.5.1)

+[(uλ|κ)‖ϑ + u3|λbϑκ]Hη3 + bηϑu(λ|κ)H33

}
dA

−
∮
go

n3ε
κη3τϑ(uϑ|κHη3 − u3|κHηϑ) ds+

∮
go

τηεldpHηd;pul ds .

A fenti átalakítás részletes igazolását illetően a [75] tanulmányra utalunk.
A.5.2. A fenti jelölések felhasználásával vetve egybe az (A.2.25) és az (1.34a) egyenleteket kapjuk,

hogy ∫
So

n3ε
κρ3ελϑ3[−Hλκeρϑ;3+Hλκeρ3;ϑ+H3κeρϑ;λ+Hλκ;3eρϑ−Hλκ|ϑeρ3−H3κ|λeρϑ] dA =(A.5.2)

=

∫
So

n3ε
κη3ελϑ3{ eλκHηϑ;3 + (eκλ‖ϑ + eλκ‖ϑ)Hη3

+(e3κ‖λ + bαλeακ − eκλ;3 + eλ3|κ − bββeλκ)Hηϑ + bηϑeλκH33} dA

+

∮
go

n3ε
κη3(τϑe3κHηϑ − τλeλκHη3) ds .

Ami az (A.2.25) összefüggésre vezető átalakításokat illeti a Függelék A.2.5. szakaszára, illetve a [75]
tanulmány 5.18 szakaszára utalunk. Ha felcseréljük az e és H betűket az (A.5.2) egyenletben, akkor
ellenkezőre változik a felületi integrál előjele. Ezt figyelembevéve írhatjuk, hogy∫

So

n3ε
κρ3ελϑ3[−eλκHρϑ;3 + eλκHρ3;ϑ + e3κHρϑ;λ + eλκ;3Hρϑ − eλκ|ϑHρ3 − e3κ|λHρϑ] dA =(A.5.3)

=

∫
So

n3ε
κη3ελϑ3

{
Hλκeηϑ;3 + (Hκλ‖ϑ +Hλκ‖ϑ)eη3

+ (H3κ‖λ + bαλHακ −Hκλ;3 +Hλ3|κ − bββHλκ)eηϑ + bηϑHλκe33

}
dA

+

∮
go

n3ε
κη3(τϑH3κeηϑ − τλHλκeη3) ds .

A.5.3. Az IGL integrál átalakítása. Az (5.26), (5.29), (5.31), (5.33) és (5.35b) egyenletek felhasználásával
adódik, hogy

IGI = IG1 + IG2 + IG3 + IGδw1 =(A.5.4)

=

∫
g

n3ε
κη3τϑ(δHϑκû3|η − δH3κûϑ|η) ds −

∫
g

τηεldpδHηd;pûl ds

−
∫
g

n3ε
κη3τϑ(δHϑκe

U
η3 − δH3κe

U
ηϑ)ds−

∫
g

n3ε
κη3τϑ(δHϑκe

T
η3 − δH3κe

T
ηϑ)ds

+

∫
g

n3ε
κη3τϑ(δwϑ|κeTη3 − δw3|κeTηϑ) ds−

∫
g

τηεldpeTηd;pδwl ds .

Az utóbbi egyenlet világosan mutatja azon vonalintegrálok szerkezetét, amelyeket egyszeresen összefüggő
tartomány esetén kapunk az átalakítások során.

A továbbiak célja az (A.5.4) integrál alkalmasabb alakra történő transzformációja.
Az átalakítások során, többek között, a következő egyenleteket használjuk fel:

(A.5.5) δw[ϑ|κ] = −εϑκ3δr
3 , δw(η|ϑ) = δwϑ|η + εϑη3δr

3 , ξ ∈ St

ahol δr3 a vonatkozó vektorinvariáns harmadik összetevője.
Következik az (5.21b) egyenletből, hogy

δHλη;3 − δH3η;λ = δH3|λ||η + bαη δHαλ − δw3|λ‖η − bαη δwα|λ , ξ ∈ St

ahonnan a 0 = bλη(δH33 − δw3;3) összefüggés jobboldalhoz történő hozzáadásával – lásd a (5.24) össze-
függést —, és az (A.1.10) szabály figyelembevételével kapjuk, hogy

δHλη;3 − δH3η;λ = δH3|λ||η + bαη δHαλ−bληδH33 − (δw3|λ‖η + bαη δwα|λ − bληδw3;3)(A.5.6)
= δH3λ|η − δw3;λη .
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Nyilvánvaló a (5.21a) képlet alapján, hogy

(A.5.7) ε3λϑδHϑη;λ = ε3λϑ
1

2
(δwϑ;λη + δwη;ϑλ) = ε3λϑ

1

2
δwϑ;λη . ξ ∈ g

Különös figyelmet igényel a
(1,i)
g i = 1, ..., 4 görbéken végzett parciális integrálás, mivel szakadása van a

δwl vektormezőnek a P1i pontokban.
Tekintsük most az IG1 vonalintegrált — lásd a (5.26) egyenletet, vagypedig az (A.5.4) képlet első sorát.

A

(A.5.8) −τηεldpδHηd;pûl = τηε3λϑû3 + τηεϑ3λ(δHλη;3 − δH3η|λ)ûϑ ξ ∈ Su

felbontás felhasználásával helyettesíthetővé válnak az (A.5.6) és (A.5.7) képletek. Ezután lehetőség nyílik
a parciális integrálásokra a g görbe mentén. Végül helyettesítsük a δHλκ-t és δH3λ-t adó (5.21a) és (5.23)
képleteket is. A szükséges indexátnevezések után

IG1 = IG5 +Σ1 =

∫
g

τηε3λϑ
1

2
δwλ|ϑû3|ηds−

∫
g

τηεϑ3λ(δw(λ;3) − δw3;λ)ûϑ|η ds(A.5.9)

−
∫
g

τηεϑ3λδwλ;3ûϑ|ηds−
∫
g

τηε3κηδw(η|ϑ)û3|κ ds

+
∑
i=1,3

{
εϑ3λ(δw(λ;3) − δw3|λ)ûϑ

∣∣
P1i − εϑ3λ(δw(λ;3) − δw3|λ)ûϑ

∣∣
P1,i+1

}
az eredmény. Figyeljük meg, hogy a Σ1 módon jelölt tagok tükrözik a tartomány többszörösen összefüggő
voltát és azt a körülményt is, hogy vegyes peremértékfeladatról van szó.

Most pedig az IG3 + IGδw1 vonalintegrálra fordítjuk a figyelmet – lásd az (5.31) és (5.33) egyenleteket,
vagypedig az (A.5.4) kifejezés utolsó sorát. Az τηεldpeηd;pδwl összeg felbontását – a részleteket illetően
az (A.5.8) egyenletre utalunk – és az (5.21a), (5.23), valamint az (A.5.5) egyenletek helyettesítését követő
alkalmas átrendezés után

(A.5.10) IG3 + IGδw1 =

∫
g

τηε3λϑeϑη;λδw3 ds+

∫
τηεϑ3λ(eTλη;3 − eT3η|λ)δwϑ ds

+

∫
g

τηeT3ηδr
3ds+

∫
g

τηεκη3eTηϑδw[κ;3] ds .

Alkalmasabb alakra hozható az IGL vonalintegrál, ha az IG1 -t és IG3 + IGδw1 -t adó (A.5.9) és (A.5.10)
képleteket helyettesítjük, és ezt követően pedig az IG2 -t adó képletrészekbe — lásd az (A.5.4)2 kifejezés
harmadik sorát – írjuk (5.21a) és (5.23) alapján δHλκ és δHλ3 értékét. Ezt követően helyettesítsük az
(A.5.5)2 egyenletből δw(η|ϑ) értékét az [IG1 (A.5.9) ] {IG2 } kifejezések [utolsó] {első} vonalintegráljába.
Alkalmas átrendezés után lehetőség nyílik az∫

g

τηεκϑ3(eUκ3 − û3|κ)δwϑ|η ds = −
∫
g

d

ds
[εκϑ3(eUκ3 − û3|κ)]δwϑ ds+Σ2

átalakítás felhasználására, ahol

(A.5.11) Σ2 =
∑
i=1,3

{
εκϑ3(eUκ3 − û3|κ) [δwϑ]

∣∣
P1i

− εκϑ3(eUκ3 − û3|κ) [δwϑ]
∣∣
P1,i+1

}
.

Ha emellett "megnöveljük” az IGL képlet jobboldalát az

0 = −
∫
g

d

ds

{
1

2
ε3λϑûϑ|λ

}
δw3 ds+

∫
g

τη
1

2
ε3λϑûϑ|λδw3|η ds+Σ3

kifejezéssel, amelyben

(A.5.12) Σ3 =
∑
i=1,3

{
1

2
ε3λϑûϑ|λ [δw3]

∣∣∣∣
P1,i

− 1

2
ε3λϑûϑ|λ [δw3]

∣∣∣∣
P1,i+1

}
,
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akkor egy utolsó átrendezéssel kapjuk, hogy

IGL = IG5 + IG2 + IG3 + IGδw1 + Σ1 +Σ2 +Σ3 =

=

∫
g

{τηεϑλ3(eϑη;3 − e3η|ϑ)− d

ds
[εϑλ3(eϑ3 − û3|ϑ)]}δwλds

+

∫
g

[τηε3ρϑeϑη|ρ − d

ds
(
1

2
ε3λϑûϑ|λ)]δw3 ds

+

∫
g

(eUη3 − eTη3)δr
3τηds+ IG6 +Σ1 +Σ2 +Σ3 .(A.5.13)

A fenti egyenletben

IG6 = −
∫
g

τηεϑ3λ2û(η|ϑ)δw(λ|3)ds−
∫
g

τηεϑ3λeT(η|ϑ)δw[3|λ]ds

+

∫
g

τηεϑ3λ(û(ϑ|η) − û[ϑ|η])δw3|λds

+

∫
g

τηεϑ3λû[η|ϑ]δw[3|λ]ds+
∫
g

τηεϑ3λeU(η|ϑ)δw(3|λ)ds =

=

∫
g

τηεϑ3λ(eU(η|ϑ) − û(η|ϑ))δw(3|λ)ds−
∫
g

τηεϑ3λ(eT(η|ϑ) − û(η|ϑ))δw[3|λ]ds .(A.5.14)

A.6. Átalakítások a 6. Fejezethez.
A.6.1. Képlet az IMSu

1 integrál átalakításához. Nem nehéz megmutatni az (A.1.21) Stokes tétel érte-
lemszerű alkalmazásával végrehajtott parciális integrálásokkal, hogy

(A.6.1)
∫
So

[
n3ε

3ηπF l
π.;ηul + n3ε

3ηπ(Hηb;π + εbπsF
s
η. )ϕ

b
]
dA =

∮
go

(
τηulF

l
η. + τηϕbHηb

)
ds

−
∫
So

[
n3ε

3χη(ul;χ + εlχbϕ
b)F l

η. + n3ε
3πηϕb.;ηHηb

]
dA .

A.6.2. Hasonló módon igazolható, hogy

(A.6.2)
∫
So

[
n3ε

3χηγχlr
l
.;η + n3ε

3πηκ b
π.(wb;η + εbηsr

s)
]
dA =

∮
go

(
τηγηl r

l + τηκ b
η.wb

)
ds

+

∫
So

[
n3ε

3πχ(γχl;π + εχlbκ
b
π.)r

l + n3ε
3ηπκ b

π.;ηw
b
]
dA .

A.7. Átalakítások a 7. Fejezethez.
A.7.1. A Green-Gauss féle integrálátalakítás képlete. Tegyük fel, hogy síkfelület az (A.1.22) képlet So
felülete – lásd az A.1. ábrát. Jelölje, ez esetben, A ezt a korlátos síktartományt és feleljen meg L a
go peremgörbének. Nyilvánvaló az ábra alapján, hogy a νη vektor az A síktartomány külső normálisa
lesz. Jelölje nη ezt a normálist. Megtartva az egyéb jelöléseket, de ügyelve arra, hogy a felületi kovariáns
deriváltakból kovariáns deriváltak lesznek az (A.1.22) parciális integrálási képletből a

(A.7.1)
∫
A

b ηl .;η cl dA =

∮
L
nη b

η
l . cl ds−

∫
A

b ηl . cl;η dA

összefüggést kapjuk. Ez az egyenlet a Green-Gauss integrálátalkításon alapuló parciális integrálás
képlete.

A.7.2. A (7.18) extremum feltétel átalakítása. A (7.21)1,2 képletek (7.18) extremum feltételbe történő
helyettesítésével a

δK = −
∫
A

[
γπρε

πμ3δF ρ
3 ;μ + κ 3

ν ε
νψ3 (δH33;ψ + ε3ψρδF ρ

3 )
]
dA+∫

Lu

(
nπε

πμ3δF ρ
3 ;μûρ + nνε

νψ3 (δH33;ψ + ε3ψρδF ρ
3 ) ϕ̂3

)
ds = 0
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alakot kapjuk. Az (A.7.1) Gauss–Green integrálátalakítási tétel értelemszerű alkalmazását követő al-
kalmas átrendezéssel és indexátnevezésekkel innen

(A.7.2) δK = −
∫
A

[
ενψ3

(
γπρ;ν + ε3ψρκ

3
ν

)
δF ρ

3 + ε3πρκ 3
ρ ;πδH33

]
dA+

+

∫
Lu∪Lt

(
nμε

μπ3γπρ δF ρ
3 + nπε

πν3κ 3
ν δH33

)
ds+

+

∫
Lu

[
nπε

πμ3δF ρ
3 ;μûρ + nνε

νψ3 (δH33;ψ + ε3ψρδF ρ
3 ) ϕ̂3

]
ds

az eredmény. Könnyű ellenőrizni a (7.9)1,2 képletek felhasználásával, hogy a fenti egyenlet első, második
és harmadik sora rendre a (7.24) képletet alkotó δKA, δKL és δKu – v.ö.: (7.25, (7.26a) és (7.26b).

A.7.3. A δKL és δKu integrálok átalakítása. A δKL-t adó (7.26a) képletből a

(A.7.3) [g3 × (r− rPti )] · gρ = −ερ3σg
σ · (r− rPti )

átalakítás, a 7.3. szakasz első bekezdése alapján írható

C33
(ti)

= C33
(0i)

i = 1, 3; C33
(ti)

= C33
(11)

i = 5 és Cψ
(ti)

=Cψ
(0i)

i = 1, 3; Cψ
(ti)

=Cψ
(11)

i = 5

jelölések, az nπε
πμ3 = τμ összefüggés, valamint az integrál additivitásának kihasználásával kapjuk, hogy

(A.7.4) δKL =

∫
Lu

[
τπγπρ δF ρ

3 + τπκ 3
π δH33

]
ds+

+

∮
L1

τπκ 3
π ds δC33

(11)
+

∮
L1

τπ
[
γπρ − κ 3

π ερ3σ g
σ · (r− rPt5)

]
gρ ds · δCψ

(11)
gψ+

+
∑

i=1,3

∫
Lti

τπκ 3
π ds δC33

(0i)
+

∫
Lti

τπ
[
γπρ − κ 3

π ερ3σ g
σ · (r− rPt5 )

]
gρ ds · δCψ

(0i)
gψ .

A δKL-t adó (7.25) képletből az nπε
πμ3 = τμ összefüggés helyettesítését követő parciális integrálások,

majd az (A.7.3) összefüggés, valamint a (7.23) és (7.24) képletek helyettesítése után a

δKu = −
∫
Lu

[
dûρ
ds

+ τπερπ3ϕ̂
3

]
δF ρ

3 ds−
∫
Lu

dϕ̂3

ds
δH33ds+

−
∑
i=1,3

ϕ̂3δH33 |Pt,i+1

Pti
−
∑
i=1,3

ûρδF ρ
3 |Pt,i+1

Pti
,

vagy ami ugyanaz a

(A.7.5) δKu = −
∫
Lu

[
dûρ
ds

+ τπερπ3ϕ̂
3

]
δF ρ

3 ds−
∫
Lu

dϕ̂3

ds
δH33ds+

−
∑
i=1,3

ϕ̂3 |Pt,i+1

Pti
δ C33

(0i)
−
∑
i=1,3

ûρg
ρ|Pt,i+1

Pti
· δCϕ

(0i)
gϕ+

+
∑
i=1,3

ϕ̂3ερ3σg
σ·(rPt,i+1 − rPti)g

ρ
∣∣
Pt,i+1

· δCϕ
(0i)

gϕ

eredmény következik. Az (A.7.4) és (A.7.5) képletek összege a (7.27) extremum feltétel baloldalát adja.
A.7.4. A független nagybani kompatibilitási feltételek. Tekintsük az A.2. ábrán vázolt háromszorosan

összefüggő tartományt. Tekintsük továbbá a tartományon az önmagát nem metsző zárt görbék egy
seregét. Azt fogjuk mondani, hogy a görbesereg egy görbecsaládot alkot, ha a családot alkotó bármelyik
görbe, a görbe nyújtásával, zsugorításával és deformációjával átvihető a család egy másik görbéjébe. Két
görbecsalád egymástól független, ha az egyik családhoz tartozó valamilyen görbe nem vihető át, a görbe
nyújtásával, zsugorításával és deformációjával a másik családhoz tartozó valamelyik görbére. Az ábrán
vázolt Ai tartományon, három egymástól független görbecsalád létezik:

• a ponttá zsugorítható görbék családja,
• az L1 peremgörbét körülölelő és arra zsugorítható görbék családja, valamint
• az L2 peremgörbét körülölelő és arra zsugorítható görbék családja.
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A.2. ábra.
1. Megjegyzés: Bár a P12, P31, P22, P32, P12 pontokon áthaladó L3 görbe mindkét lyukat körülöleli

nem tekintjük függetlennek, mivel előállítható az alkalmasan választott és az L1, illetve L2-t körülölelő
görbék egyesítésével – az egyesítés során azonban eltávolítva gondoljuk azon közös görbeívet, melyen oda
vissza kétszer kell végighaladni (pl.: P32P12, P12P31, P31P32 +P32P31, P31P22, P22P32 – az egymás mellett
álló két kis kör ugyanazt a pontot jelöli az ábrán).

Azt mondjuk, hogy annyiszor(osan) összefüggő a tartomány – jelen esetben háromszorosan – amennyi
a független görbecsaládok száma.

A továbbiakban mindig feltételezzük, hogy teljesülnek a (7.28) kompatibilitási feltételek (kompatibilitási
differenciálegyenletek) az Ai tartományon, és erre a körülményre külön mégegyszer nem hívjuk fel a
figyelmet.

A (7.30) alapján némi átalakítással a

(A.7.6)
∮
L1

τπ
[
γπρ − κ 3

π g3 × (r− rP11 )
]
gρ ds = 0 ,

∮
L2

τπ
[
γπρ − κ 3

π g3 × (r− rP21 )
]
gρ ds = 0

módon írható és

(A.7.7)
∮
L1

τπκ 3
π ds = 0 ,

∮
L2

τπκ 3
π ds = 0

egyenletek a nagybani kompatibilitási feltételek az L1 és L2 peremgörbéken.
2. Megjegyzés: Az (A.7.6)1,2 képletekben az Ai tartomány más rögzített pontjának helyvektora is

állhat az rP11 és rP11 helyvektorok helyén. Ezt az állítást formálisan nem igazoljuk.
A továbbiakban megmutatjuk, hogy a fenti nagybani kompatibilitási feltételek fennállása esetén telje-

sülnek az Lo külső peremgörbére vonatkozó

(A.7.8)
∮
Lo

τπ
[
γπρ − κ 3

π g3· (r− rP11)
]
gρ ds = 0 ,

∮
Lo

τπκ 3
π ds = 0

nagybani kompatibilitási feltételek is.
Az igazolást csak a második, az (A.7.8)2 nagybani kompatibilitási feltételre részletezzük, mivel az első

(A.7.8)1 nagybani kompatibilitási feltétel esetén az azonos gondolatmenet több írásmunkát igényel.
A bizonyítás azon alapul, hogy a (7.28) kompatibilitási differenciálegyenletek fennállása esetén a pontra

zsugorítható görbecsaládok bármelyikére, mondjuk az L = L1, P11, P12, P31, P32, P12, P11 görbére nézve,
teljesül a

(A.7.9)
∮
L
τπκ 3

π ds = 0

egyenlet17. Pontokkal jelölve az integranduszt és kihasználva az integrál additivitását írhatjuk, hogy

(A.7.10)
∫
L
τπκ 3

π ds =

=

∫
L1

. . . ds+

∫
P11P12

. . . ds+

∫
P12P31

. . . ds+

∫
P31P32

. . . ds+

∫
P32P12

. . . ds+

∫
P12P11

. . . ds =

17Ennek az állításnak igazolása az idézett (7.28) nagybani kompatibilitási feltételekből következő kompatibili-
tási differenciálegyenletek levezetésén alapul. Ezek igazolását illetően a [41] könyvre utalunk.
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=

∫
L1

. . . ds︸ ︷︷ ︸
=0

+

∫
P11P12

. . . ds+

∫
P12P11

. . . ds︸ ︷︷ ︸
=0

+

∫
P12P31

. . . ds+

∫
P31P32

. . . ds+

∫
P32P12

. . . ds =

=

∫
P12P31

. . . ds+

∫
P31P32

. . . ds+

∫
P32P12

. . . ds = 0 ,

ahol a kapcsos zárójellel jelölt integrál, valamint a kapcsos zárójellel megjelölt integrálösszeg zérus értékű.
Az első esetben az (A.7.8)1-re tekintettel, a második esetben pedig azért, mivel kétszer megyünk végig
oda vissza ugyanazon a szakaszon.

Mivel az L1 görbe és a P12, P31, P32, P12 görbe ugyanahhoz a görbecsaládhoz tartozik, hiszen az utóbbi
körülöleli az L1 görbét, adódik a következtetés, hogy: ha teljesül a nagybani kompatibilitási feltétel egy
adott görbecsalád egy tagjára – a jelen esetben az L1 görbére –, akkor fennáll annak bármely más tagjára.

Az utóbbi megállapítás alapján, mivel fennáll a nagybani kompatibilitási feltétel az L2 görbére, fennáll
az ugyanezen görbecsaládhoz tartozó P22, P32, P31, P22 görbére is:

(A.7.11)
∫
P22P32

. . . ds+

∫
P32P31

. . . ds+

∫
P31P22

. . . ds = 0 .

Képezzük, kihasználva hogy ∫
P31P32

. . . ds+

∫
P32P31

. . . ds = 0

(kétszer megyünk végig oda vissza ugyanazon a szakaszon), az (A.7.10) és (A.7.11) egyenletek összegét:

(A.7.12)
∫
P12P31

. . . ds+

∫
P31P22

. . . ds+

∫
P22P32

. . . ds+

∫
P32P12

. . . ds =

∫
L3

. . . ds = 0 .

Az eredmény szerint, ha fennállnak az (A.7.7)1,2 nagybani kompatibilitási feltételek, akkor fennáll ugyanez
a nagybani kompatibilitási feltétel az L3 görbén is. Következésképp fennáll az L3-al azonos görbecsaládhoz
tartozó Lo görbén is. Ezt akartuk igazolni.

Az (A.7.8)1 nagybani kompatibilitási feltétel esetén ugyanez a gondolatmenet vezet eredményre.
3. Megjegyzés: Hasonló gondolatmenettel mutatható ki, hogy a nagybani kompatibilitási feltételek

fennállása az Lo, L1, illetve az Lo, L2 görbéken biztosítja a nagybani kompatibilitási feltételek fennállását
az L2, illetve L1 görbén.

A.7.5. Független kiegészítő kompatibilitási feltételek. Az egyszerűség kedvéért a 8.1. ábra viszonyait
– lásd 72. o. – vesszük alapul. Az Lt1 és Lt3 íveken a terhelések, az Lu2 és Lu4 jelű íveken pedig
elmozdulásmező és a forgásmező az előírt. Következésképp teljesülnie kell az utóbbi íveken a (7.29)
alakváltozási peremfeltételeknek.

Első lépésben megmutatjuk, hogy a (7.31b) alapján írható

(A.7.13)
∫
Lt1

τπκ 3
π ds− ϕ̂3 (s)

∣∣Pt2

Pt1
= 0

kiegészítő kompatibilitási feltétel fennállása esetén – feltételezve, hogy teljesülnek a (7.28) kompatibilitási
feltételek (differenciálegyenletek) és a (7.29) alakváltozási peremfeltételek –, fennáll a

(A.7.14)
∫
Lt3

τπκ 3
π ds− ϕ̂3 (s)

∣∣Pt4

Pt3
= 0

kiegészítő kompatibilitási feltétel is.
Mivel a 8.1. ábrán vázolt tartomány egyszeresen összefüggő a (7.28) kompatibilitási feltételek (diffe-

renciálegyenletek) fennállása biztosítja a ∮
Lo

τπκ 3
π ds = 0

nagybani kompatibilitási feltétel fennállását. Kihasználva az integrál additivitását és helyettesítve az
(A.7.13)-t írhatjuk, hogy

(A.7.15)
∮
Lo

τπκ 3
π ds =

∫
Lt1

τπκ 3
π ds+

∫
Lu2

τπκ 3
π ds+

∫
Lt3

τπκ 3
π ds+

∫
Lu4

τπκ 3
π ds =

= ϕ̂3(Pt2)− ϕ̂3(Pt1) +

∫
Lu2

τπκ 3
π ds+

∫
Lt1

τπκ 3
π ds+

∫
Lu4

τπκ 3
π ds = 0 .
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Ha teljesülnek a (7.29) alakváltozási peremfeltételek, akkor∫
Lu2

τπκ 3
π ds = ϕ̂3(Pt3)− ϕ̂3(Pt2) és

∫
Lu4

τπκ 3
π ds = ϕ̂3(Pt1)− ϕ̂3(Pt4) ,

és ezzel azonnal adódik (A.7.15)-ből az (A.7.14) fennállása. Ez azt jelenti, hogy eggyel kevesebb kiegészítő
kompatibilitási feltétel szükséges a forgásmező esetén – kettő helyett egy.

A második lépésben megmutatjuk, hogy a (7.31a) alapján írható

(A.7.16)
∫
Lt1

[
τπγπρ g

ρ − τπκ 3
π g3 × (r− rPt1)

]
ds+ uPt1 − uPt2 + ϕ̂Pt2

× (rPt2 − rPt1 ) = 0

kiegészítő kompatibilitási feltétel fennállása esetén – feltételezve, hogy teljesülnek a (7.28) kompatibilitási
feltételek (differenciálegyenletek), a (7.29) alakváltozási peremfeltételek és a forgásmezővel kapcsolatos
(A.7.13), (A.7.14) kiegészítő kompatibilitási feltételek –, fennáll a

(A.7.17)
∫
Lt1

[
τπγπρ g

ρ − τπκ 3
π g3 × (r− rPt3)

]
ds+ uPt3 − uPt4 + ϕ̂Pt4

× (rPt4 − rPt3 ) = 0

kiegészítő kompatibilitási feltétel is.
A tekintett és 8.1. ábrán vázolt tartomány egyszeresen összefüggő volta miatt a (7.28) kompatibilitási

feltételek (differenciálegyenletek) fennállása biztosítja a∮
Lt1

[
τπγπρ g

ρ − τπκ 3
π g3 × (r− rPt1 )

]
ds

nagybani kompatibilitási feltétel fennállását. Kihasználva az integrál additivitását a fenti egyenlet a

(A.7.18)
∑
i=1,3

∫
Lti

[
τπγπρ g

ρ − τπκ 3
π g3 × (r− rPt1)

]
ds+

+
∑
i=2,4

∫
Lui

[
τπγπρ g

ρ − τπκ 3
π g3 × (r− rPt1)

]
ds = 0

alakba írható át. Mivel az Lui, i = 2, 4 jelű íven teljesülnek a (7.29)1,2 alakváltozási peremfeltételek
kihasználhatók lesznek a továbbiakban a

(A.7.19a) − τπκ 3
π g3 × (r− rPt1) =

dϕ̂

ds
× (r− rPt1 ) =

= − d

ds
ϕ̂× (r− rPt1) + ϕ̂× dr

ds
= − d

ds
ϕ̂× (r− rPt1) + ϕ̂× τ

és a

(A.7.19b) τπγπρ g
ρ =

du

ds
+ τ × ϕ̂

átalakítások. Valóban, az (A.7.19a,b) átalakítások helyettesítése az Lui, i = 2, 4 íveken vett integrálokba,
majd az s szerinti integrálás elvégzése és az ezt követő rendezés az (A.7.18) egyenlet egy áttekinthetőbb
alakjára vezet:

(A.7.20)
∫
Lt1

[
τπγπρ g

ρ − τπκ 3
π g3 × (r− rPt1)

]
ds+ uPt1 − uPt2 + ϕ̂Pt2

× (rPt2 − rPt1)︸ ︷︷ ︸
=0

+

∫
Lt3

[
τπγπρ g

ρ − τπκ 3
π g3 × (r− rPt1)

]
ds+ uPt2 − uPt4 + ϕ̂Pt4

× (rPt4 − rPt3 )+

+ (ϕ̂Pt4
− ϕ̂Pt4

)× (rPt3 − rPt1 ) = 0 .

A fenti egyenlet utolsó sora az (A.7.14) kiegészítő kompatibilitási feltétel figyelembevételével az

(A.7.21) (ϕ̂Pt4
− ϕ̂Pt4

)× (rPt3 − rPt1 ) =

∫
Lt3

τπκ 3
π g3 × (rPt3 − rPt1 ) ds

alakot ölti. Ennek helyettesítése az (A.7.20) képletbe az igazolni kívánt (A.7.17) kiegészítő kompatibilitási
feltételt adja. Következésképp további kettővel kevesebb a független kiegészítő kompatibilitási feltételek
száma – a fenti vektoregyenlet két skaláregyenlettel egyenértékű.

4. Megjegyzés: A 7.1. ábrán szemléltetett összetettebb esetre, de más összetettebb esetekre is, a
fentiekben ismertetett gondolatmenetek elemeinek kombinálásával végezhető el az igazolás. Ezek ismer-
tetésétől eltekintünk.
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A.8. Átalakítások a 8. Fejezethez.
A.8.1. Független nagybani nagybani egyértékűségi feltételek. A viszonyokat most is az A.2. ábrán vázolt
háromszorosan összefüggő tartomány szemlélteti. A gondolatmenet szinte szó szerint megegyezik az
A.7.4. szakasz gondolatmenetével.

Hangsúlyozni kívánjuk, hogy most is feltételezzük a kompatibilitási feltételek – jelen esetben a (8.3)
kompatibilitási differenciálegyenletek – teljesülését az Ai tartományon, és erre a körülményre külön még-
egyszer nem hívjuk fel a figyelmet.

Az (8.20) alapján írható

(A.8.1)
∫
L1

nπ[ε
πκ3eκλ − δπλϕ

3]gλ ds = 0 és
∫
L2

nπ[ε
πκ3eκλ − δπλϕ

3]gλ ds = 0

egyenletek a nagybani egyértékűségi feltételek az L1 és L2 peremgörbéken. A továbbiakban megmutatjuk,
hogy a fenti nagybani egyértékűségi feltételek fennállása esetén teljesül az

(A.8.2)
∫
Lo

nπ[ε
πκ3eκλ − δπλϕ

3]gλ ds = 0

nagybani egyértékűségi feltétel is.
A bizonyítás azon alapul, hogy a (8.3) kompatibilitási feltételek fennállása esetén a pontra zsugorítható

görbecsaládok bármelyikére, mondjuk az L = L1, P11, P12, P31, P32, P12, P11 görbére nézve, teljesül a

(A.8.3)
∫
L
nπ[ε

πκ3eκλ − δπλϕ
3]gλ ds = 0

egyenlet18. Pontokkal jelölve az integranduszt és kihasználva az integrál additivitását írhatjuk, hogy

(A.8.4)
∫
L
nπ[ε

πκ3eκλ − δπλϕ
3]gλ ds =

=

∫
L1

. . . ds+

∫
P11P12

. . . ds+

∫
P12P31

. . . ds+

∫
P31P32

. . . ds+

∫
P32P12

. . . ds+

∫
P12P11

. . . ds =

=

∫
L1

. . . ds︸ ︷︷ ︸
=0

+

∫
P11P12

. . . ds+

∫
P12P11

. . . ds︸ ︷︷ ︸
=0

+

∫
P12P31

. . . ds+

∫
P31P32

. . . ds+

∫
P32P12

. . . ds =

=

∫
P12P31

. . . ds+

∫
P31P32

. . . ds+

∫
P32P12

. . . ds = 0 ,

ahol a kapcsos zárójellel jelölt integrál, valamint a kapcsos zárójellel megjelölt integrálösszeg zérus értékű.
Az első esetben az (A.8.1)1-re tekintettel, a második esetben pedig azért, mivel kétszer megyünk végig
oda vissza ugyanazon a szakaszon.

Mivel az L1 görbe és a P12, P31, P32, P12 görbe ugyanahhoz a görbecsaládhoz tartozik, ui. az utóbbi
körülöleli az L1 görbét, adódik a következtetés, hogy: ha teljesül a nagybani kompatibilitási feltétel egy
adott görbecsalád egy tagjára – a jelen esetben az L1 görbére –, akkor fennáll annak bármely más tagjára.

Az utóbbi megállapítás alapján, mivel fennáll a nagybani kompatibilitási feltétel az L2 görbére, fennáll
az ugyanezen görbecsaládhoz tartozó P22, P32, P31, P22 görbére is:

(A.8.5)
∫
P22P32

. . . ds+

∫
P32P31

. . . ds+

∫
P31P22

. . . ds = 0 .

Képezzük, kihasználva hogy ∫
P31P32

. . . ds+

∫
P32P31

. . . ds = 0

(kétszer megyünk végig oda vissza ugyanazon a szakaszon), az (A.8.4) és (A.8.5) egyenletek összegét:

(A.8.6)
∫
P12P31

. . . ds+

∫
P31P22

. . . ds+

∫
P22P32

. . . ds+

∫
P32P12

. . . ds =

∫
L3

. . . ds = 0 .

Az eredmény szerint, ha fennáll a nagybani egyértékűségi feltétel a L1 és L2 görbéken, akkor fennáll az
L3 görbén is. Következésképp fennáll az L3-al azonos görbecsaládhoz tartozó Lo görbén is. Ezt akartuk
igazolni.

18Ennek az állításnak igazolása számos rugalmasságtani könyvben fellelhető, és az idézett (8.3) kompatibilitási
feltételekből következő Saint Venant féle kompatibilitási differenciálegyenletek levezetésén alapul. Ehelyütt a
[40] mű 8. Fejezetére hivatkozunk.
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2. Megjegyzés: Hasonló gondolatmenettel mutatható ki, hogy a nagybani kompatibilitási feltételek
fennállása az Lo, L1 görbéken, illetve az Lo, L2 görbéken biztosítja a nagybani kompatibilitási feltételek
fennállását az L2, illetve L1 görbén.

A.8.2. Független kiegészítő egyértékűségi feltételek. Az egyszerűség kedvéért a 8.1. ábra viszonyait – lásd
72. o. – vesszük alapul. Az Lt1 és Lt3 íveken terhelés, az Lu2 és Lu4 jelű íveken pedig elmozdulásmező
az előírt. Következésképp teljesülnie kell ugyanitt a (8.19) alakváltozási peremfeltételeknek.

Megmutatjuk, hogy a (8.21) alapján írható

(A.8.7)
∫
Lt3

nπ[ε
πκ3eκλ − δπλϕ

3]gλds = û(Pt4)− û(Pt3)

kiegészítő egyértékűségi feltétel fennállása esetén – feltételezve, hogy teljesülnek a (8.3) kompatibilitási
feltételek és a (8.19) alakváltozási peremfeltételek –, fennáll a

(A.8.8)
∫
Lt1

nπ[ε
πκ3eκλ − δπλϕ

3]gλds = û(Pt2)− û(Pt1)

kiegészítő egyértékűségi feltétel is.
Mivel a 8.1. ábrán vázolt tartomány egyszeresen összefüggő a (8.3) kompatibilitási feltételek fennállása

biztosítja a

(A.8.9)
∮
Lo

nπ[ε
πκ3eκλ − δπλϕ

3]gλds = 0

nagybani kompatibilitási feltétel fennállását. Kihasználva az integrál additivitását és helyettesítve az
(A.8.7)-t írhatjuk, hogy

(A.8.10)
∮
Lo

. . . ds =

∫
Lt1

. . . ds+

∫
Lu2

. . . ds+

∫
Lt3

. . . ds+

∫
Lu4

. . . ds =

=

∫
Lt1

. . . ds+

∫
Lu2

. . . ds+ û(Pt4)− û(Pt3) +

∫
Lu4

. . . ds = 0 .

Ha teljesülnek a (8.19) alakváltozási peremfeltételek, akkor∫
Lu2

. . . ds = û(Pt2)− û(Pt1) és
∫
Lu4

. . . ds = û(Pt1)− û(Pt4)

és ezzel azonnal adódik (A.8.10)-ből az (A.8.8) fennállása. Ez azt jelenti, hogy eggyel kevesebb kiegészítő
egyértékűségi feltétel szükséges – kettő helyett egy.

3. Megjegyzés: A 7.1. ábrán szemléltetett összetettebb esetre, de más összetettebb esetekre is, a
fentiekben ismertetett gondolatmenetek elemeinek kombinálásával végezhető el az igazolás.
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