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BEVEZETES

A jelen értekezés a szerz6 kandidatusi értekezésének megvédése, azaz az 1985. év utan végzett
kutaté munkaja fontosabb eredményeit 6sszegezi. A kutatasok a kontinuummechanika egyes dudl
feladatait 6lelik fel az alakvdltozdsok elméletének linedris keretei kézott — a fizikai nemlinearitas
bizonyos esetekben megengedett — részben klasszikus, részben mikropoldris testre. Az eredmények
egy része elméleti, masik része alkalmazasi lehetGségeket is kinal.

A palyazo érdeklodésének kialakuldsaban nagy szerepe volt a a Miskolci Egyetem Mechanikai
Tanszéke korabbi vezet§jének KOZAK professzornak, aki felismerte, hogy a kontinuummechanika
duél feladatainak kore a mechanikai kutatdsok méltatlanul elhanyagolt teriilete, annak ellenére,
hogy a 20-as és 30-as években szamos kimagaslo eredmény sziiletett MUSZKHELISVILI [39] és
iskolaja munkassaga nyoman a duél rendszerben elvégzett vizsgalatok terén és annak ellenére is,
hogy a matematikai fizika differencidlegyenletei primal és duél rendszerének vilagos elkiilonitése
tekintetében jelents eredményeket ért el a 60-as és 70-es években TONTI [80], [81], valamint a
80-as években Oden és REDDY [42].

TONTI Osszegezd és fogalmi tekintetben tisztazod megallapitasai szerint a matematikai fi-
zika legtobb peremértékfeladata primal és duél alakban is megfogalmazhatdé. A megoldando
differencidlegyenlet-rendszer egyenletei mindkét rendszerben azonos médon hérom csoportba so-
rolhatok: [primal]{duél} értelmezd (kinematikai) egyenlet(ek), [primal|{dual} konstitutiv (vagy
anyagegyenlet(ek)) illetve [primal|{dual} mérlegegyenle(tek). Valtozok tekintetében a [primal]{du-
al} forrasvaltozo(k) a mérlegegyenlet inhomogenitasat okozo mennyiség(ek).

Az értelmezs egyenlet(ek) a [primal|{dual} elsédleges kozbiilss valtozo(ka)t adja (adjak) meg
az alapvaltozoval (alapvaltozokkal) kifejezve, a konstitutiv egyenlet(ek) a [primal] {dual} méa-
sodlagos kozbiils valtozo(kat)t a |primal] {duél} elsGdleges kozbiils§ valtozoval (valtozokkal)
fejezi(k) ki, a mérlegegyenlet(ek) a |[primal]{dual} méasodlagos kozbiils¢ véaltozora (valtozokra)
tett megszoritas(ok). A |primal]{dual} rendszer elsédleges kozbiils§ valtozdja (valtozoi) a {dual}
[primal| rendszer masodlagos kozbiilsg valtozoja (valtozoi). Az elsédleges kozbiilsé valtozo(k) —
ezt (ezeket) a [primal|{duél} értelmezd egyenlet(ek) adja (adjak) meg — identikusan teljesiti(k)
a {dual}|primal| mérlegegyenlet(ek)et. A kozbiils§ valtozok eliminéalaséval az alapvéaltozo(k)ra
vonatkozé |primél|{dual} alapegyenlet(ek)et kapjuk. A klasszikus kontinuummechanika lineéaris
elméletének primal rendszerében az elmozdulasvektor—mezd, a dual rendszerben a fesziiltségfiigg-
vény tenzormez6 az alapvaltozo.

Az egyenletek attekintett csoportositasa az un. TONTI séméba foglalhaté. Ezt kontinuumme-
chanikai, ezen beliil klasszikus rugalmassagtani feladatokra ODEN és REDDY konyve ismerteti
[42], a séma dual rendszerrel kapcsolatos része azonban nem terjed ki mindenre. Nevezetesen
a sziikségesnél tobb egyenletet tartalmaz, a peremfeltételek pedig hianyosak. Ezen problémak
kikiiszObolése az in. SOUTHWELL paradoxon [51], [52] megoldasaval a kontinuummechanika line-
aris elméletének keretei kozott klasszikus esetre KOZAK [4], mikropolaris esetre KOZAK-SZEIDL
[30] nevéhez fizédik. Az idézett [4] konyv tartalmazza a helyes TONTI sémat rugalmas testre.

A szohasznalat egyértelmtisége kedvéért itt rogzitjik le, hogy amikor az egyensulyi egyen-
let kifejezést hasznéljuk, a primal rendszer mérlegegyenletére, amikor pedig a kompatibilitasi
egyenlet kifejezést hasznaljuk, akkor pedig a dual rendszer mérlegegyenletére gondolunk. Ez a
terminolégia a szokasos a szilard testek mechanikajaban.

A jelen bevezetést részletes jelolésjegyzék koveti.
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Az érdemi fejezetek harmas tagoldsiiak és ez valamelyest az alcimekeben is tiikrézédik. Az
elsé rész mindig a probléma irodalmi el6zményeit és probléma megfogalmazasat adja, a masodik
rész a megoldas gondolatmenetét ismerteti, a harmadik rész pedig az eredmények attekintése.
Ha az eredmények nem csak a szerzé eredményei akkor erre kiilon utalés hivja fel a figyelmet.

Az els6 és masodik fejezet a dudl rendszer értelmezé egyenleteinek, vagy ami ugyanaz, a primal
rendszer egyenstlyi egyenletei megoldasanak a virtualis munka elvbél torténd szarmaztatasaval
és a vonatkozd variacios elvek kérdésével foglalkozik klasszikus esetben, a harmadik és negye-
dik fejezet pedig ugyanezt a kérdéskort tekinti 4t mikropolaris testre. Az 6tddik, hatodik, és
hetedik fejezet vegyes peremfeltételek mellett veszi sorra az elmozdulasmezdk egyértékiiségének
kérdéseit kiilonbozo, klasszikus és mikropolaris esetekre, térbeli, illetve egy esetben pedig sikbeli
feladatra. Kiilonos hangsilyt kap az egyértékiiség kérdése, ha tobbszorosen Gsszefiiggs tartomany
a vizsgalatok targya.

A nyolcadik fejezet a sikrugalmassagtan peremértékfeladatainak integralegyenleteivel foglalko-
zik duél rendszerben elsérendi fesziiltségfliggvényeket tekintve alapvéiltozonak. Kiilon vizsgaljuk
azt a kérdést, hogyan moédosulnak a direkt peremelem modszer integralegyenletei, ha kiils tar-
tomény a vizsgalat targya és konstans a fesziiltségéllapot a végtelenben.

A kilencedik fejezet az egyetlen, amely primal rendszerbeni vizsgélatot tartalmaz. A vizs-
galatok célja, a nyolcadik fejezet eredményei alapjén, a sikrugalmassagtan kiilsé tartomanyra
vonatkoz6 SOMIGLIANA formuldinak modositasa annak érdekében, hogy a végtelen tavoli pont
konstans fesziiltségallapota bekertiljon a formalizmusba.

Az érdemi fejezeteket a kutatomunka el6zményeit, a célkittizéseket, az eredményeket és a
hasznositas lehetGségeit attekinté tomor, de 6nélléan is olvashatod Osszefoglalas koveti, melyet az
értekezés eredményeit bemutato cikkek listaja zar le.

A gondolatmenet kifejtését zavard egyes hosszabb atalakitasokat kiilon fiiggelék foglalja Gssze.



SZOHASZNALAT, JELOLESBELI MEGALLAPODASOK ES JELOLESEK

Az értekezés széhasznalataroél. Eloljaroban a szohasznélat egyértelmiivé tétele érdekében
roviden attekintiink néhany — a bevezetésben részben mar emlitett — fogalmat.

Az értekezés gondolatmenete — kiilon emlités nélkiill — a duél rendszerre vonatkozik. Ahol
primal rendszerrél van sz6 ott arra az értekezés kiilon felhivja a figyelmet.

A sikbeli és térbeli tartomany lehet egyszeresen, vagy tobbszorosen Osszefiiggs.

Azt fogjuk mondani, hogy kompatibilis az alakvdltozdasi tenzor (az alakvdltozdsi tenzor és a
forgasi alakvdltozdsi tenzor), ha az alakvaltozasi tenzor(ok)bol integralassal, egy merevtestszerd
mozgastol eltekintve egyértéki elmozdulasmezd (elmozdulasmezd és fiiggetlen forgasmezs) ké-
pezhetd, hogy abbol (azokbdl), felhasznalva a primél rendszer kinematikai egyenleteit — amelyek
az alakvaltozési tenzort (az alakvaltozasi tenzort és a forgasi alakvaltozési tenzort) adjak meg az
elmozdulasmezovel (az elmozdulasmezdvel és a fiiggetlen forgasmezdvel) kifejezve — visszakapjuk
az alakvaltozasi tenzort (az alakvaltozési tenzort és a forgasi alakvaltozasi tenzort).

Az alakvaltozasi tenzormezsk kompatibilitdsat a kompatibilitasi feltételek biztositjak.

A kompatibilitasi feltételek két nagy csoport alkotja:

(a) Az elsG az egyszeresen és tobbszorosen Osszefiiggs sikbeli és térbeli tartoméanyokra egy-
arant vonatkozo un. kompatibilitdsi differencidlegyenletek és kompatibilitdsi peremfeltételek
csoportja.

(b) A maésodik a csak tobbszorosen Osszefliggd tartoméanyra vonatkozoé un. makré kompati-
bilitasi feltételek csoportja. Fz utdbbi tovabb bonthato két alcsoportra. Sikbeli példéval
élve

1. nagybani kompatibilitdsi feltételeknek kell fennéllnia minden olyan zért peremgorbén,
amelyen terhelés az el6irt, mig

2. kiegészitd kompatibilitdsi feltételeknek kell teljesiilnie, ha egy zart peremgorbét alkoto
ivek mentén, vagylagosan terhelés, illetve elmozdulas (elmozdulés és szogelfordulés)
adott.'

A wirtudlis munka elv, barmely alakjat tekintjiik is (klasszikus esetben [29], mikropolaris eset-
ben [60] ad attekintést a virtualis munka elv dual alakjairdl), az mindig anyagegyenletts! fiiggetlen
elv.

Ezzel szemben a rugalmassagtan varidcios elvei esetén, mind a primal mind pedig a dual rend-
szerben — vagy a mellékfeltételeken keresztiil vagypedig kozvetleniil a vonatkozé funkcionalban
— megjelenik az anyagegyenlet.

Szabad varidcids feladatrol beszéliink, ha nincs mellékfelétel a vonatkozo funkcionél értelmezési
tartomanyét alkoté mezékre nézve. Ekkor az értelmezési tartoményt alkoté valamennyi mezé
szabadon varialhato.

A Klasszikus rugalmassdgtan SOMIGLIANA képletei [50] a potencidlelmélet igynevezett GREEN
képleteinek rugalmassagtani altalanositédsai. Ha ismerjiik a teljes peremen az elmozdulas- és fe-
sziltségmezdt, tovabbé az tgynevezett els6rendi és masodrendi alapmegoldasokat, akkor az elsé
SOMIGLIANA képlet felhasznélaséval, integralasokat végrehajtva szamithato a test belsejében az
elmozdulasmezs. Mivel a peremfeltételek nem adjak meg a teljes peremen az elmozduléas- és
fesziiltségmez6t, tovabbi egyenlet sziikséges ezek szamitasara. A mésodik SOMIGLIANA képlet
ugyanolyan szerkezetd mint az els6 SOMIGLIANA képlet, de a peremen adja meg az elmozdulés-
mezG6t. Kovetkezésképp olyan integralegyenletnek tekinthets — ez az tgynevezett direkt modszer
integrilegyenlete — amelyben a fesziiltségvektor az ismeretlen abban a perempontban, ahol az
elmozdulasmezd adott, illetve megforditva az elmozdulésvektor az ismeretlen abban a perem-
pontban, ahol a fesziiltségvektor adott. Ennek az egyenletnek a megoldasa nyitja meg az utat
az els6 SOMIGLIANA képlet felhasznélasa el6tt.

Az egyensulyi feltételek, (egyenstlyi mezGegyenlet(ek), és a fesziiltségi peremfeltétel(ek)) fe-
sziltségfiiggvényekkel torténd teljesitésének és a kompatibilitasi feltételek teljesitésének egyenle-
tei — matematikai szerkezetiiket tekintve — szoros rokonsagban éallnak egymassal.

Bz utoébbi feltételek szarmaztatésa az értekezés egyik részfeladata.
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Jelolésbeli megallapodasok. Vektorok és tenzorok irdsmodjat illetGen vegyes, invarians és
indexes jelolésmodot alkalmazunk.

Indexes jelolésmodban adott vektort és tenzort a megfelel§ indexekkel ellatott matematikai
kurziv kis— és nagybet egyarant jelolheti.

Latin index értéke 1,2 és 3, gordg index értéke 1 és 2 lehet. Ismételt index szerint Gsszegezni
kell. Pontosvessz6 utan allo index kovarians derivalast jelol. A feliileten vett kovarians derivéltat
rovid fligg6leges vonal utéan allo index, a feliileti kovarians derivéaltat két révid parhuzamos vonal
utan allo gorog index jeloli.

Invarians jelolésmodban &allo félkvér bett a jelolés indexek nélkiil (kivételt képeznek az inde-
xekkel is ellatott bazisvektorok).

Térbeli feladatok esetén a vizsgalt tartoméanyt V', hatérfeliiletét S jeloli, a tartomany tobb
zart feliilettel hatarolt és egyszeresen illetve tobbszorosen Osszefiiggs is lehet. Adott esetben
a vonatkozd abra segit az eligazodasban. A peremfeltételek jellegének megfelelen az S az S,
és S; jeld részekre bontott, S, az elmozdulas (elmozdulési peremfeltétel) Sy—n a fesziiltség
(fesziiltségi peremfeltétel) az elsirt. Az S, és Sy jeli részek kozos hatargorbéjét g jeloli.

Térbeli feladatokban harom koordinatarendszert (tovabbiakban KR) alkalmazunk, nevezetesen

e az (x1,x9,x3) [vagy (x,y, z)| kartéziuszi KR—t (indexek als6 pozicioban),

o az (2!, 22, 23) tetsz6leges gorbevonali KRt (vegyes indexpoziciok),

o a (£1,£2.63) feliileti KRt (¢£1,€2 feliileti paraméterek, £ a feliiletre meréleges — vegyes
indexpoziciok)

alkalmazunk.

Az egyes valtozokat (skalarokat, vektorokat és tenzorokat) KR-t6l fiiggetleniil ugyanaz a beti
jeloli, a KR szerinti megkiilonboztetést — ha sziikséges — a kiirt argumentum (ez koordinatak
Osszességét jelols y, x vagy & lehet) segiti. A tartoményi és feliileti integralokat rendre az
(xl, 2% 23) illetve az (¢1,€2,€%) KR-ben tekintjiik, kovetkezésképp ez esetben az argumentum
kiirasatol eltekintiink.

Sikbeli feladatok esetén az A = A; belss, vagypedig az A = A, kiils6 tartomény a vizsgélat
targya, a peremgorbét, illetve konturt £ jeloli; a tartomény egy vagy tobb zart kontirral hatarolt,
azaz egyszeresen illetve t6bbszorosen dsszefiiggd is lehet. Adott esetben a vonatkozo abra illetve
szoveg segit az eligazodasban. A peremfeltételek jellegének megfelelGen £ éaltalaban az L, és
L; jeld részekre bontott, az L, az elmozdulas, az L£; —n a fesziiltség az elGirt. Ettdl eltérd
esetben a vonatkozo jelolésbeli megéllapodast a széveg a kérdéskor targyalasa sorédn ismerteti.
Ami a KR—eket illeti ismét az (x1,z2) [vagy (z,y)| kartéziuszi (indexek als6 pozicidban), az
(x!, 2%) tetszéleges gorbevonalu (vegyes indexpozicio) illetve a (€1, €2) konttron értelmezett [¢2
az ivkoordinata| ortogonalis gorbevonala koordinatarendszert alkalmazzuk.

Peremfeltételekben az elirt mennyiséget a valtozot azonositoé beti felett sapka jeloli.

A gondolatmenet kifejtése sordn nem tesziink kiilonbséget az egyes valtozok jelolésében, ha a
tényleges megoldasrol (mezdegyenleteket és peremfeltételeket kielégité megoldas), vagy a mezo-
egyenletek egy részét kielégitd mezdfiiggvényekrsl, megoldasrol [pl. kompatibilis, kinematikailag
lehetséges alakvaltozéasmezs; egyenstlyi, statikailag lehetséges fesziiltségmezd|, vagy valamely
funkcional értelmezési tartomanyéban allo, elvben szabadon varialhaté mezdérdl van szo és a sta-
cionaritasi feltételt teljesité mezdfliggvények megegyeznek a tényleges megoldassal. Ezt a kon-
venciot a jelolések egyszertisége érdekében alkalmazzuk, bizva abban, hogy a szovegosszefiiggés
segit az eligazodésban.

Latinbettis jel6lések alfabetikus sorrendben. A sorrend kis illetve nagybett.

a™ ay a (€1,€2,63) feliileti KR metrikus tenzorai (mértéktenzorai)

AB az 4 indexek lehetséges értékeinek részhalmaza — v.6.: klasszikus esetben
3. o., mikropolaris esetben 26. o.

at a, a feliileti KR—nek a feliilet érintésikjaban fekvs béazisvektorai

al=az;=n a harmadik bazisvektor (a kiilsé normaélis egységvektor) a feliileten

A;, A sikbeli bels§ és kiils6 tartomany
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az els6 anyagallando tenzor és annak inverze (mikropolaris eset)
térfogaton (illetve sikon) megoszl6 (tartomanyi) terhelés strtiség vektora
az S feliilet gorbiileti tenzoranak vegyes indexi és kovarians indext alak-
jai

a (8.79) és (8.80) képletekkel értelmezett méatrix

az (1.6) egyenlettel értelmezett vektormezs

a masodik anyagallandé tenzor és annak inverze (mikropolaris eset)
klasszikus esetben a (2.31c), mikropolaris esetben pedig a (4.19d) kép-
lettel adott integral

térfogaton illetve sikbeli tartomanyon megoszl6 erépar terhelés stirtség-
vektora (mikropolaris eset)

a 7.4. és 7.5. szakaszokban szerepl§ allando vektor és allando

tetszoleges allando vektorok — v.6.: (5.36a) és (6.26a)

tetszoleges allando vektorok — v.6.: (5.36b) és (6.26b)

a (8.52a) képlettel értelmezett tenzor

a (3.7) egyenlettel értelmezett vektormezd

a (4.19d) integrallal értelmezett allando

a (2.28c), (4.19¢) illetve a (4.12) utan allo képlettel értelmezett allandok

az anyagallandok tenzora és annak inverze (klasszikus eset)
integracios allandok kartéziuszi KR-ben — v.6.: (8.11)

integracios allandok gorbevonali KR-ben — v.6.: (7.13) és (7.16)

a (8.55)-ben all6 méatrix [illetve a matrix elemeit adé mennyiségek — v.6.:
(8.56a,b)]

a (3.9b) egyenlettel értelmezett inkompatibilitasi tenzor (mikropolaris
eset)

az alapegyenletrendszer baloldalan allo differencialoperator — v.6.: (8.25)
a Dy operatorok adjungaltjai [nem azonos az inkompatibilitasi tenzorral
—v.6.: (8.30)]

alakvaltozasi tenzor |klasszikus eset (1.1) képlet|

az (5.29) és (5.31)-et kovets képletekkel értelmezett hatarértékek
inkompatibilitasi tenzor |klasszikus eset, lasd (1.10)|{mikropolaris eset,
lasd (3.9b) és (3.10)}

fesziiltségfiiggvény a V-n — v.6.: (4.1¢c);

fesziiltségfiggvény az Sy—n — v.6.: (4.1d);

LAGRANGE féle multiplikator a V-n — v.6.: (3.21a);

LAGRANGE féle multiplikator a V-n — v.6.: (4.22a);

LAGRANGE féle multiplikator az S,-n — v.6.: (4.22b);

LAGRANGE féle multiplikator az S-n — v.6.: (3.21b);
fesziiltségfiiggvények sikfeladatra kartéziuszi KR-ben — v. 6. 8. Fejezet
az S feliilet Sy és S, résztartomanyainak kozos peremgorbéje

a g gorbét alkoto zart ivek — v.6.: 5.1 adbra

az (x!, 22, 23) gorbevonali KR metrikus tenzorai (mértéktenzorai)

az (!, 22, 23) gorbevonali KR bazisvektorai
a (8.79) és (8.80) képletekkel értelmezett méatrix
LAGRANGE féle multiplikator a V-n — v.6.: (1.27);

LAGRANGE féle multiplikator a V-n — v.6.: (3.21a)9



Hy

f;{m% HK])\’ Hnl
Hm9;3

Hy3, Hs3

Hprs, Hxy

* * *
Hyy, Hygz és Hyp
Hya, Hxy

Hﬂ/\7 H/{)\;& Hnl

B
A
Iy, Iy,
IvvB

~ |4
IlU’ IlE’ IlE

K.

SKV, § K5,
K9, SK*
6K 4, 0K1, 0K,

‘Clv ‘627 L
Lij = Pij, P j1

o

Ly

['ui
['u és ['t
M

o

M
L TRION

Pry,..., Py és Py

Py, Py ..., Py

V111
az 1. Fejezet 19. MEGJEGYZESében (10. o.) értelmezett fesziiltségfiige-
vény
LAGRANGE féle multiplikatorok az S-n — v.6.: (1.27)2, (3.21b)s
LAGRANGE féle multiplikator az S-n — v.6.: (1.27)s, illetve fesziiltség-
fiiggvény normaliranyu derivaltja az Sy-n — v.6.: (2.1d)e, (formailag
mindkét esetben normalirdnya kovarians derivalt)

LAGRANGE féle multiplikatorok S-n (feltevés szerint azonosan zérusok)
—v.0.: (1.27)45

LAGRANCGE féle multiplikitorok V-n — v.6.:
(4.22b)y mikropolaris eset

LAGRANGE féle multiplikatorok az S,-n — v.6.: (2.33b) és (4.22b)
fesziiltségfliggvény tenzorok a V-n — v.6.: (2.1c) klasszikus eset, (4.1c)9
mikropoléris eset

(2.33a) klasszikus eset,

fesziiltségfiiggvény tenzorok és normaéliranyd derivalt az Syn — v.o.
(2.1d), (4.1d)2

az (1.21) képlettel értelmezett integral

az I3 integral kiilonbézs alakjai — v. 6.0 (1.22)

az (1.25) illetve a (3.20) képlettel értelmezett integralosszeg

az (1.26) képlettel értelmezett integralosszeg

az (1.29) illetve a (3.23) képlettel értelmezett feliileti integral

az (1.28) illetve a (3.22) képlettel értelmezett térfogati integral

IV és I osszege — v.6.: (1.30)

175 vészei — v.6.: (1.32)

a teljes kiegészitd energia funkcional- v.6.:(5.16), (6.9), (7.17) és (8.12)
a k.l indexek lehetséges értékeinek részhalmaza — v.6.: 26. o.

(7.26a,b)

gorbék az S feliilleten — v.6.: 5.1 abra, 39. o.

az L1 gorbe részei (ivei) — v.6.: 5.2 4bra, 39. o.

sikbeli tartomény peremgorbéje (konturja)

a konttrgorbe azon ivei, melyeken fesziiltség (és eréparfesziiltség) az els-
irt

a kontturgorbe azon ivei, melyeken elmozdulés (és forgés) az elsirt

a kontuar részei

a hatés pontja

a hatéas pontja a konttrra lokalizalt
a V térfogati tartomany, illetve az A;, A, sikbeli tartoméanyok kiils6 nor-
malis egységvektora

az L1 és Lo, valamint a g és L gorbék metszéspontjai — v.6.: 5.2 abra,
39. o.; illetve 5.4 abra, 42. o.

pontok az Lq,..., Ly, gorbéken — v.6.: A.2 4bra, 116. o.

az Ly v kezdGpontja

az Sy értelmezett LAGRANGE féle multiplikdtor

az Sy és V-n értelmezett vektormezs

a g gorbén értelmezett LAGRANGE féle multiplikator

az M pont @) pontra vonatkoztatott helyvektora a kartéziuszi KR-ben —
peremelem moédszer esetén

az Sy-n értelmezett r! vektormezd szakadasa £ mentén — v.5.: (6.15)



az M és () pontok kozotti tavolsag

az 4 indexek lehetséges értékeinek részhalmaza — v. 6.: 4. o.

a P(s) pont P pontra vonatkoztatott helyvektora — v.6.: 5.3 abra, 40. o.
a P(s) és P pontok helyvektorai — v.6.: 5.3 abra, 40. o.

eréfesziiltségek oszlopvektora — v.6.: (8.55), (8.70)

a V térbeli tartomany hatarfeliilete

az S hatarfeliilet részei

az S, és S; feliilet részei — v.6.: 5.1 abra

a (8.55)-ben 4all6 matrix (illetve a matrix elemeit adé mennyiségek)

fesziiltségvektor

az Sy, illetve az Ly eldirt fesziiltségvektor

az eréfesziiltség tenzora (klasszikus esetben szimmetrikus)
erGfesziiltségek sikfeladatokra kartéziuszi KR-ben

partikularis megoldas erdfesziiltségekre — v.6.: (8.1)

a (8.42a,b) képletekkel értelmezett alapmegoldas

fajlagos rugalmas energia

elmozduléasvektor

az Sy, illetve az L£,—n elSirt elmozdulasvektor

alapvaltozok vektorai — v.6.: (8.26) el6tti bekezdés
alapmegoldés — v.6.: (8.35)

a V-n és S—en értelmezett vektormezs [v.6.: (1.9) és (3.8a,b)|
egyszeresen vagy tObbszorosen osszefliged térbeli tartomany
az Sy értelmezett LAGRANGE féle multiplikdtor

az Syn értelmezett dw® vektormezs szakadésa £ mentén — v.6.: (5.32)
és (6.15)

az Syn és V-n értelmezett vektormezd

a g gorbén értelmezett LAGRANGE féle multiplikator
az (x', 22, 23) térbeli gérbevonald, vagy (x!, 22) sikbeli gérbevonali ko-
ordinatak Osszessége

tetszleges gorbevonala {térbeli}[sikbeli] KR

{térbeli}|sikbeli|] egyenesvonalu kartéziuszi KR

a hatas forrasanak pontja vagy forrdspont

a forras pontja a konturra lokalizalt

GoOrdgbetis jelolések alfabetikus sorrendben. A sorrend kis illetve nagybett.

(6%
Agh

anyagjellemzd (mikropolaris testre)

a V-n értelmezett, elegend@en sima egyébként tetszéleges tenzormezd
[klasszikus esetben szimmetrikus (1.9), mikropolaris esetben nem (3.8b)]
a V-n értelmezett, elegendéen sima egyébként tetszéleges tenzormezd —
v.6.: (3.8a)]

varidlas az e, ..., H valtozok szerint

a (2.21), (2.21) és (2.24) differencidlegyenletek megoldasai

alakvaltozasi tenzor (mikropolaris eset)

KRONECKER szimbo6lum

permutéciés tenzorok

gorbiileti (forgési) alakvaltozési tenzor (mikropolaris eset)
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merevtestszert illetve fiiggetlen forgéas (klasszikus és mikropolaris eset)
nyirasi rugalmassagi modulus (klasszikus és mikropolaris eset)

el6irt erGparfesziiltség

er6parfesziiltség tenzor illetve nyomatéki fesziiltségi tenzor (mikropolaris
eset)

eréparfesziiltségek sikfeladatokra kartéziuszi KR-ben

POISSON szdm

a (€1,€2,63) koordinatak Gsszessége

feliileti, illetve konturhoz igazod6 gorbevonali KR

a teljes potenciélis energia funkcionéal

a mellékfeltételeket tartalmazo integralok osszege {klasszikus eset (2.34)}
[mikropolaris eset (4.23)]

a mellékfeltételeket tartalmazo integralok {klasszikus eset (2.35a,b,c)}
[mikropolaris eset (4.24a,b,c,d)]

modositott teljes potencialis energia funkcionél {klasszikus eset (2.30)}
[mikropolaris eset (4.18)]

klasszikus esetben a II; funkcionalt alkoté integralok — v.6.: (2.27)
mikropolaris esetben a IT; funkcionalt alkot6 integralok — v.6.: (4.18)
szabad variacios feladat funkcionalja {klasszikus eset (2.13)} |[mikropo-
laris eset (4.10)]

a IIy funkcionélokat klasszikus esetben alkoto integralok — v.6.: (2.13)

a IIy funkcionalokat mikropolaris esetben alkot6 integralok — v.6.: (4.10)

a V-n és S—en értelmezett vektormezd [v.6.: (3.8a,b)|
a g gorbe, illetve sikbeli tartomany esetén a kontir érinté egységvektora
az (1.8) képletben 4llo vektormezs



1. Az EGYENSULYI EGYENLET ALTALANOS ES TELJES MEGOLDASANAK
SZARMAZTATASA VIRTUALIS MUNKA ELVBOL — KLASSZIKUS ESET

1.1. Irodalmi el6zmények. Az tn. egyensilyi egyenletek megoldasit tetszoleges terhelésre —
egy zart fellilettel hatarolt egyszeresen Gsszefliggs test esetén — dltaldnos megolddsnak nevezziik.

Teljes az egyensilyi egyenletek megolddsa, ha tobb zart feliilettel hatarolt egyszeresen Gssze-
fliggs tartomény tetszéleges, azaz az egyes zart feliiletek nem sziikségképpen Gnegyensulyi ter-
helései esetén is teljesiil az egyenstlyi egyenletet.

A klasszikus feladatok keretei kozott AIRy [2] talalta meg a sikbeli egyensulyi egyenlet meg-
oldasat fesziiltségfiiggvényekkel. Az AIRy féle fesziiltségfiiggvény altalanositdsa harommeéreti
feladatokra MAXWELL [35] és MORERA [37| nevéhez fiiz6dik, akik két egymastol kilonbozd
megoldast allitottak fel. Ezek mindegyike harom—harom fesziiltségfiiggvényt tartalmaz. BEL-
TRAMI [5] észrevette, hogy az emlitett megoldasok megkaphatok az altala javasolt megoldasbol,
feltéve hogy a megoldésaban all6 szimmetrikus tenzor alkalmasan valasztott harom—harom ele-
mének helyére zérust irunk. A BELTRAMI féle megoldés teljességét tobbek kozott ORNSTEIN [43],
GUNTHER [15] valamint DORN & SCHIELD [13] igazolta, a bizonyitasok azonban csak egyetlen
zart feliilettel hatarolt tartomanyra érvényesek. Ezt a koriilményt RIEDER [45] vette észre, ami-
kor megfigyelte, hogy tobb zart feliilettel hatarolt tartomanyok esetén a Beltrami féle megoldas
onegyensilyi minden zart feliileten kovetkezésképp nem lehet teljes. A BELTRAMI féle megol-
das alkalmas, intuitiv aton vélasztott kiegészitésével egymastol fiiggetleniill SCHAEFER [47] és
GURTIN [16] talalt egymastol formélisan kiilonbozs, de teljes megoldasokat.

Az idézett cikkekben a fesziiltségfiiggvények bevezetése intuitive tortént. Ebben a tekintetben
az eldrelépés TONTI [80] és STIPPES |55] érdeme, akik a nem teljes BELTRAMI féle megoldést
variacios elvbdl (TONTI), illetve a virtualis munka elvbdl (STIPPES) szarmaztattak. Probléméat
jelentett azonban, hogy mellékfeltételként a hat SAINT VENANT féle kompatibilitasi feltételt
alkalmaztak, holott ezek nem fiiggetlenek egyméastol [29]. Ebbdl adodik, hogy az igy nyert
megoldas, amely megegyezik formailag a BELTRAMI féle megoldassal hat fesziiltségfiigguényt foglal
magdba, holott BELTRAMI szerint hdarom fesziltségfiigguény elegendd tetszdleges fesziiltségi dllapot
megaddsdhoz, ha a tartomdnyt egyetlen zdrt feliilet hatdrolja.

Ez az ellentmondés az in. SOUTHWELL féle paradoxon [51], [52] dudlis parja (ez kittinik a pa-
radoxon rovid attekintését ado kovetkezs szakasz szovegébol). Erdemes azt is megemliteni, hogy
a matematikai atalakitasok soran mindkét szerzg, azaz TONTI is és STIPPES is figyelmen kiviil
hagyta a test hatarfeliiletén megjelend integralokat és azt is feltételezték, hogy nincs térfogaton
megoszld terhelés.

A klasszikus esetben SOUTHWELL [51], [52] volt az elsd, aki a kompatibilitasi feltételeket a
teljes kiegészité energia maximum elvbdl 2, mint variacios elvbsl szarmaztatta. Ugyanakkor
arra is ramutatott, hogyha harom fesziiltségfiiggvényt alkalmaz — a MAXWELL [35] és MOR-
ERA [37] féle megoldasokat hasznalta fel — akkor csak harom kompatibilitasi differencialegyenlet
kovetkezik a hat SAINT VENANT féle kompatibilitasi egyenlet koziil a stacionaritési feltételbsl.
Mivel egy zart feliilettel hatarolt tartomanyon tetszéleges fesziiltségi allapot megadhatd alkal-
masan valasztott harom fesziiltségfiiggvénnyel — tobb zart feliilettel hatarolt tartomany és/vagy
zérustol kiilonbozs térfogati terhelés esetén a fesziiltségfiiggvénnyel nyerheté megoldast ki kell
egésziteni az egyensiilyi egyenletek egy partikularis megoldaséval — SOUTHWELL ellentmondéasra
jutott, hiszen az alakvaltozdsmezSk kompatibilitasdnak elégséges feltétele a hat SAINT VEN-
ANT féle kompatibilitasi egyenlet fennallasa. A paradoxont, amelyre jutott, utdna nevezték el
SOUTHWELL paradoxonnak.

ABOVSZKI, ANDREJEV és DERUGA konyve [1] kiemelten foglalkozik a klasszikus rugalmassag-
tan variacios elveivel, tobbek kozott azokkal a varidcios elvekkel is, ahol az egyenstlyi egyenletek
fesziltségfiiggvényekkel valdo megoldasa jelenik meg, mint a probléma egyik EULER egyenlete.
ToNTI és STIPPES cikkeihez képest van eldrelépés a peremen megjelend integrélok tekintetében
is, de az atalakitasok részben hibasak és hianyoznak azok a tagok a megoldasbol amelyek bizto-
sitanak, hogy a megoldés tobb zért feliilettel hatérolt tartomanyon is érvényes legyen. Ennek az

2Gyakran nevezik a teljes kiegészits energia minimum elvnek



2

az oka, hogy az egyensiilyi egyenletek egy partikuléris, nem zérus térfogati terhelésre érvényes
megoldasat a szerzdk ismertnek tételezik fel, és igy az egyensulyi egyenlet altaldnos megoldésa és
a partikularis megoldas kiilonbsége jelenik meg Euler egyenletként. A SOUTHWELL paradoxon
dudlis parja ez esetben is megoldatlan marad.

1.2. Célkittizések. A fenti szakaszban megfogalmazott problémak alapjan a szerzé célul tiizte
ki az alabbi, klasszikus esetre vonatkozd problémék megoldasat:

e Az egyensulyi egyenletek altaldnos és teljes, hdrom fesziiltségfiigguényt tartalmazd megol-
dasanak szarmaztatésat a virtuélis munka elv segitségével tobb zart feliilettel hatarolt
egyszeresen Osszefliggd testre, megoldva ezzel a SOUTHWELL paradoxon dudlis parjat.

e Az elsG célkittizéssel Osszefliggésben annak megmutatasat, hogy milyen fontos szerepet
jatszanak a megoldasban a mellékfeltételek (harom fiiggetlen kompatibilitasi feltétel a
tartomanyon és alakvaltozasi peremfeltételek a tartoméany peremén).

e Az integraltranszformaciok sordn megjelend feliileti integralok alkalmas atalakitasat és a
végsG alakok, illetve a vonatkozo peremfeltételek mechanikai jelentésének tisztazésat.

A megoldas gondolatmenete és f6bb lépései a |72], [74] és [75] alapjan keriilnek bemutatésra.

1.3. A feladat megfogalmazasa.

1.3.1. Jelolje rendre z, illetve & az x!', 22,23 térfogati, illetve a &', €2, &3 feliileti koordinatak
Osszességet. A jelen 1. Fejezetben az egyszeresen Osszefliges, egy vagy tobb zart feliilettel
hatarolt V tartomany képezi a vizsgalat targyat. Jeldlje S = S, US;; S, NSy =0 a V tartomany
hatérfeliiletét és annak két részét. Az S, és S, feliiletrészeket a g gorbe valasztja el egyméastol.

5

1.1. abra.

Az 1.1. 4bran vazolt két zart feliilet hatarolta tartomény esetén
Su=80Uus® g =8MUus? & g=g¢0ug®.

A klasszikus rugalmasségtan primdl rendszerének mez&egyenleteit az

1
(1.1) eni(7) = 5 (g + k) = ) rev



primal értelmezd egyenlet (primal kinematikai egyenlet), az anizotrop esetre érvényes
(1.2) tht = cMpae, zeV

primél konstitutiv egyenlet (HOOKE torvény) — C*P4 a rugalmassagi allandok negyedrendt ten-
zora —, és a

(1.3) (@) +0 =0 reV

primél mérlegegyenlet alkotjak, ahol ug, e, t* és b' rendre az elmozdulasvektor (alapvaltozo),
az alakvaltozasi és fesziiltségi tenzor (az els6dleges és masodlagos kozbiilss valtozo), illetve a
térfogati terhelés (a forrasvaltozo). A zarodjelparban allo (k;1) indexkettGs a vonatkozo tenzor
szimmetrikus részét jeloli.

Legyen 1y, és t' elsirt elmozdulas illetve fesziiltség.

Az (1.1), (1.2) és (1.3) mezGegyenletekhez az

(1.4) up, = U ¢ e Su
elmozdulasi és az
(1.5) nptht =1 £ €S,

fesziiltségi peremfeltételek tarsulnak. Az (1.5) képletben allo ny a kiils6 normaélis egységvektor.
Specialis esetben, ha az Sy iires, akkor S = S, (DIRICHLET feladat), ha az S, iires, akkor
S = S; (NEUMANN feladat).
1.3.2. Jol ismert potencidlelméleti eredmény [17], hogy a b térfogati terhelés mindig megad-
hato a

(1.6) o= —ABl(sc) = —gqu.l;pq reV
alakban [gP? a metrikus tenzor az (z!, 2%, 23) gorbevonald KR-ben|. A B!(x) vektormezd szami-
tasa két lépésben torténik:

1. Az els6 lépésben az (x1, 9, x3) kartéziuszi KR-ben hatarozzuk meg B! értékeét. Jelolje a

P futépont koordinatait x,(P). Legyen az x,(Q) koordinatak altal meghatéarozott @ pont
az a pont, ahol a Bt szamitjuk. A B! vektor Q pontbeli értékét a

Uiz,
D Ble@l= 5 [ @ 25V

integral adja.
2. A masodik lépésben az (z', 22, 23) gérbevonali KR-be kell transzformalni a B! [2,(Q)]
vektort.
Mivel az (1.6), (1.7) egyenletek alapjan maga a B’ vektormezs is képezhets egy masik, mondjuk
a Ul vektormezébdl oly modon, hogy erre a vektormezdre miikodtetjitk a Laplace operatort,
adodik a kovetkeztetés, hogy a

(1.8) b= —AAT! = —gPagmng! reV

.;mnpq
elsallitas ugyancsak lehetséges.

1.3.3. A dual egyenletrendszer attekintése elGtt sziikség lesz néhany fogalom bevezetésére.

Az ey () alakvaltozasmezot [kompatibilisnek|{kinematikailag lehetségesnek} nevezziik, ha az
(1.1) kinematikai egyenleteknek van egyértékd megoldasuk az u; elmozdulasmezore {és a megol-
das eleget tesz az (1.4) elmozdulasi peremfeltételnek}.

Tekintettel az (1.1) kinematikai egyenletekre azt mondjuk, hogy [kompatibilis|{kinematikailag
lehetséges} a V-n értelmezett elegendSen sima u;(x) vektormezd |ha tovabbi feltételeknek nem
tesz eleget| {ha teljesiti az (1.4) elmozdulasi peremfeltételt}.

A tF(z) fesziiltségmezGt [egyenstlyinak|{statikailag lehetségesnek} nevezziik, ha kielégiti az
(1.3) egyensulyi egyenletet {és az (1.5) fesziiltségi peremfeltételt}.

Az agp a V-n értelmezett, elegend@en sima, szimmetrikus, egyébként tekintetben pedig tet-
sz6leges tenzormezl. 4p-vel jeloljiik az ,;, indexek azon részhalmazat, amelyre nézve a

1
(1.9) 5(1},4;3 +vp.a) = aap(z) reV
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differencidlegyenletnek mindig van megoldasa a v; vektormezére. Nyilvanvalo, hogy az ap in-
dexparnak csak harom kiilonboz& értéke lehet. Jeldlje rs a kiegészité halmazt, vagyis azon
indexpéarokat amelyek egyiitt az ap indexpérokkal kiadjak az Osszes lehetséges értékét az
indexpéaroknak. Nyilvanvalé, hogy az rg indexparoknak harom kiilonboz6 értéke lehet, ha a
szimmetriara is tekintettel vagyunk.

Az £% szimmetrikus inkompatibilitasi tenzort az

(110) gab(x) — eakmeblpekl;mp x € V
egyenlet értelmezi (e?*™ a permutacios tenzor felsé indexes alakja). Az
(1.11) E%(x)=0 zeV

egyenlet az tn. hat SAINT VENANT féle kompatibilitasi feltétel, lasd pl.: [33].
1.3.4. Legyen H,q fesziiltségfiiggvény tenzor. A dudl egyenletrendszer mezSegyenleteit a

(1.12) P (x) = RN gy, + gPIB, + g BP, — "' BY), reV

duél értelmezs egyenlet, a

-1
(1.13) emn () = Crppr V' revV

-1
duél konstitutiv egyenlet (a HOOKE torvény megforditasa, C oy a CkP4 inverze), valamint az
(1.14) RS (z) = ekaeSlpekl;mp =0 zeV

dual mérlegegyenlet (harom fliggetlen kompatibilitasi egyenlet) alkotjak. A fenti egyenletrend-
szerben a szimmetrikus H,q, tP! és ey, tenzorok alkotjak az alapvaltozot, illetve az elsGdleges és
méasodlagos kozbiils§ valtozot. A forrasvaltozd azonosan zérus.

Az (1.12), (1.13) és (1.14) mezbegyenletekhez az

(1.15&) Erk — @(,\;n) = 0, £e Sy,
(1.15Db) (e3r — a3|n)||)\ + 03 (ear — ﬂa\m) - (emk;?’ - 6)\3#6) =0 £ €Sy
alakvaltozasi (b§ az S feliilet gorbiileti tenzora), az

(1.16) naE = 3Mebdre 4 =0 £eS;
kompatibilitasi, valamint a fesziiltségekre vonatkozo

(1.17) nae¥ ™ Y gy + a3qu.;q + aquiq - angljk =i £e S

peremfeltételek csatlakoznak [a*! a metrikus tenzor a (&1, €2, €3) feliileti KR-ben).

1. MEGJEGYZES: Az (1.17) peremfeltétel helyett mind sikbeli, mind pedig térbeli feladatok
esetén kozvetleniil a H,q fesziiltségfiiggvényekre és a H,4.3 norméalirdnyt derivaltra is réhato ki
peremfeltétel [39], [26].

2. MEGJEGYZES: Az (1.12) duél kinematikai egyenlet az (1.3) primal egyensulyi egyenlet
teljes megoldasa. A fenti teljes megoldast SCHAEFFER taldlta intuitiv modon [47]. A fesziilt-
ségfliggvény tenzor szerkezete nem lehet tetszéleges, fenn kell allnia a Hap = 0 feltételnek [14].
Maésként fogalmazva tetszGleges fesziiltségi allapot megadhaté a Hprg fesziltségfiiggvényekkel,
azaz harom fesziiltségfiiggvénnyel. Vegyiik azt is észre, hogy az (1.12) duél kinematikai egyenlet-
ben az utolsé hdrom tag a nem zérus térfogati terheléshez tartozo partikularis megoldast adja.
Tobb zart feliilettel hatarolt tartomany esetén zérus térfogati terhelés mellett is szerepelniiik
kell ezeknek a tagoknak a képletben, mivel a Hpg fesziiltségfiiggvényekbdl szamitott fesziiltségi
allapot 6negyenstlyi minden egyes zart feliileten. Ekkor az (1.6)-ban b' = 0 és a B! harmonikus.

3. MEGJEGYZES: A GURTIN altal talalt

(1.18) 7= VN g + gAY 4 gIATP — gPlg R zeV

megoldéas ugyancsak teljes.
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4. MEGJEGYZES: Az (1.14), (1.15a), (1.15b) és (1.16) egyenletek teljesiilése estén kinemati-
kailag lehetséges az ey (x) alakvaltozasmezs. Az alakvaltozasi peremfeltételek felallitésa, jelen-
t6ségiik felismerése és az allitds nem elemi igazoldsa KOzZAK nevéhez fiizddik, lasd [27], [26] és
[28], az igazolast illetGen pedig |75].

5. MEGJEGYZES: Az (1.15a), (1.15b) alakvaltozasi peremfeltételek fennallasa biztositja az

(1.19) exxllo + Exnlly — (Uxe) o — Ugabox = 0. £ €Sy
egyenlet teljestilését [75].

6. MEGJEGYZES: Tekintsiik az u; elmozdulasmezét S-n, az ey; alakvaltozasmezdst pedig V-n
és S-n. Ha fennall az (1.15a), (1.15b) alakvaltozési peremfeltétel az u; € S elmozdulasmezs és az
ey alakvaltozasmezs kozott, és ha az ey alakvaltozasmezs eleget tesz az (1.14) kompatibilitéasi
differencialegyenletnek, akkor nyilvanvalé a 4. MEGJEGYZES alapjan, hogy létezik olyan egyér-
tékd u; elmozduldsmez§ a V-n, amely megegyezik S-n az ott tekintett u; elmozdulasmezsvel.
Az 5. MEGJEGYZES alapjan pedig azonnal kiovetkezik, hogy fennall az (1.19) azonossag is S—n.

7. MEGJEGYZES: Ha fennall az (1.15a), (1.15b) alakvaltozasi peremfeltétel a teljes S feliileten,
vagy annak egy részén, akkor ugyanitt identikusan fennall az (1.16) kompatibilitasi peremfeltétel.

1.3.5. A wvirtudlis munka elv dltaldnos primdl alakja a

(1.20) /tkl el dV—/ by dV—/n3t3lul dA =0
14 14 S

modon irhato fel. A fenti egyenlethez a kiovetkezs direkt allitas tartozik: Ha eg(x)—et az (1.1)
kinematikai egyenletbdl szamitjuk, ahol ug(x) kompatibilis elmozduldsmezd és az (1.20) egyenlet
tetszdleges, kompatibilis u(x) elmozduldsmezdre fenndll, akkor a t*(x) fesziltségmezd eqyensiilyi.

Az (1.1) kinematikai egyenletek mint mellékfeltételek helyettesitése és parciélis integréalés utan,

azaz kihasznalva, hogy
/tklu(l;k)dV:/ngtgluldA—/ tfffkuldv
14 S 14

azonnal kovetkezik az allitas a rendezés utan adodo
/ (* + ) wdv =0
v

egyenletbdl, hiszen u; tetszbleges V-n.
Az utébbi allitas fényében az alabbi kérdések meriilnek fel:

1. Kovetkezik—e a virtudlis munka elv altaldnos primal alakjabol a primal egyensulyi egyenle-
tek SCHAEFER [47] &ltal talalt (1.12) alatti teljes megoldasa — azaz az egyenstly fennallasa
— harom fesziiltségfiiggvénnyel. STIPPES az (1.11) alatti hat SAINT VENANT féle kompa-
tibilitasi egyenletet alkalmazta mellékfeltételként — ezek nem fiiggetlenek egymastol — a
térfogaton |55, ezért eredménye hat fesziiltségfiiggvényt tartalmazott harom helyett. Mar
korédbban is utaltunk ré, hogy ez az ellentmondés a SOUTHWELL paradoxon duélis parja.

2. Felmeriil mésodik kérdésként tehat a mellékfeltételek probléméja mind a V' térfogati tar-
tomanyon, mind pedig annak S peremén. Ezt a kérdésfeltevést az is indokolja, hogy
az Irodalmi el6zmények cimd szakaszban idézett munkak — pl. [55], [80] — nem szentel-
tek kellg figyelmet a feliileti integraloknak és a feliileti integralok alkalmas atalakitaséval
ad6dod eredményeknek.

3. Kovetkezik—e a virtuélis munka elv altalanos primél alakjabol a primal egyensulyi egyen-
letek GURTIN [17] altal talalt (1.18) alatti teljes megoldésa.

1.4. Mellékfeltételek és a virtualis munka elv atalakitasa.

1.4.1. Alabbiak a |72| és [74] eladasok, valamint a [75] tanulmény alapjan tekintik at a mellék-
feltételek és a virtualis munka elv atalakitdsanak kérdését. Az atalakitasok célja az 1., 2. és 3.
alatt felvetett problémék megoldasa.

A részleteket illetGen — kiilonosen a feliileti integralok alkalmas atalakitasa igényel sok munkat
és figyelmet — az idézett |75] cikkre, valamint a jelen értekezés fliggelékére utalunk. A késdb-
biek soran, ahol sziikséges, pontosan megnevezziik a vonatkozé képletszamot illetve az értekezés
fiiggelékének vonatkozo szakaszat.



Az (1.6) és (1.8) eldallitasok felhasznalasaval a virtualis munka elvben szerepls

(1.21) 7 = —/ by dV
14

integral az
(1.22) 151:/ AB'u; dV illetve az 152:/ AA! vy dV
Vv \%4

alakba irhato at. A fenti két integral tovabbi transzformécidjanak az a célja, hogy a térfogati
integral integrandusza az alakvéltozasi tenzort tartalmazza az elmozdulésvektor helyett.
A Fiiggelék (A.2.6) és (A.2.8) képleteinek felhasznalasaval az I, integral tekintetében

(1.23) I8, = - / (g"B'. + g"1B", — g"' B",) ey, dV + / ng (a®B', +d""B3, —a¥BY;) u; dA
\% S

az eredmény.
Hasonl6 modon adodik az (A.2.9) és az (A.2.11) képletek felhasznalasaval, hogy

(1.24) Iy =— /V (gMAV, + g IAWP — gPlg™ ot

) €lp dVv

+ / ns (aqu\I/l.;q + alqA\I/‘?;q — a3qaml\IlIf;k.mq) urdA.
S
Az (1.23) képlet helyettesitésével azt kapjuk a virtualis munka elv (1.20) alatti alakjabol, hogy
(1.25) Ivmp = /V[tpl — (¢"B'y + g"B", — 9" BYy)| ey AV
- / n3 [t3 — (a3qu.;q + aquiq — a3lBlik.)] udA =0.
S

Ugyanilyen modon kapjuk az (1.24) képlet helyettesitésével a virtualis munka elv (1.20) alatti
alakjabol az elv W't tartalmazo formajat:

(1.26) Ivmw = /V[tpl - (gqu\I/l-;q + glqA\Iﬂ.);q - gpqgmllpl.ﬁ;kmq) epldV

3]

- / ng [t3 — (a3qA\I/l_;q + alqA\Ilg_;q - agqamllllk.kmq)] udA =0.
S

Tovabbiakban a mellékfeltételek kérdését vizsgaljuk.

1.4.2. Az (1.25) és (1.26) egyenletek a virtualis munka elv altalanos primdl alakjai, ha a
térfogati terhelés a B'(x) vagy a W!(x) potencidlfiiggvény segitségével adott. Vegyiik észre, hogy
az (1.25) és az (1.26) egyenletek mindegyikében az Osszetartozo kompatibilis e;, alakvaltozédsmezd
és az u; elmozdulasmezd rendre a test V' térfogatan illetve az S hatarfeliileten jelenik meg.

Visszaidézve most a 6. MEGJEGYZESben mondottakat kovetkezik, hogy a keresett mellékfel-
tételeket a V-n tekintett (1.14) kompatibilitasi differencidlegyenlet, valamint az S—n tekintett
(1.15a), (1.15b) alakvaltozasi peremfeltételek alkotjak, és szerepe lehet az (1.19) azonossagnak
is az atalakitédsokban.

1.4.3. Mivel a mellékfeltételek nem helyettesithetSk kozvetleniil a virtualis munka elv (1.25),
illetve (1.26) alatti alakjaba, a LAGRANGE féle multiplikator technika alkalmazasara van sziikség.
A

Hy, Hy, zeV
Hm9 H1977’ 5 €S
(1'27) Hm?;3 Hﬂn;Bv £es
Hn3 H37] =0 EesS

és
H33=0 § es



hatarozatlan LAGRANGE multiplikatorokkal

Il
o

(1.28) IY:/ ekaeSlpekl;mpHRSdV
\%
és

(1.29) qu2/57236”"33193{(%-;—U(An))ﬁnﬂ;:s

+ [(e3k — uzje)r + b3 (€an — Uajr) = (€xr3 — €x3i) — bg(em — Urjr)) [ Hpo
Hlewal + exslo — (U)o — Uapnbos] Hys — byo(exs — t(aj)) Has} dA = 0.
a mellékfeltételek integral alakja. Kovetkezésképp a fenti két integral Gsszege is zérus:
(1.30) NS =1r+r =o.

A mellékfeltételek fenti integrabilis alakja tovabbi magyarazatra szorul. A kovetkezé 8.-15. alatti
MEGJIEGYZESeknek ezért az a célja, hogy megvilagitsak a véalasztas hatterét és segitséget nyujt-
sanak a végsd atalakitédsokhoz.

8. MEGJEGYZES: Egyenlére feltételezziik, hogy kiilonboznek zérustol a I:Ing = ﬁgn és I:I33
LAGRANGE multiplikdtorok. Megmutatjuk kés6bb — utalunk itt a 16. MEGJEGYZESre —, hogy
ezek értéke nem befolyasolja a peremfeliilet fesziiltségi dllapotat és igy valojaban zérusnak va-
laszthato az emlitett multiplikatorok értéke [75].

9. MEGJEGYZES: Vegyiik észre, hogy formajat tekintve kovarians derivalt a flmg;g = ﬁgmg
LAGRANGE féle multiplikator. Kihasznalva a Fliggelék (A.1.5), (A.1.7) és (A.1.8) alatti képleteit
irhatjuk, hogy

Hyos = Hops + b Hyg + b5 H,o ces

ahol tetszGleges fiiggvénynek tekintjiik a flgn’g mennyiséget. Masként fogalmazva tgy vessziik,
hogy fliggetlen a flmg;g derivalt a flmg(f) ¢ €S —tol. (Ne feledkezziink meg arrdl, hogy az S
felilleten vagyunk, ahol az S feliilet normalisa mentén vett derivalt a ﬁmxg fiiggvény.)

10. MEGJEGYZES: Mivel az (1.14) kompatibilitasi mezSegyenletek harom fiiggetlen egyenletet
adnak — ezeket az 5 indexpér azonositja —, kivetkezik, hogy ugyancsak harom a sziikséges Hy
LAGRANGE multiplikidtorok szama és ezeket ugyanazon de most az alsé indexben irt pg indexpar
azonositja. Masként fogalmazva zérusnak vehetsk a H4p Lagrange multiplikatorok. (Valojaban
ezen az észrevételen alapul majd a SOUTHWELL paradoxon dudlis parjanak feloldasal)

11. MEGJEGYZES: A H,y multiplikitor bévithets a

—bﬁ(m — UAr)) £es

taggal. Ez a tag valojaban zérus hiszen a teljes peremfeliileten teljesiil — 6sszhangban a 6. MEG-
JEGYZESsel és Uy|x)~t gondolva u(y|,) helyére — az (1.15a) alakvaltozasi peremfeltétel. Vagyis a
b&vités nem befolyasolja a végeredményt.

12. MEGJEGYZES: Az (1.19) identitast — itt is a 6. MEGJEGYZESsel Osszhangban jarunk el,
azaz up-t gondolunk wuy helyére — vessziik a ﬁng multiplikdtor egytlitthatojanak. Kovetkezésképp
nem szamit, hogy zérus, vagy nem zérus a ﬁng .

13. MEGJEGYZES: A Hsg multiplikdtornak is a 11. MEGJEGYZESben szerepls, de most
kissé masképp sulyozott, alakvaltozasi peremfeltétel az egyiitthatéja. Ez ismét azt jelenti, hogy
érdektelen az a koriilmény, hogy zérus-e, avagy nem a Hss.

14. MEGJEGYZES: Erdemes arra is felhivni a figyelmet, hogy az alakvaltozdsmezd €x\;3 NOT-
malirdnyu derivaltja is szerepel a mellékfeltételekben.

15. MEGJEGYZES: A kiévetkez§ interpretéacio tartozik a 12. és 13. MEGJEGYZESek fényében
az 1. MEGJEGYZEShez: Erdektelen az I} S integral atalakitasa soran az a koriilmény, hogy zérus
vagy nem zérus értéktek a ﬁng és a Hys multiplikdtorok. Azonban igazolni fogjuk a késGbbiek
soran, hogy mindig zérusnak vehetd ez a két multiplikator.
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1.4.4. Kibdvitve a virtualis munka elv (1.25) és (1.26) alatti alakjait az (1.28) és (1.29)
mellékfeltételekkel a virtualis munka elv

(310 [ = (@B g8, - Bl ey aV
—/Sng [t3 — (aqul.;q + aqu‘riq - anglik)] wdA—17% = 0,
¢és

3]

(1.31b) /V [P — (gPIAV |+ gMAVP — gPgT R ey dV

3]

- / n3 [t3 — (QBqA\I/l.;q + alqA\IJ?;q - a3qaml\11k.kmq)] wdA—1V% =0
S

alakjait kapjuk. A kivant végeredmény elérése érdekében alakitsuk at parcialis integralasok vég-
rehajtasaval az I} S integralt. Az ennek részeként megjelend I U transzformaci6ja soran alkalmas
indexéatnevezésekkel Hy -t irunk Hgg helyére de nem feledkeziink meg arrél sem, hogy a Hap
val6jaban zérus értékd.

Az ey alakvaltozasi tenzort és az w; elmozdulasvektort tartalmazo tagok Osszegytjtésével és
az

n365n36>\03U3‘,§b§)\g773 =0 EesS
egyenlGség kihasznélasaval irhatjuk, hogy
(1.32) B =1 +1 = Iiy + Iip + I,

amelyben

(1.33) Ijy = —/Snge“"‘gew?’u(m)ﬁnﬂ;?»dfl

+ /gngeﬁngeAﬁg[—UA|n||ﬁﬁn3 — ()b H3s + (bgu(xm) — DSt ) Hypg] dA

+ /s 3" B [ —ug, oo — upnbow Hay — ug)borHys] dA,

(1.34a) Ity = /57”636"“"3@193{ exxHosz + (exno + exslo) His
(€3 + bXCar — €xr;3 + ergle — bgexn)ﬁw + byersHas} dA
és
(1.34b) Iy = /V Frmelste, o Hyp dV .
Az (1.33) integral atalakitasa a Green tétel alkalmas atrendezéssel tarsuld ismételt alkalmazasat

igényli. A részleteket illetGen a Fliggeléek A.2.4. szakaszara utalunk. A végeredményt véve
irhat6 az (A.2.21) képlet alapjan, hogy

(1.35) IfU = — / ngegnneldpgnd;pnul dA.
S

16. MEGJEGYZES: Legyen w;(§) és wy3(§) két elegendSen sima vektormezs az S feliileten.
Felidézve a vektormez8 kovarians derivaltjanak értelmezését ugy tekintjiik a w;.3(€) vektormezst,
mintha az az x ¢ S pontokban ismeretlennek vett w;(x) vektormez§ normalis mentén vett
kovarians derivaltja lenne. A

(1.36) Hy(€) — Wk (§) kiilonbséget gondolva Hy(€) EesS



helyére nem véltoztatjuk meg az (1.35) kifejezés értékét, mivel

1 1
3kn ldp ~, _ 3kn ldp, ~ 3kn ldp,~,
e PUW ) = 5(6 T PWyq)pr + 5(6 TP W) p

1 . 1 - .
_ 5(63&77635”11)17;5#);/@ + 563/{77(6)\37711)77;:% + e)mgwn;m'ﬂ);m =90. g €S

Figyeljiik meg, hogy a zar6jelben all6 kifejezés nem igényli a wy,,,—nal magasabbrendii kovarians
derivaltak meghatérozéasat, ha figyelembe vessziik a kovarians derivalasok sorrendjének felcserél-
hetSségét. Ugyanakkor a Wy, (§) fiiggvény mindig megvalaszthat6 oly modon, hogy fennélljon
a

I;Tkg—ﬁ}(&k) =0 fES

Osszefiiggés. Ez a megallapitas egyben a fNIng = ffgn = Hss = 0 feltevés helyességének igazolasa
is.

1.4.5. Tekintettel a fenti 16. MEGJEGYZESben mondottakra valoban feltételezhetjiik, hogy
a Hyy szerkezetét tekintve eleget tesz az (1.27) alatti eléfeltételeinknek. Bz a vélasztas nem
befolyasolja az IfE integral értékét sem, hiszen a (1.36) baloldalan allo kiilonbség egyszertien
atnevezhet6 Hy-nek.

Az (1.34a,b) integralok atalakitasa hasonlo az (1.33) integral atalakitasahoz. Részleteket ille-
tGen a Fliggelek A.2.5. és A.2.6. szakaszaira utalunk. Ami az atalakitasok eredményét illeti az
(A.2.27), (A.2.29a) és (A.2.31) felhasznalasaval kapjuk, hogy

(1.37) Ity = /Sn3€'€p3€wg(—ﬁm6pﬁ;3 + Hyzep9) dA

és

(1.38) IYE = / epykeldrHyd;krers dV + /Snge“pge’wg’(ﬂmepg;g — H)y3€p9) dA.
|4

Az (1.35), (1.37), (1.38) és (1.32) képletek felhasznalasaval elvégezhets az (1.31a) egyenletben
kijelolt kivonés:

(1.39) /V (17— (e Hyr + g™ By + 9Bl — 9" By e dV
— / ng [t3 — (7P H, g0 + a3qu.;q + aqu‘riq - anglik)] u dA
S

+ / n3e™3 N[ —(Hyy — Hyg)eps + (Haws — Haws)ep] dA = 0.
s

Mivel (1.39)-ben mind

er() reV
epn(8); epu3(§)  E€S

mind pedig

ui(§) £es
tetszGleges, a baloldal eltinésébdl a
(1.40) 7 = VR H gy + g7 B + gMBP, — ¢ B, zeV
mezdegyenlet és a
(141) }NI)\H_HN@ =0, fI}\/@;B_HAH;B =0, £es
valamint a

- 63’\ﬂepdpﬁ)\d;pg + aquf);q + aqu:.s;q — angﬁk ,

(1.42a) = eBAﬁ(epgnﬂkgm - EPBKFNI)\H;g);g + aquﬁq + aqu?;q — a?’pBlf;,€ , cesS

(1.42b) % = VP, 9 +a® B3 + B — a® Bk, ces
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peremfeltételek fennéllasa kovetkezik, ahol tekintettel a (1.27)34, (A.1.5), (A.1.7) és (A.1.8)
Osszefiiggésekre

(1.42(3) I::r,\g;,{ = ﬁ)\g = ﬁ)\gﬁ — Fgﬁﬁrg — ang/\r = bgg,\p, f cs
\
(142d) ﬁ)\li;p = ﬁ)\li‘p - g/\nnp - b)\pgfﬂfi - bnpﬁ)ﬁ = g/\HHP £es

17. MEGJEGYZES: Tekintettel a 9. MEGJEGYZESben allo képletre, valamint a (1.42¢,b) egyen-
letekre konnyen megmutathaté az (A.1.9), (A.1.10) és (A.1.11) Osszefiiggések felhasznalasaval,
hogy a 1) szerint vett kovaridns derivaltak — lasd az (1.42a) és (1.42b) képleteket — ugyancsak
megadhatok a H,,.és H A,3 segitségével.

1.4.6. Ha most behelyettesitjiik az (1.41); o Osszefliggéseket az (1.42a,b) Gsszefiiggésekbe, és
egybevetjiik az eredményt az (1.40) formulaval, akkor azt talaljuk, hogy ugyanigy kell szamitani
a tP! fesziiltségeket mind a V-n, mind pedig az S-en, azaz az (1.40) képlet segitségével. Ugyan-
akkor hangsilyozni kell, hogy az (1.41);2 és (1.42a,b) Osszefiiggések szerint nem kivanja meg
a fesziiltségek szamitésa az S felilleten a Hy3(£) és Hyg.3(§) ismeretét. Konnyen ellendrizhetd
az egyenstlyi egyenletekbe torténd helyettesitéssel és az (1.6) Osszefiiggés felhasznélasaval, hogy
egyenstlyi a fesziiltségek Hy; Lagrange multiplikitorok és B! segitségével torténd (1.40) alatti
elgéllitasa.

18. MEGJEGYZES: Az (1.40) képlet altal adott megoldéas pontosan a SCHAEFER féle megoldas
—v.0.: (1.12) vagy [47]. Ez ok miatt a H,q multiplikatorokat fesziiltségfiiggvényeknek nevezziik.
Viszszaidézve, hogy ebben a megoldasban a 6. MEGJEGYZES szerint Hpg nem azonosan zérus ¢és
Hap = 0 tovabba, hogy Hy; szimmetrikus, adodik a kovetkeztetés, hogy harom fesziiltségfiigg-
vény elegendd, és ezek indexeit ugyantugy kell megvalasztani, mint a fiiggetlen kompatibilitasi
egyenletek indexeit — hiszen csak ezek szerepeltek a mellékfeltételekben. Az (1.40), (1.41), (1.42a)
és (1.42b) egybevetésébdl pedig az adodik, hogy a fesziiltségeket ugyanigy kell szamitani mind
V-n, mind pedig S-en. Vagyis a Hj; multiplikatorok is fesziiltségfiiggvények.

1.4.7. A virtualis munka elv (1.31a) alakjabol az (1.39)-re vezets gondolatmenet megismétlé-
sével kapjuk, hogy

/ [tpl - (epykeldrHyd;kT + gqu\I’l_;q + glqA\Iﬂ_);q _ gpqgmlqjk )] elp dV
1%

kmg

- /S ng [t3 — (MW H, g + a3qA\IJl.;q + alqA\Iliq - a3qamlllk.kmq)] uy dA

)

+/ n3€np3€A193[_(H)\li - g/\n)epﬁ;B + (H)\IQ;B - ﬁ)\ﬁ;B)em?] dA =0,

S

ahonnan kovetkezik, hogy az egyensulyi fesziiltségmez6 mind a V-n mind pedig az S—n a
(1.43) P = epykeldrHyd;kr + gqu\I/l.;q + glqA\Il?;q - gpqgml\Il]ikmq xeV

képletbdl szamithato. Az (1.43) alatti megoldas a GURTIN altal talalt teljes megoldas [16].
19. MEGJEGYZES: A Hyp = 0 feltétel mindig teljesithets a vj(z) x € V vektormezs alkalmas
megvalasztasaval, 1ényegében véve a

1
E(UA;B‘F'UB;A):HAB zeV
differencialegyenletek megoldasaval, mivel a
v 1
Hyy = Hyy — §(Uk;l + vk) zeV

fesziiltségfiiggveny tenzor teljesiti a Hap = 0 feltételt. Figyeljiik meg, hogy a V(ky) fesziiltség-
fiiggvényekhez nem tartozik fesziiltség. Ez az eredmény FINzI [14] eredménye.

1.5. Eredmények. A szerzé eredményeit — ehelyiitt is, és a tovabbi fejezetek végén is — pon-
tokba szedve ismerteti az értekezés:
1. A jelen fejezet legfontosabb eredménye annak igazolasa, hogy szilard testek esetén az
egyensulyi egyenletek altalanos és teljes megoldasa — azaz a tobb zart feliilettel hatarolt
testre érvényes SCHAEFER féle és GURTIN féle megoldas — levezethetd a virtualis munka
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elv altaldnos primél alakjabol, feltéve, hogy az alakvaltozasmezsk kinematikailag lehetsé-
ges voltaval kapcsolatos feltételek, kozottiik a V' tartomanyra vonatkozo fiiggetlen felté-
telek, mint mellékfeltételek, ismeretesek. A gondolatmenet anyagegyenlettsl fiiggetleniil,
geometriailag linearis feladatokra érvényes.

2. Mivel a mellékfeltételek harom fiiggetlen mezGegyenletet tartalmaznak kovetkezik, hogy
tetszGleges fesziiltségi allapot megadhaté harom fesziiltségfiiggvény segitségével. Ezzel
megoldast nyert a SOUTHWELL paradoxon dudlis parja. A gondolatmenet egyik eredmé-
nye FINZI intuitiv modon elért eredményének, miszerint a Hy; fesziiltségfiiggvény tenzor
szabaly szerint kivalasztott harom eleme — ezek indexeit sp jeloli — zérusnak vélaszthato,
fliggetlen igazolasa. Ugyancsak a gondolatmenet eredménye KOzZAK egyik eredményének,
miszerint a nem zérus elemek indexei pedig ugyanazok kell, hogy legyenek mint a fiiggetlen
kompatibilitasi egyenletek rg indexei, fliggetlen igazolésa.

3. Az S feliileten vett integralok hosszadalmas és nehéz atalakitasainak megadésaval formali-
san is igazolast nyert az a természetes kovetelmény, hogy a fesziiltségeket ugyantugy kell
szamitani mind a V-n mind pedig az S—n.

4. A gondolatmenet modszertani jelentéségl és mas esetekben, igy mikropoléris esetben is
[62] alkalmazhato — ebben a tekintetben a 3.1.-3.5. szakaszokra is utalunk —, feltéve hogy
a kompatibilitas sziikséges és elégséges feltételeit ismerjiik.

Az eredményekkel kapcsolatos publikaciokat illetGen [72], [74] és [75] érdemel emlitést. A
felsorolt eredmények 100%-ban a szerzd eredményei.
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2. AZ EGYENSULYI EGYENLET ALTALANOS ES TELJES MEGOLDASAT ADO
ELLENTMONDASMENTES VARIACIOS ELVEK ES A STATIKAI-KINEMATIKAI
ANALOGIA A PEREMFELTETELEKRE — KLASSZIKUS ESET

2.1. Irodalmi el6zmények. ABOVSZKIJ, ANDREJEV és DERUGA konyve [1], amelyet mar az
el6z6 fejezetben is idéztiink, olyan variacios elveket is bemutat, ahol az egyensiilyi egyenletek
megoldasa fesziiltségfiiggvényekkel az EULER egyenlet. TONTI [80] és STIPPES [55] cikkeivel
szemben van el6relépés a test S hatarfeliiletén végzett atalakitdsok tekintetében, de mindazok a
tagok hianyoznak, amelyek sziikségesek ahhoz, hogy a megoldas teljes legyen tobb zart feliilettel
hatarolt tartomanyon. Ennek az az oka, hogy az egyensiilyi egyenletek partikuléris megolda-
sat el6re ismertnek tételezik fel, és igy az EULER egyenlet az egyensilyi egyenletek altaldanos
megoldasanak és a partikuléris megoldasnak kiilonbségét, azaz onegyensulyi fesziiltségmezst ad
eredményiil. Tovabbi probléma a mellékfeltételek szama (hat kompatibilitési egyenlet a V—n) és
a szitkséges fesziiltségfliggvények szama kozotti ellentmondés (harom fesziiltségfliggvény elegendd
lenne, de az idézett EULER egyenletek hatot tartalmaznak).

Kozismert, hogy az (1.14) kompatibilitasi egyenletek és az egyensilyi egyenletek BELTRAMI
féle megoldasanak — ezt az (1.12) egyenlet jobboldalanak elss tagja adja — ugyanaz a matema-
tikai szerkezete: az (el6bbi)[utobbi| megkaphatd az (utobbibol)[elbbibsl|, ha abban a (H) |e]
helyett (e—t)[H-t] irunk. Ezt a hasonlosagot statikai-kinematikai analogianak szokas nevezni.
Nyilvanvalé, hogy az alakvaltozéasi peremfeltételek teljesiilése egyben biztositja a kompatibili-
tast az S, —n. Felidézve, hogy a kompatibilitas és az egyensily dual fogalmak felmeriil a kérdés:
hogyan kell megvalasztani a fesziiltségfiiggvényeket az S;—én |S, duélis parjan| ha azt akarjuk,
hogy ne szarmazzon bel6liik fesziiltség. Mas szavakkal: van-e mod a statikai-kinematikai analdgia
peremfeltételekre vonatkozé kiterjesztésére?

2.2. Célkitiizések. Az el6z6 szakaszban megfogalmazott probléméak alapjan a szerzd célul
tizte ki az alabbi feladatok megoldasat:

e A fentebb részletezett gondolatok (teljesség, a sziikséges fesziiltségfiiggvények szama, in-
tegralatalakitasok a peremen) jegyében a vonatkozo variacios elvek modositésa és kiegé-
szitése.

e Ha lehetséges, a statikai—kinematikai analogia kiterjesztése a peremfeltételekre.

A megoldas gondolatmenete és f6bb lépései a [72], [74] és [76] alapjan keriilnek bemutatésra.

2.3. Szabad variacios feladat.
2.3.1. Felmeriil a kérdés a virtualis munka elv altalanos primal alakjabol kovetkezs (1.39) egyen-
lettel kapcsolatban, hogy vajon lehetséges-e olyan szabad variaciés elvet létrehozni, ahol

e a vonatkozé funkcionél ey; alakvaltozasmezdk szerint vett varidciojanak eltiinése biztositja
az (1.40) mezGegyenlet teljesiilését a test V' térfogati tartomanyén és az (1.41) peremfeltétel
teljestiilését az S; jeld peremrészen,

e tovabba, hogy az uj, elmozduldsmezd szerinti variaciok eltiinése az (1.42a), (1.42b) perem-
feltételek, végss soron tehat a fesziiltségi peremfeltételek fennéllasat biztositja Syn.

A keresett funkcionél a teljes potencialis energia funkcionalboél vezethets le a térfogati terhelés
munkijat ado tag atalakitasaval — a f6bb 1épéseket tekintve gy kell eljarni, mint a virtuélis
munka elv esetén az el6z6 1. Fejezetben, az atalakitdsoknak pedig az a célja, hogy a tarto-
manyi integralban csak az alakvaltozdsmezd szerepeljen — ezt kivetGen pedig a LAGRANGE féle
multiplikatortechnika segitségével figyelembe kell venni a mellékfeltételeket. A keresett funkci-
onal végleges alakjat a multiplikdtorok meghatarozasat kovetGen azok értékének a funkcionélba
torténd visszahelyettesitésével kapjuk meg.

A funkcional értelmezési tartomanyéat

az

(2.1a) er1(x) zeV
alakvaltozasmezs, az

(2.1b) ug(§) £€ S
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elmozdulésmezd,

valamint
a

(2.1c) Hy () zeV
és a

(2.1d) Hia(€), Hirz () £€S

fesziiltségfiiggvények alkotjék majd.
Az utobbi esetben, ahogy ezt eddig is feltételeztiik, a fesziiltségfiiggvények eleget tesznek a

(2.2) Hap(X)=0 ze€V &  Hs(€) =0 £€65;.

feltételeknek.

1. MEGJEGYZES: Ezek a feltételek az 1. Fejezet eredményein alapulnak. Emlékeztetni ki-
vanjuk az olvasot, hogy a harom £79 = 0 fiiggetlen kompatibilitasi differencidlegyenlet megléte
miatt csak a harom Hprg LAGRANGE féle multiplikatorra, azaz harom Hpg fesziiltségfliggvényre
van sziikség az egyensiilly V-n térténd fenntartasdhoz.

2.3.2. A linearis rugalmassagtan egyenleteit a funkcional értelmezési tartomanyat alkoto, azaz
a fenti valtozokkal a

(23) CplTsers = 6pykEldr?—lyd;k:r + gqul.;q + gquI.);q - gplBl.C;k ’ reV
(2.4) ERkWESlpekl;mp =0 rxeV

mezdegyenletek és a

(25) 7:1/-6)\ - /erk =0, H,‘-@)\;B - HHA;B =0, 5 € St
(2.6a) exe — Uy = 0, £eS
(2'6b) (63% - u3|n)||)\ + bit(eom - ua|n) - (GHA;B - 6)\3;/@) =0, §E€S
73) €Ak — a(/\;n) =0, § €Sy
(27b) (63% - a3|l€)||)\ + bg\l(eal’u - aa|/€) - (ef@)\;?) - 6)\3;5) =0, § €Sy
(2.8a) P = egAﬁepdpﬁ)\d;pg + a3qB’_);q + a,qu?;q - a3pBlik. , e s,
(2.8b) = 63)“963”’)7:[)\,.;;,)19 + aqu‘riq + aquiq — a3gBlik &e S,
peremfeltételek alkotjak. A fenti egyenletekhez az
(2.9) U —u =0 ey

folytonosségi feltétel tarsul.
Emlékeztetjiik az olvasot, visszaidézve az 5. oldal 5. Megjegyzését, hogy a (2.6a,b) peremfel-
tételek fennallasa S;-n az

(2.10) exxllo + Exnlly — (Uale) o — Ugabos =0 £ €S
egyenlet automatikus teljestilését, a (2.7a,b) peremfeltételek fennallasa pedig az
(2.11) exxlo T exnlo — (Wre)|y — Uspnbos =0 £ €8y

egyenlet automatikus teljesiilését biztositja.

Az alabbiak arra mutatnak ra, hogy a (2.3) és a (2.4) mezGegyenletek, a (2.5)-(2.8b) peremfel-
tételek, valamint a (2.9) folytonosségi feltétel teljesiilése biztositja a rugalmassagtan valamennyi
egyenletének fennallasat.

Valoban a (2.4), (2.6a,b), (2.7a,b) és (2.9) egyenletek teljesiilése biztositja az alakvaltozasme-
z6k kinematikailag lehetséges voltat. A [75] 3.10. szakaszénak els6 bekezdésében foglalt allitas
alapjan — tekintettel a (2.9) folytonossagi feltételre is — adodik a kovetkeztetés, hogy a (2.6a)
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és (2.6b) feltételek integralasa a tényleges ug(€) elmozdulasmezst eredményezi Sy—n. Ha emel-
lett a (2.3) egyenlet is teljesiil, akkor fennall az egyenstly V-n, mig a (2.7a) és (2.7b) egyiittes
teljestilése biztositja a fesziiltségi peremfeltétel fennallasat.

2. MEGJEGYZES: Ehelyiitt és a tovabbiakban, egyszertisége miatt, csak a SCHAEFER féle
megoldasra szoritkozunk. A lentebb bemutatott gondolatmenet azonban alkalmazhatd a GURTIN
féle megoldésra.

2.3.3. Visszaidézve a 2.3.1. szakasz méasodik bekezdését a szabad varidcios feladat funkcio-
nélja az aldbbi, csupan gondolatmenetében részletezett, lépésekkel kaphatd meg:

1. Az (1.23) képletet helyettesitjiik a teljes potencialis energia funkcional (2.29) alatti képle-
tébe a térfogati terhelés munkajanak helyére (u; = 4; az S,-n):

1
(2.12) Tl(ex;, ) = /V[ieplcplm@rs — (g"B' + g BP, — ¢"' B*)en] dV—

— / [t —n3(a®™ B, +d"B>, — a®BY,) w dA + / [n3(a®B', + B3, — a® B¥ )] 4 dA.
St u
2. Mellékfeltételnek tekintjik a (2.4), (2.6a), (2.6b), (2.7a), (2.7b), (2.9), valamint a (2.10)
és (2.11) egyenleteket.
3. Hozzadadjuk a potencialis energia funkcionalhoz a mellékfeltételek alkalmas LANGRANGE
multiplikdtorokkal szorzott és a vonatkozd tartoményokon integralt alakjait.
4. Meghatéarozzuk a funkcionél stacionaritasi feltételébdl a multiplikidtorokat.

5. Visszahelyettesitjiik a multiplikatorokat a funkcionalba.

A fenti, hosszadalmas és nagy figyelmet igényls atalakitasok utéan (kiilonosen a 3. 1épés kivan
ligyességet)

(2.13) MMy = Ty(eps, u, Hrs, Hans Hang) = T3 + T30 + 115" 4TI
a keresett funkcional, ahol
(2.14a)
1% 1 plrs pq lqg PP pl Rk krm lsp
Iy = [§eplC ers — (gP1B ., + 9B, — g" B )ep| dV + [ €M e PepgmpHy dV,
\%4 \%4

(2.14b) TS = — / i — n3(a®B',, + d'"B3, — a® B"))] u; dA
St

— /S ngemgewg{(exn - U(/\\m))ﬁnﬂ;fi
t
+ [(635 - u3|l€)||)\ + bit(eom - uoz\f@) - (eﬂ/\;3 - eA3?“) o bg(e)"i o U()\|,€))]7:[m9

+ el + exnlo — (W) 0 — Uzinbor) Hys — by (exe — u(rj)) Has} dA,

(2.14c) TI5* = / n3(a® B, +d"“B? — a®B",) 4 dA

u

—/ n3e™ M3 (ex — Ty Hois
S

+ [(e3m — g )n + b5 (o — flaje) — (€xnis — exsin) — b (exn — ur ) Hapo
+ [exafo + el — (Gxj) v — Usinbos]Hys — byo(exs — tae)) Has} dA,
és
(2.144)
Hg = — fx’rlge"'ﬂ737-19[(uﬂ,_C — ﬂ19|ﬁ)7:l773 — (UB\/@ — ﬂg‘,@)ﬁng] ds + %Tneldp/}:lnd;p(ul _ ﬂl) ds .
g g
Vegylik észre, hogy a fenti funkcional az 6sszes fesziiltségfliggvényt tartalmazza, ideértve azokat

is, amelyeket zérusnak tekintiink. Amikor azt a kérdést vizsgaljuk, hogy milyen egyenletek
kovetkeznek a dIIy = 0 variacios elvbdl (a stacionaritési feltételbdl), akkor ki fogjuk hasznalni,
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amint azt mar kordbban is tettiik, hogy specialis szerkezet a Hy(z) és Hju(€) (lasd az 1. Fejezet
8. és 10. Megjegyzéseit — 7. o. — valamint a jelen fejezet 2.3.1. szakaszénak (2.2) képletét).
2.3.4. A (2.13) alatti funkcional

(2.15) 0ly = .11y + 0,119 + oy 1l + (57_11_[2 =0

,,,,,,

(2.5), (2.6a,b), (2.7a,b), (2.8a,b) peremfeltételek és a (2.9) folytonossagi feltétel fennallasat is
biztositja.

Alabbiakban roviden ismertetjiik az igazolas gondolatmenetét. Az egyes valtozok szerint vett
variaciok fliggetlensége miatt a (2.15) variacios elv a

(2.16a) OIly = 6115 + 0,115 4 6.115% = 0,
(2.16b) 6Ty = 6,115 + 6,115 =0,
(2.16¢) oIy = Sy T1Y + 631154 = 0
és

S
(2.16d) S5y = 651150 4 64115 = 0

egyenletekkel ekvivalens.
2.3.5. A (2.16a) egyenlet az alabbi lépésekkel hozhato alkalmas alakra:

.....

helyettesitjiikk és a H helyére H-t frunk. A kapott eredményt oly mddon helyettesitjiik
a 011y kifejezés helyére, hogy az S feliileten vett integralt az S, és Sp-n vett integralok
Osszegének tekintjiik,

(b) Az (1.34a) egyenletben &llo S, H,, és flm\;g helyére rendre Sy, 0H,.\ és 57'25/\;3-'5 irunk.
Ezt kovetSen ezekkel a betticserékkel vessziik figyelembe, hogy az (1.34a) egyenletnek
az (1.37) egyenlet a végss alakja. A kapott eredmény ellentettjét a 561_[‘29 ¢ kifejezés helyére
helyettesitjiik.

Végezetiil

(c) az (1.34a) egyenletben allo S, H,, és ffﬁ)\;g helyére rendre S, 6H\ és 6Hon3-t frunk.
Ezt kovetSen ezekkel a betticserékkel vessziik, figyelembe hogy az (1.34a) egyenletnek
az (1.37) egyenlet a végss alakja. A kapott eredmény ellentettjét a 561_15“ kifejezés helyére
helyettesitjiik.

Az ezt kovetd atrendezéssel a

(217) 6,11, = / (CP7ey — (P H g+ P B, + g 1BP, — g7 BY) ey AV
1%

+ / n365p36>\03[_(,H/\n_?:[)\/i)(sepﬁ;i’» + (HA/{;B - 7:[/\n;3)5ep19] dA =0
St

egyenletet kapjuk. A dey, ,dep9,3 és depy varidciok tetszélegessége miatt ebbdl az egyenletbdl a
(2.3) mezGegyenlet és a (2.5) peremfeltételek fennallasa kovetkezik.

2.3.6. Vegyiik észre, hogy 5u1'[‘29t az IlsU ellentettje, ha az utobbiban S, duy és dug keriil az
S, uy és ug helyére. Ha emellett kihasznaljuk az (A.2.21) dsszefliggést — az ebben allo S,, g, és
ug betiikombinaciokat rendre S, g és dus-al helyettesitve —, akkor a (2.14d) képletet is figyelem-
bevéve az

(2.18) S lly = — / [t — ng(e¥" €W H,p g + a® B, + B3 — a® BY))] 6wy dA = 0
St

eredményt kapjuk a (2.16b) stacionaritési feltételbdl. Mivel a (2.18) egyenletben nincs eléfeltétel
eléirva a duj-re az tetszéleges lehet. Kovetkezésképp a (2.18) egyenlet, vagy ami ugyanaz a
(2.16b) stacionaritasi feltétel fennallasa, a (2.8a) és (2.8b) peremfeltételek teljesiilését biztositja.

2.3.7. Ami a (2.16¢) egyenletet illeti érdemes visszaidézni, hogy az (1.19) egyenlet nem fiigget-
len az (1.15a) és (1.15b) alakvaltozasi peremfeltételektsl. Ennek a koriilménynek a figyelembe-
vételével konnyen belathato, hogy a (2.16¢) stacionaritasi feltétel teljesiilése egyenértéki a (2.4)
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egyenlet — Hap = 0 a V-n, kivetkezésképp feltételezziik, hogy dHap =0 — és a (2.7a), valamint
(2.7b) peremfeltételek teljesiilésével, még akkor is, ha mind 0#,3 mind pedig 6H33 kiilonbozé
zérustol, egyébként tetszéleges az Sy-n.

2.3.8. A 5711_[? és 5QH§ variaciok fliggetlenségét kihasznalva a (2.16d) stacionaritési feltétel
a

(2.19) ool =0 6 6zl =0
stacionaritasi feltételekkel helyettesithets. Mivel Hys = 0 és Haz = 0, mindazok a tagok torolhe-
t6k a (2.19)1-ben, — lasd a (2.14b) egyenletet — amelyek H,e3 és Has-t tartalmazzak. Ily modon,
tekintettel a 57:[7719 és 57'27719;3 variaciok tetszolegességére, a (2.6a) és (2.6b) peremfeltételek telje-
stilése ugyancsak kovetkezik a (2.19a)-bol.

2.3.9. Miel6tt megvizsgalnank azt a kérdést, hogy milyen egyenletek kovetkeznek a (2.19b)
stacionaritasi feltételbsl két vektormezdt, ezeket 07 (€) és oy (€) jeldli, értelmeziink az S, és Sy

peremfeliileteket egymastol elvalaszto g gorbén az atalakitasok egyszertisitése érdekében. Legyen

d o7t
ds

Ennek az egyenletnek mindig van megoldésa az ismeretlen vektormezdre:

(2.20) =~ PSH, g, . (eg

s
5flal = —/ Tneldp(SHnd;pal ds.
So

Az is nyilvanvalo, hogy

d o7t ~ ~ d 672 ~ ~
(2.21) d; = —7'776123(51{773;2 + 5H772;3) , dj; = 7'776123((51{773;1 + 5H771§3) , f cg
d o -
(2.22) ds _Tne&sﬂéHné;na €y
ahol az (1.42¢,b) osszefiiggésekre tekintettel
(2.23a) 0Hyse = O0Hygp, = 0Hyg, — T8 0H,3 — T%,.6H), EesS
(2.23D) 0Hywp = O0Hyy, = 0Hy,, — bap0Hs. — bpdH gz . EesS
Legyen tovabba
d 6w . ~
(2.24) Tn = 7% (€937 + 6H,p) . €y

Nyilvanvalo, hogy az utébbi egyenletnek mindig van megoldasa a dw, vektormezdre.
3. MEGJEGYZES: Tekintettel a (2.21), (2.24) és (2.23a,b) Osszefiiggésekre irhatjuk, hogy

ot = 67 (6Hyps, ... ), 0% =67 (6H 3, ... ) (eg
és
Sy = &1 (6Hy, ... ), iy = d1ip (8 Hay, ... ), (eyg
ahol fiiggetlenek egymastol és tetszblegesek a 5[—]772;3, 5[?,71;3, 8Hyy és 6 Hoy variaciok. Kovetke-
zésképp feltételezhets — anélkiil, hogy ez sértené az altalanossagot —, hogy a 67 és 0w, variaciok
is fliggetlenek egyméstol és tetszélegesek a g gorbén. Ki fog deriilni a késébbiek sorén, hogy nem
jatszik szerepet a 67 variacié a & ﬁﬂg = 0 stacionaritasi feltétel végss alakjaban.

2.3.10. A fentiek alapjan mostmar a (2.19)9 stacionaritasi feltételre forditjuk a figyelmet.
Felhasznélva az (2.14d)-at helyettesitsiik a (2.20) és (2.24) Osszefliggéseket a

T"eldpéflnd;p, és Tﬁdﬁmg

mennyiségek helyére. A részletek ismertetése nélkiil — ebben a tekintetben a Filiggelék A.3.1.
szakaszara utalunk — kapjuk, hogy

(2.25) 5QH2G = — j{[emgdi(ugn — ﬁ3|,€)]51f)nds + %[di (’UJH — ﬁ,@)](SfﬂdS = 0,
g o g @
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ahol a 67" és 0w, vektormezsk (variaciok) tetszdlegesek lehetnek a g—n, kovetkezésképp a (2.25)
stacionaritasi feltételbdl a
d d

(226) E(UBM - ’llg‘n) =0 és E
egyenletek kovetkeznek. Az utobbi két egyenlet fennallasa mindig biztositja a (2.9) folytonossagi
feltétel teljesiilését, ha a vonatkozo integracios éllandokat alkalmasan vélasztjuk meg.

4. MEGJEGYZES: Az utobbi két egyenlet azt jelenti, hogy a Ils funkcional stacionaritasan ala-
pul6 direkt numerikus modszerek esetleges alkalmazasa esetén nincs sziikség a fenti folytonossagi
feltételek, vagy ami lényegében ugyanaz, a (2.9) folytonossagi feltétel elézetes betartasara.

(s — @1y) = 0 feg

2.4. Statikai—kinematikai analbgia.

2.4.1. Ha elGirasokat tesziink a szabad variacios feladat funkcionéljaban az értelmezési tarto-
manyt alkotd valtozok egy részére, akkor a Ils funkcionél egyszertibb alakot vesz fel. Ha az
alakvaltozasmez6 kinematikailag lehetséges, akkor mind a (2.4) fiiggetlen kompatibilitasi diffe-
rencidlegyenletek, mind pedig a (2.6a,b), (2.7a,b) alakvaltozasi peremfeltételek fennallnak és az
elmozdulasmezd, illetve derivaltjai folytonosak a g gérbe mentén. Ha emellett ismeretesek a
(2.8a,b) fesziiltségi peremfeltételeket kielégitd H,.», valamint 7—~l,€)\;3 fesziltségfiiggvények, akkor
a IIy funkcional — lasd a (2.13), (2.14a,b,c) és (2.14d) egyenleteket — a II; funkcionélra egyszerti-
sodik:

(2.27) Iy (epg, wy) = 11 (ep) + Hft(ul) + Cls“ ,
e (o) = [ GeuC e — ("B, + 4B, — " BhealaV
(2.28b) Hft (ug) = — /St ngeB”“eldp”;’:Lnd;p,{uldA
és
(2.28¢) o = /S n3(a® B, +a“B%, —a®B* )4 dA.

5. MEGJEGYZES: Ugyanez a fljnkcionél adodik a
(2.29) (e, uy) = 1/ eplelrsers dv —/ bl dV — / fluy dA

2 Jv v S;

teljes potencialis energia funkcionalbol, ha az (1.22)1, (1.23) és a (2.8a,b) képleteket helyettesit-
jitk a mésodik térfogati integral, illetve ¢ esetén, nem feledkezve meg arrdl a koriilményrdl sem,
hogy w;(§) = W (&) az Sy, n.

2.4.2. A Hft alkalmas atalakitasa érdekében végzett és a Fliggelék A.3.2. szakaszaban, illetve
a [76] tanulmanyban részletezett parciélis integralasokkal olyan alakra hozhat6 a II; funkcional,
hogy az csak ep;—t6l fiigg:

(2.30) M (ext) = 1Y () + 17 (en) + T0F (exr) + CF + CF
ahol
(2.31a) 7" (egy) = /s nze"Be P (—H, gpers + Hpdenip) dA,
!
(2.31b) H?(ekl) = 7{T’9e"”73(7-~[mgeg,.i — 7:[7]361%) ds
és !
(2.31¢) cY = — %T"eldpﬁﬂ’:[nd;p ds — j(I{T’ge”m‘q’(7:[,71973,3;,.6 — 7:17732219;”) ds.
g g

Ami a I} —t és C’f“ft illeti a (2.28a) és a (2.28¢) képletre utalunk — lasd fentebb.
2.4.3. A (2.30) funkcionalhoz rendelt mell¢kfeltételeknek az ey alakvaltozasmezd kinematika-
ilag lehetséges voltat kell biztositaniuk.
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Az eddigiekkel szemben tgy kell a mellékfeltételeket megvalasztani, hogy csak az ey alakval-
tozésmezdt tartalmazzak. Ez azt jelenti, hogy az alakvéltozasmezk kompatibilitasahoz az (1.14)
mezGegyenlet, az (1.15a,b) alakvéltozasi peremfeltételek, valamint a

(2.32) naE3 = EMmedre q . =0 £es,

kompatibilitasi peremfeltételek teljesiilése sziikséges. Legyenek

(2.33a) Hprs(z) = Hsr(x), reV
(2.33b) ﬁkl(ﬁ) = ﬁlk(f)a ;:[7719;3 = I}ﬁn;:s £ €Sy
és

(2.33¢) wp(§) £ES

hatarozatlan LAGRANGE multiplikatorok. Fentiekkel 6sszhangban a II; funkcional stacionarité-
sabol ad6dd EULER egyenletek keresése sorén ki kell egésziteni a funkcionélt a mellékfeltételek és
a LAGRANGE multiplikdtorok alkalmas szorzatait integranduszként tartalmazé alabbi integralok
Osszegével:

(2.34) Mg = IIg + 11§ + 115" = 0,
ahol az (1.28) és (1.29) képletek szerint (tovabbi magyarazat lentebb)
(2.35a) Iy, = —1I/(Hgs),
(2.35b) 5" = —IP(Su, iy, Higy Hyos)
és
(2.35¢) Hg’f = —/ eBnneldpend;pﬁwl dA .
St

Vegyiik észre, hogy a (2.35a) és (2.35b) képletekben argumentumként azoknak a mennyiségeknek,
paramétereknek az értékét tiintettiik fel, amelyek megvaltoztak — a (2.35a) képletet példaul ugy
kaptuk, hogy Hps-t irtunk Hpg helyett az (1.28) képletben. Hasonldo modon kévetkezik (2.35b)
az (1.29) képletekbdl — S helyére S, keriilt etc.

Ezt a fajta irdsmodot a tomorség kedvéért késgbb is alkalmazzuk majd.

Azt is érdemes megemliteni, hogy az (1.28) és (1.29) integralokat ugyanolyan feltételezések
mellett tekintjiik, mint kordbban az I} és I f integralokat, ideértve a multiplikdtorok szerkezetét,
valamint az (1.19) alatti nem fiiggetlen feltételt — ez utobbi az (1.29) integralban jelenik meg.

6. MEGJEGYZES: Az ey alakvéltozasmezok kinematikailag lehetséges voltahoz tovabbi feltéte-
leknek, pontosabban az Sy és S, feliiletrészek kozos g hatargdrbéje mentén folytonossagi feltéte-
leknek kell teljesiilniok. A kordbban mar részletezett és az utobbi feltételek — ezeket az alabbiak-
ban tisztazzuk majd — egyiittes fennallasa sziikséges és elégséges feltétele az ey alakvaltozasmezk
kinematikailag lehetséges voltanak.

2.4.4. Azonnal kévetkezik az (1.1) kinematikai egyenletbdl, hogy fennall a

(2.36a) ey = "0 ey
osszefiiggés. Nem nehéz ellendrizni az (A.2.4) segitségével, hogy
dy?
ds

Ez az egyenlet azt fejezi ki hogy a g gorbe mindkét oldalian ugyanaz kell legyen a @3 merev-
testszerd forgas. Ami a merevtestszeri forgas masik két Gsszetevdjét illeti az (A.2.4) és (A.2.5)
felhasznaldasaval azt kapjuk, hogy

1 1

r _ _rql _ rql
¢lp=c¢1 (§ul;qp + o tailp — §uq;lp) = € eigp — equp) - zeV

3 3wl 30
=715, = 71 Sl g = T ey - Eeyg

(2.36b) 5
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Irjunk -4t és n-at az r és p helyett majd bontsuk ki a vonatkozo Gsszegeket. Egyszert atalaki-
tasokkal adodik, hogy
9
dp n_ 93

(2.36¢) ds 7%, = 71" N exsy — tizng) = 776" eans — ean) - €y

Hallgatolagos feltevése a fenti gondolatmenetnek, hogy folytonosak az elmozduldsmezs és az
elmozdulédsmezd feliileten vett kovaridns derivaltjai amikor athaladunk a g gérbén. Mivel sem az
Uy, sem pedig az Uy 9 sem varialhato szabadon fennall, hogy

ot =0 és (Sﬁk;,\g =0, f € Su

ahonnan az (2.36a,b,c) képletekkel valo egybevetés utan azonnal kovetkezik, hogy a dey; variaciok
a

(2.37a) 78e,9 =0, 1€ §e g\ = 0 (eg
és a
(2.37b) 7'776193>\56,\3m = T”e%)‘(ée,\mg — desn:n) ey
feltételeknek kell hogy eleget tegyenek a g gorbén. Mivel

1 1 .
(2.37(3) exg = §(U)\;3 + u;g;)\) = E(U)\;g + U3;,\) Eeyg

nem nehéz belatni, hogy csak e,3 varidlhaté szabadon a g-n.
2.4.5. A tovabbiakban azt a kérdést vizsgéljuk, hogy milyen egyenletek kovetkeznek a

(2.38) SeIly + 0cllg = Iff + I + I + Iff =0

variacios elvbdél, ahol a jobboldalon allo I}f , Igt, Igu és Ig bettikombinéciok a V', S;, Sy, és g-n
vett integralokat jelolnek azon transzforméciok eredményeként, melyeket a 0,117 + d.I1g Osszeg
alkalmas alakra hozéasa végett kell elvégezni. Jelenleg nem ismerjiik ezeket az integralokat. Az
azonban nyilvanvald, hogy a felsorolt I}f ) Iﬁt, Igu és Ig integralok mindegyike kiilon-kiilon is
zérus kell legyen, mivel az integrélasi tartomanyok maguk is kiilonboznek.

Visszaidézve a (2.28a), (2.35a) és az (1.28) Osszefiiggéseket, majd megismételve az (A.2.28)-bol
az (A.2.29a,b) és (A.2.31) képletekre vezet gondolatmenetet az

(2.39) 5 1V + 6,118 = 6. 11Y + IV (Sens, Hrs) = I} + I3 + I3

Osszeget kapjuk. Itt

(2.40) Iy = / [Cplrsers - (fpykeldrgyd;kr + gqul.;q + gqul.j;q - gplBlik)] depdV =0
14

és

(2.41) If“ + Ift = — / ngeﬁp?’e)ﬂgg(ﬁ)\ﬁ(Semg;g — IV{)\,{;g(Sepg) dA .
Su+St

2.4.6. Az Iﬁ“ integral nyilvanval6an két részbdsl all:
(2.42) I5e = I7 + 5115

Ami a (5ng variaciot illeti tekintsiik a (2.35b), (1.29), (1.34a) és (1.37) egyenleteket. Ezekbdl
kovetkezik, hogy

s s ; S ;
OIlg = —I7 (Sus bext, Hig)la=o = —I7(Su, der, Hpr),

mivel az ey alakvaltozasmez6t varialjuk. Alkalmas betiicserékkel az (1.37) Osszefiiggés irhato a
561_[?‘ variacio helyett (2.42)-ben. Visszaidézve a (2.41) sszefiiggést is azt kapjuk, hogy

IS = IP 4 5 I3 =

* o * o
(2.43) = / nge A3 H oy — Hyg)depns — ( Haws — Haws)depp]dA =0.

u
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2.4.7. A tovabbiak az utolsd két, vagyis az Iﬁ“ és az Ig integralokra forditjak a figyelmet.
Ezek 6sszege két csoportra bonthaté attol fiiggsen, hogy a Hy,, Hy vagy a w; szerepel benniik:

(2.44) I+ I = (I + Iifw) + (I, + TH.)

w

Els6ként azokat az integrélokat vessziik sorra amelyek a Hy, és Hy-t tartalmazzak. Nyilvanvald
a (2.30), (2.31a), (2.31b), (2.34), (2.35a), (2.38) és (2.39) képletek alapjan, hogy

(2'45) Ig’}{ + IgH - 5€Hft1 + Ift + 5€H1G(ﬁkl) :
Az (2.31a) és (A.2.29b) egyenletek egybevetésébdl
(2.46a) XI5 = I55(Sy, Sepy, Hyp) -

A tovébbiak az I ft integral meghatarozéasara forditjak a figyelmet. A kivant eredmény harom
lépéssel érhetd el:

1. Vegyiik észre, hogy az (A.2.30)-ban allo feliileti integral megegyezik az I f t-vel feltéve, hogy
a kovetkezs betiicseréket hajtjuk végre:

S, — S;,, H— H, e—de.

2. Az (2.31b) és (A.2.30) képletek egybevetése alapjan azt is megfigyelhetjiik, hogy egybeesik
az (A.2.30)-ban &ll6 vonalintegral a 6,I1-vel ha tovabbi betticseréket hajtunk végre:

Jdo — 4, H—)fl, e — de.

3. Megoldjuk az igy adodo egyenletet az I ft integralra nézve.
Végezetiil kapjuk, hogy

(2.46b) I8 = —I5p(S, degq, Hyg) — 10 (dexs, Hi) -
Az (2.46a) és (2.46b) képletek (2.45)-be torténd helyettesitésével az
(2.47) I8t + ISy = I55(St, den, Hyy — Hyg) 4 TS (Sepy, Hyy — Hy)

eredményt adodik, mivel az integrélok linearisak a Hy;-ben. Legyen
(2.48) Hy = Hyy — Hyy .
Az (A.2.29¢), (2.31b) és (2.48) felhasznalasaval a (2.47)-bdl az

(2.49) IﬁtH + IEH = / ngenpge/\ﬁB[g,\n(Sepg;g — H)\,i5ep3;19 — H3,€(5€p19;)\—
St
_FI)\H;?)éepﬁ + ﬁx\nwéepi’» + ﬁ3n|/\6€p19] dA

— 7{ 7”Lg€m73(’7’19[:17719(563,.C — T/\(Se)\,iHng) ds

o

egyenlet kovetkezik. Ha a (2.49)-ben
Hy,-t frunk a dey; helyére
és
eri-t a Hyy helyére,
akkor az (A.2.25)-et kapjuk. Azonnal kovetkezik ebbdl a megfigyelésbol, hogy az (A.2.25)-re
vezetd atalakitasok kiindulopontja, vagyis az (1.34a) egyenlet a végss alakja a (2.49) egyenletnek,
ha abban az ey és Hj,; helyére rendre Hy; és dej-t irunk. Ily modon kapjuk, hogy

Iy + Ity = /Sn:semgewg{ Hywdenoz + (Hexjg + Howjjo)dens+

(2.50a) +(Hspp + b8 Haw — Her + Hygp — bgf_fm)5€m9 + by Haxdess} dA,
ami azt is jelenti, hogy

(2.50b) ISy =0.
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2.4.8. A w; multiplikatort tartalmazo integral(ok) az utolso(k), amivel foglalkozni kell. Nyil-
vanvalo a (2.34), (2.35a,b,c) képletekbdl és a (2.44) felbontasbol, hogy

(2.51) I8 4+ I, = 0,113 =TI (Jepy) -
A tovabbiakban az a célunk, hogy felhasznéaljuk az (A.2.21) és az (1.33) egyenleteket, annak
érdekében, hogy elkeriiljiik a hosszi formalis atalakitasokat. A (2.44) képlet és az (A.2.21)-ben
allo feliileti integral egybevetése szerint, ha rendre
St, g, deyy és wi-t irunk S, go, Hy; és helyére
z (A.2.21) és az (1.33) képletekben, akkor a Hgt(éekl)—t ismeretlenként tartalmazo egyenletet

kapunk, mivel mindkét kifejezésnek ugyanaz, azaz I fU az értéke. Kovetkezésképp, elkiilonitve a
feltileti és vonalintegrilokat irhatjuk, hogy

(2.52) Igﬁu = —/S n36’6773e’\193w(,\‘,§)56n19;3d14
:
+/S nge’mgewg[—w)\m”géeng — W(x|x)bydess + (bgw(/\m) - bi‘wa‘m)éeng] dA
¢
+ /St n36“7736)‘193[—w3|,€”,\56mg — w3|\byxdesy — ws|bordeys]dA
és
(2.53) Iﬁ;w = %T"eldpéend;pwl ds — j{ngemgTﬁ(wm,ﬁeng — w3|;0e,9) ds .

g g

Tekintettel a (2.44), (2.50a,b) és (2.52) képletekre

(2.54) IS = /S nse BB (Hy, — won)0eoss
t

+ [(Hsx — wg)n + 08 (Haw — was) — (Hans — Hazw) — bg(f_fm — W(x|x))]0€nw
+[Hoxjo + Hao — (wxj)jjo — waaborldens — by (Hax — winpe )dess} dA = 0.

Az (2.44), (2.50a,b) és (2.53) egyenletek felhasznalasaval kovetkezik, hogy
I§ =15, -

Felbontva az els6 vonalintegralban az e-t tartalmazo Osszeget azt kapjuk a (2.53)-bol, hogy

Ig = Igw j{T” 3)\19(5619,7 \w3 ds — %T”Gﬂ?’)\ dexnp:3 — 0esp:n )Wy ds
g g

+7{T”603)‘ woexs ds + 7{706 "wg)depy ds = 0.
g g

Helyettesitsiik most a (2.37a) és (2.37b) Osszefliggéseket, majd hajtsunk végre parcialis integra-
lasokat s szerint. Ily médon kapjuk, hogy

(2.55) 1§ = 7{7'196"3)‘210(77“9)56,\3 ds = 0.
g

Az
0TIy + 0 00g = I} + I5" + I3 + 15 =0
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stacionaritasi feltételbdl, felhasznalva a (2.40), (2.43), (2.54) és (2.55) Osszefliggéseket az

oI (er) = / [Cplm@rs - (Epykeldrﬁyd;kr + gqul.;q + gquI.);q - gplBl.c;k)] dep dV
|4
+/ ngeﬁp?’e)ﬂgg[( H)\,i — I:I,\n)(semg;g — ( H,\n;g — I:I,\n;g)(semy] dA

—|-/ n36m73€>\193{(g/\n — W(x|x))O€no;3
St

+ [(Hzx — wape)n + b8 (Hax — Wapx) — (Heas — Hagin) — bg(ﬁm — W(x|x))]0€ns
+ [Hoxjo + Holo — (Waj)j9 — wapbor)dens — byg(Hxe — wiype )dess } dA

+7{Tﬁe"3)‘2w(n|g)5e,\3 ds =0
9

eredmény koévetkezik. Mivel a fenti stacionaritasi feltételben

degp; x €V
6€p19|3a 66/)19; § € Sy
d€pg|3s Oeny, dens, dess; § € 5

és
desa ey
egyarant tetszdleges, az egyes integralok eltiinésébsl
— a variacios feladat
(2.56) CPl"5e,g = VRl H gy + gP B + gMBP, — g B, reV
EULER egyenlete,
valamint

— a variacios feladat

(257) H)\n = FI}\,‘@’ H)x/@;B = H)\H;fﬂa 5 € Su

(2583) ﬂ,\n - H)\/g - H/\n - w()\|/§) ) 5 S St

(2'58b) (ﬁ3l€ - w3|n)||>\ + bg\é(ﬁaﬁ - wam) - (I—‘_[H)\;3 - -H>\3;K]) =0, §€S

(2.59) Hyxj + Hywljp — Wajfjo — wapbos = 0 §e€ S
peremfeltételei

és végiil

— a g gbrbére vonatkozd
(2.60) Tﬂw(nw) =0 €y

folytonosségi feltétel
kovetkezik.

Az alabbi megjegyzések célja a teljes potencidlis energia stacionaritasi feltételébdl kapott
(2.56), (2.57), (2.58a,b), (2.59) és (2.60) egyenletek értelmezése.

7. MEGJEGYZES: A (2.56) egyenlet formailag az egyensulyi egyenletek altalanos és teljes
SCHAEFER altal talalt megoldasa [47]. Kovetkezésképp a Hyd multiplikatorok fesziiltségfiiggve-
nyek. Méasként fogalmazva levezethets az egyensiilyi egyenletek altalanos és teljes, harom fesziilt-
ségfiiggvényt tartalmazo megoldésa a teljes potencialis energia minimum elvbél, feltéve, hogy a
mellékfeltételeket alkalmasan valasztjuk meg. A fenti gondolatmenet alkalmas ismétlésével a
GURTIN féle megoldas is megkaphato.

8. MEGJEGYZES: A (2.57) egyenlet szerint megegyeznek a V-n értelmezett multiplikdtorok
(fesziiltségfiiggvények) az S, —n értelmezett multiplikatorokkal — tehat az utobbiak is fesziiltség-
fliggvények. Kovetkezésképp a fesziiltségfiiggvényes megoldas az S,—n is érvényes.
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9. MEGJEGYZES: Az Siyn kapott (2.58a,b) és (2.59) peremfeltételek az S, —ra vonatkozo
(1.15a,b) alakvaltozasi peremfeltételek, valamint az (1.19) kiegészits feltétel dudlis pdrjai, mivel
|az elébbi| (az utobbi) feltételek azonnal megkaphatok [az utobbi| (az elgbbi) feltételekbdl, ha
rendre [e—t és u—t irunk H és w helyett] (H—t és w—t frunk e és u helyett). Mivel az (1.19)
kiegészits feltétel nem fliggetlen (1.15a,b)-tol, a (2.59) feltétel sem fiiggetlen (2.58a,b)-t5l. Ko-
vetkezésképp (2.58a) és (2.58b) a lényeges peremfeltétel.

10. MEGJEGYZES: A [75] tanulmany 8. MEGJEGYZESe szerint a fesziiltségfiiggvények V-—n és
S egy vektormez§ garadiensének szimmetrikus részében kiilonbézhetnek egyméstol:

(2.61) Hya(€) = Hu(€) = diay(€) - £es

Ennek a koriilménynek fényében felmeriil a kérdés, vajon a (2.58a,b) peremfeltételek ellentmonda-
nak a fenti (2.61) egyenletnek, vagy sem. Kimutathato, hogy nincs ellentmondés a (2.58a,b) és
(2.61) kozott. Azonnal latszik a (2.61)-al egyenérték

(2.62) Hia(€) = Hp() = Hy(€) =t (€) €S

képletbdl, hogy az magaban foglalja formailag a (2.58a)—t. Ugyanakkor, a (2.62) képlettel szem-
ben nem jelenik meg a wy normalirdnyt derivaltja a (2.58b)-ben. Az allitds mésodik részének
igazolasa bizonyos el6késziileteket igényel.

Legyen 7! a Wy tenzor vektorinvaridnsa. Amint az jol ismert
1
(2.63) rl = §€lqu;p & Wy = —€pst” £ €S
Tekintettel az (A.1.3)2 és a (2.62) képletekre irhatjuk, hogy
1 1
WiipiA = §(wl;p/\ — Wpn) = §(wl;p>\ + Wxstp — Wip — Wpyn) » £€ 5
vagy
WiLpl\ = Hl)\;p - H/\p;l . §€S

Cseréljiik fel a bal és jobboldalt, majd adjuk hozzé az igy kapott egyenlethez a (2.62) Osszefiiggést.
A (2.63)2 képletre is tekintettel

(2.64) WipA = W(iip)sh — 6lpsr‘?;)\ = ﬁl}\;p - H/\p;l + ﬁlp;)\ £esS

az eredmény. Most igazolni fogjuk, hogy az utobbi egyenlet, ez valojaban (2.62) egy kovetkez-
ménye, magaban foglalja a (2.58b) egyenletet.

Az (2.58b,b) egyenletekben allo indexekre tekintettel, csak azokra az egyenletekre szoritko-
zunk, amelyek gy kaphatok meg, hogy 3 és k keriil az [ és p helyére:

(2.65) W3en = W(ae)) — E3roT % = Hange — Hws + Haw; - £ €5
Konnyen ellendrizhets az (A.1.10) képlet felhasznalasaval, hogy
Hzpn = Hapox + 08 Haw — ber M3 . £ €S
Az utébbi egyenlet (2.65) jobboldalaba torténd helyettesitésével a
(2.66)  Happ + bS How — (Hirng — Hyge) — benHss = wgn = wigepn — €3x07%, €Sy

osszefiigges kovetkezik. Hasznaljuk fel az (A.1.10) képletet a (2.66) egyenlet jobboldalanak to-
vabbi atalakitésara:

W3;kX = W3;k(|\ + bg\lwam - bﬁ)\w3;3 . §ES
Helyettesitsiik vissza a fenti képletet a (2.66) egyenletbe:
(2.67) (Hzx — wsje) | + 08 (Har — Wajx) — (Hers — Haz) — bea(Hzz —wsz3) = 0. £€ 5

Ha H33—ws3 = 0, akkor megegyezik a (2.67) egyenlet a (2.58b) egyenlettel. Masként fogalmazva,
a teljes potenciélis energia minimum elv a (2.62) egyenlet azon részének fennallasat biztositja,
amelyik nem tartalmazza a wy vektormezd§ normalirdnyt derivaltjat S;—n.
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11. MEGJEGYZES: A (2.57) és (2.58a,b) feltételeket visszaidézve azonnal latszik, hogy a g
gorbén adodo (2.60) feltétel

. *
T g =77 Hyy ey
alaki folytonossagi feltétel.

2.5. Eredmények. Az egyes eredményeket sorszamozzuk.

1. A szabad variacios feladat (2.13), (2.14a,b,c) és (2.14d) fiiggvényekkel értelmezett funkcional-
jaaz ABOVSZKIJ, ANDREJEV és DERUGA konyv [1] 224-ik oldalanak aljan talalhato funkei-
onal kiegészitése és altalanositdsa. Lényegesek a kovetkezs eltérések:

e A szerzo Aaltal javasolt és fentebb idézett funkcional nem tartalmaz semmiféle ellent-
mondast a kompatibilitasi egyenletek és a fesziiltségfiiggvények szama tekintetében,
mindketts hdrom nem pedig hat mint az emlitett [1] kényvben.

e A szabad variacios feladat itt bemutatott megfogalmazasa megengedi a vegyes pe-
remfeltételek figyelembevételét, hiszen a peremfeliilet — az S feliilet — az S, és .Sy jeld
részekre bontott, és ezeken kiilonbo6z§ tipust peremfeltétel irhato el§. Ezt az teszi
lehet6vé, hogy a Il funkciondl értelmezési tartomanya az Sy—n értelmezett fesziilt-
ségfliggvényeket is tartalmaz.

e Erdemes azt is megemliteni, hogy nem eléfeltétel az elmozdulasmezs folytonossaga a
g gorbén.

2. Kimutatta szerzé formalis szamitasokkal, hogy a modositott teljes potencialis energia funk-
cional stacionaritasi feltételébdl is kiadodik mint EULER egyenlet — v.6.: (2.56) — az egyen-
stlyi egyenletek altalanos és teljes, SCHAEFER 4ltal talalt megoldasa [47]. A megoldas csak
harom fesziiltségfiiggvényt tartalmaz, ha a mellékfeltételeket alkalmasan vélasztjuk meg.
(A vonatkozo gondolatmenet alkalmas ismétlésével a GURTIN féle megoldas is megkap-
hato.)

3. Megtalélta szerz6 a statikai-kinematikai analogia hianyzo, a test hatarfeliiletére vonatkozo
egyenleteit. A kapott eredmények szerint az S;—n ad6do (2.58a,b) és (2.59) peremfeltételek
az Sy,—ra vonatkozo (1.15a,b) alakvaltozési peremfeltételek, valamint az (1.19) kiegészits
feltétel dudlis pdrjai, mivel |az el6bbi| (az utobbi) feltételek azonnal megkaphatok [az
utobbi| (az elgbbi) feltételekbdl, ha rendre [e—t és u—t frunk H és w helyett]| (H—t és w—t
frunk e és u helyett). Mivel az (1.19) kiegészits feltétel nem fiiggetlen (1.15a,b)-t6l, a
(2.59) feltétel sem fliggetlen (2.58a,b)-t6l. Kovetkezésképp, (2.58a) és (2.58b) a lényeges
peremfeltétel.

A vonatkozo publikiciokat illetGen |72, [74] és |76] érdemel emlitést. A felsorolt eredmények
100%-ban a szerz6 eredményei.
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3. AZ EGYENSULYI EGYENLETEK ALTALANOS ES TELJES MEGOLDASANAK
SZARMAZTATASA VIRTUALIS MUNKA ELVBOL — MIKROPOLARIS ESET

3.1. Irodalmi el6zmények. Az egyensiilyi egyenletek fesziiltségfiiggvényekkel torténd megol-
désa egyike a mikropolaris rugalmasségtan megoldott feladatainak. Az elsd, egyszert szerkezeti
fesziiltségfiggvényes megolddas GUNTHER [15] nevéhez fiiz6dik, aki nem vette azonban észre,
hogy az altala talalt megoldas dnegyensilyi minden zért feliileten, kdvetkezésképp — a klasszikus
esetre vonatkoz6 BELTRAMI féle megoldashoz hasonléan — nem lehet teljes, ha a vizsgalt tarto-
manyt tobb zart feliillet hatérolja. A GUNTHER féle megoldas kiegészitésével, egymastol fligget-
leniil, SCHAEFER [48] és CARLSON [7] talalt formailag kiilonb6z6, valojaban azonban egymassal
egyenértékd megoldasokat. Mivel az idézett szerzdék intuitiv modon talaltdk meg a megoldast
valoszintinek latszott, hogy a klasszikus esetben alkalmazott gondolatmenet — lasd a 1.1. szakasz
masodik bekezdését — itt is eredményre vezet. Megjegyezziik, hogy a klasszikus esetben sziik-
séges matematikai atalakitasok nehézségei miatt szerzé elGszor a mikropolaris esetre forditotta
figyelmét — SZEIDL [62], 1991 — és csak ezt kovetSen keriilt sor a klasszikus eset vizsgalatara —
SzEIDL-KOZAK [75], [76] 1996 —.

Nyitott kérdés maradt, a megoldés hatarozottsaganak kérdése és ezzel Osszefiiggésben a So-
UTHWELL paradoxon mikropoléris analogonjanak megoldasa. Linearis esetben KOZAK-SZEIDL
[30] megmutatta, hogy a kilenc—kilenc fesziiltségfigguény helyett hat-hat fesziiltségfiiggvény ele-
gendd tetszbleges fesziiltségi allapot leirdsahoz. A fizikai nemlinearitas esetére vonatkozé gondolat-
menetet illetGen az [56] dolgozatra utalunk.

Mivel a kompatibilitési feltételek szama kilenc—kilenc mikropolaris testre — ezeket NOWACKI
[41] adta meg, de nem fiiggetlenek — a SOUTHWELL paradoxon dudlis parja ugy fogalmazhato
meg, hogy STIPPES gondolatmenetét [55] kovetve levezethetGk ugyan az egyensulyi egyenletek
megoldasai fesziiltségfliiggvényekkel a virtuélis munka elvbél, de ez a megoldéas kilenc—kilenc
fesziiltségfiiggvényt tartalmaz hat—hat helyett. A klasszikus esethez hasonldéan arra is tigyelni
kell, hogy a megoldas tobb zart feliilettel hatarolt testre is érvényes legyen.

3.2. Célkitiizések. A fentiekben attekintett gondolatok alapjan szerzd célul tiizte ki az alabbi,
mikropolaris esetre vonatkozo kérdések megoldasat:

e Az egyensilyi egyenletek altalanos és teljes, tobb zart feliilettel hatarolt egyszeresen dssze-
fliggd testre is érvényes, hat—hat fesziltségfiigguényt tartalmazé megoldasanak szarmazta-
tasa a virtualis munka elvbdl.

o A térfogati terhelés figyelembevétele és a vonatkozo integralatalakitasok tekintetében pedig
a teljesség, valamint a mechanikai jelentés tisztazéasa (kiilonosen a feliileti integralok vonat-
kozéséban).

A megoldas gondolatmenete és f6bb lépései a [62] tanulméany alapjan keriilnek bemutatasra.

3.3. A probléma matematikai megfogalmazasa.
3.3.1. A jelen 3. Fejezetben, ugyantugy mint az 1. Fejezetben, az egyszeresen Osszefliggs, egy vagy
tobb zart feliilettel hatarolt V' tartomany képezi a vizsgalat targyat. Jelolje S = S, USs; S,NSy =
0 a V tartomény hatarfeliiletét és annak két részét. Az S, és Sy feliiletrészeket a g gorbe vélasztja
el egyméstol.

A mikropolaris rugalmassagtan primdl rendszerének mezdegyenleteit a

(3.1) Vet () = sk + €1ks®, K = @ﬁa reV

primél értelmezd egyenletek (priméal kinematikai egyenletek), a centroszimmetrikus testre érvé-
nyes

(3.2) thl(z) = AMPay, p(z) = B, zeV

primél konstitutiv egyenletek (HOOKE torvény) — A¥P ¢s B4 a rugalmassagi allandok negyed-
rendd tenzorai — és a

(3.3) th + bl =0, 1o + bt + ¢y =0 reV
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primal mérlegegyenletek alkotjak, ahol az wj, elmozduldsmezs és a ¢V fiiggetlen forgasmezd az
alapvéltozok (roviden elmozdulasok), a 4y alakvaltozasi tenzor és a > gorbiileti (forgasi) alak-
valtozasi tenzor az elsédleges kozbiilss valtozok (egyiitt alakvéltozési tenzorok vagy alakvalto-
zdsmezOk) és a tF erdfesziiltség tenzor, valamint a p® eréparfesziiltség tenzor a masodlagos
kozbiilss valtozok (egyiitt fesziiltségi tenzorok vagy fesziiltségmezdk), mig a térfogaton megoszlo
bt erérendszer és ¢, eréparrendszer a forrasvaltozok.

Legyen 1y, és ¢P elsirt elmozdulas és forgas. Legyen tovabba &' és fip elSirt erdfesziiltség és
erGparfesziiltség.

A (3.1), (3.2) és (3.3) mezdegyenletekhez az

(3.4) uy = Uy, o =@ £e Sy
elmozdulési és
(3.5) nptht = ¢, Nafth = [ £e S,

fesziiltségi peremfeltételek tarsulnak.

Specialis esetben, ha az S; iires, akkor S = S, (DIRICHLET feladat), ha az S, iires, akkor
S = S; (NEUMANN feladat).

3.3.2. Tovabbiakban feltételezziik, hogy a térfogati eréterhelés intenzitasat az (1.6) képletbdl
szamitjuk. A vonatkozo potencidlelméleti eredmény alapjan [17] a térfogati eréparterheléssel
kapcsolatosan is feltételezziik, hogy

(3.6) Cp = —ACb = —gqub;pq,
ahol a Cy(x) értékét a
1 (P
.1) Color@) = - [ s ave qev

integral adja az (1, x2, r3) kartéziuszi KR-ben. Az eredményt transzformalni kell az (z!, 22, 23)

gorbevonala KR-be.

3.3.3. A dual egyenletrendszer attekintése el6tt sziikség lesz néhany fogalom bevezetésére.

A () és K, (x) alakvaltozasmezdket [kompatibilisnek]{kinematikailag lehetségesnek} nevez-
ziik, ha a (3.1) kinematikai egyenleteknek van egyértékd megoldasuk az u; elmozdulasmezdre és
¢" forgasmezére (és a megoldas eleget tesz a (3.4) elmozdulasi peremfeltételnek}.

Ezzel Gsszhangban a V-n elegendd sokszor differencialhato w;(x), ¢ (x) elmozdulas— és forgés-
mez6 [kompatibilis| {kinematikailag lehetséges, ha emellett teljesiti a (3.4) elmozdulasi perem-
feltételeket }.

A tHl(z) és p%(z) fesziiltségmezdket |egyensilyinak|{statikailag lehetségesnek} nevezziik, ha
kielégitik a (3.3) egyensulyi egyenleteket {és a (3.5) fesziiltségi peremfeltételeket }.

KL—el és ap—vel jeloljik a kl és 4 indexparok azon részhalmazat, amelyre nézve az

(3.8a) pr = Bi(2), reV
(3.8b) vB:A +eBapp’ = aap(x) zeV

differencialegyenletnek mindig van megoldasuk a p!(x) és vy(x) vektormezdékre. Nyilvanvalo,
hogy a KL és ap indexparoknak csak harom-harom kiilonb6zs értéke lehet. Jelolje ST és xy
a kiegészité halmazokat, vagyis azon indexparokat amelyek egyiitt a KL és ap indexparokkal
kiadjak az Osszes lehetséges értékét a kl és 4 indexparoknak. Nyilvanvalo, hogy az ST és xy
indexparoknak hat—hat kiilonb6z6 értéke lehet.

Az E% és D' inkompatibilitasi tenzorokat az

(3.9a) E%z) = e“pk/ikl_’;p, zeV
(3.9b) D (z) = "™F(Yup + eriwrs,’)
= ePhy, + o'kl =™ xeV

egyenletek értelmezik. A kilenc—kilenc

(3.10) EPx)=0 & DMMx)=0 reV
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egyenlet a klasszikus elméletbdl ismert SAINT VENANT féle kompatibilitasi feltételek mikropolaris
esetre vonatkozo analogonja [41].
3.3.4. A dudl egyenletrendszer mezGegyenleteit a

Kl k l ks rl

(3.11a) =P F, g7 B, zeV
(3.11b) 1 = € (Hypp + e F ') + 9" (ewsB* + Coy) €V
dual értelmezs egyenletek (duél kinematikai egyenlet), a
(3.12) Tog(2) = Apgrt™, Fipg (%) = Bpgapi®™ reV
duél konstitutiv egyenletek (a HOOKE torvény megforditasa), valamint az
(3.13a) EY(x) = eXp“/iaYp =0, zeV

D%(CC) = 5spk(’7/kT;p + 6ka’<5pb)
(3.13b) = P yrp+ PR — kP =0 z€V

dual meérlegegyenletek (hat—hat fliggetlen kompatibilitasi egyenlet) alkotjak. A fenti egyenlet-
rendszerben az Fpl és My fesziiltségfiiggvény tenzorok alkotjak az alapvaltozokat, th s u®y az
elsédleges kozbiils valtozok, mig ~,, és nab a masodlagos kozbiilss valtozok. A forrasvaltozok
azonosan zérusok.

A (3.11a,b), (3.12) és (3.13a,b) mezSegyenletekhez a

(3.14) Tt (T) = Uy + Eiys Ky = Py £ € 8,
alakvaltozasi, a

(3.15) nsE3 =0, n3D3 =0 £ecSy
kompatibilitasi, valamint a

(3.16a) 1"0363"777.7’:#.;77 + n3a33B.l;s _— £e S
(3.16b) 3™ (Hopir + omi T ) +150” (€s B* + Cot) =, €€ 5

fesziiltségi peremfeltételek tartoznak.

1. MEGJEGYZES: A (3.16a,b) peremfeltételek helyett mind sikbeli, mind pedig térbeli felada-
tok esetén kozvetleniil magukra a H,y, és F. ! fesziiltségfiiggvényekre, azaz nem a derivaltjaikon
keresztiil, is rohato ki peremfeltétel [30].

2. MEGJEGYZES: A (3.11a,b) dudl értelmezd egyenletek a (3.3) primél egyensulyi egyenletek
teljes megoldésai. A fenti teljes megoldast SCHAEFER [48] talalta intuitiv modon. A fesziiltség-
fiiggvény tenzor szerkezete azonban nem lehet tetszéleges, mivel fenn kell allnia az F KL =0 és
Hap = 0 feltételeknek. Masként fogalmazva tetszdleges fesziiltségi allapot megadhaté az F ST és
Hxy fesziiltségfiggvényekkel, azaz hat-hat fesziiltségfiiggvénnyel, KOZAK-SZEIDL [30]. Vegyiik
azt is észre, hogy a (3.11a,b) dual értelmezd egyenletben az utolso—, illetve az utolso két tag a
nem zérus térfogati terheléshez tartozo partikuléris megoldast adja. Tobb zart feliilettel hatéarolt
tartomény esetén zérus térfogati terhelés esetén is szerepelniiik kell ezeknek a tagoknak a kép-
letben, mivel az F ST és Hxy fesziiltségfliggvényekbdl szamitott fesziiltségi dllapot 6negyensulyi
minden egyes zart feliileten. Ekkor (1.6) és (3.6)-ban b' = 0, ¢, = 0, kovetkezésképp mind B,
mind pedig Cp harmonikus.

3. MEGJEGYZES: A (3.13a,b) mezGegyenletek, valamint a (3.14a,b) és (3.15) peremfeltételek
fennallasa esetén kinematikailag lehetségesek a v (), k0 (x) alakvaltozdsmezok. Az alakvélto-
zési peremfeltételeket mikropolaris esetre a [30] dolgozat kozolte. Igazolhato, hogy az alakvélto-
zési peremfeltételek fennallasa esetén identikusan teljesiilnek a (3.15) kompatibilitasi peremfel-
tételek az S, n. Az uy elmozdulas— és ¢° forgasmezd integralasokkal adodik — v.6.: [30, 62].

4. MEGJEGYZES: Tekintsiik az u;, ¢’ elmozdulas— és forgasmezét a teljes S-n, a ’)/Xl,linb
alakvaltozasmezdket pedig a V-n. Ha fennallnak a (3.14a,b) alakvaltozasi peremfeltételek az
ug, o € S elmozdulasmezs, forgasmezs és a ’yxl,linb € V alakvaltozasmezsk kozott, és ha a
")/Xl,/inb alakvaltozasmezok eleget tesznek a (3.13a,b) kompatibilitasi differencialegyenleteknek,
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akkor nyilvanvalé az el6z6 3. MEGJEGYZES alapjan, hogy létezik egyértékd u; elmozduldsmezé
és ¥ forgasmezs a V-n és S-n.

5. MEGJEGYZES: Ha fennallnak a (3.14a) és (3.14b) alakvaltozasi peremfeltételek a teljes
S feliileten, vagy annak egy részén, akkor ugyanitt identikusan fennall a (3.15) kompatibilitasi

peremfeltétel.
3.3.5. A wirtudlis munka elv dltaldnos primdl alakja a
(3.17) / (tkl Vit + ,u“bmab> dV = / (blul + cbapb> dv + / (ngtglul + n3u3b<pb) dA
v v s

modon irhato fel. A fenti egyenlethez a kovetkezs direkt allitas tartozik: Ha a yp(z) és k0 (x)
alakvdltozdsmezdket a (3.1) kinematikai egyenletekbdl szdmitjuk, ahol az ug(x) és ©°(z) kompa-
tibilis elmozdulds — és forgdsmezd és a (8.17) egyenlet tetszdleges kompatibilis ug(x) és ¢°(x)
elmozdulds— és forgdsmezdre fenndll, akkor a t*'(z) és p%(z) fesziiltségmezok egyensilyiak.

A (3.1) kinematikai egyenletek mint mellékfeltételek helyettesitése és parcialis integralas utéan,
azaz kihasznalva, hogy

/ [t (ups, + esp®) + pS0gldV = /(n3t3lul + naphe’)dA +
v s

+ / (" + (00 + eoat™) 1AV
1%
azonnal kovetkezik az allitas a rendezés utan adodo

/ (5 1 B yugdV + / (W + coat™ + )PV = 0
Vv Vv

egyenletbdl, hiszen u; és ¢P tetszéleges V-n. Varhato, hogy a (3.17) virtualis munka elvhez
kapcsolodo fenti allitas akkor is érvényes marad, ha a (3.1) mellékfeltételeket matematikailag méas
alaku, de veliik egyenértéki mellékfeltételekkel helyettesitjiik. A fentiek fényében, hasonloan a
klasszikus esethez, a kovetkezd kérdések meriilnek fel.

1. Kovetkezik—e a virtualis munka elv altalanos primal alakjaboél a primal egyenstlyi egyen-
letek SCHAEFER [48] 4ltal talalt (3.11a,b) alatti teljes megoldasa — azaz az egyenstly fenn-
allasa — hat-hat fesziiltségfiiggvénnyel. Ha a NOWACKI altal [41] bevezetett kilenc—kilenc
(3.9a,b) kompatibilitasi egyenletet alkalmazzuk mellékfeltételként — ezek nem fiiggetlenek
egymastol — akkor a valasz nyilvanvaléan nem. Mar korabban is utaltunk ra, hogy ez az
ellentmondas a SOUTHWELL paradoxon dudlis parjanak analogonja mikropolaris esetre.

2. Felmeriil masodik kérdésként tehat a mellékfeltételek problémaja, mind a V' térfogati
tartomanyon, mind pedig annak S peremén.

3.4. Mellékfeltételek és a virtualis munka elv atalakitasa.
3.4.1. Az

(3.18) 15 = / (bluz + cbgob) av
\%4

térfogati integral, az (1.6) és a (3.6) elgallitasok helyettesitése majd a GAUss tétel alkalmazasa
utan — viszonylag egyszeri atalakitasokkal — az

3.19) 12 = [ (4B + ¢ Cup) av = [
\%4

ngaBZ (Bflus + Cb;lgob + Bseslbapb) dA
S

- / [leBS;l (usik + €skpp?) + gkl(elpsBs + Cp;l)‘Pp;k] av
1%

alakra hozhato. A fenti eredmény virtualis munka elv (3.17) alatti alakjaba torténd helyettesi-
tésével és az (3.1) kinematikai egyenletek kihasznalasaval kapjuk, hogy

320 T = [ {0 = Bl [ - g enB® + o) n v
|4

- /s {n:«:(tgl — B'3)uy + n3 [p% — (e300 B” + Ci3)] SOb} dA =0
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Vegyiik észre, hogy az utébbi egyenletben az dsszetartozoé kompatibilis vy és .2 alakvaltozasme-
76k, tovabba u; és ¥ elmozdulasmezdk rendre a test V térfogatan, illetve S hatéarfeliiletén jelen-
nek meg.

Visszaidézve az 4. MEGJEGYZESben mondottakat kovetkezik, hogy a keresett mellékfelté-
teleket a V—n tekintett (3.13a,b) kompatibilitasi differenciélegyenletek, valamint az S—en tekin-
tett (3.14a,b) alakvaltozasi peremfeltételek alkotjak.

Mivel a mellékfeltételek nem helyettesithetk kozvetlentil a virtualis munka elv (3.20) alatti
alakjaba, a LAGRANGE féle multiplikator technika alkalmazasara van sziikség. Legyenek

(3.21a) FT, Hyy reV
(3.21b) F,, H,y teS

a hatéarozatlan LAGRANGE féle multiplikatorok, és tegytik fel, hogy teljesiilnek a (3.13a,b) és
(3.14a,b) mellékfeltételek a V-n illetve az S-en. Ekkor

(3.22) I = / |:€Spq('YqT;p + eqror ) + Ekalel;/pHXY} dvV =0
v
és
(3.23) I = / [(nt = 1ty = et )EXTE, + (12 = @), | dA = 0
s

a mellékfeltételek integral alakja.

6. MEGJEGYZES: Vegyiik észre, hogy Hap és FiX nem jatszik szerepet — (3.22) csak Hxy
és FST—t tartalmazza — , kovetkezésképp zérusnak valaszthato. (Ezen az észrevételen alapul a
SOUTHWELL paradoxon duéalis parjanak feloldasa mikropolaris testre!)

7. MEGJEGYZES: A tovabbiakban H -t és Fpl—t irunk Hxy és F. ST helyére, nem feledkezve
meg arrdl, hogy Hap és FKL zérus értékd.

3.4.2. Kibdvitve a virtualis munka elv (3.20), alatti alakjat a (3.22) és (3.23) mellékfeltételek-
kel a virtuélis munka elv

(3.24) Iyyp+IV +17 =0

alakjat kapjuk. A virtualis munka elv utobbi alakjabol, kihasznélva az I} és IIS Fiiggelékben
részletezett atalakitasat — lasd az (A.4.1) és (A.4.3) Osszefliggéseket — az adodik, hogy

(3.25)

/(tkl - Ekprp .l;y _ gksBl_;s)’YkldV +/
v

|:,U,(%b - Eapy(Hyb;p + Ebple{) - gal(elbsBS + Cb;l)] "ial.)dv
v

+ /Sn3 [(Fnl - Fnl)egxn'Yxl + (ﬂnb - Hnb)e?’m“nﬂ dA + /SnB(tgl - 63X77F77 ?%X - agsB.l;s)uldA
+ /SnB |:H3b - EBWW(ﬁnb;ﬂ + Ebﬂlﬁn{) - QBZ(GlbsBS + Cb;l)] @bdA =0.
Mivel a (3.25)-ben
Vi (), Iiab(x) zeV
’Y/@l(é-)a ’iﬂb(é-) 5 €S
és
(), ' (€) =

tetszGleges, a baloldal eltinésébdl a

(3.26a) = E L 4 gM Bl zeV
(3.26b) = €Y (Hypp + ey ) + g% (s B + Cyy) 2 €V
mezGegyenletek, a

(3.27) F'-F'=0, Hy—Hy=0 ¢es
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folytonosségi feltétel és a
(3.28a) nat3 = ng(egmﬁ’w{m + agsB_l;S) £es

(3'28b) nBNBTb =n3 egﬂn(ﬁnb;ﬂ + 6b7rlf7jnl) + agl(elbsBs + Cb;l) 5 €S

peremfeltételek kovetkeznek.

8. MEGJEGYZES: A (3.26a,b) képletek altal adott megoldas formailag a SCHAEFER féle megol-
dés —v.6.: (3.11a,b). Ez okbol a Hg és Fpl multiplikdtorokat fesziiltségfiiggvényeknek nevezziik.
Visszaidézve, hogy ebben a megoldasban a 6. MEGJEGYZES szerint csak Hxy és FST jatszik
szerepet, mig Hap és FKL azonosan zérus, adodik a kovetkeztetés, hogy hat—hat fesziltségfiige-
vény elegendd, és ezek indexeit ugyantugy kell megvalasztani, mint a fiiggetlen kompatibilitasi
egyenletek indexeit — hiszen csak ezek szerepeltek a mellékfeltételekben. A (3.26a,b), (3.27),
(3.28a) és (3.28b) egybevetésébdl pedig az adodik, hogy a fesziiltségeket ugyanigy kell szamitani
mind V-n, mind pedig S-en. Vagyis a Hy; és Fﬂl multiplikdtorok is fesziiltségfiiggvények.

9. MEGJEGYZES: A Hyp = 0és Flg’ = 0 feltételek mindig teljesithetdk a p! és wy, vektormezdk
alkalmas megvélasztasaval, 1ényegében véve a

Fl—plp =0 reV
Hap — (vB:a + €Bamp™) =0 zeV

differencidlegyenletek megoldésaval, mivel a

Fyl = pl;y, Hyb = Uby + Ebysps rxeV
alaku fesziiltségfiiggvényekhez nem tartozik fesziiltség — KOZAK—SZEIDL [30].

3.5. Eredmények. Az egyes eredményeket sorszamozzuk.

1. A jelen fejezet legfontosabb eredménye annak igazolasa, hogy mikropolaris anyagu szilard
testek esetén az egyensiilyi egyenletek altalanos és teljes megoldéasa — azaz a tobb zart felii-
lettel hatarolt testre érvényes SCHAEFER féle megoldas — levezethetd a virtualis munka elv
altaldnos primal alakjabol, feltéve, hogy az alakvéltozasmezSk kompatibilitasaval illetve
kinematikailag lehetséges voltaval kapcsolatos feltételek, kozottik a V' tartoményra vo-
natkozé figgetlen feltételek, ismeretesek. A gondolatmenet anyagegyenlettdl fiiggetleniil,
geometriailag linearis feladatokra érvényes.

2. Mivel a mellékfeltételek hat—hat fiiggetlen mezGegyenletet tartalmaznak kovetkezik, hogy
tetszbleges fesziiltségi allapot megadhatd hat—hat fesziiltségfiigguény segitségével. FEzzel
megoldast nyert a SOUTHWELL paradoxon dudlis parja mikropoléris esetre. A gondolat-
menet egyik eredménye KOZAK—-SZEIDL intuitiv moédon elért eredményének, miszerint a
Hy, és Fyf’ fesziiltségfiiggvény tenzorok szabaly szerint kivalasztott harom-harom eleme —
ezek indexeit 4p és Ié’ jeloli — zérusnak valaszthato, fliggetlen igazolasa. Ugyancsak a gon-
dolatmenet eredménye KOZAK-SZEIDL egyik eredményének, miszerint a nem zérus elemek
indexei pedig ugyanazok kell, hogy legyenek mint a fiiggetlen kompatibilitasi egyenletek
Xy és ST. indexei, fliggetlen igazolésa.

3. Az S feliileten vett integralok atalakitasainak megadasaval formalisan is igazolast nyert
az a természetes kovetelmény, hogy a fesziiltségeket ugyanugy kell szamitani, mind a V—n,
mind pedig az S—n.

4. A gondolatmenet modszertani jelentGségt és mas esetekben, igy klasszikus esetben is [75],
alkalmazhato — ebben a tekintetben az 1.1.-1.5. szakaszokra is utalunk —, feltéve hogy a
kompatibilitas sziikséges és elégséges feltételeit ismerjiik.

A vonatkozo publikaciokat illetGen a [62] tanulmanyra utalunk. A felsorolt eredmények 100%—
ban a szerz6 eredményei.
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4. AZ EGYENSULYI EGYENLET ALTALANOS ES TELJES MEGOLDASAT ADO
ELLENTMONDASMENTES VARIACIOS ELVEK ES A STATIKAI-KINEMATIKAI
ANALOGIA A PEREMFELTETELEKRE — MIKROPOLARIS ESET

4.1. ElS6zmények. A mikropolaris rugalmasségtan variacios elveivel tobb szerzd is foglalko-
zott. A primal rendszer legfontosabb variacios elvei NOWACKI [41] kényvében lelhetk fel. A
virtualis munka elv duél alakjait és a dual rendszer legfontosabb variacios elveit KOZAK—SZEIDL
[31] és SzZEIDL [59], [58] adta meg. Azok a variacios elvek azonban, ahol az egyensilyi egyenletek
altalanos és teljes, hat—hat fesziltségfiigguényt tartalmazé megoldésa jelenik meg mint EULER
egyenlet, még hidnyoznak.

A (3.13a,b) kompatibilitasi egyenletek és az egyenstlyi egyenletek (3.11a,b) alatti SCHAEFER
féle megoldasanak homogén része azonos szerkezett, az (el6bbi)[utobbi| megkaphatd az (utob-
bibol)|elbbibsl|, ha abban (k, ) [H, F| helyett (H, F—t)|x, y-t| frunk. Felmeriil a kérdés,
ugyanugy mint a klasszikus esetben, hogy van-e moéd ennek a statikai—kinematikai analdgianak
a peremfeliiletre torténd kiterjesztésére.

4.2. Célkittizések. Az el6z6 szakaszban megfogalmazott gondolatok alapjan szerzd célul tiizi
ki az alabbi feladatok megoldaséat:

e A fentebb részletezett gondolatok (teljesség, a sziikséges fesziiltségfiiggvények szama) je-
gyében a hidnyzo varidcios elvek felépitése, és ezzel a klasszikus rugalmassagtan vonatkozo
eredményeinek kiterjesztése mikropolaris testre.

e A statikai-kinematikai analdgia kiterjesztése a peremfeltételekre.

A megoldas gondolatmenete és f6bb lépései a [62] tanulmény alapjan keriilnek bemutatasra.

4.3. Szabad variicios feladat.
4.3.1. Felmeriil a kérdés a virtualis munka elv altalanos primal alakjabol kovetkezs (3.25) egyen-
lettel kapcsolatban, hogy lehetséges-e olyan szabad variacios feladatot konstrualni, amelyben
a (3.26a,b) mezGegyenletek teljesiilését a test V' térfogati tartomanyan és a (3.27) perem-
feltételek teljesiilését az Sy jeld peremrészen,
e tovabba, hogy az uy, ¢’ elmozdulasmezsk szerinti variaciok eltiinése pedig a (3.28a,b)
peremfeltételek, végss soron tehat a fesziiltségi peremfeltételek fennallasat eredményezi az
St—n.

A keresett funkcional a teljes potencialis energia funkcionalbol vezethetd le a térfogati terhelé-
sek munkéjat ado tag atalakitasaval — a f6bb 1épéseket tekintve tugy kell eljarni, mint a virtuélis
munka elv esetén az eléz6 3. Fejezetben, az atalakitdasoknak pedig az a célja, hogy a tartoma-
nyi integralban csak az alakvaltozédsmezsk szerepeljenek — ezt kovetSen pedig a LAGRANGE féle
multiplikidtortechnika segitségével figyelembe kell venni a mellékfeltételeket. A keresett funkci-
onal végleges alakjat a multiplikdtorok meghatarozasat kovetGen azok értékének a funkcionélba
torténd visszahelyettesitésével kapjuk meg.

A funkcional értelmezési tartomanyéat

- a

(4.1a) Vhi Ky zeV
alakvaltozasmez&k, az

(4.1D) ur, @’ £ s,
elmozdulasmezdk,

valamint

— az

(4.1c) Fol, Hxy reV
és az

(4.1d) 7L Ho £es,
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fesziiltségfiiggvények alkotjak.
Feltételezziik, hogy a (4.1c) alatti fesziiltségfiiggvények eleget tesznek az
(4.2) Fl=o0 és Hap =0 zeV

feltételeknek.
4.3.2. A lineéris mikropolaris rugalmassagtan egyenleteit a funkcional értelmezési tartomanyat
alkoto, azaz a fenti valtozokkal a

(4.3a) AMPty = kpagy Ly gFm Bt reV
(4'3b) BC.LbI.)(.]’ipq = eaml (-Flb;m + 6bmq/Hl?) + gal(elmem + Cb;l) xeV
és

(4.4a) ekank}:p =0, zeV

(4.4b) P4 (yrp + Gqu/ipl.)) =0 xeV
mezGegyenletek, tovabba a

(4.5) Fl=-F=0, Hop — Hop = 0, £E S,
(46) ’%nb - ()0[?;77 =0, Ixl — Ul;x — 6lxb()ob =0, g € S
(4.7) iy, = @y =0, Yt =l — e’ =0, £ €S,
(4.8a) #=exF L+ B, £€ Sy
(4.8b) fy = Egﬂn(#nb;ﬂ + ebﬂl]:-nl) —+ agl(elbgBU + Cb;l) Ee S,

peremfeltételek alkotjak. A fenti egyenletekhez az

(4.9) w = 1y, @ =g, §€yg

folytonosségi feltételek tarsulnak.

Az alabbiak arra mutatnak ra, hogy a (4.3a,b) és a (4.4a,b) mezGegyenletek, a (4.5)-(4.8b)
peremfeltételek, valamint a (4.9) folytonossagi feltételek teljesiilése biztositja a rugalmassagtan
valamennyi egyenletének fennallasat.

Valoban (4.4a,b), (4.6), (4.7) és (4.9) teljesiilése biztositja az alakvaltozasmezdk kinematikai-
lag lehetséges voltat. A [62] 2.20 szakasza alapjan — tekintettel a (4.9) folytonossagi feltételre is,
adodik a kovetkeztetds, hogy a (4.7) alatti feltételek integralasa a tényleges g (€), ¢ (€) elmoz-
dulasmezdket eredményezi Sy—n. Ha emellett a (4.3a,b) egyenletek is teljesiilnek, akkor fennall
az egyensily V-n, mig (4.8a) és (4.8b) egyiittes teljesiilése biztositja a fesziiltségi peremfeltétel
fennéllasat.

4.3.3. Visszaidézve a 4.3.1. szakasz masodik bekezdését a szabad variacios feladat funkcio-
nélja az aldbbi, csupan gondolatmenetében részletezett, lépésekkel kaphatd meg:

1. A (3.19) képletet helyettesitjiik a teljes potencialis energia funkcional (4.20) alatti képle-
tébe a térfogati terhelés munkajanak helyére (u; = iy, ¢ = gb;’ az Sy-n).

2. Mellékfeltételnek tekintjiik a (4.3a,b), (4.4a,b), (4.5), (4.6), (4.7), (4.8a,b), valamint a (4.9)
egyenleteket.

3. Hozzadadjuk a potencialis energia funkcionalhoz a mellékfeltételek alkalmas LANGRANGE
multiplikadtorokkal szorzott és a vonatkozd tartoményokon integralt alakjait.

4. Meghatérozzuk a funkcional stacionaritasi feltételébdl a multiplikdtorokat.

5. Visszahelyettesitjiik a multiplikdtorokat a funkcionalba.

A fenti, hosszadalmas és figyelmet igényls atalakitasok utan

(4.10) Ty = My (ye, 5,0 i, @ Fy L Hypy Frf Hop) = T+ 1132 4+ 115" + T1Y 4 115 + O™
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a keresett funkcional, ahol
1
(4.11a) IIY = 3 /V (yklAklquypq + RabB““’"ﬂm) dv —
- / |:gkmB.l;m'7kl + 9" (ewmB™ + Cb;l)"‘faﬂ dVv —
v

- / [Esp 1(Varp + €qrvhi,) Fs' +€*P k'fﬁp’HXY} dv,
Vv

It = —/St {(El —n3a® B, Ju+ [ﬂb — nza® (epo B7 + Cb;l)} Sﬁb} dA
(4.11b) +/St [("yxl — gy — ) EXNF L+ (k0 — @l?;ﬂ)e%n?-lnb} dA,
(4.11c¢) 5" = /S |:(’)’Xl — Uy — szbﬁb)egxnfn_l + (’fyrb. - @l?m)e&m%nb} dA
u
és
(4.12) n§ = f{ [Tn(ul — ) F, 4+ 7" - @b)ﬁnb] ds
g
mig

CPt = / {nga‘gmBl.;m?ll + nza® (e B™ + Cb;l)aﬁb} dA = const.
Su

Vegyiik észre, hogy a fenti funkcional az Osszes fesziiltségfliggvényt tartalmazza ideértve azokat
is, amelyeket zérusnak tekintiink.
4.3.4. A (4.10) alatti funkcional

(4.13) olly = (577,{1_[2 + 5%901_[2 + 0y rFll; =0

(4.5), (4.6), (4.7) és (4.8a,b) peremfeltételek, valamint a (4.9) folytonosségi feltételek fennallasat
is biztositja.

Az alabbiakban roviden ismertetjiik az igazolds gondolatmenetét. Az egyes valtozok szerint
vett variaciok fiiggetlensége miatt a (4.13) variacios elv a

(4.14a) Oy xlly = 0, T1Y + 6, (5T + 6, 15" =0,
(4.14b) Suplly = 6, 115" 4 8, LIS =0

¢és

(4.14c¢) 5H,FH2 = 57.[7]:1_[;/ + 57.[7]:1_15% + 57.[7]:1_[*29” + 57.[7]:1_[2G =0

egyenletekkel ekvivalens. A (4.14a) egyenletbdl elemi atalakitasokkal kapjuk, hogy
(4.15) Oy llz = /v [B%'pq’ipq — P (Hypp + 6bpl]:yl.) - gal(elbsBS + Cb;l)} 5"@al.)dv+
+ /V(Aklpq’qu - ekypfp%;y - gksBl.;s)é’Yk;ldV+
+ /s n3 {(J‘En.l — FHeX Mg + (Hop — Hnb)GBW"’iwé] dA =0.

A variaciok tetsz6legessége miatt innen a (4.3a,b) mezSegyenletek és (4.5) peremfeltételek fenn-
allasa kovetkezik.



34

A (4.14b) feltétel atalakitasa soran egyediil a vonalintegrallal kapcsolatos 1épések igényelnek
némi figyelmet — az (A.4.2a,b) képleteket kell felhasznalni. A

(4.16)  dyplly = /Sn:s [ﬂgb — & (Hopir + emF, ) — a® (ews B® + Cb;z)] spdA
+/ na(t3 — eBX"Fn ?;x - a33B.l;s)5uldA =0
s

eredménybdl azonnal kovetkezik a (4.8a,b) peremfeltételek fennéllasa.

A (4.14c) egyenlet teljesiilésébdl azonnal, minden kiilonosebb formaélis atalakitéas nélkiil, kovet-
keznek az alakvaltozasmezsk kinematikailag lehetséges voltahoz sziikséges (és elégséges) (4.4a,b),
(4.6), (4.7) és (4.9) feltételek.

4.4. Statikai—kinematikai analbgia.

4.4.1. Ha elGirasokat tesziink a szabad variaciés feladat funkcionaljaban az értelmezési tarto-
manyt alkoté valtozok egy részére, akkor a Il funkcional egyszertibb alakot vesz fel. Ha a 7y
és k.0 alakvéltozasmezdk kinematikailag lehetségesek, akkor mind a (4.4a,b) fiiggetlen kompati-
bilitasi differencialegyenletek, mind pedig a (4.6), (4.7) alakvaltozasi peremfeltételek fennéllnak,
és az u; elmozdulasmezd illetve ¢° forgasmezd eleget tesz a (4.9) folytonossagi feltételnek. Ha
emellett ismeretesek a (4.8a,b) fesziiltségi peremfeltételeket kielégits ?jlnb, valamint ]:—nl fesziilt-
ség fliggvények, akkor a Hgt integral az (A.1.21) Stokes tétel értelemszert alkalmazasaval — S,,
go-nak Sy, g felel meg — parcidlis integrélasokkal az aldbbiak szerint atalakithato

(4.17) st = / [‘r&;),e?’x77.73'77 l;Xul + n3€37m(7:[nb;ﬂ- + Ebﬂ-l./%nl)(pb} dA =
St

= — %T”]}nlﬁlds — %T”?‘lnbtﬁbds + /5 n363x77(ul;)\ + Elxbipb)./%nb dA + /5 n3€3xn<pb;7r7:[nb dA .
g g t t

A fentebb mondottak figyelembevételével a Ils funkcionél a I1; funkcionélra egyszertisodik:

(4.18) My = Oy, 50) = Y + 105" + CF* + CF
ahol
(4.19a)
1
Iy = 2 / (szA’“’pqqu + ﬁabB“b”qﬂpq) v - / [gkmB Lk + 9% (€ B™ + Coa)r,"| AV
1% 1%
(4.19b) It = / (n3e™X My F ! + g™k, "Hyp)dA
St
4.19¢ OS5t = 05" = const
( ) i )
és
g g

4. MEGJEGYZES: Ugyanez a funkcional adédik a

1
(4.20)  TI(yi, k0", %) = —/ ('YklAklpq'qu + fiabBabqupq) av — /v (blw +Cb80b> av
v

2
—/ (fluﬂrﬂb@b) dA
St

teljes potencialis energia funkcionalbol, ha a (3.18), azaz a (3.19) és a (4.8a,b) képleteket helyet-
tesitjiik a masodik térfogati integral, illetve # és fip esetén, majd gy alakitjuk at a funkcionalt,
hogy csak v, k-tol fiiggjon.

4.4.2. Nyilvanval6, hogy a (4.18) funkcionalhoz tartozo mellékfeltételeknek a y, 1,0 alakval-
tozésmezdk kinematikailag lehetséges voltat kell biztositaniuk. Ez azt jelenti, hogy a (4.4a,b)
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kompatibilitasi differencidlegyenletek, a (4.7) alakvaltozasi peremfeltételek és a g gorbén kirott
(4.9) folytonossagi feltételek mellett a

(4.21a) n3Ed(z) = 637r”/£nl?.7r =0, £eS;
(4.21b) n3D3(x) = ™ (Yypr + Exaphis) =0 €S
kompatibilitasi peremfeltételek fennéllasa is sziikséges. Legyenek

(4.22a) FqT, Hxy , zeV

(4.22b) FWT, ﬁ}nb, reS,

(4.22¢) wy 7 ey

és

(4.22d) wy 7! £eS;

hatarozatlan LAGRANGE féle multiplikatorok.
Fentiekkel ésszhangban a ITj(y, x,) funkcionél stacionaritasabél adodé EULER egyenletek
keresése soran ki kell egésziteni a funkcionélt az alabbi integrélok Gsszegével

(4.23) Mg = 1Y + T3¢ + 13" + 10§
ahol a (3.22) és (4.11c) képletek szerint
(4.24a) Iy =1V (Fg", Hxy) ,
(4.24b) g’ = /S [nr&egﬂ"’%{f;nwb + 13 ™ (Yytsm + Exahin )T l} dA,
t
(4.24c) g = 1§ (F,7, Hy,)
és
(4.244) Hg = %TW(KT][) - gﬁbﬂi)ﬁ)b ds + %TX {’Yxl — (g + elxb@b)} rlds.
4.4.3. A i i
(4.25)  Guqlls = 0y 1Y + 6y 11T + Gy 11§ + G TS + 05 TISY + 0,411 = 0

stacionaritasi feltételbdl, viszonylag egyszeri formalis atalakitasokkal, az (A.4.1) és (A.4.4a,b)
integralok kihasznalasaval, a

ol = / [Bc.lbp.q.’ipq - 6ami(lﬁlib;m + ebqui ) — gal(elmem + Chy1) 5"€ab av
Vv
+/ [Ak;lpq _ (Ekprp.l;y + gksB.l;S)} 5’Ykl dv

+/S TZ363X?7 H b — Hnb — (wyy + ebnmrm)] 5/-€Xb dA
t

_l’_

N B
/Stn €3X1 .7-" —F," —1,)07adA

*

* o ~
+/ [ngegxn(Hnb — Hnb)5mxb + n363X”(Fnl - F, l)(s’Yxl} dA
Su

* xl
+7{ [T”(wb — wb)émnb +7X(r — rl)&yxl} ds
g

eredmény koévetkezik. Mivel a fenti stacionaritasi feltételben
5kt Ok, eV
5y, 0k, e S,
5yt 0k, £eS,
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és
b
OYxt, Okiy, €y
egyarant tetszdéleges lehet az egyes integréalok eltiinésébsl

— a variacios feladat

(4.26a) B py = €™ (Hipm + eomgFy ) — g (epmB™ + Chy) reV
(4.26D) APy — (R gl zeV

EULER egyenletei;
— a variacios feladat

* . * .

(4.27) Hy,. =H,,, F)'=F", £esS,
(4.28a) Fl'=F'-F'=r', £ €S
(4.28D) Hypy = Hop — Hyp = Wiy + epgm™™ €S

peremfeltételei, valamint
— a g gorbére vonatkozd

(4.29) Wy, = wy, b=t feyg
folytonosségi feltételek

kovetkeznek.

Az alabbi megjegyzések célja a teljes potencialis energia stacionaritasi feltételébdl kapott
(4.26a,b), (4.27), (4.28a,b), és (4.29) egyenletek értelmezése.

5. MEGJEGYZES: A (4.26a,b) mezGegyenletek az egyensulyl egyenletek altalanos és teljes,
SCHAEFER altal talalt [48] megoldésai. Kovetkezésképp a Hyd és F multiplikiatorok fesziiltség-
fliggvények. Masként fogalmazva levezethets az egyensulyi egyenletek altalanos és teljes, hat—hat
fesziiltségfiiggvényt tartalmazo megoldasa a teljes potencidlis energia minimum elvbdl, feltéve,
hogy a mellékfeltételeket alkalmasan vélasztjuk meg.

6. MEGJEGYZES: A (4.27) egyenlet szerint megegyeznek a V-n értelmezett multiplikatorok
(fesziiltségfiiggvények) az S, —n értelmezett multiplikatorokkal — tehat az utobbiak is fesziiltség-
fliggvények. Kovetkezésképp a fesziiltségfiiggvényes megoldas az S,—n is érvényes.

7. MEGJEGYZES: Az S;n kapott (4.28a,b) peremfeltételek az S,-ra vonatkozo (3.14a,b)
alakvaltozasi peremfeltételek dudlis pdrjai mivel [az el6bbi| (az utobbi) feltételek azonnal megkap-
hatok [az utobbi| (az elébbi) feltételekbdl, ha rendre [y, k-t és u, ¢-t irunk a H, F' kiilonbségek
és w, r helyett| (H, F kiilonbségeket és w,r-t frunk ~, x és u, ¢ helyett).

9. MEGJEGYZES: A [30] tanulmany szerint a fesziiltségfiiggvények V-n és Sy-n a
(4.30a) Fl-F'=F,
(430b) %nb - Hnb - fd)b;n + 6bnmiﬂn

modon kiilonbozhetnek egyméstol.  Vegyilik észre, hogy az utdbbi képletek teljes mértékben
Osszhangban vannak (4.28a,b) peremfeltételekkel. Arra is érdemes felhivni a figyelmet, hogy a
(4.28a,b) peremfeltételekben a w,r vektormezsk feliilet menti kovarians derivaltja jelenik csak
meg, és ennek szamitasahoz elegendd, ha a két vektormezdt csak a feliileten ismerjik.

10. MEGJEGYZES: A (4.29) végss soron a fesziiltségfiiggvényekre kirott folytonossagi feltétel.

4.5. Eredmények. Az egyes eredményeket sorszamozzuk.

1. A szabad variacios feladat (4.10), (4.11a,b,c) és (4.12) fliggvényekkel értelmezett funkcional-
ja a klasszikus esetre vonatkozo (2.13) funkcional altalanositasa mikropolaris testre. A
klasszikus esethez hasonléan a kévetkezSket érdemes hangsulyozni:

e A szerzo altal javasolt és fentebb idézett funkcional nem tartalmaz semmiféle ellent-
mondast a kompatibilitasi egyenletek és a fesziiltségfiiggvények szama tekintetében.
Mindketté hat-hat, nem pedig kilenc—kilenc, mint a NOWACKI altal megadott kom-
patibilitasi egyenletek szama.
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e A szabad variaciés feladat itt bemutatott megfogalmazasa megengedi a vegyes pe-
remfeltételek figyelembevételét, hiszen a peremfeliilet — az S feliilet — az S, és Sy jeld
részekre bontott, és ezeken kiilonbozd tipust peremfeltétel irhato els. Ezt az teszi
lehet6vé, hogy a Il funkcionél értelmezési tartomanya az Syn értelmezett fesziilt-
ségfiiggvényeket is tartalmaz.

e Erdemes itt is megemliteni, hogy nem eléfeltétel az elmozdulasmezé folytonossaga a
g gorbén.

2. Kimutatta a szerzg formélis szamitdsokkal, hogy a modositott teljes potenciélis energia
funkcional stacionaritéasi feltételébdl is kiadodnak mint EULER egyenletek — v.6.: (4.26a,b)
— az egyensulyi egyenletek altalanos és teljes, SCHAEFER altal talalt [47] megoldasai. A
megoldasok csak hat—hat fesziltségfiiggvényt tartalmaznak, ha a mellékfeltételeket alkal-
masan valasztjuk meg.

3. Megtalélta a szerzd a statikai-kinematikai analogia hianyzo, a test hatarfeliiletére vonat-
kozo egyenleteit. A kapott eredmények szerint az Si-n adodo (4.28a,b) peremfeltételek
az Sy-ra vonatkozo (3.14a,b) alakvaltozasi peremfeltételek dudlis pdrjai mivel |az el6bbi]
(az utobbi) feltételek azonnal megkaphatok |az utobbi| (az elébbi) feltételekbdl, ha rendre
[v, k-t és u,p-t irunk a H, F' kiilonbségek és w,r helyett| (H, F kiilonbségeket és w, r—t
irunk 7, k és u, @ helyett).

A vonatkozo publikaciokat illetSen a [62] tanulmanyra utalunk. A felsorolt eredmények 100%—
ban a szerz6 eredményei.
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5. AZ EGYERTEKUSEG MAKRO FELTETELEI VEGYES PEREMERTEKFELADATOKRA.
SZARMAZTATAS A KIEGESZITO ENERGIA MAXIMUM ELVBOL — KLASSZIKUS ESET

5.1. Irodalmi eldzmények. Ami a klasszikus esetet illeti SOUTHWELL [51], [52] volt az elsd,
aki a kompatibilitési feltételeket a teljes kiegészitG energia minimum elvbdl, mint varidcios elvbél
szarmaztatta. Ugyanakkor arra is rdmutatott, hogyha harom fesziiltségfiiggvényt alkalmaz — a
MAXWELL [35] és MORERA [37] féle megoldasokat hasznalta fel — akkor csak harom kompatibi-
litasi differencidlegyenlet kovetkezik a hat SAINT VENANT féle kompatibilitasi egyenletek koziil
a stacionaritési feltételbsl. Mivel egy zart feliilettel hatarolt tartomanyon tetszdéleges fesziiltségi
allapot megadhat6 alkalmasan valasztott harom fesziiltségfiiggvénnyel — t6bb zart feliilettel ha-
tarolt tartomény esetén zérus térfogati terhelés mellett is, illetve zérustol kiilonbozs térfogati
terhelés mellett mindig, amint azt mar lattuk a 1. Fejezetben, ki kell egésziteni a fesziiltségfiigg-
vényes megoldast az egyenstlyi egyenletek egy partikularis megoldasaval — SOUTHWELL ellent-
mondasra jutott, hiszen az alakvaltozasmez&k kompatibilitasanak elégséges feltétele a hat SAINT
VENANT féle kompatibilitasi egyenlet fennallasa. A paradoxont, amelyre jutott, utana nevezték
el SOUTHWELL paradoxonnak. SOUTHWELL idézett cikkei utan a kovetkezd kérdések marad-
tak megoldatlanok: Elegenddé-e a kompatibilitds fennallasdhoz harom kompatibilitasi egyenlet
fennallasa. Ha igen, melyik harom. Ha igen, vannak—e tovabbi feltételek a kompatibilitas fenn-
allasédhoz.

A paradoxon részletes leirdsa, ez a fesziiltségfiiggvények megvalasztasanak Osszes lehetséges
esetét feloleli, RIEDER tanitvanyanak STICKFORTHnak a nevéhez fizddik [54], aki WASHIZU
egy részeredményének [82] altalanositasaval kimutatta, hogy a kompatibilis alakvaltozasmezsk
eleget tesznek bizonyos peremfeltételeknek. Ezeknek a feltételeknek késsbb KOZAK a kompatibi-
litasi peremfeltétel nevet adta, és kimutatta, haromféleképpen is, tiszta matematikai aton [27], a
kiegészits energia maximum elv felhasznéalaséval [26] és a virtualis munka elv dual alakjanak fel-
hasznélasaval 28|, hogy az alakvaltozasmezok kompatibilitasanak sziikséges és elégséges feltétele
harom alkalmasan vélasztott kompatibilitasi differencidlegyenlet és a kompatibilitasi peremfel-
tételek fennallasa. Az utobbi két tanulmany egyediili abban a tekintetben, hogy a vizsgalatok
vegyes peremértékfeladatra vonatkoznak.

Az eddig idézett tanulmanyok mindegyike egyszeresen Gsszefliggd tartomanyt tételez fel.

T6bbszorosen Osszefliggs tartomany, sikfeladatok és fesziiltségi peremfeltételek feltételezése
mellett PRAGER [44] kimutatta, hogy a MITCHELL féle feltételek [36], [18|, vagy ami ugyanaz
a kompatibilitas makro feltételei, természetes peremfeltételek, amelyek a kiegészité energia mi-
nimum elvbdl kovetkeznek. PRAGER eredményét egymastol fliggetleniil Hu HAICHANG [19]
és SZEIDL-VAN GEMERT |[78| altalanositotta vegyes peremeértékfeladatokra (az els6bbség HuU
HAICHANG—¢). Ami a harommeéretd feladatokat illeti fesziiltségi peremfeltételeket és tobbszo-
rosen Osszefliggd tartomanyt tételezve fel MORIGUTI [38] és STICKFORTH [53| dolgozatait kell
emliteni, megjegyezve, hogy STICKFORTH nem ismerte MORIGUTI idézett cikkét. Az utdbbi
két dolgozat sem adott megoldast a SOUTHWELL paradoxonra és a vegyes peremértékfeladatok
esetét szintén figyelmen kiviil hagytak.

A szohasznélat egyértelmiisége kedvéért, megismételve a teljesség kedvéért a romai v. o.-on
mondottakat, az alabbiakban allapodunk meg. A kompatibilitas makro feltételein a tobbszorosen
Osszefliggd tartomanyon sziikséges azon feltételek Osszességét értjiik, amelyeknek a kompatibi-
litasi differencidlegyenleten és a kompatibilitasi peremfeltételeken — ezeknek mind egyszeresen
mind pedig tobbszorésen Osszefliggd tartoméanyon fenn kell allnia — talmenden teljesiilniok kell.

A kompatibilitas makro feltételeit két csoportba soroljuk attol fliggéen, hogy milyenek a pe-
remfeltételek annak az egyszeresen 6sszefliged zart feliileti gérbének a pontjaiban, amely mentén
ezeket a feltételeket tekintjiikk. Ha a gorbe minden pontjaban fesziiltség elGirt, akkor a vonatkozo
makroé feltétel nagybani kompatibilitdsi feltétel. Ha a gérbének van legalabb egy olyan ive, amely-
nek mentén elmozdulasok az adottak, akkor a vonatkozo feltételt (feltételeket ha tobb ilyen iv
létezik) kiegészitd kompatibilitdsi feltételeknek nevezzik.

Kittinik a fenti irodalmi attekintésbél, hogy sem MORIGUTI [38], sem pedig STICKFORTH [53]
nem adta meg a kompatibilitas kiegészitG feltételeit.
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5.2. Célkitiizések. Az fenti szakaszban megfogalmazott problémék alapjan szerzd célul tiizte
ki az alabbi, klasszikus esetre vonatkoz6 problémak megoldasat:
e A kompatibilitas kiegészits feltételeinek levezetése haromméretdi problémak és vegyes
peremértékfeladatok esetén geometriai megfontolasokbol.
e [gazolni formalis szamitasokkal, hogy a kompatibilitas vegyes peremértékfeladatok és ha-
romméreti test esetére vonatkozo kiegészits feltételei a teljes kiegészit§ energia maximu-
mabol kovetkezs természetes peremfeltételek.

Az igazolas gondolatmenetét [70] és [65] alapjan ismertetjiik.

5.3. A kiegészit6 kompatibilitasi feltételek sziarmaztatiasa geometriai megfontola-
sokbol.

5.3.1. A vizsgalatokat az 5.1. abran vézolt, egy zart feliilettel hatarolt, haromszorosan &ssze-
fliggs testre végezziik el. Vildgosan latszik az abrardl, hogy az S5, S; feliiletrészek valamint a ¢
gbrbe

5.1. és 5.2. abrak.

tobb részbdl is allhat, azaz

@ © @ B (1,00 (L) (1 ,
Sy = S,U Sy S;= S, US55 US; és g U g u U g Ug

Hataresetben az

1 @) 1 @ G

Sy, Su és Sy vagy S, St Sy és Sy
részfeliiletek barmelyike iires halmaz is lehet.

Az egymést nem metsz6 zart L1 és Lo gorbék rendre a tartomanyban 1évé elsé és mésodik
lyukat 6lelik koriil — v.6. 5.1. abra. (1) 2)

Lényeges a tovabbi vizsgalatok szemszogébdl, hogy az S, és S, haromszorosan, illetve kétsze-
resen Osszefliggs zart feliiletek, ezt jol szemlélteti az 5.2. abra. Az 5.2. abra az S feliilet
egyszeresen Osszefiiggs részekre torténd felhasitasanak egy olyan lehetdségét szemlélteti, amely

*

felhasznalja a g, L1, Lo és L gorbéket. Az L1 és Ly gorbék az alabbi pontokban metszik a g és

L gorbéket:
P11, Pia, P13, P14 és Py .
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Az L gorbe részeit a

'Clj:PleI,j—l—l j:1,...,4
modon definidljuk. A parciélis integralasok soran STOKES tétele keriil felhasznalasra, szem el6tt
tartva azt a koriilményt, hogy a tétel csak egyszeresen Gsszefiiggs feliiletre érvényes.

Erdemes megemliteni, hogy a vizsgalt V tartomannyal és az S feliilet részekre bontésaval
kapcsolatos feltevéseink nem lényegiek, mivel a test haromszorosan Osszefliggs és a hatérfeliilet
felbontéasa is eléggé altalanos.

5.3.2. Tobbszorosen Osszefiiggd tartoméanyon az (1.14) kompatibilitasi differencialegyenletek
V-n és az (1.16) kompatibilitasi peremfeltételek teljes S-n torténd fennéllasa nem elegends ahhoz,
hogy

az ey alakvaltozéasi tenzor kompatibilis legyen, hanem a nagybani kompatibilitési feltétel né-
ven ismert kiegészits feltételeknek ugyancsak teljesiilniok kell. Alabbiakban a kompatibilitas
makro feltételeit, kozottiik a vegyes peremértékfeladatok esetén sziikséges kiegészitd feltételeket,
geometriai megfontolasokbol szarmaztatjuk. Tekintsiik az £ gorbét — v.6. 5.2. és 5.3. abra.
Legyen P az Ly gorbe tetszleges, de rogzitett pontja. A P(s) pont P-re vonatkoztatott hely-
vektorat R(s) = R'a,(s) jeloli. Figyeljiikk meg, hogy a bazis az s ivkoordinataji pontban van.
Nyilvanval6, hogy

_dR_d(R(s) -R(P)) ORd d¢”

5.1 Ya, = — = == = i L
(5.1) T8 = ds 96 ds  ds sEM
A

L pa
(5.2) ¢ = e Uy reV
mervtestszert forgassal irhatjuk, hogy

1
(5.3a) @3 = Eegwum)\ EesS
és tekintettel az (1.1) kinematikai egyenletre
1

(5.3b) (p/\ = 6/\319[— (’U,g;g + U3|19) - ’U,3w] = 6)‘319(6193 — U3|19) . f es

2
1. MEGJEGYZES: Tegyiik fel, az egyszertiség kedvéért, hogy ismeretes az uy, elmozdulasmezs az
S—en. Az (5.3a) egyenlet azt fejezi ki, hogy u(€) egyértelmtien meghatérozza a ¢® merevtestszerti
forgast. Ezzel szemben az (5.3b) magaba foglalja az uy.3 normaliranyt derivaltat, kévetkezésképp
a p -t csak részben hatarozza meg uy(€).
5.3.3. Az (1.1) kinematikai egyenlet felhasznélasaval (5.2)-bdl a

1
(54) Sol.;y = Eelpd(ud;py + Uy;dp) = 6lpdeyd;p reV
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kovetkezik, ahonnan — tekintettel (5.1)-re — kapjuk, hogy

dyot
(5.5) ds 7-77%01 n = Tnelpdend;p
és igy
P

(5.6) (P ax + p*ag)lp = (¢ ar + ¢Paz)|py, + / TlePlen g, ads .

Py
Az (1.1) és (5.2) egyenletek egybevetésébol

Ukyl = €kl — €kir reV

ahonnan az 5.3. abra jeloléseivel és az (5.1) képlet felhasznalasaval kapjuk, hogy

d(R(s) ~ R(P)) _

l.v
Uy T = Tep, — epupa’ -

ds
d v v ds@l U v
= e — o= [enue! (B*(5) = B*(P))| + eru " (R*(s) = B*(P)
azaz, tekintettel az (5.5) képletre is, hogy
dukak o d v v 1k
(5:7) T = = {(R'(s) = B*(P)) epu'a’(s) }
+ [T"enk + e Pen gy (RU(s) — R”(P))] ak(s), seLli.

A fenti képletben a bézis az s pontban van. A P;; és P pontok kozotti integralas utan innen
kovetkezik, hogy

(5.8) upaf|p = wua®

o + € (R"(s) — R"(P)) a”

! Py

P
—|—/ T [enk + €xueP? (R%(s) — RY(P)) end;p} a” ds
Py

Az utobbi képletben lokalizalas esetén — jobboldal elsé két tag — a bazis a lokalizalas helyén van.
Futépont esetén — integrandusz — az s pontban van a bazis. Ezt a megéllapodast a tovabbiakban
is mindig érvényesnek tekintjiik. Az (5.6) és (5.8) képletek CESARO formulai. A révid levezetést
a gondolatmenet részeredményeinek késébbi felhasznélasa kedvéért kozoltiik.

Visszatérve a hdromszorosan 6sszefiiggs V' tartomannyal kapcsolatos probléméhoz — lasd 5.1.
abra — az ey alakvaltozasmezdk kompatibilitasahoz az (1.14) kompatibilitasi differencidlegyenle-
tek V-n és az (1.16) kompatibilitasi peremfeltételek teljes S-n torténd fennallasa mellett az is
sziikséges, hogy a ¢! merevtestszerti forgas és az uy elmozdulasmezd egyértéki legyen minden
olyan egyszerii zart gérbe mentén, amely a két lyukat koriiloleli. Kimutathatd, hogy az utébbi fel-
tételt biztositdo makro egyértékiiségi feltételek teljesiilése a lyukakat koriilolel§ egy-egy zart gérbe
mentén — valaszthatjuk példaul az £ és Lo gorbéket — elegend ahhoz, hogy a ¢! merevtestszert
forgas és az uy elmozdulasmezd egyértékd legyen minden més a lyukakat koriilolels egyszerd zart
gorbe mentén, feltéve, hogy fennéllnak az (1.14) kompatibilitasi differencialegyenletek V-n és az
(1.16) kompatibilitasi peremfeltételek a teljes S-n.

Mondottak alapjan az L1 és Lo gorbékre korlatozzuk a figyelmet a tovabbi vizsgalatok soran.
Vegyiik észre, hogy az Lo gorbe teljes egészében az S;-n beliil fekszik. Kovetkezésképp a ¢!
merevtestszeri forgas egyértékiiségéhez az (5.6)-bol adodo, az Lo gorbére vonatkozo

(5.9) j(li T"elpdend;p a;ds :7{ T"ep%emg‘p agds + j{ T"ewg(engw —epg:3)ards = 0
2

Lo Lo
nagybani egyértékiiségi feltétel fennallasa is sziikséges. Hasonlé gondolatmenettel kapjuk meg
(5.8)-bdl az uy elmozdulasmezdvel kapcsolatos, az Lo gorbére vonatkozo

(5.10) 7{ T |:€,7k + Ekvlelpd (R”(s) — RU(Pgl)) end;p} a¥ds = 0
Lo

nagybani egyértékiiségi feltételt.
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Az Ly gorbe [L11 és Lis] {L12 és L14} részei teljes egészében [Si—n| {S,-n} belil feksze-
nek. Ennek a koriilménynek a fényében a hidnyzo kiegészité kompatibilitasi feltételek kérdése
a kovetkezSképp fogalmazhatd at: Mi a hatésa a nagybani kompatibilitasi feltételekre annak a
koriilménynek, hogy az els§ lyukat koriilolels, S-en fekve egyszert zéart gorbék kétszer is dthalad-
nak az S, feliiletrészen? Egy geometriai megoldéast az aldbbiak részleteznek. Tegyiik fel, hogy
az L1 gorbe két ivre bontott. A felbontast az 5.4(a) abra szemlélteti. A vastag vonallal rajzolt
L11 iven fesziiltség az elGirt. Az iv vékonyan rajzolt részén, azaz a Pjo, P11 végpontok kozott elmoz

A
13

(a) 5.4. ébra. (b)
dulasok adottak. Ahhoz, hogy egyértékii legyen a ¢! merevtestszert forgas a két részre bontott
Ly iven — a felbontast illetGen ismét hivatkozunk az 5.4(a) abrara — fenn kell allnia a

Pyo

!
+ e
Py

Py
=0

5.11a la
( ) ©ay .

folytonossagi feltételnek. Vegyiik észre, hogy a fenti egyenlet nem mond semmit a ! merevtest-
szeri forgas Pjo, P11 iven beliili viselkedésérsl. Kovetkezésképp tovabbi egyértékiiségi feltételnek
kell fennallnia az £, iven, feltéve hogy az iv az 5.4.(b) abran vazolt moédon van két részre osztva:

Py

! P13
+
3

=0.

5.11b la
( ) ©'a .

P

A fenti egyenletek baloldalan allo elsé tag az (5.6) képletbdl szamithatoé az integralasi hatarok
alkalmas megvalasztasaval. Ami a masodik tagot illeti az (5.3a,b) Osszefiiggést kell alkalmazni,
figyelembe véve, hogy ismeretesek az elmozdulasok az £ iven, ha

(5.12) s € (s(Prj) — € s(Prj)]  vagy s €[s(Prjt1),s(Prjs1) +€)  j=13;
ahol az € kicsi, pozitiv, egyébként tetszbleges mennyiség. Ily moédon kapjuk, hogy

P .
1 X . 17
(5.13) 563)\191119‘)\ az + e’\w(eﬁg - U3|19) a)\}

—i—/ T"Ep%enmpagds
Prit1 L

+ / T"ewg(en;;w —epg:3)ards =0 i=1,3.
L1;

Vegyiik észre, hogy az (5.13) feltételek fennallasa esetén folytonos a merevtestszertd forgas a teljes
L1 iven.

Konnyt ellendrizni az (5.13)-ra vezets gondolatmenet ismétlésével, hogy az uy, elmozdulasmezs
tekintetében az

Pio
+ uia
11

P . &
=0 é upa
P2

Py
+ uia
13

Py3
=0

Py

k k

(5.14) uy, a”

folytonossagi feltételeknek kell fennallni. Az utobbi feltétel harom lépésben hozhato alkalmasabb
alakra:

1. Vegyiik ismét figyelembe, hogy az wj elmozdulasmezd az elGirt, ha az s ivkoordinata
teljesiti az (5.12) feltételt; ez a koriilmény a baloldalon &ll6 méasodik tagokat befolyasolja.

2. A kovetkezs 1épésben az (5.8) CESARO formulat kell alkalmazni a baloldalon 4llo elsé tagok
(kiilonbségek) szamitasara.

3. Végezetiil az (5.3a,b) képletek helyettesitése sziikséges a ¢? és ¢ merevtestszerti forgasok
Py és Pi3 pontbeli értékeinek szamitasara.
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A felsorolt 1épések végrehajtasa utan az

Py
(5.15) agak|

+ 7 (e39 — Tigg) Ex (Rk(PuH) - Rk(Pu)) al

Prit1 Py;

1 N
+3 g\ €3yp (Rw(Pl,z‘+1) - Rw(Plz‘)> a’

Py
+ / 7 {enk + el ey [RV(s) — RY(Prist)] end;p} akds = 0 i=1,3
Ly;

eredmény, azaz a még hianyzo kiegészité kompatibilitasi feltétel kovetkezik.

2. MEGJEGYZES: Az (5.13) és (5.15) kiegészité kompatibilitasi feltételek formailag az (5.9) és
(5.10) nagybani kompatibilitasi feltételekre egyszertisodnek, ha az 6ramutato jarasaval ellentétes
iranyban mozogva a P; ;11 pont eléri a Py; pontot, vagy ami ugyanez, ha az Ly; iv egybeesik az
L1 zart gérbével.

5.4. Szarmaztatas a teljes kiegészitd energia maximumanak elvébdél.
5.4.1. Az ey alakvaltozasmez6 |kompatibilitasanak| {kinematikailag lehetséges voltanak} egy-
szeresen Osszefliggd tartoméanyon sziikséges és elégséges feltételei a teljes kiegészit§ energia ma-
ximumanak, mint variacios elvnek EULER egyenletei és természetes peremfeltételei — a részletes
igazolast illetGen KozAK [26] tanulmanyara utalunk. Mondottakbdl azonnal kovetkezik, hogy az
alabbi gondolatmenet két dologtol eltekintve az idézett tanulméanyhoz igazodik:

1. Varialhatok a (2.8a,b) peremfeltételeknek, mint mellékfeltételeknek eleget tevd fesziiltség-
mindig zérus értékd marad. Ebben a tekintetben olyan megoldast valasztunk a 2. Feje-
zet eredményeinek alapjan, amely nem igényli a varidcidokat add vektormezsk S; feliilet
normélisa mentén vett derivaltjainak ismeretét.

2. Mivel a térfogati tartomany a jelen esetben tobbszorosen Osszefiiggs, kiilonds figyelemre
van sziikség a zérus fesziiltséget okozo fesziiltségfiiggvények lehetséges szakadasainak kezelésé-
ben, amikor a STOKES tételt az S alkalmas felhasitasokkal kapott egyszeresen Gsszefiiggsd
részein alkalmazzuk annak érdekében, hogy megkapjuk a kiegészité kompatibilitéasi felté-
teleket.

5.4.2. Szigord maximuma van a
1
(5.16) K = ——/ tklekl dA+/ ngtgl@l dA
2 Jv S,

teljes kiegészits energianak, ha a statikailag lehetséges ty; fesziiltségmezs és ey alakvéltozasmezs
egybeesik a tényleges megoldassal.

,,,,,,

(5.17) 0K = —/ e 0ttt dV +/ ngdtfli, dA = 0.
\4 u

Vegyiik észre, hogy az els§ varidcio felirasakor kihasznaltuk a jol ismert
(S(tklekl) = 2€kl(5tkl
relaciot.

Az 5.4.3.-al indul6 és az 5.4.8.-al zarulo szakaszok a —0K = 0 extremumfeltétel alkalmas
alakra hozasat részletezik. Az egymaést kovets lépések természetének tisztézasa érdekében réviden
attekintjlik az atalakitdsok gondolatmenetét.

biztositsa a sziikséges mellékfeltételek fennallasat mind a V-n, mind pedig az S;-n.

(b) Az 5.4.4. szakasz az integralatalakitasokkal foglalkozik. Nem szabad megfeledkezni arrl
a STOKES tétel alkalmazasa soran, hogy az S feliilet egyszeresen Gsszefliggs részekre van
felhasitva és a vonatkozo integralokat ezeken a részeken kiilon—kiilon vessziik sorra. Ko-
vetkezésképp vonalintegrélok is addédnak az atalakitasokbol. A vonalintegralok egy része
torli egymast, ha teljesiilnek a kévetkezs feltételek:
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1. Folytonosak az integralokban szerepld valtozok a peremgorbe tekintett ive mentén.

2. Kétszer megyiink végig a peremgdrbék mentén — egyszer az egyik oldalon, majd a
maésik oldalon. (Amikor példaul az S,-n alkalmazzuk a STOKES tételt kétszer megyiink
végig a peremgorbe Pjo, Pi3 ivén.)

Erdemes azt is megemliteni mar ehelyiitt, hogy dw; kivételével — ez az Sy-n értelmezett
wy vektormez§ variacidja, amint az lentebb majd kideriil — az 6sszes tobbi valtozo folytonos
az egész S feliileten. Ami pedig dw;-t illeti az folytonos az egyszeresen Osszefliggs

1) (2 ()

S ts St és St
feliiletrészeken de szakadasa van az
L=L11 ULz ULy

iven. Az elsd integralt amely tartalmazza dw;-t az (5.30) Osszefiiggésbdl kapjuk majd az
(5.21a,b) mellékfeltételek helyettesitése utan. Az ezt kovetd lépésekben kiilonos figyelmet
kell forditani az £11, L£13 és L9 iveken vett vonalintegralokra.

(c) Az 5.4.5. szakasz tartalmazza a stacionaritési feltétel elGallitasat a térfogati és vonalin-
tegralok tekintetében.

(d) Az 5.4.6 — 5.4.8. szakaszok a g és L gorbéken vett integralok alkalmas alakra torténd
transzformalasat részletezik.

5.4.3. Mivel a t* fesziiltségek statikailag lehetségesek kell, hogy legyenek — a definiciot illetGen
a 3. oldalra utalunk — ki kell elégiteniiik az (1.3) és (1.5) mellékfeltételeket. Kovetkezésképp nem
vehet6k fel szabadon a 6t* variaciok, hanem teljesiteniiik kell a

(5.18) 5ty =0 reV & nzdtl =0 £e s

a feltételeket. Ezek annak figyelembevételével kovetkeznek az (1.3) egyensulyi egyenletbdl és
az (1.5) fesziiltségi peremfeltételbél, hogy zérus a by térfogati terhelés és a #; feliileti terhelés
hogy zérus a 0B variacio is.

Azonnal kévetkezik az (1.12) és (1.17) képletekbdl hogy identikusan teljesiilnek az (5.18); 2

.....

(5.19) Stk = ekrmels%?-lrs;mp, reV
ahol 0H,s tetszoleges lehet a V-n, de az S;-n fenn kell allnia az
(5.20) ngegn'ﬁeldpﬂ-[nd;p,i =0 £es;

mellékfeltételeknek.
Legyen dw; az Si-n értelmezett w; vektormezd variacidja. Ha kielégitik a fesziiltségfiiggvények

.....

(5.21&) OHye = 5w(,\‘,§) &Ee S
és
(5.21b) (57{5)\ - 5w3‘,€)”,\ + bi‘(é%aﬁ - 5wa|,€) - (5H,€)\;3 - 5H>\3;,€) =0 &e S,

felteteleket, akkor az (5.20) mellékfeltételek is fennallnak. Egyszertd az utobbi allitas igazolasa, ha
figyelembe vessziik, hogy az (5.20) és (5.21a,b) mellékfeltételek megegyeznek az (1.16) kompati-
bilitasi peremfeltétellel — az £ inkompatibilitasi tenzort az (1.10) egyenlet értelmezi —, valamint
az (1.15a,b) alakvaltozasi peremfeltételekkel, ha rendre e,g-t és u-et irunk 0H,,q és dw; helyére a
(5.20) és (5.21a,b) egyenletekben. Ha még azt is visszaidézziik, hogy az alakvéltozasi peremfel-
tételek fennallasa eleve biztositja az (1.15a,b) kompatibilitasi peremfeltételek teljesiilését, akkor
maris levonhato a kovetkeztetés, hogy igaz a fenti allités.

3. MEGJEGYZES: Mas megfogalmazasban azt mondhatjuk, hogy fentiek a 2.4. szakasz ered-
meényeit tikrozik. Ezzel a (2.58a,b) és (2.59) képletekre, valamint arra a koriilményre utalunk,
hogy az [egyensily| és {statikailag lehetséges}, valamint a |kompatibilitas| és {kinematikailag
lehetséges} paronként duélis fogalmak.
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4. MEGJEGYZES: A fenti allitas viszonylag hosszu és tobb megfontolast tartalmazoé igazolasat
a KOzZAK-SZEIDL |75] kozolte 1996-ban. Maga az eredmény azonban joval kordbban 1980-ban
sziiletett — KozAK [29].

5. MEGJEGYZES: A fentebb is emlitett és a fenti allitas hatterét ado statikai—kinematikai
analogiat a KOZAK-SZEIDL tanulmany [76] publikalta. Az analogia az

(5.21c) SHex o+ H ko =Wy — dwsabys = 0 £eS

egyenletet is tartalmazza. Ez az egyenlet az (1.19) egyenlet duélis parja.
6. MEGJEGYZES: Kozak [29] feltételezi, hogy

(5.22) OHy = 6w(k;l) £Ee S

Ez az egyenlet, szemben az (5.21a,b) feltételekkel és az (5.21c) azonossaggal, magaban foglalja a
dwy,3 norméaliranyt derivaltat. A statikai-kinematikai analégia kapcsdn kimutattuk — 23. oldal
10. MEGJEGYZES —, hogy egy (5.22) alaku feltétel magaban foglalja (5.21a,b)-t |kévetkezésképp
(5.21¢)-t is|, de ennek megforditasa mar nem igaz. Ez azt jelenti, hogy az (5.22) kevésbé szigoru
mint az (5.21a,b) feltételek.

7. MEGJEGYZES: Az (5.21a,b) és (5.21c) feltételek dw; (&) kifejezéseiben adottak és igy nem
kintjik az S, és Si-t elvalasztoé g gorbén. Az (5.22) osszefiiggésre tekintettel a folytonossagi
feltételbdl a

1
(5.23) 0Hrz = 5(51‘&;3 + dws.y) £€yg

egyenlet kovetkezik. Feltételezziik utobbi egyenlet alapjan, hogy tetszélegesek a g gorbe mentén
a 6Hy3, vagy ami ugyanaz a dw).3 variaciok.

8. MEGJEGYZES: Az (5.21a,b) és (5.21c) képletek valamint a 7. MEGJEGYZES szerint a dw
variaciok (azaz harom skalarfiiggvény) tetszblegesek az Si-n, a dw; és dwy.3 variaciok (azaz 6t
skalarfiiggvény) tetszdlegesek a g gorbén.

9. MEGJEGYZES: Nem sérti az altalanossagot, ha feltételezziik, hogy

(5.24) 0H3s = dws.3. Eeg

10. MEGJEGYZES: A fesziiltségfliggvény tenzor szerkezetével kapcsolatos kikotéseket [tetszole-
ges fesziiltségi allapot megadhatd harom fesziiltségfiiggvény segitségével stb. — v.6.: a 4. oldal
2. MEGJEGYZES és (1.27) képletek (az utobbiakat fesziiltségfiiggvényekre vonatkoztatva)| a
variaciokra is érvényesnek vessziik, azaz

0HRrs # 0, reV
OHap =0, zeV
(57‘[773 257'[377 =0, §€ Su
6Hs3 =0 £ € Su

(0H rs tetszoleges lehet). A fentiek ellenére és az altalanossag kedvéért a formalis atalakitasok-
ban és az eredményben a zérusnak tekintett variaciokat is kiirjuk. A teljesség kedvéért meg-
jegyezzilk, hogy a varidlas modozatait az Sy—n fentebb, az 5.4.3. szakasz elején és a 3.-8.
MEGJEGYZESekben mar tisztaztuk.

5.4.4. Az (5.19) és (5.20) variaciok (5.17) extremum feltételbe torténd helyettesitésével

(5.25) 0K =1 + I} = / TP EH g 1 dV — / MW §H gty dA = 0.
\%4 u

Mivel az (5.25) egyenletben allo feliileti integral megegyezik az (A.5.1) egyenlet jobboldalaval,
ha az utobbi egyenletben rendre ;-t, Hg-t, Sy-t és g-t irunk, u;, Hpr, S, és g, helyett kapjuk,
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hogy
(5.26) I = I3 + I = _/5 nge B it Hupgs + [(Giape) n + D ilasn + it rom)0Hapg
+[(xjr) 9 + U abox|OHn3 + byoti(nk)0Haz } dA
+/mwMW%me—@m%m@—/}w%mwwms
g g9

hiszen az S, feliilet a g gérbe baloldalan fekszik, ha azon az 5.2. abran bejeldlt pozitiv haladasi
irdnyban megyiink végig.

A GAUsS tétel kétszeri, egymast kovets alkalmazésa és néma indexpéarok alkalmas atnevezése
utan I} -re nézve az

(5.27) H:g+ﬁ:/

ekmestpey 5 odV + / N3€ PP (€1, 0H pasp — €1pOH p ) dA
14

S

képletet kapjuk. Ami az itt 4ll6 feliileti integralt illeti, érdemes részekre bontani az €'P-t tartal-
maz6 Osszeget. Kisebb atalakitasok utan adodik, hogy

(5.28) If = Ift + Iégu = / U n3€np3€,\193[e)\1€57_[p19;3 - e,\n(SHF,g;g - egméﬁpﬁ;)\
Su U St
_6)\5;357{/)19 + eAﬁ\ﬁ6%p3 + 63/{\)\57{/)19] dA.

Az Ig? v integral az (A.5.2) egyenlet segitségével hozhatd alkalmasabb alakra. Els6 lépésként
atnevezziik az (A.5.2)-ban 1évé p, ¥ néma indexeket r, A-ra, illetve megforditva a x, A néma
indexeket p, ¥-ra. Ezt kovetGen gy kapjuk meg a kivant eredményt, ha megismételjiik az (5.26)
egyenletre vezetd gondolatmenetet, azaz rendre 4;-t, dHy-t, Sy-t és g-t irunk w;, Hyi, So €8 go
helyett nem feledkezve meg arrdl, hogy baloldalon van az .S, feliilet, ha pozitiv irAnyban haladunk
végig a g gbrbe mentén; az utoébbi megallapitas a vonalintegralok elGjelét befolyasolja. Alkalmas
indexatnevezések és a 7V érintSiranyn egységvektor kiemelése utan kapjuk, hogy

(5.29) Ig* =TI + 1§ = / {n:se“"?’ewg’ exxOH pp;3 + (€xrfjo + Exnljw)OHn3

u

+(e3n||)\ + bileom —exr3 T+ €3k — bge)\n)(s/Hnﬂ + bnﬁe)\n(S/HiSB} dA

—/ngemgTﬁ(éﬂg,@e% — 5%3,&7%) ds,
g

ahol nem felsd index az U, hanem a

3 Eléinﬁg o
hatarértéket jeloli. Ezt a jelolésbeli megallapodést késébb is alkalmazzuk.

A kovetkezs 1épésben az a cél, hogy olyan alakra hozzuk az I f ¢ feliileti integralt, amely lehet&vé
teszi a (5.21a,b,c) mellékfeltételek helyettesitéset. Ez a cél az (A.5.3) integralatalakitas felhasz-
nalaséval érhet§ el. Az eljaras ugyanaz mint fentebb lattuk az alabbi harom koriillményt kivéve:
(a) Nincs sziikség néma indexek atnevezésére a feliileti integralban. (b) Si-t kell helyettesiteni
az S, helyére és ebbdl adodoan (c) valtozatlan marad a vonalintegralok elgjele.

Végiil az

(5.30) Ift = _/5 ngemge)‘ﬁg {57—[,\,&,719;3 + ((57‘[,.6)\“19 + (57‘[)\,.;“19)6773
t
- (FHngr + BT H o — T + gz — DJ0Hne)eny + brodHawess | dA

+ / n3€nn3(7ﬂ57_[3’§e§9 — TA5HAHGZ3)d8
g
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képlet adodik, ahonnan az (5.21a,b,c) mellékfeltételek helyettesitésével és a vonalintegralok kap-
csan végzett alkalmas indexatnevezésekkel az

(5.31) Ift = I;t + Ig = _/5 ngeﬁnge)\ﬁg {5'“)()\\/@)67719;3 + [(5’U)3|,€)||>\ + b?\ééwam + bgéw(MH)]em?
t
+ [(6wy )9 + Owsirborlens + bpgdw(nmess } dA
— /?236”7737'19((57'[356;1;3 — 57—[,\,€e§9)ds
g

eredmény kovetkezik. A fenti képletben nem fels6 index a 7', hanem a

lim ey
EESt—g

hatarértéket jeloli. Ezt a jelolésbeli megallapodast késGbb is alkalmazzuk.

A kovetkezd lépésben a végss alakra hozzuk az 1—25 -t a feliileti integralok tekintetében.

Erdemes megemliteni, hogy megegyezik az IZS ¢ feliileti integral az (A.5.1) egyenlet jobbolda-
laval, ha ebben az egyenletben dw;-t, ey-t és Si-t irunk w;, Hy; és S, helyett. Emellett kiilon
figyelmet kell majd forditani az S; peremgorbéjén vett vonalintegralokra.

Visszaidézve, hogy az L gorbe az Lq11 (P11, Pio iv), L13 (P13, P14 iv) és Lo ivek egyesitése,
emlékezziink arra is, hogy kétszer haladunk végig az £ gorbe mentén a STOKES tétel alkalmazésa
soran. Jelolje [w;] a dw; vektormezs szakadasat az £ gorbe mentén:

(5.32) [6w;] = dw,” — dw; el

Itt a [pozitiv] {negativ} el6jel dw; L [pozitiv| {negativ} oldalan vett értékét jeloli — a részleteket
illet6en az 5.2. abrara utalunk. Fentiek alapjan kapjuk, hogy

(5.33) ISt = ISt 4 160w 4 F = / EMldpe o Swy dA
St

3.9 T T ldp /T
+/n36m7 77 (0wy|neng — OWs|ueyyg) ds —/T"E Pepapow ds
g g

+/£n36m737'19 ([owy)s] 653 — [Ows)) egﬁ) ds — /ﬁTWGldpe;J;d;p [0w;] ds .

5.4.5. Egybevetve az (5.25), (5.27), (5.28), (5.29), (5.30), (5.31) és (5.33) egyenletek jobbol-
dalait irhatjuk, hogy

(5.34) K = Iy + I + I 4 15 4+ 18 4 1§ + 1§ + 100 4 1 = o,

ahonnan a jobboldalak helyettesitése utan

(5.35a) —0K = /eRkWESlpekl;mpé’HRSdV
\%4

+/S nge’mge)‘193 {(6)\;-; - @(/\\n))‘S/Hnﬂ;fi

+[(€3n - ﬂ3;n)||/\ + bg\[(ean - ﬂa\n) - (6,‘-@)\;3 - €>\3;n) - bg(e)\n - @(,\‘n))]éﬂng
+ewno + exnfo — (G o — Gapnbox]0Hn3 — byg(exn — Gigrw))0Hss } dA
+/ €3nf@€ldpend;pn5wl dA + ILG + If[w} =0,
St

ahol
(5.35b) 1§ = I1¢ + IS + 1S + 16°v
Az (5.35a) egyenletben tetszolegesek a
OHRs, 0Hyo:3, 0Hpy, 0Hy3, GHss, és dwy
variaciok. Kovetkezésképp az (5.35a,b) egyenlet tartoményi és feliileti integraljainak eltiinésébdl
— az (1.14) kompatibilitasi differencialegyenletek,
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— az (1.16) kompatibilitasi peremfeltételek és
— az (1.15a,b) alakvaltozasi peremfeltételek illetve az (1.19) kiegészits feltétel

fennéllasa kovetkezik.

Az utébbi esetben érdemes ismételten felhivni a figyelmet arra, hogy egyrészt az (1.19) ki-
egeészits feltétel nem fiiggetlen az (1.15a,b) alakvéltozasi peremfeltételektdl, masrészt pedig arra,
hogy dH33 egyiitthatoja megegyezik az (1.19) kiegészits feltétellel, harmadrészt arra hogy 0 H 3
nem jelenik meg a feliileti integralban. Tobbek kozott ez az egyik ok, amiért a vonatkozd Hss
és Hs fesziiltségfiiggvények zérusnak valaszthatok. Erdemes arra is felhivni a figyelmet, hogy
a —0K = 0 extremum feltételbsl adodé EULER egyenletek és természetes peremfeltételek meg-
egyeznek azokkal a feltételekkel, amelyeket az eyp; alakvaltozésmezének teljesiteni kell ahhoz,
hogy egyszeresen Gsszefiiggd tartomanyon kinematikailag lehetséges legyen.

11. MEGJEGYZES: Az (5.35a) részét alkoto — lasd még (5.34) —

I+ I+ I+ 15+ 19 + 1§ + IS + 179" = 0

extremum feltételt egyszeresen Osszefiiggs térfogati tartoméany esetére KOZAK vezette le elGszor
[26], aki ezzel a tanulméanyaval adott teljes megoldast a SOUTHWELL féle paradoxonra. Ismételten
hangsilyozzuk azonban, hogy a fenti gondolatmenet az Sy feliiletrészre vonatkozo mellékfeltéte-
lek tekintetében eltér az idézett tanulmany gondolatmenetétsl. Az eltérés lényege a pontosabb
(5.21a,b) és (5.21c) mellékfeltételek alkalmazésa, felismerve azt, hogy ezek kozvetleniil behelyet-

12. MEGJEGYZES: Mivel KOzZAK fentebb idézett tanulmanya egyszeresen Osszefiiggl tarto-

manyt tételez fel, az If ] vonalintegral hianyzik az altala felallitott extremum feltételbsl. A
tovabbi gondolatmenet {6 célja az extremumfeltétel vonalintegraljainak alkalmas alakra torténd
transzformécioja.

5.4.6. Az (5.35b) egyenletben allo6 vonalintegralok atalakitasa némi elSkésziileteket igényel.
Legyen (lasd a 13. MEGJEGYZESt)

i (14)
(5.36&) [(wa] = (5(10)1) + €gup 0 CS[RU — RU(PLZ‘_H)] , 1=1,3, &€ Ly
(2) gy _ g
(536b) [6wb] = 6 cptewdC [R - R (PQI)] €Ly

) (1) (21) (21)
a dwyp vektormezo szakadasa, ahol d ¢y, 0 C'°, § ¢y €8 €40 C'° tetszoleges allandok.

13. MEGJEGYZES: Az
[dwp] = dep + 50 CF[RY — RY(P)] £es

vektormezd — dcp, és 0C? tetszéleges allandd vektorok, a P tetszéleges, de rogzitett pont — nem
okoz fesziiltségfiiggvényt (ahogy a merevtestszert mozgas sem okoz alakvaltozast), mivel ferde-
szimmetrikus tenzor a [dwp]| vektormezs gradiense:

(5.37) [0w9.]) = €5r090C* [0ws.s] = exe3dC® €€ S

5.4.7. Az Ig vonalintegral atalakitasat a Fiiggelék A.5.3. szakasza részletezi. Tegyiik fel,
hogy folytonos az alakvéltozasi tenzor az S-en. Ekkor nyilvanvalo, hogy

(5.38) el = ek, Eeyg.
Felhasznalva az
Ow(3|n) — OWz|n] = 0w (x[3) + OW[x|3] = w3 ey

egyenletet és elhagyva tovabbiakban a megkiilonboztets U és T jeloléseket az (A.5.13) és (A.5.14)
egyenletekbdl kapjuk, hogy

d X
(5.39) If = /{T%mg(eﬁnﬁ — e3pl9) — £[60A3(603 — U] }owrds
g

d 1 . N
+ /g[TnE:Spﬁeﬂnlp - E(;gww;x)]&v:«z ds + /ngeﬂ?’)\(enﬂ — Qg )dwyz ds + B+ X2 457
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A vonalintegralok tetszdleges dwy, dws és dwy 3 melletti eltiinése a

d N
(5.40a) T"ew‘g(egn;g — 6377‘19) = E[Eﬂ/\g(e% - UB;ﬁ)] ) §€yg
d 1 .
(5.40b) T ey, = (5N ), £€yg
(5.40(3) Tn(emy - ﬁ(gm)) =0 Eeyg

folytonosségi feltételeket eredményezi. Ha nem hagytuk volna el a megkiillonboztets U és T
jeloléseket, akkor — tekintettel az (5.3a,b) és (5.5) képletekre — az (5.40a,b) folytonossagi feltételek
az

A

deg
( ds
alakban ad6dnanak.

14. MEGJEGYZES: Az (5.40a,b,c) feltételek teljesiilése elegends a o3, Gy és U3\ meghatarozé-
s8hoz eyn;3, €3y, oy|p €S eny segitségével. Az (5.40b) egyenlet integralasa ¢>-at adja. A ¢? és
az (5.40c) egyenlet felhasznéalasaval kovetkezik, hogy

ro@Ew e (@ (@

(5-41) ds ds ds

§€y

ey — gy + tpgly) =0, €y
vagy ami ugyanaz, hogy
diiy
I M ens — €onga”) §€g

ahonnan s szerinti integralassal adodik az 4y elmozdulasmezs.

Ami az (5.40a) egyenletet illeti az 13 y-ra oldhaté meg s szerinti integralassal. Ha mar ismert
tg|y, akkor

s = iy, cey

S
ahonnan integralassal adodik ug értéke.

A fenti képletek szerint visszakapjuk az az S,-n elgirt elmozdulast és az abbdl szamithato
feliiletre merdleges forgast a terhelt oldalon vett alakvaltozasokbol.

5.4.8. A fennmarado6 vonalintegralok tiikrozik a tartomany haromszorosan osszefiiggd voltat.
Az TF) 51 92 65 53 integralok (5.33), (A.5.9), (A.5.11) és (A.5.12) egyenletekbdl torténs
helyettesitésével és az (5.35a), (5.39) egyenletek egybevetésével az

If:[w]+zl+22+23:

= Z {/ﬁ ngeB Y ([5w19|,€]e;§3— [5w3‘,§] egﬁ) ds —/ T"eldpe;‘qd;p [0w;] ds
14

i=1,3 L
P (Fuy] - [Busp]) |~ " (Bugs] - [Fuxg]) @] -
Py; Pyt
+ 6)\319(6193 — ﬁg;g) [5w19] — 6)‘319(6193 — ’113;19) [5’[1)19]
1 Py

1 1
+ =M Pws]] = =g, [dws] }

2 Py; 2 Pyt

+7{ n36“"37'19([6w19;,i]6;‘73 — [dws,] egﬂ) ds — ?{ T”eldpegd;p [0w;] ds

LQ »62

eredmény kovetkezik. Ahhoz, hogy megkapjuk a kiegészité kompatibilitési feltételeket mostmar
csak a (5.36a) és (5.36b) egyenletek helyettesitése és az

i (19)
(201) k (1)

(21) Li
§cpak, §Cla és §cpaf 6 Ca
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allandok egyiitthatéinak Osszegytijtése sziikséges. Az ezt kovets atrendezés utan az
LS SEED S NS S

(21)
= [7{ T”epﬁgenmp agds +7{ T"ewg(engw — €no;3) ax ds] -akde
Lo Lo

k

(21)
+7{ M enk + ke PY(RY(s) — RV(Pa1))enap) @ ds -6 C'!
Lo

1 . .
+ > { [Eegqu ag + €% (eg3 — dg)) ax}

i=1,3

Py;

Prit1

93 A3 k (10)
+/L e e, a3 ds + /L T (€39 — eno;3) ax ds} -a¥d ¢y
17 17

+ 7 (e59 — dgg) et (RF(Prit1) — RF(Py)) al

14

1 gy
* §€W“m espp (RY(Priv1) — RY(Pu)) @

Py;
(1)
+/ T”{enk + Elpd €kul [RU(S) — Rv(P17i+1)]end;p} ak d8:| . al(S Cl =0
Ly

egyenletet kapjuk. A fenti kifejezés eltiinése

5(26111)C ak, 5%1’)lal és 5(162 ak, (5(161’)lal i=1,3
tetszdlegessége miatt
— az (5.9) és (5.10) nagybani kompatibilitasi feltételek, valamint
— az (5.13) és (5.15) kiegészitG kompatibilitasi feltételek
fennallasat biztositja.

5.5. Eredmények. Az egyes eredményeket sorszamozzuk.

1. A jelen fejezet legfontosabb eredménye annak kimutatasa, hogy a teljes kiegészité ener-
gia maximum elv az 5.1. abran vézolt haromszorosan Osszefiiggs térbeli tartomany és a
tekintett vegyes peremértékfeladatok esetén biztositja az in. kiegészitd kompatibilitasi fel-
tételek fennallasat. Az a koriilmény, hogy a vizsgéalatokat csak haromszorosan osszefiiggd
tartoményra végeztilkk nem jatszik a gondolatmenet lépéseiben olyan mértéki szerepet,
hogy ne lehetne azt megismételni négy, vagy tobbszorosen 6sszefliged térbeli tartoményra
vonatkozo6 hasonlo jellegli vegyes peremértékfeladatok esetén.

2. A kiegészité kompatibilitasi feltételek geometriai megfontolasokbol is leszarmaztathatok.
Mivel ezekben a megfontoldsokban az anyagegyenlet nem jelenik meg, a kiegészité kom-
patibilitasi feltételek anyagegyenlettsl fliggetlentil geometriailag lineéris feladatokra érvé-
nyesek.

3. Kimutatta palyazo, hogy az Sy feliiletrészre vonatkozo mellékfeltételként (5.22) helyett a
pontosabb (5.21a,b) és (5.21c) feltételek valasztasa a célszerd, mivel ezek is kozvetlenil
lépésében.

A vonatkozo publikaciokat illetGen [70] és [65] érdemel emlitést. A felsorolt eredmények 100%—
ban a szerz6 eredményei.
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6. AZ EGYERTEKUSEG MAKRO FELTETELEI VEGYES PEREMERTEKFELADATOKRA.
SZARMAZTATAS A KIEGESZITO ENERGIA MAXIMUM ELVBOL — MIKROPOLARIS
ESET

6.1. Irodalmi eldzmények. Mikropolaris testre KOzZAK-SZEIDL [30] majd SZEIDL [57| vizs-
galta a tetszGleges fesziiltségi allapot elGallitasdhoz sziikséges fesziiltségfiiggvények szémanak,
azaz a fesziiltségfiiggvények meghatarozottsaganak kérdését, valamint a fiiggetlen, sziikséges és
elégséges kompatibilitasi feltételek kérdését a klasszikus esettel azonos feltételezések mellett,
vagyis egyszeresen Osszefiiggs térbeli testre. A [71] el6adés és az [61] tanulmény t6bbszorosen
Osszefliggd tartomény és fesziiltségi peremfeltételek mellett a virtualis munka elv dual alakja,
valamint a teljes kiegészité energia maximumanak elve segitségével vizsgéilta a kompatibilitési
feltételek kérdését és kimutattak, hogy az idézett elvek mindegyike biztositja a nagybani kom-
patibilitdsi feltételek — a szohasznélat kérdésében visszautalunk az 5.1. szakasz utols6 harom
bekezdésére — teljesiilését.

A kiegészitd kompatibilitasi feltételek kérdésével a vonatkozo szakirodalom, a palyazo ismeretei
szerint, nem foglalkozott.

6.2. Célkittizések. Fentiek alapjan palyazo célul tiizte ki az 5.2. szakaszban megfogalmazott
kérdések megoldasat mikropolaris testre és haromméret feladatokra:

o A kompatibilités kiegészits feltételeinek szarmaztatasa harommeéretd mikropoléris testekre
geometriai megfontoléasokbol.

e [gazolni formalis szamitasokkal, hogy a kompatibilitds vegyes peremértékfeladatok és ha-
romméret test esetére vonatkozo kiegészits feltételei kovetkeznek a teljes kiegészits ener-
gia maximum elvébdl.

Az igazolas gondolatmenetét [63, 64] alapjan ismertetjiik.

6.3. A kiegészité kompatibilitasi feltételek levezetése geometriai megfontolasokbol.
A vizsgalatokat, hasonloan a klasszikus esethez, az 5.1. abran vazolt, egy zart feliilettel hatéa-
rolt, haromszorosan Osszefliggd testre végezziik el. Az 5.3. abra alapjan a (3.1) kinematikai
egyenletekbdl kozvetleniil kapjuk a késGbbiek soran fontos szerepet jatszo

P
(6.1) <pbab‘ = Yla, +/ T”/ﬁnb_abds
P Py P11
és
P
(6.2) wal| | = wal| o+ [ O+ el ds =
P P11 P

P
P +/ @ |:’Yxl + Eblv(Rv(S) - RD(P))F&XZ.)] al ds

l k v v l
= ya + € R"(s) — R"(P))a
. wke” (R (s) (P)) o ds

1

képleteket, melyek a CEZARO formula analogonjai mikropoléris testre.

Az 5.1. abran vézolt haromszorosan Osszefliggs V' tartomany esetén a g és Iiab_ alakvalto-
zasmezSk kompatibilitasahoz a (3.13a,b) kompatibilitasi differencialegyenletek V-n, és a (3.15)
kompatibilitasi peremfeltételek teljes S-n torténd fennallasa mellett még az is sziikséges, hogy a
¢! forgas- és az uy, elmozdulasmezs is egyértéki legyen minden olyan egyszert zart gérbe mentén,
amely koriloleli a két lyukat.

Az utobbi feltételek teljesiiléséhez elegendd, ha biztositjuk a ¢! forgas- és az uy, elmozdulasmezd
egyértékiiségét a feliileten fekvd és a lyukakat koriilolels £ és Lo egyszerd zart gérbék mentén
feltéve, hogy fennallnak a (3.13a,b) kompatibilitasi differencidlegyenletek V-n, és a (3.15) kom-
patibilitasi peremfeltételek a teljes S-n. Kovetkezésképp elegendd az L1 és Lo feliileti gorbékre
forditani a figyelmet a tovabbi vizsgélatokban.

Mivel az Lo teljes egészében az S; belsejében fekszik, azonnal kovetkeznek a ¢! forgas- és
az w; elmozdulasmezs mezs egyértékiiségét biztosité nagybani kompatibilitasi feltételek a (6.1),
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valamint a (6.2) CEZARO formulakbol:
(6.3) j(li T"mnb_ab ds =0,
2

dex
(6.4) y{ di [’Yxl + epo(R(s) — RU(P21))F6XI.)] alds = 0.
Ly QS
Ami az £ gorbét és annak [L£11 és Li3] {L12 és L14} jeli iveit illeti (ezek teljes egésziikben [S;-
ben| { S,-ban} fekszenek — v.6.: 5.1. és 5.2. abrak) az (5.11a,b) és az (5.14)-re vezetd klasszikus
esetre vonatkozd gondolatmenet szoszerint ismétlésével kapjuk, hogy fenn kell allnia a

(6 5) I Pio N I P 0 I Py . ! Py3 0
. Y a Y ay = P ay P aj =
Py P2 ' Py3 Py ’
illetve a
k| P; P P P
(6.6) upa®| p2+ ukak‘ =0, ugal pat ukak‘ =0

folytonossagi feltételeknek. A (6.5)1 2 és (6.6)1,2 baloldalain allo els6 tagok rendre adédnak (6.1)
és (6.2)-bsl, ha az integralasi hatérokat alkalmasan valasztjuk meg. Ami a masodik tagokat
illeti, azt kell figyelembe venni, hogy mind a forgédsmezs, mind pedig az elmozdulasmezé ismert
a peremfeltételekbdl, ha

s € (s(Py) — € s(Pj)]  vagy s € [s(Prjs1),s(Prj+1)+€)  j=13;

ahol e tetszdlegesen kicsiny pozitiv szam. Ily modon kapjuk, hogy fenn kell allnia a

(6.7) —¢bay, + @lay, +/ mlelayds =0 i=13
Pyt 13 Lis
és a
(6.8) — a’ + @a + o™ (RY(Pyiv1) — RU(Py;))a’
Pyt Py 14

adh v V(P bl .l _ .
+/le~ ds [fyxl + e (R(s) = R (Plz))’%x.} a'ds =0 i=1,3

kiegészité kompatibilitéasi feltételeknek.

1. MEGJEGYZES: Az 5.1. abran vazolt haromszorosan &sszefiiggd tartomany esetén az egy-
szeresen Osszefliggs tartomany esetére érvényes (3.11a,b), (3.12) és (3.13a,b) dual egyenletrend-
szert, amelyhez a (3.14), (3.15) és (3.16a,b) peremfeltételek tarsulnak, ki kell egésziteni a (6.3),
(6.4) nagybani kompatibilitasi feltételekkel, valamint a (6.7) és (6.8) kiegészitd kompatibilitasi
feltételekkel.

2. MEGJEGYZES: A (6.7) és (6.8) kiegészitd kompatibilitasi feltételek — hasonloan a klasszikus
esethez — a (6.3), (6.4) nagybani kompatibilitasi feltételekre egyszertisodnek, ha az 6ramutatod
jarasaval ellentétes irdnyban mozogva a Py ;1 pont eléri a Pj; pontot, vagy ami ugyanez, ha az
L1; 1v egybeesik az L1 gorbével.

6.4. Szarmaztatias a teljes kiegészit6 energia maximum elvébél. Egyszeresen Ossze-
fiiggd tartomanyra a i, xj alakvaltozasmezék [kompatibilitasahoz| {kinematikailag lehetséges
voltahoz} sziikséges valamennyi feltétel leszarmaztathato a teljes kiegészitd energia maximum
elvébsl [30]. Jelen szakasz a fenti feltételekhez tobbszorosen Osszefliggs tartomanyon tarsuld
makro egyértékiiségi feltételek — nagybani kompatibilitasi feltételek és kiegészité kompatibilitasi
feltételek — leszarmaztatdsat mutatja be a teljes kiegészit§ energia maximuménak elvébsl. A
[30] és [57] gondolatmenetét kovetjiik kiilon figyelmet szentelve azoknak a vonalintegraloknak,
amelyek a STOKES tétel S egyes részein torténd alkalmazasa soran adodnak.
Mikropolaris testre a

1 N .
(6.9) K=-3 /V(fkl’mz +H_ab/€5)dv+/ (nat™dy + ngp’y @) dA

u
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teljes kiegészitG energia funkcional a statikailag lehetséges ¢!, u%, fesziiltségtenzorok és vy, kY
alakvaltozas tenzorok fliggvénye. A HOOKE torvény segitségével belathato

81 + ptyred) = 2008y + dpul) = 2t Syp + iy L)

Osszefiiggés felhasznalasaval kapjuk, hogy a teljes kiegészits energia fiiggvényre vonatkozd extr-
emum feltétel a

(6.10) —0K = / (Ve 0t™ + k26u%) dV —/ (n36t3 iy 4+ nzdpd @) dA = 0
Vv Sy
alakban irhato fel.
3. MEGJEGYZES: Mivel a fesziiltségek statikailag lehetségesek — a vonatkozo definiciot illetGen
visszautalunk a 26. oldalra — a 6t*, o, varidciok nem vehetdk fel tetszélegesen, hanem ki kell,
hogy elégitsék a

(6.11a) 575%.{]@ = 0, 5“-0;);&(1.) + Ebkl(stkl =0, reV
(6.11b) n3ot = 0, n3du’ =0 £esS,

mellékfeltételeket, amelyek a (3.3) egyensilyi egyenletekbdl és a (3.5) fesziiltségi peremfeltéte-
lekbél adodnak, ha a V térfogaton megoszlo b, ¢, valamint az Sy peremrészen elirt &, ju, vari-
acioit zérusnak vessziik. A (3.11a,b) és (3.16a,b) képletekbdl azonnal kivetkezik, hogy kielégitik

kl k l
(6.12) Stht = ks FL

Itt 5]:; s My tetszoleges a V-n és S,-n de az Si-n fenn kell allnia a (6.11b) és (6.12) egybevetése
alapjan irhato

(6.13) ngdtd = n3€3nﬂgfn_;l7r =0, n3ou,= n3637"7(57-lyb;p + em0Fnl) =0 Ees;

mellékfeltételeknek.
4. MEGJEGYZES: A 4.4. szakasz eredményei szerint — itt a (4.28a,b) képletekre, valamint

arra a koriilményre utalunk (lasd a 36 oldal 7. MEGJEGYZESét), hogy [egyensuly| {statikai

lehetségesség}, [kompatibilitas| {kinematikai lehetségesség} paronként dualis fogalmak — ha 0.F 77l

és OHyp teljesiti a

(6.14) 5F, = orl

777’

(5,[1,% = e“py(é’Hyb;p + Ebpléfyl) . zeV

(57‘[771) = 5wbm + Ebnmé’l“m e S,

feltételeket — a dw; és dr® variaciok tetszélegesek — akkor a (6.13) identikusan teljesiil.
5. MEGJEGYZES: A fesziiltségfiiggvények szerkezetével kapcsolatos kikotéseket [tetszoleges
fesziiltségi allapot megadhato hat—hat fesziiltségfiiggvény segitségével stb. — v.6.: a 27-ik oldal

Hxy # 0, 6FsT#0, reV
OHip = 0, 5]:KLEO, rzeV
My = 0, F =0, £esS,

(a 6Hxy és 6Fd tetszoleges lehet.) A fentiek ellenére és az éltalinossdg kedvéért a formalis
atalakitdsokban a zérusnak tekintett variaciokat is kifrjuk.

6. MEGJEGYZES: Legyen L az L1, L13 és Lo gorbék unidja — v.6.: 5.2. dbra. A STOKES tétel
alkalmazésa soran kétszer megyiink végig az £ gorbe mentén. Legyen tovabba

(6.15) M ot o, [dwy) = 0wl —ow;,  E€L

a orl és a dwy vektormezsk (variaciok) szakadasa, ahol a [pozitiv] {negativ} eljel az £ gorbe
[pozitiv| {negativ} oldalat azonositja — lasd az 5.2. abrat a részleteket illetGen.

A —§K = 0 extremum feltétel [a (6.10) egyenlet| a kovetkezs lépések végrehajtasaval hozhato
alkalmas alakra:
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1. A (6.12) variaciok helyettesitésével kapjuk, hogy

(6.16) — 0K = IMV 4 [MSe = / [ F,) ., + €Y (SH by + €psF,° )6 0] AV
\%

- / [ngegnﬂ(SFﬂl.mﬁl + n3€3ﬂ-n((5Hnb;ﬂ- + ebﬂs(SFns)(ﬁb] dA = 0.

u

2. Az IMV integral a GAUss tétel alkalmazasat kovets atrendezésekkel alkalmasabb alakra
hozhato. Ha emellett azt is figyelembe vessziik, hogy 6 Hap = 0F,.F =0 2 € V, mig 0Hxy
és OF ST x € V tetsz6leges; majd pedig helyettesitjiik az VXY és D% inkompatibilitéasi
tenzorokat, akkor

(6.17) IMV =KV 4 M5« 4 [MSt = / (VXY6Hxy + D50F ) dV
1%
—/ (ngegxnéF vt 4 ns3ed™ 5 H, Iib) dA —/ (n EXNSF by + nse¥™ 5 H, Iib) dA
n Xl 3 T]b . S 3 n,’yxl 3 T]b . °
u t

3. Az 1M Su integral a Fiiggelék (A.6.1) képletének felhasznalasaval alakithato tovabb, feltéve
hogy a képletben rendre -t, @b-t, 5Fnl—t, OHy-t, Sy-t és g-t frunk wuy, @, Fnl., Hy, S,
és go helyett. Vegyiik azt is figyelembe, hogy megfordul a vonalintegral elGjele g-n. Ily
modon adodik, hogy

(6.18) 175 = 135 4 IMC = / (15 iy + €1, @")OF, + nse® ™G, 5Hyy | dA

u

+ / (Frad B + "5 Hy, ) ds.
g
4. A (6.14) egyenletek helyettesitése az I {\4 St feliileti integralba az
(6.19) If‘/lsi = —/ [ngegxnfyxlér.lm + ngegm,@?(éwbm + ebnsérs)] dA
St

alakot eredményezi. Vegyiik észre, hogy eltekintve az elGjeltsl megegyezik a fenti integral a
Fiiggelék (A.6.2) képletének baloldalan allo integrallal ha az utobbiban rendre 6rl-t, dwy-t
6s St frunk 7!, wy és S, helyett. Kovetkezésképp felhasznalhatjuk az (A.6.2) egyenlet
jobboldalat a tovabbi atalakitdsokban. Ezek soran nem szabad megfeledkezni arrél, hogy
(a) a g és L unidja felel meg g,-nak;
(b) amint arra mar ramutattunk a 6. MEGIEGYZESben a STOKES tétel alkalmazasa soran
kétszer megyiink végig az L gorbe mentén;
(c) szakadasa van a 6r! és dw; vektormezéknek — lasd a 6.15 képleteket — az £ gérbén;
(d) az eredménytiil kapott feliileti integral integranduszaban allo tagok atrendezése révén
lehetSség nyilik a (3.15)1 2 kompatibilitasi peremfeltételek helyettesitésére.
A fentiek alapjan kapjuk, hogy

(6.20) 1'% = 15 4 116 4 IME = —/

(nng?larl + ngy?’lawl) dA
St

N /g (T”’Ynl57“l +Tnl'€7§).5wb) ds +/£ (Tn’Ynl {5rl] +7-77,<T§)_ [5wb]> ds.

5 Ami a I{VIG + Ié\/[G vonalintegralokat illeti, helyettesitsiik azokba a (6.14) egyenleteket

integralasokat, nem feledkezve meg arrol, hogy a dwy és dr! vektormezdknek (variacioknak)
szakadésa van a Pj; és Py ;41 (i = 1,3) pontokban. Alkalmas atrendezés utéan kovetkezik,
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hogy

(621) 179+ 1" = 'Y 4 2} = / [T"(w — iy — enp@)or! + 7k, — @iﬂ)éwb] ds

g
+ Z { [0wp] — 1y {57“1} Pl,i+1} .

i=1,3

— @ [Swp)

+ 1y [67“1}

Py; Pyt Py
Osszegytjtve az 1.-5. alatt levezetett képleteket a
(6.22) —0K = 6KV 4+ 0K 4+ 0K + §K9 + 6K* =0

eredményt kapjuk, ahol
(6.23a) KV = /V (VXYS6Hxy + D%0FgT)dv

(6.23b)
SKSn = Iéwsu + Ié\/lsu - _/ [nBEBXU('Yxl — Upy — Elxb@b)éfnl- + n363m(’iﬂé N @ﬁ”)éﬂnb] da,

u

(6.23¢) SKSt = [MSt = _ / (n3D 5! +n3y3b(5wb) dA,
St
(6.23d) OKI = 1319 = / [T"(’Yxl — Quy — ey @) + 7Ry — @ﬁﬂ)éwb] ds
9
és
(6.23¢) OKE =ML 4 oM — /z: (T"’ynl [67“1} +T77/<anb. [5wb]) ds
6 @' g |Ort || — g | o .
+ Z { wb (P [ wb] P1’7;+1 + ul |: /r.:| Pli Ul |: /r.:| P17i+1}

1=1,3
A 0Hxy, 5}'5_, 5]—‘7;, 0y, orl és dwy, variaciok tetszéleges volta miatt a
(6.24) KV + K% 4 6K + K9 =0

extremum feltételbdl a (3.13a,b) fiiggetlen kompatibilitasi egyenletek, a (3.14) alakvaltozasi pe-
remfeltételek, a (3.15) kompatibilitasi peremfeltétel, valamint a g gérbére vonatkozo

(6.25a) TX(’Yxl - '&l;x - 6l)(b‘:bb) = 0,
(6.25b) T (ke — @) = 0

. 5

folytonosségi feltételek kovetkeznek.

7. MEGJEGYZES: Az egyszeresen Osszefliggd tartoméanyra vonatkozo (6.24) extremum feltételt
Ko0zAK-SZEIDL vezette le el6szor [30].

A 6K = 0 feltételben megjelens vonalintegralok atalakitésa tovabbi elGkésziileteket igényel.
Tegyiik fel, hogy (lasd a 8. MEGJEGYZESt)

(14) (17) (17)

(6.26a) [(wa] = ¢ +€svb5cs [Rv — RD(PLZ‘_H)] R [(57“8] =0C"* R
1=1,3 e Ly;
(21) (21)
(6.26b)  [Swy] = 0oy +eaySCY [RY — R*(Py)],  [6r'] = 6C°,

€Ly

) W) @y 21
ahol d ¢y, 6C°, d ¢ és §C”° tetszbleges allandod vektorok.

8. MEGJEGYZES: A szakadésok fenti megvalasztasanak az all a hatterében, hogy a

(6.27) [0wp] = dcp + €5p0C°[RY — RY(P)], [0r°] = 0C* Ees
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alakban megadott vektormezdkhoz — itt dcp és §C° tetszbleges allando vektorok, P tetszéleges,
de rogzitett pont — nem tartoznak fesziiltségfiiggvények (ahogy a merevtestszer mozgas sem
okoz alakvaltozast), hiszen

[dwp]., + €pss[67°] =0, [0r°].5 = 0. ce s

A SK*t adé (6.23¢) képletbe helyettesitve a (6.26a,b) szakadasokat és kiemelve, alkalmas ét-
rendezés utan, a
(21) 4 (10)
21 1
6(cl)al, 5C*ay és 5(cz)al, 8C*ay
vektorokat kapjuk, hogy

21
SKE :7{ T"/ﬁnb.ab ds - al5(cl)
Lo

dex o] i 2
+7€: —5 |:’Yxl + EblU(RU(S) - Rv(Pﬂ))Kx.} a ds- a,oC
2

b b b 1 (19
+ —p ay + o ap —|—/ K’ ay d8> -a'dq
Zl < 7 P11 7 Py; L1 "
i=1,3 i
+ E [— al + a4 " (R (Priy1) — RY(Py))al
=13 Py Py Py

dé‘X v v bl 1 (12
+/ — [’Yxl + e (R(s) — R (Plz‘))lixl a ds} ca,0C" =0.
L1;

ds
Mivel az utoébbi extremum feltételben
(21) ; (1)
sl 5Cka, 6 slal, 6C*ay

egyarant tetszéleges, a K% variacio eltiinésébél a (6.3) és (6.4) nagybani kompatibilitasi felté-
telek, valamint a (6.7) és (6.8) kiegészité kompatibilitasi feltételek fennallasa kovetkezik.

6.5. Eredmények. Az egyes eredményeket sorszamozzuk.

1. A jelen fejezet legfontosabb eredménye annak kimutatésa, hogy a teljes kiegészits energia
maximum elv mikropoléris testre az 5.1. &dbran vazolt haromszorosan Osszefiiggs térbeli
tartomény és a tekintett vegyes peremértékfeladatok esetén biztositja az tn. kiegészitd
kompatibilitdsi feltételek fennallasat. Az a koriilmény, hogy a vizsgalatokat csak harom-
szorosan Osszefliggs tartomanyra végeztiik, nem jatszik a gondolatmenet lépéseiben olyan
mértéki szerepet, hogy ne lehetne azt megismételni négy, vagy tobbszorésen Osszefliggsd
térbeli tartomanyra vonatkozo, hasonld jellegii vegyes peremértékfeladatok esetén.

2. A kiegészité kompatibilitasi feltételek geometriai megfontolasokbdl is leszarmaztathatok.
Mivel ezekben a megfontolasokban az anyagegyenlet nem jelenik meg, a kiegészité kom-
patibilitasi feltételek anyagegyenlettdl fliggetleniil geometriailag linearis feladatokra érvé-
nyesek.

A vonatkozo publikaciokat illetGen 63| és [64] érdemel emlitést. A felsorolt eredmények 100%—
ban a szerz6 eredményei.
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7. AZ EGYERTEKUSEG MAKRO FELTETELEI ES AZ ALAKVALTOZASI
PEREMFELTETELEK SIKBELI VEGYES PEREMERTEKFELADATOKRA —
MIKROPOLARIS ESET.

7.1. Elézmények. SzZEIDL-K0zAK [31], majd SZEIDL [59] foglalkozott el@szor a mikropolé-
ris rugalmassagtan tn. els§ sikfeladatanak dual rendszerével, illetve az egyenértékd varidcios
elvekkel. Kimutatték, hogy az alakvaltozdsmez6k kinematikailag lehetséges voltdnak sziikséges
és elégséges feltételei, kdzottiik a tébbszordsen Osszefiiggs tartomanyon érvényes makrod kompa-
tibilitasi feltételek (jelen esetben a nagybani kompatibilitdsi feltételek) mind kovetkeznek a teljes
kiegészits energia maximumanak elvébdl, ha a peremfeltételek ugyanolyan természetiiek minden
egyes zart kontturon, azaz vagy az elmozdulasok, vagy pedig a fesziiltségek vannak el6irva.

Ha az egyes kontirok paros szami ivre vannak felosztva, és az ivek mentén vagy az elmozdulas,
vagy pedig a fesziiltség az elsirt, akkor tisztazatlan a kiegészitd kompatibilitdsi feltételek 3 kérdése,
béar az el6z6 fejezet eredményei alapjan valdszintsithets, hogy ezek a feltételek is kovetkeznek a
kiegészits energia maximum elvbdl.

A klasszikus sikfeladatok esetére ezt a kérdést, egyméastol fiiggetleniil, HU-HAICHANG [19] és
SZEIDL-VAN GEMERT |78| vizsgélta — az els6bbség HU-HAICHANG-¢é —, akik megmutatték, hogy
valamennyi kiegészitG feltétel kovetkezik a teljes kiegészit§ energia maximum elvébdl.

Tovabbi probléma, hogy nem ismeretesek az alakvaltozasi peremfeltételek, ha a kontur egy egy
ivén érintGirdnya elmozdulas, normaliranyu fesziiltség, vagy érintGirdnya fesziiltség, normalira-
nyu elmozdulés, illetve forgas vagy nyomatéki fesziiltség az eldirt az osszes lehetséges eset alapul
vételével.

7.2. Célkitiizések. Fentiekre tekintettel célul tiizziik ki az alabbi feladatok megoldaséat:
e A kompatibilitas kiegészits feltételeinek levezetése, ha egy kontur paros szamu ivre osztott
és az iveken felvaltva vagy a fesziiltség, vagy az elmozdulas az eldirt.
e A nem ismeretes alakvaltozasi peremfeltételek elGallitasa.

A publikaciokat illetGen a [73] tanulmanyra utalunk.
7.3. A dual egyenletrendszer és a kiegészité kompatibilitasi feltételek. A vizsgélat
targyat képezs haromszorosan Osszefliggd A = A; tartoméanyt, valamint a tartoméany
Lo=L ULy ULz U Lyy
kiilsg és
L1 = L5 valamint Lo = Ly
bels6 konturjait a 7.1. abra szemlélteti. A mikropolaris rugalmassagtan elsg sikfeladata esetén

— feltevés szerint az x',2? sik az alakvaltozas sikja tovabba u, és ¢ a nem azonosan zérus
elmozdulas és

‘c ud

7.1 abra

3Emlékeztetji'1k az olvasot, hogy ezek a feltételek alkotjak a kompatibilitas makro feltételeinek egyik csoportjét
— lasd a Szohasznalat, jelolésbeli megallapodésok és jelolések cimii szakaszt a réomai v oldalon.
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forgas koordinata. Az alakvaltozasi — és fesziiltségi tenzorok nem azonosan zérus osszetevéit vy,
/-cp3 tovabba t™°, 33, Hp3 €s 13, jeloli. A térfogati eré— és er6parrendszer stirtiségét pedig b7 és cs3.

Homogén, centroszimmetrikus test esetén a mikropolaris rugalmasséigtan elsd sikfeladatanak
primal egyenleteit

—a
(71) Yrp = Up;zr + 5p7r3903 ) Kp?’ = 90.3;/)
kinematikai egyenletek,
- a
(7.2a) t"P = C’”p”wVW , 33 = 033”7@,
(7.2b) Hzl3 _ Du3p3’€p3’ M31/ _ DBI/pE‘»Kp3
HOOKE térvény (C™PvY, C337  DV3r3 65 D3P3 g rugalmassagi allandok tenzorai) és
—a
(73) tljf}y =+ bP = 0, /J,V3;V =+ €3thyp —+ c3 = 0

egyensulyi egyenletek alkotjak.

Az Ly = L41 U L3 U Lys gorbén fesziiltségek, az L, = Lyo U Lyg U Lyg gorbén pedig az elmoz-
dulasok és a forgéas van elSirva. Ennek megfelelGen a (7.1), (7.2a,b) és (7.3) mezGegyenletekhez
az

(7.4) up, =1, , @32953, r e L,

(7.5) npt’m =17, nop’y = i® x €Ly
elmozdulési és fesziiltségi peremfeltételek tarsulnak.

Jelolje Fy és Has a fesziiltségliiggvény tenzorok nem azonosan zérus elemeit az A;—n. Legyenek
tovabba pf és q3 a

(7.6) Apf = —b° és Ag3 = c3 x € A;
PoOISSON egyenletek ismertnek feltételezett partikularis megoldasai.
Dual rendszerben a mikropolaris rugalmassagtan elsg sikfeladatanak mez&egyenleteit
— a (7.3) egyenstlyi egyenletek teljes megoldasat ado
7.7a) 0 = €M FL 4+ g™,
(77b) MVB = €V7r3 (H33;7r + 637rp-7:.3 p) + gyp (€p3npn + Q3;p)

dual értelmezd egyenletek,
— a HOOKE torvény

—1 —1
(78) Yvp = Cuwﬂptﬂp ) Rp3 = Dp31/3HV3

inverze és
— az alakvéltozasmezsk kompatibilitasanak sziikséges feltételét ado

(7.9) £33 = 63”’)/%?” =0, D3p = VT (%rp;,, + €7rp3/<él,3) =0

dual mérlegegyenletek (kompatibilitasi differencialegyenletek — £33 és Dgp az inkompatibi-
litasi tenzorok nem azonosan zérus elemei)

alkotjak.

Ha a kompatibilitasi differencidlegyenletek fennallnak, akkor az alakvaltozési tenzorok kompa-
tibilisek egy egyszeresen Osszefiiggd tartomanyon, azaz a (7.1) primal kinematikai egyenleteknek
egy és csakis egy megoldasuk van (eltekintve egy merevtestszerti mozgastol) az u, és ¢° el-
mozdulasmezdkre nézve. KOzZAK-SZEIDL megmutatta [31], hogy a (7.7a,b), (7.8) és (7.9) dual



59

mezdegyenletekhez az

di

(7.10a) T Vrp = % + T’Tepﬂggﬁs , se L,
d(ﬁg

7.10b w3 = —— €L,

( ) TR T S

alakvaltozasi peremfeltételek tarsulnak, ahol s az ivkoordinéta.
Tekintstik most az £; ivekre vonatkozo peremfeltételeket. A (7.5) és (7.7a,b) dsszehasonlité-
sabol a

.o dF,"
(7.11a) P —tr =n. e F, = d3 , s €Ly
’ s
.o dH
(TI) = e (Mg b e B) = OB EP sel
egyenletek kovetkeznek, ahol
(7.11c¢) tP = nﬂg”"pf’;a és ;f =n,9"" (€p3nP" + 43p) -

A (7.11a) differencialegyenlet megoldésa direkt integralassal allithato els. Jeldlje .7:"3’) a megoldast.
Nyilvanvalé, hogy

112 Bl - [

Py

S o

[iﬂ(a) - tp(a)] g,(0)do,  seLly, i=135.
Legyen ?”;gp (1 =1,3,5) integracios allando. Az
ti

(7.13) FyP(s)gp = F3"(s)gy + C'gp,  s€Lu, i=135
ti

feltétel egyenértéki a (7.11a) feltétellel és viszont. Legyen tovabba Has (s) a
o d

(7'14) ﬂ — U = E?:l% — np]:-BP
differencialegyenlet megoldéasa. Integralas utan kapjuk, hogy
S
(7.15) Hzs = / [ﬂ(o) — (o) +npF p] do .
Py

A (7.14) egyenlet (7.11b)-bél torténd levonasa utan, tekintettel a (7.13)-ra is, formalisan irhat-
juk, hogy

d A

E(H;{g — 7‘[33) — anp =0,
ahonnan azonnal kovetkezik a (7.11b)-vel egyenértékii
(7.16)  Hss (s) = Hss () + ((73)3 — [83(s) x (r(s) —rp,)] 'gp(Cts : s€Ly i=1,35

ti i
peremfeltétel. Itt C33 integracios allando.
(t2)

7.4. A kiegészité6 kompatibilitasi feltételek szarmaztatasa a kiegészitsé energia ma-
ximumanak elvébdl. A kiegészits kompatibilitasi feltételeket, megismételve elss sikfeladatra a
6.4. szakasz gondolatmenetét, a teljes kiegészits energia maximumanak elvébél szarmaztatjuk.

Konnyen ellendrizhets a (6.9) képlet segitségével és az els sikfeladatot értelmezd (7.1)—(7.5)
egyenletek figyelembevételével, hogy a teljes kiegészit§ energia funkcional a

(7.17) K= —%/ (74 + p'3s,)) dA +/ (nat™ii, + nyp%s$*) ds
A

alakban irhato fel. A (6.9) képletre vezetd gondolatmenet ismétlésével pedig azonnal adodik a
fenti funkcionélra vonatkozo

(7.18) 0K = —/ (VrpOt™ + K, 26p"%) dA + / (n0t" 1, + n,ou"% %) ds = 0
A;

u
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.....

extremum feltétel. Mivel a ™ és p’; fesziiltségek statikailag lehetségesek, a variaciéik nem
lehetnek tetszélegesek, hanem ki kell, hogy elégitsék a

(7.19) (5757”?/) =0, (S,U,V&V + 637Tp(5t7rp =0, r € A;
(7.20) nzot"™" =0, n,op's =0 s € Ly

mellékfeltételeket, melyek annak figyelembevételével kovetkeznek a (7.3) egyenstlyi egyenletbdl
és a (7.5) fesziiltségi peremfeltételbsl, hogy zérusnak vessziik a b™, c3 tartoményi és a ¢7, i3

//////
.....

.....

(7.21) S0 = ISFLE . o = € (Haz + €3updFy”)  w € A

és

(7.22) 6F; P (s) = 55;’ , 1=1,3,5; s € Ly

(7.23) 0H33 (s) = (5(%33 —[gsx (r—rp,)] -8 58’;)’ , 1=1,3,5; s € Ly

modon képezziik. A (7.21) és (7.18) Osszefliggések extremum feltételbe torténd helyettesitése, a
GREEN tétel alkalmazasa és alkalmas atrendezés utan — a részleteket a Filiggelék A.7.2. szakasza
tartalmazza —

(7.24) SK = 0K+ 0K, + 0K, =0

az extremum feltétel alakja, ahol

(7.25) 6Kp=— / (D3 6F + &% 6Hss] dA =0
A;
és
(7.26a) K, = / (nue‘”?’%rp 6FF + n ™3k} 6Hss) ds
L,ULy
(7.26b) SK, = / [na€ B0 i+ e (g + €3 0Ff) ° ds.

u

A 0K + 0K, végst alakra hozasa sorédn vegyiik figyelembe, hogy

o N g™ =1h és L =L, ULy
e [i-én a (7.22) és (7.23) képletek adjak a fesziiltségfiiggvények variacioit,
o a fesziiltségfiiggvények varidcidi mindeniitt folytonosak az L-en, vagyis a Py, P, Pi3, és

P4 pontokban is,
a kivant eredmény eléréséhez parcialis integralasokat kell végezni a K, atalakitasa soran és
az eredményiil adodo képletekben ki kell hasznélni a fesziiltségfiiggvények folytonossagat.

A mondottak alapjan, elhagyva a formaélis szamitasok lépéseit — v.6.: Fliggelék A.7.3. szakasz
—, a (7.26a) és (7.26b)-bsl kapjuk, hogy

dii dp?
Sy _ TWEPW3@3:| OF ds + / [T”/@f’ — di} 0H33ds
s

(727) 0K, +0K, = / |:7_7r'77rp - d
Lo S

u

—i—% Tﬂ/'i,?ds 0 Cs3 + 7{ T [%rp — nﬂ3ep30 g7 (r— rptS)] g’ ds -5C¢gw
Ly (11) L1 (11)
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e X [ s 8 b o
ti ?

i=1,3 (09)

- P
+3 {/ g — s (e wr g i
ti

i=1,3

A3 g, _ o 5CPe  —
TP €p308 (rPt,i+1 I'Pm') g |pm.+1 } 5(0i)g90 =0.
A variaciok tetszdleges volta miatt négy egyenletesoport kovetkezik a (7.25) és (7.27) feltételekbdl.
Részletezve,
a kompatibilitasi (differencial)egyenletek az A;-n:

(7.28) E3(x) =0, D3 (z) =0;
az alakvaltozasi peremfeltételek az L,-n:
di . dg?
(7.29) T Yrp — d—sp - Tﬂepﬂggog =0, 7'7%7;3 s 0;
a nagybani kompatibilitéasi feltételek az L£i-n:
(7.30) 7{ 7" [%rp — nﬂ3ep30 g% (r— rpﬂ)} glds =0, j{ Tk 3ds =0 ;
L1 Ly
és a kiegészité kompatibilitasi feltételek az L, kontturon:
P
(7.31a) /Tﬂ[’Yﬂp - “n36p30g0 “(r—rp,)|g’ds — upg”lpi; o
Li;
+ ¢Pepzag” (TP iy —TPy) gp|Pz,i+1 =0, i=13
; P
(7.31b) /L "k 3ds — @3 (s) P; =0.
ti

A (7.28), (7.29) és (7.30) feltételeket SzZEIDL-KOZAK [31] talalta meg.

1. MEGJEGYZES: Az el6z6ekben attekintett peremértékfeladat esetén a makrod egyértékiiségi
feltételek harom harmasat kell teljesiteni az egyszeresen Osszefiiggd tartomanyon szokasos (7.28)
kompatibilitasi differencidlegyenletek mellett. Az elsé harmast az £q konttrra vonatkozd (7.30)
nagybani kompatibilitasi feltételek alkotjak. A masodik két harmas az L4 és L3 ivekre vonat-
kozo (7.31a,b) kiegészité kompatibilitasi feltételekbdl all. Kimutathato, hogy a harmasok koziil
barmelyik kettd fliggetlen, azaz fennallasuk biztositja a harmadik harmas fennallasat is. Az
allitas igazolasat az A.7.3. és az A.7.4. szakaszok tartalmazzak — lasd a 115 és 117 oldalakat.

2. MEGJEGYZES: A fesziiltségi peremfeltételek integralasa 3 x 3, kezdetben hatarozatlan
integralasi allandot vitt a feladatba, 3—at az £ kontir mentén és 2 x 3—at az Ly és Lz ive-
ken. Nyilvanvalo, hogy egy konstans harmas szabadon, igy zérusnak is valaszthato. Mivel a
fennmarado6 két harmas valtozasa megvaltoztatja az A tartomény fesziiltségi allapotat ezek nem
vehetSk fel tetszdlegesen, hanem a kompatibilitas két fliggetlen makro feltételébdl szamithatok.
Ezek a feltételek, egyiitt a (7.28) kompatibilitasi feltételekkel és a (7.29) alakvaltozasi peremfel-
tételekkel, az u,, ¢® elmozdulasmezsk egyértékiiségének sziikséges és elégséges feltételeit adjak
a haromszorosan osszefliggd A tartomanyon.

7.5. Alakvaltozasi peremfeltételek vegyes peremértékfeladatokra. Az egyszeriiség ked-
véért, de a sziikséges altalanossag megsértése nélkiil a jelen szakaszban feltételezziik, hogy:

1. A vizsgalt A tartomény egyszeresen Osszefiiggd és az L, kontar sima.

2. A peremfeltételek ugyanolyan természetiiek az £, minden pontjéaban.

3. Az s ivkoordinata egybeesik az 2%-vel, azaz koordinatavonal az £, konttr.

A hidnyzo6 alakvaltozasi peremfeltételek és makro kompatibilitasi feltételek keresése soran ismét
a teljes kiegészit§ energia minimum elvét fogjuk hasznalni. Jeldlje K, az L, konturon ébredd
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fesziiltségek munkajat az ugyanitt eldirt elmozdulasokon. Ezzel a jeloléssel, tekintettel tovabbé
a (7.24), (7.25) és (7.26a) képletekre, a stacionaritasi feltétel mindig felirhato a

5K=5KA+5KEO+5KUZO

alakban, ahol K4 = 0, a 0K, —t pedig a (7.26a) képlet adja feltéve, hogy L,~t frunk L,
helyére, mig §K, alakja az L, peremgorbén elsirt peremfeltételektsl fiigg. Kovetkezik innét,
hogy a keresett feltételek mindig megkaphatok a

(7.32) SKp, + 0K, =0

stacionaritasi feltételbdl.
Ami a peremfeltételeket illeti az alabbi felsorolasban foglalt esetekre korlatozzuk a figyelmet.
Megjegyezziik, hogy a peremfeltételek frasa soran azokat a feltételeket is megadjuk, amelyeket

eltinéséhez. (A tovébbiakban '} = I'Z, = —1/R; I', = —1/R a CHRISTOFFEL szimbolumok,
R a kontur gorbiileti sugara, az z! és 2 szerinti parcialis derivaltakat rendre 9y és Js jelli.)

I.
(7.33) -t =1 R, # =,

vagy ami ugyanaz
(7.34) F=F+Cr, C* tetszoleges allando
és

OF =6CP,

0Hs3 szabadon varialhatoé .
II1.

A A 0 v
(7.35) Up = Uy, fis — p3 =77 (Hag — Cs3)y — npFy”
és
6F' = (6Hs3 — 6C33)0
6F5* szabadon varialhato.

I11.
(7.36a) . = up, ¢% =3,
(7.36b) 2—1t2 = TY(F2-Cd).
és
Iv.
(7.37a) iy = ug, ¢° =,
(737) -t = (F- Y
és
V.
(7.38a) iy = ua,
(7.38b) - d = (FL-Cd),
(7.38¢) i3 — i =1"(Haz — Cs3)u — n1(Fs' — C5')
és
(7.39a) 0= (0F;" —0C5") 0y + T 90 F?,

(7.39D) 0 = (6Hz3 — 6Cs3)02 — (0F5" — 6C51) .
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Az alakvaltozési peremfeltételekre és a kompatibilitas makré feltételeire vezets eljaras illusztra-
lasa kedvéért az utolséd esetet tekintjiik at részletesebben. A fennmarad6 masik négy esetben el-
hagyjuk a formalis atalakitasok részletezését. Az utolso esetben (7.32)-bdl, tekintettel a (7.26a)—
ra, és a jelen szakasz els§ bekezdésében tett feltételezéseinkre, kovetkezik, hogy

0Kp, + 0K, = 7{ (nﬂsﬂ“g'yupéff+n¢e¢”3m5’6%33) ds—f—j{ nﬂ5”“35.7:32;uﬂ2 ds =

- 74 ™ (L + 1 S5Hs) ds + 7{  [(6F20,) + T 2,07y ity ds =

— 7{ (V210 F5" + 7226 F5" + k5’ 6H33| ds + 7{ [T, 36 5" — (1202) 6F5] ds =
= 0 .O ’
A (7.39a,b) képletek alapjan
OFL =005, 0Hsz —6Cs3 és [(6F,' —0C5)0s]/Tay
frhato 0F;, 6Hss és 0.F5 helyett. Alkalmas atrendezés utn a
[(6H33 — 0C33)0a] + 6C5'

kifejezés helyettesithets a 5f31 helyett. Végezetiil kapjuk, hogy
5K[;O + 5Ku =0 = —7{ /QQB ds 5033 - 7{ (721 - @2F211) ds 5031
o LO

1
(7.40) +% {KVQB — 0o |:")/21 + ’llgF211 + 0oy <F—1 (722 - ﬁg@g))] } 0Hszds .
o 22

Az utobbi feltételbosl kovetkezs alakvaltozéasi peremfeltételek és makro kompatibilitasi feltételek
a lenti felsorolasban lelhetdk fel — lasd V.

A (7.40)-re vezets gondolatmenet masik négy esetben torténd ismétlésével az alabbi alakval-
tozasi és makro kompatibilitasi feltételeket kapjuk:

I.
dg?

7.41 3_2F

( ) H’Q dS )

(7.42) j(I{ T (Yrp + 537”;953) glds =0 .
II.

dﬁ'Q 3 d dﬁl
( ) 722 s > Ko ds (721 ds ) ,
(7.44) 74 kpds = 0.
Lo
II1.
d¢3 0 1 duq . .

(745) /<L23 — % = 0, Y22 — % |:F—122 <’)’21 — % — ¢3>:| + F212U1 = 0,
(7.46) 7{ (722 + F212221) ds=0.

o

Ha egyenes az L, egy ive, akkor ezen az egyenesen a (7.45b) helyett kapjuk, hogy

diqy
o1 ————¢*=0.
ds
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IVv.
dg? o1 dtia
7.47 3——:0’ FQA—A?’ — | — _ - =0,
(7.47) "2 T s Y21 + Lojue — @7 + 9s | T4, Moz T o
(7.48) 7{ (yo1 + Tdie — $*) ds = 0.
Ha egyenes az L, egy ive, akkor ezen az egyenesen a (7.47b) helyett kapjuk, hogy
dig 0
Y22 a0
V.
N 1 .
(7.49) /<V23 — 0o I:")/Ql + ’U,grﬁ + 0oy (F—l (’)’22 — m@))] =0,
22
1
(7.50) 7{ keds =0, j{ 0o [—1 (722 — azaz)} ds=0.
o »CO F22

Ha egyenes az L, egy ive, akkor ezen az egyenesen a (7.49) helyett kapjuk, hogy
Yoz — (ti202) = 0.
3. MEGJEGYZES: Ha a peremfeltételek az

. o
uy = ui,

p_% - TV(.FBQ_ng);V’

j2 — [f = 7"(Hs3 — Cs3) — m Ty
alakban irhatok fel, akkor a
0= (6F5* — 0C5*) 02 + 31 6F5",
0= (0H33 — 6C33)0y — O0F5"
nem alkalmasak arra, hogy kozvetleniil eliminaljunk tetszélegesen kivalasztott kettét a 6.F 5, 67,2
illetve dH33z variaciok koziil a 6 K = 0 stacionaritasi feltételben.

7.6. Eredmények. Az egyes eredményeket sorszamozzuk.

1. A kompatibilitas (7.31a,b) kiegészits feltételei a teljes kiegészits energia minimum elvébdl
kovetkezs Euler egyenletek a mikropoléris rugalmassagtan elss sikfeladata esetén. A kom-
patibilitas makro feltételeit kell hasznalni a fesziiltségi peremfeltételek integralasa soran
kapott integracios allandok szamitaséra.

2. A tekintett 6t vegyes tipust peremértékfeladat esetén rendre 1. (7.41), (7.42); II. (7.43),
(7.44); 111. (7.45), (7.46); IV. (7.47), (7.48); és V. (7.49), (7.50) az alakvaltozasi peremfel-

tételek illetve a kompatibilitas makro feltételei.

Alapvet§ feltevés volt a fenti eredmények levezetése soran hogy kicsik az alakvaltozasok és
érvényes a HOOKE torvény. Mivel a (7.24) variacios egyenlet |részeit illetGen lasd a (7.25) és
(7.26a,b) képleteket] megegyezik a virtuélis munka elv dual alakjaval — ez az elv fiiggetlen az
anyagegyenlett§l — kdvetkezik, hogy az alakvéltozasi peremfeltételek és a makro kompatibilitas
feltételei anyagtorvénytsl fiiggetleniil geometriailag linearis feladatokra érvényesek.

Az (7.31a,b) kiegészits egyértékiiségi feltételek variacios elvbol torténd szarmaztatésa a szerzo
eredménye. A tobbi eredmény 50-50 %—ban Némethné Ivan Ildiko és a szerz6 eredménye.

A vonatkoz6 publikaciot illetGen a [73| tanulmény érdemel emlitést.
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8. A SIKRUGALMASSAGTAN PEREMINTEGRALEGYENLETEI DUAL RENDSZERBEN
ELSORENDU FESZULTSEGFUGGVENYEKKEL — KLASSZIKUS ESET

8.1. Irodalmi elézmények. Bar szamos tanulmény jelent meg sikrugalmassagtani felada-
tok primal rendszerbeni megoldasarol — lasd pl. [46], [6], [83] vagy [21] — a palyazo ismeretei
szerint alig talalhato olyan cikk a sikrugalmassagtan szakirodalmaban, amely a duél rendszer
egyenleteit veszi alapul, azaz valos fesziiltségfiiggvényeket tekint alapvaltozonak. Kivételt jelent
JASWON, MATI és SYmMM cikke [23]- érdemes ehelyiitt JASWON és SYMM koénnyebben hozzafér-
het6 konyvére is hivatkozni [24| — amelyben az ismeretlen biharmonikus fiiggvényt (val6jaban
méasodrend fesziiltségfiiggvényt) két ismeretlennek tekintett harmonikus fliggvény segitségével,
egyszeri réteg potencidljaként adtak meg a szerzék; az ismeretlen konturmenti forrésstriiség
meghatarozasara pedig alkalmas peremintegralegyenleteket vezettek le.

Els6rendii fesziiltségfiiggvények alkalmazasat sikbeli és térbeli feladatokra FRAELIS DE VEU-
BEKE kezdeményezte [11], [12| egy 14j, a teljes kiegészit§ energia minimumanak elvén alapulo
végeselemes eljaras kapcesan mivel a C0 folytonossagu elsérend fesziiltségfiiggvények biztositjak
a folytonos feliileti terhelés meglétét és ily moédon lehetévé valt izoparametrikus elemeket alkal-
mazni elsérendi fesziiltségfiiggvényekre.

Ha els6rendii fesziiltségfiiggvényeket alkalmazunk, akkor a fesziltségek meghatarozésa a fe-
sziiltségfiiggvények els6 derivaltjainak szamitasat igényli, ellentétben az AIRY féle masodrendd
fesziiltségfliggvénnyel [2], ennek ismeretében ui. mésodik derivaltak adjak a fesziiltségeket. Az
els6rendii fesziiltségfiiggvény idézett tulajdonsaga vonzova teszi ezeket a fiiggvényeket a peremele-
mes alkalmazésok szamaéara, annak ellenére, hogy a nyomatéki egyensily fenntartasa egy tovabbi
egyenletet igényel. Megjegyezziik, hogy az AIRY féle fesziiltségfiiggvény alkalmazéasanak rendki-
viil b6 irodalma van. A teljesség igénye nélkiil emeljiik ki ehelytitt MUSZKHELISVILI és iskoldja
eredményeit [39]. MUSZKHELISVILI felismerte, hogy az AIRy féle fesziiltségfiiggvényre vonatkozo
megoldas két regularis komplex fiiggvény segitségével adhatdo meg. Mivel ez a megoldas teljesiti
a vonatkozo mezGegyenletet — a kompatibilitasi egyenletet Airy féle fesziiltségfiiggvénnyel — egy
adott peremértékfeladat megoldasdhoz csak a peremfeltételek kielégitését kell biztositani.

Az elsérendd fesziiltségfiiggvények alkalmazasa kapcsan szdmos kérdés meriil fel. Mivel dual
rendszerben vagyunk tisztazni kell az egyértékiiség sziikséges és elégséges feltételeit, kiilonos te-
kintettel a vegyes peremértékfeladatokra és a tébbszordsen Osszefiiggs tartomény esetére. Meg
kell keresni az els6rendi fesziiltségfiiggvényekre vonatkozd alapmegoldést is. Az alapmegoldas
ismeretében mod nyilik a SOMIGLIANA féle identités [50] dudl rendszerbeni analogonjanak felal-
litasara és ily modon az tgynevezett direkt? modszer integralegyenletei is adodnak. Végezetiil
szamitogépi programot is érdemes kidolgozni a vonatkozo6 peremintegralegyenlet numerikus meg-
oldaséara.

8.2. Célkitiizések. A fenti szakaszban attekintett problémak alapjan palyazé célul tiizte ki
az alabbi feladatok megoldasat a sikrugalmassagtan els6rendi fesziiltségfliiggvényekkel felépitett
duéal rendszerében sikalakvéltozas feltételezése mellett:

o Az egyértékiiség feltételeinek meghatéarozasa a vegyes peremértékfeladatok egy osztalya és
tObbszorosen Osszefliggd tartomény esetén.

e Az elsérendii fesziiltségfiiggvényekkel kapcsolatos alapmegoldas elGallitasa.

e A SOMIGLIANA identitds dual rendszerbeni analogonjanak levezetése és ezzel a direkt
modszer integralegyenletének felallitasa végesben fekvd, azaz bels§ tartomany esetére.

e Szamité program kifejlesztése masodrendi izoparametrikus peremelemek felhasznélaséval.

A vonatkoz6 publikaciokat illetGen [67], [69], [68] és [77] érdemel emlitést.

8.3. Dual egyenletrendszer elsérendii fesziiltségfiiggvényekkel és az egyértékiiség
o o

feltételei. Legyen t** = t** a sikfeladatokra érvényes t””’\; .+ b* = 0 egyensiilyi egyenlet parti-
kularis megoldasa. Az elsérendii fesziiltségfiiggvényeket, ugyanigy mint a mikropolaris esetben,

4Direkt modszerrsl beszéliink, ha a vonatkozo integralegyenletekben a test peremén vett egyes fizikai mennyi-
ségek az ismeretlenek.
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}'3)‘ jeloli. Sikalakvaltozas esetén a dual egyenletrendszert — feltéve, hogy a 7.1. dbran véazolt A;
belsé tartomény a vizsgélat targya — az egyensulyi egyenlet megoldasat ado

(8.1) " = e’“pg}"g)‘;p 4 x € A

dual értelmezd egyenlet (duél kinematikai egyenlet), az

(8.2) er) = i (t(m) - Vg"wtuwgm) T € A

inverz HOOKE torvény, az (5.4)-bdl kovetkezd és egyszeresen Osszefiiggs tartomanyra vonatkozo
(8.3) 6“’)36)\5;,, + goi)\ = 3 (6)\5;1) - e,\,ﬂggpip) =0 T € A;

kompatibilitasi egyenlet, valamint a nyomatéki egyensulyt biztosit6 és kiilon is elGirandé

(8.4) egant™ =0 e A

szimmetriafeltétel alkotjak. Vegyiik észre, hogy a (8.4) szimmetriafeltétel teljesiilése esetén ¢12 =
21, kovetkezésképp a t12-t és t?1-t ado egyenletek egyike elhagyhato. Ily modon kilenc egyenlet
van a kilenc ismeretlen — f31, f32, tH 12 = 21 422 o110 e19 = €91, €99 68 @3 — meghatarozasara.

A teljesség és a kés6bbiek kedvéért kartéziuszi koordinatarendszerben is felirjuk a mez&egyen-
leteket:

e Dual értelmezs egyenletek (dual kinematikai egyenletek) (Fy = Fy', Fo = F?):

o o
(8.5a) t11 = F102 +t11, t1g = F202 + 112, r e A
o o
(8.5b) to] = —]-'181 + to1 , tog = —]-'281 + 199 . €T e Ai
e A HOOKE torvény megforditasa:
1
(86&) €11 = ﬂ (tll — T/(tll + t22)) , T € Az
1 1
(8.6b) €12 = €921 = ﬂt(lz) = @(tm + t21) ; T € Ai
1
(8.6C) €99 = ﬂ (tgz — vty + tzg)) . r e A;
e Kompatibilitasi egyenletek:
(8.7&) e1102 — e1201 + 301 =0, r € A;
(87b) €9109 — e9901 + @382 =0. T € A;
e A nyomatéki egyensily feltétele:
(8.8) t1g = tor . T € A;

Amint azt mar emlitettiik a vizsgalt tartomény egyelére a 7.1. abran vazolt haromszorosan
Osszefliggs és teljes egészében a végesben fekvd sikbeli tartomény. Elvben minden egyes zart pe-
remgorbe paros szamu ivre bonthaté és az iveken felvaltva, vagy a fesziiltség, vagy az elmozdulas
az elsirt. A jelen esetben az Ly = L4 U L3 U L5 gorbén fesziltségek, az L, = Lyo U Lya U Lyg
gorbén pedig elmozdulasok adottak. Az n,t™ = # peremfeltételbe helyettesitve (8.1)-et az
F,P—ra vonatkozo

.o dF.”
(8.9) P — 1P = ne e F = ?3
’ S

kozonséges differencidlegyenletet kapjuk, ahol ;” = nﬂg”” . Legyen

F 38p(s) = /

Py

Legyen tovabba (C)p (Pyi)gp(Pyi) integracios allando. Az
ti

s

[fp(a) - gp(a)] g,(o)do. s € Ly i=1,3,5

~

(8.10) fBP(s)gp(s) = fBP(S)gp(s) + (g)p(s)gp(s) 1=1,3,5
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feltétel egyenértéki a (8.9) peremfeltétellel és megforditva.
Kartéziuszi koordinatarendszerben

Fi(s) = Fi(s) + (tC)l , s € Ly

8.11 .
( ) ]:2(8) = ]:2(8) + (tC)2 S € [,m'

(i=1,3,5)

a (8.10) peremfeltételt ado két skalaregyenlet.

1. MEGJEGYZES: Vegyiik észre, hogy az ily médon bevezetett, egyelére hatarozatlan integra-
cios allandok szama megegyezik a terhelt {vek szamanak kétszeresével.

Mivel az elmozdulasmezd nem szerepel az ismeretlenek kozott tisztazni kell, hogy milyen pe-
remfeltételek irhatok el6 az L, —t alkoto iveken. A probléma megoldasdhoz a teljes kiegészits
energia LAGRANGE féle multiplikdtor technikéval médositott — a moédositas a nyomatéki egyen-
stuly biztositasa miatt sziikséges —

1
(8.12) K= K(t™, o3 = —5/ "\ dA —|—/ Nt iy ds —/ t" ez dA
A u

alakjahoz tartozo
(8.13) oK =0

stacionaritasi feltétel jelenti a kulcsot, hiszen a stacionaritéasi feltételnek biztositania kell az e,y
alakvéltozasmezs és a 3 forgasmezd kinematikailag lehetséges voltdhoz sziikséges valamennyi
feltételt, ideértve a vonatkozo peremfeltételeket is. A (8.12) funkcionélban e,y a (8.2) HOOKE
torvénybsl szamitott, t** nak teljesiteni kell az egyenstlyi egyenletet és a fesziiltségi peremfel-
hogy elégitsék a

(8.14) 515";;’\,,6 =0 T € A; és not™ =0 x € Ly

feltételeket. Kénnytd belatni, hogy mindkét feltétel teljesiil, ha a 6"t fesziiltségfiiggvények

.....

(8.15) 5t = e FS,

alakban, ahol 67" tetsz6leges az A;—n, az £;—n azonban — tekintettel (8.10) dsszefiiggésre — fenn
kell allnia a
(8.16) 0F; (s) = 5((3’)’) (1=1,3,5)
ti
feltételnek.
Az e, alakvaltozasmezdk kinematikailag lehetséges voltahoz sziikséges (és elégséges) feltételek
levezetése a

(8.17) 0K = — / e 0" dA + / N0t My ds — / St ens 0 dA — / t" e a300°dA =0
A; u A; A;

stacionaritasi feltétel alkalmas atalakitasat igényli. Az atalakitas gondolatmenetét az alabbiak
részletezik:

1. A (8.15) feltétel helyettesitése az elsg és masodik feliileti integralba, illetve (8.1) helyette-
sitése a harmadik feliileti integralba.

2. Az R

neot™ = nme“p35f3’}p = %

Osszefiiggés helyettesitése az L, —n vett vonalintegralba.

3. Az (A.7.1) GREEN-GAUSS tétel értelemszert alkalmazasa az elsé és masodik feliileti in-
tegral esetén.

4. Parcialis integralasok végrehajtasa az L, —t alkotd ivek mentén kihasznalva, hogy fennall
a (8.16) egyenldség az ivek végpontjaiban (folytonossag!).
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5. A GREEN-GAUSS tétel alkalmazéaséaval kapott vonalintegralok felbontasa az

képlet alapjan, majd a (8.15) Osszefiiggés helyettesitése az L, vett integral esetén.
6. Az eredmény rendezése és atalakitasa az

(8.18) n,ed = —r*
képlet kihasznalaséval.

A fenti lépések végrehajtasa utan

5K:/(W%mﬁw$waMM—/fﬁ5&m4
Ai Ai

)

di
- K3 4T 37 U 5 )\d
+ Z /l:m {n (€7 exn — 6397 ds F3ds

i=2,4,6

Py
p> { / nele™ ey — 6678 N ds — ing?| } 8,6C7 =0
i=1,35 </ Lti Pri (t)
a stacionaritasi feltétel alakja. A vonatkozo variaciok tetszélegessége miatt innen a (8.3) kompa-
tibilitasi feltétel, a (8.4) szimmetriafeltétel — utébbiban ¢ az fgw fesziiltségfiiggvénnyel van

kifejezve, azaz Fgw,w =0 —, a keresett

(8.19) % = ne[e™Ben — 057

alakvaltozasi peremfeltétel, az

(8.20) /Lts nele™ e — 05p%)g ds = 0

nagybani kompatibilitasi feltétel, valamint az

(8.21) A7mw%m—&ﬂ§@—mgﬂmzo (i=1,3)
v vi

kiegészits egyértékiiségi feltétel kovetkezik. Kartéziuszi koordinatarendszerben (8.19), (8.20) és
(8.21)-bdl rendre a

di
(8.22a) =1 niéz1 — N2eil —N1Y3,

ds

di
(8.22b) d—; = MNi1€22 —N2€12 — N2y3,
illetve az

P .
o o ds — @ titl 0 ’

(8.23) Jz, [niear — naenr — nips] ds U1|p:i (i =1,3,5); P = P

~ Pt
fﬁti [TL1622 — Noe12 — n2g03] dS — u2|Pt;l+l =0

egyenletek kovetkeznek.
2. MEGJEGYZES: A (8.19) alakvéltozasi peremfeltétel kozvetlentil is megkaphato, ha az

1
Er\ = 5(’”%;)\ + u)\;li)

kinematikai egyenletet a peremgorbén tekintjiik, megszorozzuk n,e™
kihasznaljuk, hogy u.;» = —€ng’.
3. MEGJEGYZES: A (8.20) nagybani kompatibilitasi feltétel, valamint a (8.21) kiegészits
egyértékiiségi feltétel elsallithato a (8.19) alakvaltozasi peremfeltétel alkalmas integralasaval is.
4. MEGJEGYZES: Kimutathato, hogy (8.3) kompatibilitési feltételek fennallasa esetén csak
ketts fiiggetlen a (8.20) és (8.21) feltételek (haromszor két feltétel) koziil — lasd az A.8.1. és
A.8.2. szakaszt. Ez a kett§ tetsz6legesen valaszthatd meg. Ezzel 6sszhangban a haromszor kettd

3 = 7F val és ezt kovetGen
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(C)pgp integracios allando kozil egyszer kettd, mondjuk (C)pgp, zérusnak valaszthatd, mivel az
ti t1
Flg, = C)p g, = allando fesziiltségfiiggvényhez nem tartozik fesziiltség. A mondottak egyben
t1

azt is jelentik, hogy a fesziiltségi peremfeltételekben allo hatarozatlan integracios allandok szama,
és a kompatibilitas fiiggetlen makro feltételeinek szama megegyezik.

5. MEGJEGYZES: A kompatibilitds sziikséges és elégséges feltételeit a 7.1. abran vazolt
tartomany és a vizsgalni kivant peremértékfeladatok korében a (8.3) kompatibilitasi egyenlet,
a (8.20) nagybani kompatibilitasi feltétel, valamint a (8.21) kiegészits egyértékiiségi feltételek
alkotjak.

8.4. Alapegyenlet és alapmegoldas. Eloljaréban megemlitjiik, hogy a jelen szakaszban va-
lamennyi egyenletet egyenesvonalt, kartéziuszi koordinatarendszerben tekintiink. Feltételezziik
tovabbiakban azt is, hogy nincs tartomanyi terhelés. A (8.5a,b) képletek a (8.6a,b,c) HOOKE
torvénybe, majd az eredmény a (8.7a,b) kompatibilitasi egyenletekbe torténd helyettesitésével az

1 11

(8.24a) ﬂ(l — I/)A]rl — ﬂ(i — u)(]—"l@l + .7:262)81 + <p381 = 0,
1 11

(8.24b) ﬂ(l — I/)A]: — 5(5 — u)(]—“161 + .7:262)82 + @30 = 0

differencidlegyenleteket kapjuk. A fenti egyenletekhez a nyomatéki egyensulyt kifejezs (8.4)
szimmetriafeltétel — utobbiban t** mar a .7:3¢ fesziiltségfiiggvénnyel van felirva — tarsul:

(8.24(3) F101 + Fo0y = 0.
A fenti egyenletek méatrix alakba is atirhatok:
(8.25)
1 1.1 1.1
(1 — A — (= — (== _
2 ”)1 1 oulz ~ V)00 1 22 1’/)?182 N 0
Fa =10
(= (1 — A — —(= — _
2H(2 u)8281 2,u( I/) 2M(2 u)8282 82 — s 0
—01 —0o 0

6. MEGJEGYZES: Az utébbi egyenletet alapegyenletnek nevezziik.
Legyen ©y (I,k = 1,2,3) a (8.25) alapegyenletben allo differencidloperator. Legyen tovabba
u, = (F1, F2, —p3) az ismeretlenek vektora. A bevezetett jelolésekkel

(8.26) Dpu =0

az alapegyenlet. Jelolje Dy; a ©j; elemhez tartozo elGjeles aldeterminanst. Nyilvanvalo, hogy
(8.27) DDy = DipDiy = det(Djy) Ops -

Legyen x; 1j ismeretlen — GALJORKIN vektor [32] [22] —:

(8.28) up = Dyix -

Utobbi képlet (8.26)-ba torténd helyettesitésével — tekintettel a (8.27) képletre is — a

(8.29) Qi = DixDrxy = det(Dj)xi =0

eredmény adodik. Ez azt jelenti, hogy az j ismeretlenre nézve megsziinik az egyenletek csatolésa.
7. MEGJEGYZES: A késGbbiek kedvéért megadjuk a fenti képletekben 4ll6 adjungaltakat és a
determinans értékét:

0,0, 010, 2i(1 N
(8.30) [Dkl] = 0201 —0101 ?(1 — I/)Aag
1 1
(1 =0)A8 —(1—1)Ad —=(1—1)AA
] 2u( v)AO, 2M( v)AD, 8M2( V) |
1

(8.31) det(D;1) = =5 (1 = 1)AA
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Legyen Q(&1,&2) és M(x1,2z2) a sik két pontja (M # Q) —, azaz a forraspont és a hatés
pontja. Legyen tovabba e a ) ponthoz kotott egységvektor. Az e vektor Osszetevéit e; jeloli.
Egyelore feltételezziik, hogy a @ pont rogzitett. A két pont tavolsaga R, az M pont () pontra
vonatkoztatott helyvektora pedig r,. A

M
Dikug + (M — Q)e; =0

egyenlet megoldésat, ahol (M — Q)e; a Q ponthoz kotott diszkontinuités, alapmegoldasnak
nevezziik — a derivalas operatora felett allo M (vagy @) azt jeloli, hogy a derivalast a vonatkozo
pont koordinatai szerint vessziik®. Nyilvanvalo fentiek alapjan — v.6.: (8.28), (8.29) és (8.31)
hogy az alapmegoldas megkaphato a y; GALJORKIN filiggvényekre vonatkozo alapmegoldasbol,
azaz a

M 1 MM
(8.32) Aet(D;0)x; + 5(M — Q)er = —5-(1 — V)ANY; + 6(M ~ Q)es =0

differencidlegyenlet megoldaséabol. A sikbeli biharmonikus egyenlettel kapcsolatos alapmegoldas
felhasznalasaval [24]

(8.33) \(M,Q) = —~

(1 —v)

a GALJORKIN fiiggvényekre vonatkozé alapmegoldas. A GALJORKIN féle fiiggvényekre vonat-
kozo alapmegoldés ismeretében, elhagyva a (8.28)-ra tamaszkodd és viszonylag hosszt formaélis
atalakitédsokat, az

(8.34) ue = U (M, Q)er(Q)
képlet adodik az alapmegoldasra — ez rogzitettnek vett ) mellett az M fiiggvénye —, ahol

R* (InR — 1)e;

- 9 .
—2lnR—3—2T}2z—22 2% ;(1—1/)%
M a1 riry 2 2
2 T 2 T9
I ;(1—7/)? ;(1—1/)@ 0 |

az alapmegoldésok maétrixa — a tobbesszam a 10. MEGJEGYZES-ben foglaltakra utal.
8. MEGJEGYZES: A szamités helyessége a

M T M ] T
8,\R—E7 6)‘}_3__ﬁ’
M \ M
aAlnR:ﬁ, O\R’InR=2ryInR+r) ,
(8.36) 4 - o
amaAR2lnR:25nAlnR+2F+5m, AR’InR=4InR+4 ,
Mt T M MM 4 TyT
0,AR IR =47 0,0, AR MR = = (5wp—2R—;)

képletek felhasznéalasaval ellendrizhets. A {paratlan} [péaros| rendd @@ pont szerinti derivaltak
elgjele ugyancsak a fenti képletekbdl adodik, az elgjel pedig {eltéré} [azonos].
9. MEGJEGYZES: Az alapmegoldéasok (M, Q) matrixa eleget tesz az

(8.37) U (M, Q) = (M, Q) = th(Q, M) = Ly (Q, M)
szimmetriafeltételeknek. Kovetkezésképp
(8.38) up = (M, Q)er(Q) = el(Q)th (M, Q)

10. MEGJEGYZES: (M, Q) valamennyi oszlopa és sora mint harommeérett vektor mindkét
valtozojaban kielégiti a (8.25) alapegyenletet. A vonatkozo formalis szamitasokat terjedelmi okok
miatt elhagyjuk.

5Ha nincs ok a félreértésre, akkor nem alkalmazzuk ezt a jelolést.
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A fesziiltségekre vonatkozo alapmegoldast annak figyelembevételével kapjuk meg (8.5a,b) fel-

t11
t12
too

(8.39)

hasznalasaval (8.34) oszlopaibél [v.6.: (8.35)], hogy most zérus a partikularis megoldas®:
- 5 -
Ty 4riry 4 172
_6T2+4ﬁ 2T1 - R2 —;(1—7/)? .
47“%7“1 47“%7“2 2 ’I“% — ’I“% 1
2r1 — 3 —2r9 2 _(1 - ) 2
8 mo
Ariry i 4 172
—27“2 + R2 6T1 — 4@ —(1 — I/)?

u

dn(1 —v)R?

A fesziiltségek az M pontban ébrednek a () pontbeli diszkontinuitds hatasara. Konnytd ellen-
Orizni a tio-re vezetd gondolatmenet ismétlésével, hogy to; = t12. A fesziiltségekre vonatkozo
alapmegoldéssal a (8.6a,b,c) egyenletek (a HOOKE torvény) segitségével kapjuk az alakvaltozasi
tenzor elemeire vonatkozé

(8.40)

€11
€12 =
€22

87(1 — v)R?

1

alapmegoldasokat az M pontban. Vezessiik be a késGbbiek kedvéért a

(8.41)

3 2
T 75 4 172
—2B-20)rp +4= 21 —2v)r —4—2 ——(1—v)—05
9 47“%7“1 " %o + 47“%1"2}z 2 (l; )7“% i%r%
ry — —2r —(1—-v
1 R2 ) 2 R2 , M4 R2
7“17“2 7“1 r1r9
—2(1 — 2’0)7‘2 + 4@ 2(3 - 2’0)7‘1 - 4@ ;(1 — I/)ﬁ
dU)\
tHh=——"="
A ds

€1
€2
€3

jelolést”. A ty vektor az elmozdulasok ivkoordinata szerinti derivaltjanak ellentettje a vizsgalt
A; (vagy A.) tartoméany L, U L; peremgorbéjén. A (8.40), (8.22a,b,c) és (8.41) egybevetésébdl,
ismét elhagyva a formalis atalakitasokat, a

(8.42a)

eredményt kapjuk az alapmegoldasbol adodo ty vektorra, ahol

(8.42b)

Sl/\(Mv Q) =

87(1 — v)R?

o

6(M) = e/ (QTn(M, Q)

niry (4@ — 2(3 — 2’[}))

.
+noro <4R—22 — 2(3 — 2?))

7
—Nqr9 4? + 2(1 — 2?))
—noTq 4? —2(1—2v)
T2 o T‘2
—nl—(l _ y) lR2 2
4 r17r9
—ng—(l — I/)ﬁ

4 T17r9
—nl—(l _ )_
2,u 2R2 ,
rH—Trs
(1 —
—HZQM( v) R2

A fenti képletben és a tovabbiakban a () és M bettik felett allo karika azt jelenti, hogy a vonatkozo

pont az A tartoméany peremére lokalizalt. Az n) normalist az ]\04 pontban tekintjtik.

11. MEGJEGYZES: Visszaidézve, hogy a vizsgélt peremértékfeladatok koérében a peremgorbe
egy pontjaban vagy az elmozdulésvektor ivkoordindta szerinti derivéltja, vagy pedig a fesziiltség-
fliggvények irhatok els, érdemes a késébbiek kedvéért a fesziiltségfiiggvények alapmegoldasbol

6Feltettiik ugyanis, hogy zérus a térfogati terhelés értéke.

"Szandékos a fraktur bettitipussal szedett ¢t valasztasa a derivalt jelolésére. Ez a mennyiség ugyanis a peremen
ébredd fesziiltségek dualis parja a sikfeladatok dual rendszerében. Lehetne dudl fesziiltségvektornak is nevezni.
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adodo értékeit felirni a peremen. A (8.34) és a (8.37) képletek egybevetésébdl az

(8.43) = QUi (M, Q)

eredmény kovetkezik.

8.1. abra.

o
12. MEGIEGYZES: A T\ (M, Q) valamennyi oszlopa mint harommeéretd vektor a @ valtozo-
ban kielégiti a (8.25) alapegyenletet. A vonatkozo formalis szamitésokat terjedelmi okok miatt
elhagyjuk.

8.5. Somigliana identitas és formulak dual rendszerben — belsé tartomany. A tovab-
biakban feltételezziik, hogy a 8.1. dbran vazolt végesben fekvs egyszeresen 6sszefiiggs A; belsé
tartomany a vizsgalat targya. Az L, kontur paros szamu ivre bontott amelyeken vagylagosan
elmozdulasok (illetve az s ivkoordinata szerinti derivaltjuk), vagy fesziiltség (illetve fesziiltség-
fiiggvény) van elgirva. A 8.1. abran vazolt esetben négy ivre bontott az £, kontur, de ez a
koriilmény egyelére nem jatszik szerepet az atalakitasokban. Az ]_—31#7 t"A e €5 3 fiiggve-
nyeket az A; tartomany egy rugalmas allapotanak nevezziik, ha kielégitik a (8.5a,b), (8.6a,b,c),

(8.7a,b) és (8.8) mezdegyenleteket. Legyen

* *3

* *
Fgw) tﬁ)\a €rs 903 éS fgwa tﬁk) SY SO

az A; tartomény két rugalmas allapota. A GREEN-GAUSS tétel alkalmazaséaval és (8.1) kihasz-

néalasaval (mivel nincs tartoményi teher 7?”)‘ = 0) fennall, hogy
(8.44) /A [ €0 + PPN F 3 dA — /A fgffw?dA —

= 7{ nale™ ey — 05 p% | Flds

- / e ndA— [ Fl oPdA - / Fyl pPdA.
A, A, A,

1

13. MEGJEGYZES: Vegyiik észre, hogy a jobboldalon allo els§ tartoméanyi integral (itt a
HOOKE torvényre is tekintettel kell lenni a belatas soran) és az utolsé két tartomanyi integral
osszege nem fligg attol, hogy a * melyik beti felett all a szorzatban (azaz az els6 vagy méasodik
beti felett).

Ha a fenti egyenletben athelyezziik a *~ot az els§ rugalmas allapotot jelols bettik felé majd le-
vonjuk az igy kapott egyenletbdl (8.44)—et, figyelembe véve a 13. MEGJEGYZESben mondottakat
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is, akkor a dudl SOMIGLIANA identitast kapjuk sikfeladatokra:

(8.45) /A {[ pggn)\ ot :5.3;)\]]:3>\ - ]:3%@903} dA —

N~

uy (91@131)

—/A {[eﬁp?’en)\;p + SO{S;A]]:?,)\ + -7:3,1?1/,323} dA =

g

Uy, (D)
* * *
= y{ nﬂ[emg’em — 53{@3] ]-'3’\ ds — 7{ Ny [emg’eﬁ)\ — 5§303] ]-'3’\ ds .
° v ° v
I,\ uy ta 1*1)\

A baloldalon az alapegyenleteket alkoté (8.3) kompatibilitasi egyenletek és (8.4) szimmetria-
feltétel integraljai — az elsé esetben egy-t a ]_—31# fesziiltségfiiggvényekkel kifejezve gondoljuk, a
masodik esetben eleve azzal kifejezve irtuk —, roviden tehat az alapegyenletek integréljai allnak.
A jobboldalon pedig az L, konturon elirhaté fizikai mennyiségek integraljai lathatok. Kovetke-
zésképp — tekintettel a (8.25) alatti képletre, az idézett képlet alapjan bevezetett (8.26) jelolésre,
tovabba a (8.19) képletre és a képlethez kot6ds (8.41) jelolésre — a SOMIGLIANA identitést a
GREEN identitashoz [24] hasonl6 alakban is felirhatjuk:

(8.46) /A [ (Dri) — e (@4)] dA = 7{ ity — tirty] ds

Lo

14. MEGJEGYZES: A (8.46)-ra vezets gondolatmenet soran valojaban sehol sem hasznaltuk ki,
hogy ﬁk és uy az A; tartomany rugalmas allapotai (azaz kompatibilisek). Ez annyit jelent, hogy

(8.46) mindig fennall, ha az ftk és ug kell6 rendben differencialhaté az A; tartomanyon; egyéb
tekintetben mindkét fiiggvény tetszdleges lehet.

A dual SOMIGLIANA képletek elséllitdsa érdekében feltessziik, hogy 1y, a (8.34), (8.35) kép-

letekkel adott rugalmas allapot. Ez esetben a vonalintegralban &llo #’E)ft a (8.42a), (8.42b) kép-
letek adjak.

Mostmér azt is kihasznaljuk majd, hogy az u; egy feltevés szerint nem szingularis rugalmas
allapota az A; tartoménynak.

Mivel a *-al jelolt allapot szinguléris a ) pontban (a forraspontban), a ) pont A; tartomany-
hoz viszonyitott elhelyezkedésétdl fliggden az alabbi hdrom esetet kiillonboztetjliik meg:

1. Ha @Q € A;, akkor a @ pont teljes egészében az A;—n beliil fekv R, sugart A, kornyezetét
eltavolitjuk az A; tartomanybol — A, konturjat L. jeldli, a kontar A; —n beliili E; fve most
megegyezik L.—al — és a kétszeresen osszefliges A’ = A; \ Ac tartomanyra alkalmazzuk a
dual SOMIGLIANA identitast.

2. Ha @ = Q € 04; = L,, akkor a Q pont R. sugaru A. kérnyezetének az A;—n beliil
fekvs A; N Ag résztartomanyéat kizarjuk az A; tartoménybol és az egyszeresen Osszefliggs
= A;\(4;NA,) tartoményra alkalmazzuk a dudl SOMIGLIANA identitast. Megjegyezziik,
hogy ez esetben két részbdl all a tartomany konturja: a résztartomény eltavolitdsa utan
az L,-bol megmarado £, ivbél, valamint az L. kor A-ban fekvs L, ivébal.
3. Ha Q ¢ (A; U L,), akkor az eredeti A; tartoményra alkalmazzuk a duil SOMIGLIANA
identitast.

Mivel a vizsgalt tartoményokban mind ﬂk mind pedig 1y rugalmas allapot a (8.46) tartoméanyi
integraljai zérus értékdek. A harom kiilonbozd esetet, csak a gondolatmenetre koncentralva a
figyelmet, az aldbbiak tekintik &t.
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1. Ha @ € A, akkor a mondottak alapjan (8.46)-bol adodik, hogy

(8.47) 7{ [UAI)\ — fb\f)\] ds +j£ [u)\?,\ — fb\’t)\] ds =
— @ f, 5T, Q1) ~ s (3T. QA1) s

7{ [T/M(M Q)ur(M ) ﬂkA(M Q) (M )]dsfd}zo-

€

A (8.47) egyenlet fennall tetszdleges ex(Q)-ra, kovetkezésképp a kapcsos zarojelben allo
kifejezés zérus:

o

(8.48) j{ (T (M, Qux (A1) — L (M, Q) (A1) ds o +

+ f [Tia (M, Q)ux (M) — Ux (M, Q)t\(M)] dspr = 0.

€

Igazolhato, hogy®

(8.492) 7{ ToA(M,Q)dsar = 0en, Tim ¢ Fn(M, Q) [ur(M) — 1(Q)] dsas =0,
Lo R:—0 Lo
1 27
(8.49b) 7{ Tan(M, Q) dsyr = 1 R cospdp =0,

(Az utobbi képlet barmely zérustol kiillonbozs Refra fennall, kovetkezésképp zérus az in-
tegral hatarértéke, ha R, — 0.)

(8.49c)  lim : T (M, Q) [ur(M) — ux(Q)] dsn =

0
- i {f, =on |52

Our

7‘2] dspr + IE(RE)} =

47‘(‘ (tgl—tlg)—i- hm I(R)ZO,

(Mivel uy(M) rugalmas allapot a fesziiltségi tenzor szimmetrikus, az I. kifejezés pedig
homogén az R.—ban.)
(8.49d) Rhm U,M(M Q)f,\( )dsM = 0,

«=VJL.
(Fel kellett hasznalni itt és fel kell hasznalni a kovetkezs atalakitasban is a

6 — 8uA o 6’11,,\ dxl 6’11,,\ d.%'g

AT T 0s Ox1 ds Oxg ds
osszefliggeést. Azt is figyelembe kellett venni, hogy limp__,o R:In R. =0 .)

8.49 li M, Q)t\(M)dsy = = — .

(8.49) A . Usx (M, Q) (M) dsm = @3l uslg
Ha a (8.49a,...,e) képletek felhasznalasaval képezziik a (8.48) Osszefliggésben az L. koron
vett integralok hatarértékét midén R. — 0, akkor az els6 dudl SOMIGLIANA formulat
kapjuk:

(8.50) (@ = § Un(LQuNds; ~ § Tl Qun dsy

Lo

8A (8.49a,. . ..,e) Osszefiiggések formalis igazolasat, azok hosszadalmas volta miatt sehol sem publikélta a szerz6.
Az alabbiak csak a gondolatmenet f6bb 1épéseit és a legfontosabb részeredményeket tekintik at. A tovabbi részletek
a szerzd kézirataban lelhetdk fel.
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o
15. MEGJEGYZES: Az els6 dual SOMIGLIANA formula szerint, ha ismerjik az uy(M)
o

fesziiltségfuggvényeket, valamint az elmozdulasmezs s ivkoordinata szerinti —ty (M) deri-
valtjat (a dual fesziiltséget) az £, konturon, akkor kvadratirak segitségével szamithato az
u, = (F1, Fy, —p3) rugalmas allapot az A tartomany () belss pontjaban.

o
2. Ha Q = Q € 0A = L,, akkor a (8.46)-bol a (8.47)-re vezets lépésekkel, az egyenlet
tovabbi szamitasokban szerepet jatszo részét tartva csak meg, irhatjuk, hogy

850 [ Sl Quh - 4G Qudn] s,

o
o o

+ /E, [TRA(M, Q)u,\(M) — ﬂ,i)\(M, Q)f,\(M)] dSM = 0.
Igazolhato, hogy”

o o

(8.523) lim S/@)\(M’ Q) dSM = CNA(Q) )
Re—0 L’E

o o
ahol ¢4\ (Q) = d,x2/2 ha sima az L, kontir a ¢ pontban. Ha a kontir nem sima, akkor

o o
cen(@) a Q pontbeli érinték egymassal bezart szogétsl fiigg!?.
Ugyancsak igazolhat6, hogy

o

(8.52b) lim [ Toa(M,Q) [u)\(M) - u,\(é)} dsyr =0,
R:—0 E’E

(8.52¢) lim [ (M, Q) (M) dspr = 0.
R:—0 L/E

Ha a (8.52a,b,c) képletek felhasznalasaval képezziik a (8.51) hatarértékét midén R, — 0,
akkor a masodik dual SOMIGLIANA formulat kapjuk:

o o

838) @@ = § (T du0n s, - ¢ a1, G (1

16. MEGJEGYZES: A (8.53)-ban allo két vonalintegralt CAUCHY féle fgértékben kell venni.
o
17. MEGJEGYZES: Mivel az L, kontir egy pontjaban vagylagosan irhatok el6 az uy (M)

o
fesziiltségfiiggvények, illetve az elmozdulasmezs s ivkoordinata szerint vett —ty (M) deri-

valtjai a (8.53) olyan integréalegyenlet (a direkt modszer integralegyenlete), amely alkalmas
o o
a hidnyzo uy (M), vagy t) (M) meghatéarozasara. Ezek ismeretében pedig, alkalmazhato az

els6 dudl SOMIGLIANA formula.
3. Ha Q ¢ (AU L,), akkor a (8.46)-ban csak az L, konttron vett integral marad meg, és a
(8.47)-re vezetd lépésekkel rogton adodik a harmadik dual SOMIGLIANA formula:

(8.54) 0 Z]i U (M, Q) (A1) ds o — A Tya (M, Q)ua(M) dso .

A (8.50) elsé dual SOMIGLIANA formula és a (8.5a,b) képletek felhasznalasaval (utobbi esetben
annak figyelembevételével, hogy zérus a fesziiltségekre vonatkozo partikularis megoldas) adodik
derivalasokkal az s, = (t11,%12,t22) fesziiltségekre vonatkozo

o

(8.55) ar(Q) = 7{: Dy (M, Q) (1) ds , ) Sia(ir Qua(M) ds

IA (8.52a,b,c) Osszefuggések formalis igazolasat, ugyancsak azok hosszadalmas volta miatt sehol sem publikalta
a szerzo.
L0Amint az a késsbbiek soran kideriil majd, hivatkozunk ehelyiitt a (8.81) képlettel kapcsolatban a 23. MEG-

o
JEGYZESre — v.0.: 81. 0. —, nincs sziikség c.x(Q) képletszerd ismeretére a numerikus megoldéasban.
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formula, ahol a Dk,\(]\o/_f, Q) elemeit a

o /.L ~ (0]
. D (M = —— D (M
(8 563) k)\( 7Q) 477'(1 — I/)R2 k)\( 7Q) B
R o 679 — 4r§’/R2 —2r1 + 47“17“%/}%2
(8.56b) Dian(M,Q) = | —2r1 +4rr3/R?  2ro — 4riry/R?

2ry — 41?7y | R? —67r1 + 413/ R?

o
képletekbdl, az Sk (M, Q) elemeit pedig az

o 1 ~ o

(8573) Sk/\(MvQ) = 87T(1 — V)R2 Sk)\(MvQ) 5

A 1 [ | 3
(8.57b) S11 = ﬁ(nlrl + 7127“2) 16@ — (5 — 21/)7“2 — Ny 4? — (3 — 21/) ,
(8.57¢)
R 2 1 r 3 7] 1 2
S = [4% 91— 21/)] — Zanan 16% — AL+ e | — ymry [16% —4(1 - 21/)4 ,
(8.57d) So1 = Sia,
(8.57¢)
. 1 3 1 2 2
So2 = 5 [16% —4(3 - 21/)7“1] + Zanan [16%22 —4(1 - 21/)74 — s {4% +o(1 - 2;/)} ,
(8.57f) Ss1 = Sa2,

N 1 r3 r?
(8.57g) Sgo = ﬁ(nlrl + nora) 16@ —4(5 =2v)r| —m 4? —-2(3—-2v)

képletekbdl kell szamitani.

8.6. Somigliana identitas és formulak dual rendszerben — kiilsé tartoméany. Az A,

kiils6 tartomanyon a koordinatasik L, zart gérbén kiviil fekvs részét értjilkk — v.6. 8.1. abra.

Feltételezziik, hogy allando értékiiek a végtelen tavoli pontban miikods fesziiltségek. Fzeket a
tll(OO), tlg(oo) = tgl(oo) és tQQ(OO).

modon jeloljiik. Azt is fel fogjuk tételezni, hogy zérus értéki a merevtestszerd forgas a végtelen-

ben, azaz

(8.58) w3(00) =0.

Vegyiik észre, hogy kompatibilis a végtelen tavoli pontban vett alakvéltozasi tenzor, ezt a HOOKE

torvénybol kapjuk a végtelenbeli fesziiltségek felhasznalasaval, mivel teljesiti a (8.3) kompatibi-

litasi egyenletet. A végtelenben vett fesziiltségek a

(8.59) U (Q) = €asplalag(00) + cx(o0)

fesziiltségfiiggvényekbdl szarmaztathatok — emlékeztetiink arra, hogy &, @ koordinatait jeloli —,

ahol nem tartozik fesziiltség a c)(co) konstans fesziiltségfiiggvény vektorhoz. Legyen tovabba

(8.60) u3(Q) = —p3(00) = 0.

Az A, kiils6 tartomanyra vonatkozé dual SOMIGLIANA formulédk levezetése soran az elézd
szakasz gondolatmenetét kovetjik. A gondolatmenet kifejtése sordn az eltérésekre helyezziik a
hangstulyt. Ismét feltételezziik, hogy az ftk rugalmas allapot a (8.34) és (8.35) alapmegoldéashoz
tartozé rugalmas allapot. Az uy rugalmas allapot pedig egy tetszdleges rugalmas allapota az A,
tartomanynak. A végtelenben azonban fenn kell allnia a

u,i:ﬁ)\ és u3:ﬁ3:0
feltételeknek. A @ pont helyzetétsl fliggéen ismét harom esetet kiillonboztetiink meg — a 8.2. dbra
az elsG esetet szemlélteti. Azt is feltételezziik, hogy az O origb az A; tartomény bels§ pontja.
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8.2. abra.

1. Ha @Q € A, akkor az L, konturgorbével, a L. korrel, valamint az . R sugari és O kozéppontt
kiils6 korrel hatarolt haromszorosan osszefliggs A’ tartomany a vizsgéalat targya. Itt, amint
az jol latszik az abrardl is, L. a Q) pont A.-al jelolt és R, sugaru kornyezete. Az R sugér
elegendGen nagy ahhoz, hogy mind £,~t, mind pedig £.—t tartalmazza. Tovabbi feltevés,
hogy A. teljes egészében a halvanysziirkével jelolt AL tartomanyon beliil helyezkedik el.
Alkalmazzuk most a dudl SOMIGLIANA identitast az AL tartomanyra és képezzik az igy
kapott

(8.61) j{ (T (M, Qux(AT) — L (M, Q) (M) ds o

o

+7{ [Skk(]\%a Q)UA(Z\ZI) — L[m(]\%, Q)t)\(l\?)] ds]&
+7€: [‘:kA(]\(;-[aQ)uA(AO/I) —ilm(f\(;-’,Q)fA(J\%] dso =0

egyenlet hatarértéket amint R, — 0 és R —> oo. Ami az els6 két integral 6sszegének
hatarértékét illeti, érdemes felfigyelni arra a koriilményre, hogy ez ugyanaz, mint a (8.47)
képletben &llo els6 két integral hatarértéke:

o o

(8.62) j{o <-4 lim ji =1 (Q) +}1§ (T (M, Qua(M) — 84 (1, Q)5 (A1) dso .

R.—0 Y

Ami pedig a harmadik integralt illeti

(8.63) lim = -1k (Q)

ER—)OO l:R

a vonatkozd hatarérték — az igazolas gondolatmenetét illetGen a 18. MEGJEGYZES-re
utalunk. A (8.62) és (8.63) alatti eredmények felhasznalasaval azonnal adodik a (8.61)
identitasbol a kiils6 tartomanyra vonatkozo elsg dual SOMIGLIANA formula:

(3.64) (@ =@+ § WL Q0 sy = § T Qa1 ds

18. MEGIJEGYZES: A (8.64) egyenlet eldéllitasa hosszadalmas formalis atalakitasokat
igényel. Els6 1épésben sorba kell fejteni az LUy és Tpy alapmegoldasokat az (R sugar
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1,0,—1, =2 etc. kitevGji hatvanyai szerint. A sorfejtés alapjaul a

(8.65a) xa(]\(}) = eRna(]\%), Ta(]\o/-[, Q) = xa(]\%) —&a(Q),
1 B i na(j\oi)ga(Q) . lfa(Q)ga(Q) L
(8.65b) iy R ,
L1 na(DE(Q)  1£(Q)(Q
(8.65¢) 1n§:1ne—R+”(e;( )_5 (622( )
(8.65d) CO};B R nang + 2nang ”;ﬂéw _ eiR (bang +nap) + -

Osszefiiggések szolgalnak. Figyelembe kell venni emellett az aldbbiakat is:
(a) A tartomany kiilsé normalisa és az érintSiranyt egységvektor tekintetében az

(8.66a) ng = (sin g, cos @) , Ta = (—cos p, sin @)

Osszefiiggések allnak fenn, ahol ¢ a polarszog.
(b) Ha .R — oo — lasd a (8.41), (8.19), (8.58) és (8.2) képleteket —, akkor

o duy, 1
.66b M)=——7= kECrN — T3 |k - K
(8.66D) t\(M) G5 RO T ey [tk (00) — Uty (00)ka]
és
(8.66¢) dsj& = Rdyp .

(¢) Mivel konstans a fesziiltségi és az alakvaltozési tenzor hatéarértéke amint az . R — oo
az R egyiitthatdi mindig ugyanolyan tipustak: egy a végtelenben allandé kifejezés
meg van szorozva a trigonometrikus fliggvényekre vonatkozo

2
/ sin” o cos® ¢ df
0

integrallal, ahol az n és k természetes szamok, értékiik a tekintett tagtol fiigg, de
maga az integral zérus.

(d) Ami az R nulla kitevGji hatvanyat illeti az egyiitthatok hasonloak, de tartalmazzak
a &4t is és nem sziikségképpen zérus értékiek.

(e) Fennall, hogy

o
(8.66d) Ta(M,Q)ds o = —0yy -
Lr M
(Ugyanez az osszefiiggés igaz a végesben fekvs A; belsg tartomanyra is feltéve, hogy
a tartomény bels6 pontja a @) pont.)
A szoveg hosszanak ésszerd keretek kozott valo tartdsa miatt nem részletezziik jobban
a (8.64) SOMIGLIANA formulat adé atalakitasokat.
o

2. HaQ = Q € 0A = L,, akkor az L/, L] és Lg gorbékkel hatarolt kétszeresen osszefiiggs A’

tartomény a vizsgalat targya, ahol £, az L, peremgorbe azon része, amely a Q) kozéppontt
és R, sugaru A, kor eltavolitasa utan marad meg; mig £ a A. korvonal A.—n beliil fekvs
része. A dudl SOMIGLIANA identitds utobbi tartoményra torténd alkalmazéaséaval és az
igy adddo egyenlet R, — 0, R — oo hatarértékének meghatarozasaval az A, kiilsé
tartomanyra vonatkoz6 mésodik dual SOMIGLIANA formulat kapjuk:

o o o o o o o o
(8.67)  can(@uA(Q) = ue(Q) + : Uar (M, Q)ta(M) ds o —7{ Tox(M, Qua(M) ds o .
o o o o
19. MEGJEGYZES: Az (8.67) egyenlet az uy(M), M € L, és tx\(M), M € L; ismeret-
lenekre vonatkoz6 integralegyenlet. Méas néven a direkt moédszer integralegyenlete kiilsé
tartoméanyra.



79

20. MEGJEGYZES: Az atalakitasokat ismét nem részletezziik. Ennek az az oka, hogy
az Lp koron vett integrélok tekintetében nincs semmi eltérés az el6z6 @ € A, esethez
képest, ami pedig a fennmarado6 tagokat illeti azok szdszerint ugyantgy adédnak mint a
bels tartoméanyra vonatkozo (8.53) integralegyenlet esetén.

3. Ha Q € A;, akkor azonnal kapjuk az elz6ekben mondottak alapjan a kiils§ tartomanyra
vonatkoz6 harmadik dual SOMIGLIANA formulat:

(3.68) 0= (Q) + 7{: Oﬂm(]\(;-’, Qta(M)ds o - 74 Os:nm%,czmm% ds o .
Legyen
(8.69) gk(Q) = (tn(oo), tlg(oo), tgg(oo)) = allando .

A fesziiltségeket ado (8.55) képlettel kapcsolatos gondolatmenet szoszerinti ismétlésével kapjuk
meg a

B70) 5@ =5(Q+ § DuGLQuN sy — § Suliruinasg

formulat, amely a kiils6 A, tartoméany egy belsd pontjaban alkalmazhato a fesziiltségek megha-

o o
tarozasara. Ami Dy (M, Q) és Spa(M, Q) szamitasat illeti az (8.56a),. .. ,(8.57g) Osszefliggésekre
utalunk.

8.7. A vonalintegralok diszkretizalasa és a numerikus megoldas egyenletrendszere.
A szokasos és jol ismert eljarast [3| alkalmaztuk a direkt modszer integralegyenleteinek megol-
daséara. A program Fortran 90 programozasi nyelven késziilt.

Az alabbiak az algoritmus legfontosabb jellegzetességeit ismertetik.

A szamités soran részlegesen nem folytonos, kvadratikus alakfiiggvényeket hasznaltunk. Ezek
an € [—1,1] intervallumra képezik le a tekintett peremelemet. Az alakfiiggvények az n', n? és
73 koordinataji csomoépontokra tamaszkoddé LAGRANGE polinomok:

1
N'(n) = (n—1*)(n—n°),
(n" =) (n* —?)
1
8.71 N*(n) = (n=n*)n—n"),
®.71) (n* =m*)(n* = n')
1
N3(n) = (n—=n")n—n?),
(* =" )(n* =)
ahol el6zetesen az n' = —1 és —1 < n? < n? < 1 modon rogzitjiik le a csomoponti koordinatakat,
ha az n = 1 pontban van a diszkontinuitas, illetve a n® =1 és —1 < n' < n? < 1 moédon, ha az
n = —1 pontban van a diszkontinuitas. Az n' = —1, n? = 0 és > = 1 értékekre a fenti polinomok

a szokasos izoparametrikus approximéciét szolgaltatjak.

Legyen ng, a csomépontok szama. Jelolje ny. a peremelemek szamat. Magukat a peremele-
meket az L. médon jeloljik; e =1,..., npe.

Legyenek

(8.72) u; = ujl. és t; = tji =1 n

. ] u% ] t‘% j PN £ 2,77}
a fesziiltségfiiggvények és a —duy/ds elmozdulasderivalt (matrixai) a j—ik csomopontban. A
teljes peremre nézve az

T 1.1 2,2 Nbn , Nbn
(8.73a) u' = [ujug|ujus | . jutuyt
i N—

ul ul’ ul’

1 2 Nhn
T 1 1) (2 (2 Non (Mbn
N e ad ~—

+T 7 +T

1 2 "bn
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képletek értelmezik a fesziiltségfiiggvények u és az elmozdulasderivalt t matrixat. Az a(j,e)
fiiggvény az e-ik elem globalis sorszamozés szerint j-ik csomopontjanak lokalis (elemen beliili)
sorszamat adja meg. A késébbiek kedvéért az aldbbiakban értelmezziik a

(8.74) hij= > / T (Qi, n) N ()T () dny
_eEj Le |

és

(8.75) by =Y. / er(Qi, ) NU) ()T () dn
_eej Le |

integralokat, ahol az Osszegezés azokra az elemekre terjed ki, melyeknek csomoépontja a j-ik
csomopont; az i rogzitett csomopontot jeldl (ennek kollokacios pont a neve), mig J(n) a JACOBI
féle fiiggvénydeterminans. Felhasznalva a (8.72),...,(8.75) alatti és a

(8.76) Cii = [can(Qi)]
valamint a
hij+ci ha i=j
8.77 h;; =4 - R
(8.77) J { h;; ha i#j
jeloléseket a
(8.78)
up t1
t
[ by hiy -+ hy,, | u2 =[ba bz -+ by, || * t=1,...,nn
unbn tnbn

o
egyenletet kapjuk a @ = @; kollokéicios pontban vett méasodik duil SOMIGLIANA formulabdl. A
fenti egyenletek egyesitése a

h11 h12 e hlnbn up bll b12 . blnbn tl
h h -~ h .

(879) 2 2 2mpn 2 = b21 b22 anbn t2
hnb”'l hnb”2 o h”b””bn Un,, bnbnl bnbw? t bmmmm tnzm

vagy tomorebb forméaban irva a
(8.80) Hu =Bt

egyenletrendszerre vezet.

A fenti egyenletben vagylagosan adott az uy, illetve a t; hiszen egy csomopontban a két érték
koziil csak az egyik ismert a peremfeltételek alapjan. Masként fogalmazva annyi ismeretlentink
van ahany egyenlet all rendelkezésre, és (8.80) alkalmas atrendezése utén linearis egyenletrend-
szert kapunk az ismeretlen csomoéponti értékekre. Az ismeretlen csomoponti értékek meghataro-

zasa utan pedig ismertnek vehetjiik az u,\(]\(;_f ) és t)\(]\o4 ) mezdfiiggvényeket a teljes £, kontaron.
Kovetkezésképp belsé pontokban a (8.50) elsé dual SOMIGLIANA formula segitségével szamithato
ur(Q), a (8.55), (8.564a,...,b) és (8.57a,...,g) képletek felhasznalasaval pedig a £11(Q), t12(Q) és
t92(Q) fesziiltségek adodnak.
helyettesitésével szamitjuk a fesziiltségeket.

21. MEGJEGYZES: Ha fesziiltségeket frunk el§ a teljes £, konttiron, akkor t az ismeretlen és
a feladat duél DIRICHLET tipusu feladat.

22. MEGJEGYZES: Ha az elmozdulasmezst irjuk el a teljes £, kontiron, akkor a fesziiltség-
fliggvényeket tartalmazo u az ismeretlen és a feladat dudl NEUMANN feladat. Mivel a konstans
fesziiltségfiiggvényekhez nem tartozik fesziiltség, a fesziiltségfiiggvények csak egy konstans vektor
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erejéig meghatarozottak. Konstans fesziiltségfiiggvényhez nem tartozik fesziiltség és alakvaltozas.
Kovetkezésképp

ahol a ? — mint egy adott pontbeli merevtestszerti forgas — tetszéleges allando, amely zérusnak
is véalaszthato. Utobbi esetben t = 0 és ha a konstans fesziiltségfiiggvényeket az up = 1 (k =
1,...,np,) modon vessziik fel, akkor azt kapjuk, hogy

2Npp 2npn

(8.81) Z H;; =0 vagy ami ugyanaz, hogy H;; = — Z H;; 1=1,2,...,2np;
j=1 j=1
(i#3)

ahol H;; a H matrix egy eleme.

23. MEGJEGYZES: A képlet jelentGségét az adja, hogy a c.y-at is magaba foglalo — v.0.:
(8.76) és (8.77) — H;; meghatarozasa, hasonloan a primél rendszerbeni feladatokhoz, CAUCHY
féle foértékben vett integralok numerikus szamitésat igényli. FEzek az integralok a fenti képlet
alapjan, azaz a H;; métrixelemek ismeretében, numerikus integralds nélkiil adodnak. A H;;
matrixelemek szamitasa persze nem megy numerikus integralas nélkiil, de ezek az integralok
nem szingulérisak és a szokvanyos GAUSS integréalassal szamithatok.

Ha kiils6 tartomany a vizsgalt tartomany, akkor egy taggal b&viil a megoldandé egyenletrend-
szer. Definialjuk az t matrixot az

(8.82) o' = [iquy|uiag] ...yt p ]
ar ar Wl

egyenlettel, ahol G1; egy olyan matrix amely a Q; (j = 1,...,np,) pontokban vett 1, értékeket
tartalmazza. Ezzel a jel6léssel az

(8.83) Hu = @i + Bt.

alakban irhato fel az ismeretlen csomoéponti értékekre megoldando egyenletrendszer. A

2nbn
(8.84) Hy=—Y Hyj+1, i=12... 2m,
j=1
(i#7)
egyenlet kihasznalasaval ismét elkeriilhetd az erésen szingularis integralok szamitésa. A (8.84)

egyenlet ugyanugy kaphaté meg mint a bels tartoményra vonatkozo (8.81) alatti parja. Feltevés,
hogy az ti;-ban 4ll6 c, allandot — lasd a (8.59) Gsszefiiggést — zérusnak valasztjuk.

8.8. Szampéldak. Amint mar emlitettiik Fortran forrasnyelvi program késziilt a numerikus
megoldas kiszamitasara. A fordité Microsoft Fortran Power Station, Version 1.0c. Az alabbi
harom teszt feladat jol illusztralja a kidolgozott eljards megbizhatosagat. Az els6 két esetben
a 8.2. abran vazolt r, = 10 mm sugart, kéralaku A tartomény képezi a vizsgélat targyat. A
tartomany anyaganak p = 8 - 10* MPa rugalmassagi modulusa és v = 0.3 a POISSON tényezd.

J
J
il I,
'P k/Slr(p 192 P _P
X \C Bl X

8.3. abra.



82

1. Mintapélda: A BC iven o, = 100 MPa a radialis fesziiltség (sugariranyu terhelés). A
CB iven u, = (1 — 2v)o,r, /21 a radilis elmozdulas. Konnyt ellendrizni, hogy a fenti értékek a
tartoméany egy homogén fesziiltségi dllapotahoz tartozé peremértékek. A vonatkozd megoldasokat

— r és ¢ polarkoordinatak — a

F1=Fp =00y = oorsing,

Oxx = Oyy = Oo,

1—-2v
Uy = o Ool =
1—-2v

képletek adjak. A BC iven

U, = Fp = 076 Sin @,

a CB iven pedig

_ duy, 1—2v

—t, =

ds 21

= 0o Sin g,

Tey = 0,
1—-2v

2

1—-2v
2

u, = Fy =

—t, =

_ duy _
ds

Fo=Fy=—0,0 = —0,rCosp,

oorsin g,

0T COS

—0oTo COS Y ;

1-—-2v
2p

0o COS

a peremfeltételek. Az alabbi tablazat a fesziiltségek szamitott értékeit tartalmazza:

X [mm| | y [mm]| | o [MPa] | 7y [MPa] | 0y [MPa]
-7.50 0.00 | 99.99927 | 0.0001113 99.99983
-5.00 0.00 | 99.99912 | 0.0000478 99.99988
-2.50 0.00 | 99.99917 | 0.0000182 99.99983
0.00 0.00 | 99.99918 | 0.0000000 99.99982

2.50 0.00 | 99.99917 | 0.0000182 99.99983

5.00 0.00 | 99.99912 | 0.0000478 99.99988

7.50 0.00 | 99.99927 | 0.0001112 99.99983

7.50 5.00 | 99.98317 | 0.0048330 | 100.00853

5.00 7.50 | 100.00854 | 0.0048269 99.98308

9.00 1.00 | 99.96938 | 0.0122755 | 100.02786
I. tablazat

A szamitas soran 16 egyforma elemre osztottuk fel a teljes peremgorbét (azaz nem hasznaltuk ki
a szimmetriabol adodo lehetGségeket. )

2. Mintapélda: Az a tartoméany B és C' pontjaiban P = —100.0 N/mm nagysagt nyomoerd
mukddik. Ezeket a viszonyokat a 8.2. abra jobboldali fele szemlélteti. A terhelés jellegébdl
kovetkezGen a BC' és C'B iveken rendre

Fr. = P=-100, Fy =0,
F. = 0, Fy=0
a peremfeltétel. A feladatnak ismert a pontos megoldasa [39]. Az ébra jeloléseivel
2P |:COSB ¥y cos® 192} P
Oxx — —— + - 5
™ 1 T2 TTro
2P [sin ¥y cos? ¥,  sin s cos? 192]
Tey = —— - s
s T1 9
2P [sin? ¥ cos i sin? 99 cos Vo P
Oy = — —
vy m 1 9 TTo

a feszliltségek értéke a tartomany x,y koordinataja pontjaiban. A II. tablazat néhany jellegzetes
pontban megadja a pontos — ez a pont koordinatéit ad6 sorban van — és a peremelem modszerrel
szamitott értékeket:
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x [mm| | y [mm]| | 04, [MPa] | 75y [MPa] | oy, [MPa]

-8.00 0.00 | -32.18467 | 0.000000 3.183099
-31.81677 | 0.000000 3.155008
-7.00 0.00 | -21.78238 | 0.000000 3.183099
-21.59899 | 0.000000 3.148007
-5.00 0.00 | -13.79343 | 0.000000 3.183099
-13.73097 | 0.000000 3.166082
-3.00 0.00 | -10.80854 | 0.000000 3.183099
-10.77734 | 0.000000 3.171960
0.00 0.00 | -9.549296 | 0.000000 3.183099
-9.528533 | 0.000000 3.173908
0.00 3.00 | -7.533503 | 0.000000 2.218605
-7.525384 | 0.000000 2.215954
0.00 5.00 | -4.965634 | 0.000000 1.145916
-4.969546 | 0.000000 1.148126
0.00 7.00 | -2.551956 | 0.000000 0.372921
-2.562635 | 0.000000 0.375987

II. tablazat

A széamités soran 40 egyforma elemre osztottuk fel a teljes peremgorbét. Ennek ellenére vala-
mivel nagyobb a relativ hiba mint az el6z6 feladatban. A hiba novekszik ha a C (illetve a B)
fesziltségeyiijté pont felé haladunk, mivel ekkor végtelenhez tart a 0., normalfesziiltség. Nyil-
vanvald, hogy véges szakadasa van a fesziiltségfliggvény értékének az erék tamadéaspontjaiban.
A szakadas korrekt kezelése érdekében a vonatkozd elemek egyik végpontjaban nem folytonos
(partially discontinuous) alakfiiggvényeket alkalmaztunk.

A numerikus megoldast nemcsak a II. tablazattal, hanem a 8.4.-8.7. abrak révén grafikusan is
szemléltetjiik. Az analitikus megoldést folytonos vonal, a numerikus megoldast pedig gyémantok
abrézoljak. Az abrak léptékében szinte érzékelhetetlen a két megoldas kozti kiillénbség.

-Sigma_xx
‘ 16 ] \

| 140 |
¢ 120- '
| 100 | |
| 80 |
| ] ‘/
\ 60 I

\\ %] /
\ 20 .

O— 4 <
w”’*fﬂﬁ%ﬁ%fexﬁ’ o
: R R

-8 6 4 -2 0 2 4 6 8
X
8.4. adbra. Pontos és numerikus megoldas — o, értéke a vizszintes atmérdén
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8.5. abra. Pontos és numerikus megoldéas — oy, értéke a vizszintes

8.6. abra

-Sigma_ xx
/e/z\
/y/ 87: \
/ ] \
/ 6 A\
/ | X
// i \\\
£ 4 X
/ J \
/ ] N
27
~10 -8 —6 -4 -2 2 4 6 8 10
y
. Pontos és numerikus megoldas — o, értéke a fiigg6leges
Sigma_yy
4 \\\&
/254
4 1 b
/ : X
1.5+
/ ] \
/ 14 \
/ ] \
/ ] \
/ 05" \
10 8 -6 -4 -2 2 4 6 8 10

atmérén

atmérén

8.7. abra. Pontos és numerikus megoldas — oy, értéke a fiiggéleges atmérén

84
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3. Mintapélda: Béar az L, peremgorbe és az anyagjellemz6k ugyanazok mint az elézd két
feladatban a vizsgélat targyat képezd tartomany azonban olyan kiils6 tartomany — lasd a 8.8.
abrat — amelyre a 0,,(00) = 100[MPa], 0,y(00) = 0yz(00) = oyy(00) = 0 fesziiltségallapotot
irjuk el6 a végtelen tavoli pontban.

J
A
0 X
Ty
6 (0 |<— D —»| 0,

8.8. abra. Az r, = 10 [mm] sugara és O kozéppontt korrel hatarolt kiils§ tartomany

Amint az jol ismert a polarkoordinatarendszerben irt
Kl - :—§> + (1 + i? = izg) 0052@] :
[(1 + :—%) — <1 + ?ﬁ’l) COSQL,O:| )
_ Zee(0) Kl e 2—7;‘%) sin2<p}
r

Trp = —p
képletek a fenti probléma pontos megoldasait adjak a fesziiltségekre nézve 79, 39|.

Oz (00)

X [mm| | y [mm]| | 0, [MPa] | 7y [MPa] | 0y [MPa]
0.00 | 10.00 | 300.0395 | 0.0000000 | 0.001035
300.0000 | 0.0000000 0.000000

0.00 11.00 | 243.7623 | 0.0000000 21.51840
243.7743 | 0.0000000 | 21.51494

0.00 12.00 | 207.0554 | 0.0000000 31.82829
207.0602 | 0.0000000 |  31.82870

0.00 | 13.00| 182.1018 | 0.0000000 | 36.23794
182.1049 | 0.0000000 36.23823

0.00 | 14.00 | 164.5539 | 0.0000000 | 37.48413
164.5564 | 0.0000000 37.48438

0.00 15.00 | 151.8498 | 0.0000000 37.03671
151.8518 | 0.0000000 |  37.03704

III. tablazat

A 111. tablazat az y tengely mentén hasonlitja Gssze a szamitott (elss érték) és pontos megoldast
(mésodik érték). A szamitéas soran 16 egyforma nagysagu elemre osztottuk fel az £, peremgorbét.

8.9.

1. Az egyértékiiség feltételeinek meghatarozasa tobbszorosen Osszefiiggd tartomany és a ve-
gyes peremértékfeladatok azon osztalyara, amikor az egyes konttrgérbék paros szamu ivre
vannak felosztva és az iveken valtakozva fesziiltség, illetve elmozdulas az eldirt.

2. Az elsérendl Fi = F,, Fo = F, fesziiltségfiiggvényekre vonatkozo alapmegoldés és ennek
birtokdban a fesziiltségi tenzorra, az alakvaltozasi tenzorra, illetve az elmozdulédsvektor

Eredmények. Az egyes eredményeket sorszamozzuk.
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ivkoordinata szerint vett derivaltjara vonatkozo alapmegoldasok — v.6.: (8.35), (8.39),
(8.40) és (8.42a,b) képletek — elsallitasa.

3. A bels6 tartomannyal kapcsolatos (8.50), (8.53) és (8.54) dual SOMIGLIANA képletek vala-
mint a tartoméany belsd pontjaiban a fesziiltségeket ado (8.55), (8.56a,...,g) és (8.57a,...,8)
képletek elgéllitasa és ezzel Osszefiiggésben az Uy (M, Q), Tpa(M, Q) alapmegoldasok tu-
lajdonsagainak vizsgalata. Ezzel valjadban megtortént a direkt moédszer peremintegral-
egyenleteinek levezetése belsé tartomanyra.

4. A kiils6 tartomannyal kapcsolatos (8.64), (8.67) és (8.68) dual SOMIGLIANA képletek va-
lamint a tartomany belsé pontjaiban a fesziiltségeket ado (8.70) képlet elGallitasa. Ezzel
val6jaban megtortént a direkt modszer peremintegralegyenleteinek levezetése kiilsé tarto-
manyra. Kiilon szépsége a kapott eredményeknek, hogy a végtelenbeli konstans fesziilt-
ségallapot része a kiilsé tartoményra vonatkozé formalizmusnak.

5. Algoritmus és szamitoprogram kidolgozésa mind a belsé mind pedig a kiils§ tartoményra
vonatkoz6 peremértékfeladatok megoldasira kvadratikus peremelemek felhasznélasaval.
Ezzel Osszefliggésben annak igazolasa, hogy a H rendszermatrix bels§ tartomanyon a
(8.81) kiils6 tartoményon pedig a (8.82) képletnek tesz eleget. A képletek jelent&ségét
az adja, hogy elkeriilhet§ segitségiikkel az erdsen szingularis H;; integralok valamilyen
integralformula alapjan torténg szamitésa.

A vonatkozo6 publikiciokat illetGen a |67, 69] el6adasokra, a 68| cikkre, valamint a [77] konyv-
részletre utalunk. A felsorolt eredmények 100%-ban a szerzé eredményei.
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9. PEREMELEM MODSZER SIKFELADATOKRA PRIMAL RENDSZERBEN — A KULSO
TARTOMANYRA VONATKOZO EGYENLETEK PONTOSITASA

9.1. Irodalmi el6zmények. Bar igen nagy azon cikkek szdma, melyek a peremelem modszer
sikrugalmasségtani alkalmazasaival foglalkoznak — a teljesség igénye nélkiil emeljiik ki ehelyiitt
a 84, 21, 49, 10, 9] cikkeket, valamint a [3, 20| konyveket (az utobbiakban tovabbi hivatkozé-
sok is talalhatok) — a feladat kiilsG tartoméanyokra torténd megfogalmazasanak mindeniitt az a
hatranya, hogy nem irhatok els fesziiltségek a végtelen tévoli pontban.

Ami az okokat illeti ismét hivatkozunk a [10] tanulmanyra, amelyben feltevést fogalmaznak
meg az elmozdulasmezd végtelenbeli viselkedésére vonatkozoan. A megfogalmazott feltevés mel-
lett lehetévé valik a BETTI formula felallitasa valamint a DIRICHLET és NEUMANN tipust pe-
remértékfeladatok unicitdsanak és egzisztencidjanak igazolasa. A feltevés ugyanakkor kizarja
az elméletbdl azokat a feladatokat, amelyre nézve az elmozdulasmez&hoz konstans végtelenbeli
alakvaltozasmez§, kovetkezésképp konstans végtelenbeli fesziiltségallapot tartozik.

Szeretnénk hangsulyozni, hogy ezek a feladatok is megoldhatok a szuperpozicié elv alkalma-
zasaval.

Ennek ellenére, felmeriil az a kérdés a 8. Fejezet eredményeinek fényében — itt a 4. alatt felso-
rolt eredményekre utalunk (lasd a 86. oldalt), ismét hangsilyozva, hogy a végtelenbeli fesziiltségi
allapot dual rendszerben a formalizmus része —, vajon a végtelenbeli konstans fesziiltségéallapot
leirasdhoz sziikséges tagok priméal rendszerben beépitheték-e a formalizmusba.

9.2. Célkitiizések. A jelen szakasznak az a célja, hogy valaszt adjon a felvetett kérdésre
kimutatva, hogy az elmozdulasmezs végtelenbeli viselkedésére kirott alkalmas feltevés mellett a
végtelenbeli fesziiltségi allapot beépithetd a kiils§ tartomanyra vonatkozé formalizmusba.

Az eredményeket a 66| tanulmany kozolte.

9.3. A sikrugalmassagtan egyenletei primal rendszerben. A jelen fejezetben, ugyanigy
mint a 8.4. szakaszban, indexes jelolést és derékszogil kartéziuszi koordinatarendszert alkalma-
zunk. A vizsgalat targyat képezs egyszeresen sszefliged tartomanyt A, peremgorbéjét L, jeloli
— szem el6tt tartva a késébbi atalakitasokat is hivatkozunk ehelyiitt a 8.2. abrara.

Sikalakvaltozas feltételezése mellett homogén izotrop testre a klasszikus rugalmassagtan me-
zGegyenleteit az

1
(9.1) €pn = 5(3;)% + u,0))
kinematikai egyenlet, a
v
(9.2) tp)\ = 2,u (€p>\ + @50)\6%%)
HOOKE torvény és a
(9.3) tp)\a,\ + bp =0

egyensulyi egyenletek alkotjak. A fenti egyenleteket ki kell egésziteni a vonatkozo peremfeltéte-
lekkel. Ezeket nem részletezziik mivel nem jatszanak kozvetlen szerepet a gondolatmenetben.
Az uy-ra vonatkozo alapegyenlet a

(9.4) Doruy + % =0
I
alakban irhato fel, ahol
1
(95) Dp>\ — A(SPA + Eap(%\, A — 8080- .

Jelolje ismét Q(&1,&2) és M (x1,x2) a forraspontot, illetve a hatas pontjat — v.6.: 8.4. szakasz.
A @ pontot egyenlére rogzitettnek vessziik. R a @ és M pontok tavolsaga, r, pedig az M pont
() pontra vonatkoztatott helyvektora.

Az M, illetve @ folott allo kis karika azt jelenti hogy a pont az L, peremgorbére esik: M, Q.
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A (9.4) alapegyenlethez tartozo alapmegoldasokat az

1 1 rery 1 — 8V
(9.6) Uxe(M, Q) = STl =) [(3 —dv)In Hoer + pr — 55%
és
1 1 NoTo Tkl
(9.7) Thw(M,Q) = mﬁ {(1 —20)(NATK — NI\ — NpTo Ok)) — 2 2 }

képletek szolgaltatjak, ahol
uy(M) = Une(M,Q)e(Q) & ta(M) =Th(M,Q)ex(Q)

az elmozdulasvektor, illetve a fesziiltségvektor az ny = ny(M) normalisu feliiletelem M pontjé-
ban a @ pontban mikods e, = ex(Q) erd hatasara.

9.4. Alapképletek kiilsé tartomanyra. A 8.2. abra az L,, L. és az O kozéppontu R
sugartt Lg korrel hatéarolt haromszorosan Osszefiiggs AL tartoméanyt szemlélteti. L. a @ pont
R, sugaru A, kornyezetének peremgorbéje. Az R, feltevés szerint elegend@en nagy ahhoz, hogy
teljes egészében magaba foglalja mind £,~t, mind pedig L.~t. Tovabbi feltevés, hogy A. az A,
tartoméany belsejében fekszik. Nyilvanvalo, hogyha (R — oo és R. — 0 akkor AL — A..

Legyen u, (M) és g.(M) két elegendSen sima — legalabb kétszer folytonosan derivalhato —
egyébként tetszdleges vektormezs ! Ac—n. Jeldlje ty [u,(M)] és tas [g,(M)] az (M) és g, (M)
vektormezdkbdsl mint elmozdulasmezskbdl adodo fesziiltségeket. A parcialis integralasok elvég-
zésével belathato

08 [ |00 (4 Baro)) = ora1) (i P 0n)) [ =
-1 0811000 0,8 181) = (1) 00 (1) (0]
3 (30t [301) | 0 30) = 50t [ 0,(81) a3 |

f (B0t 930 1) = ga 30 o0 o3| s

egyenlet, amelyben a betid felett all6 M azt jeloli, hogy a vonatkoz6 derivalasokat az M pont

koordinatai szerint vessziik, mig n,.(M) az M pontban vett kiilsé normalis, a SOMIGLIANA
identitas primal rendszerben sikalakvéltozés esetén [24]'2 Legyen ¢)(Q) = Uxx(M, Q)e.(Q). Ez
a fliggvény az Al tartoméany egy nemszingularis rugalmas allapota — a () pont ui. nem része
ennek a tartomanynak. Legyen tovabba az uy(M) az A., kovetkezésképp az AL tartomany(ok)
egy rugalmas allapota, amely tetsz6leges a végesben, de aszimptotikusan simul a

(9.9) ﬁm(M) = Cx T E3pTpP + enB(OO)wg

fiiggvényhez, ha g, vagy ami ugyanaz, ha M tart a végtelenhez. Itt ¢, egy merevtestszerd
eltolodas, ¢ = 3 a merevtestszeri forgas a végesben, ¢, + €3, a vonatkozo merevtestszertd
mozgas, mig e,3(00) allando alakvaltozasi tenzor a végtelen tavoli pontban — a megfelelé mozgast
az e.p(00)xg tag adja. Az eyz(00)-hoz tartozo fesziiltségek a HOOKE torvény felhasznalasaval
hatarozhatok meg:

(9.10) t(09) = 2 (e (09) + g Omreon(0)

HKideriil a tovabbiak folyamén, hogy a két bevezetett vektormezd elmozdulasmezs szerepét tolti be, ez az
(M) vektormez6 esetén az elmozdulasmezére megszokott jelolés alkalmazéasédnak indoka.
127 idézett mii térbeli feladatokra adja meg az identitast és a jeldlésrendszere is kiilonb6zé.
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A fenti képletek SOMIGLIANA identitasba valo helyettesitésével kapjuk, hogy

(9.11) /

ux (M) ( m %MUM(M, Q)) - (u %Aaua(M )) Une(M, Q)] dAn e (Q) =

/
“f

—i—% I:u)\ T)\,i M Q) —t)\( U)\,i M Q dS e,.g
LR

|: TAKMQ)—tA( UARMQ dSo eﬁ

o

Y

€

[U,\ )Tk ( M Q)—tA( YUk ( M Q} dS ex(Q

mivel ¢y, [up(M )] (M) = t\(M) a fesziiltségvektor a peremgorbén. Kovetkezésképp

- [gpm%] 1e(M) = Tan (M, Q)ex(Q)

Ha tartozik térfogati terhelés az u, vektormez&hoz, akkor (9.4)-bdl kovetkez&en nem zérus a

(,u %,\ng(M)) Uxs(M, Q)

tag értéke. Mivel azonban a gondolatmenetben és a megkapni remélt plusz tagokban nem jéatszik
szerepet a térfogati terhelés, feltételezziik tovabbiakban, hogy az zérus értékd.

Nyilvanvalo, hogy elhagyhatjuk az e, (Q)-t. Ami az igy adodo eredményt illeti az a célunk,
hogy tisztazzuk mi az egyenlet hatérértéke, ha R. — 0 és .R — co. A baloldal elttinik a fenti
feltételek teljesiilése esetén és amint az jol ismert (lasd pl. [3, 20]).

ot im f =@ DT (01.0) - (DT Q) s,

Ez azt jelenti, hogy

(9.12) us(Q)= lim [tA(J\})UM(J\},Q)—u,\(A})TAK(A},Q) s

e R—00 LR
+f [m(]"w)m(z\%,@)—m(fw)m(fw,cz) ds. .

Az utobbi képlet fényében az els6 SOMIGLINA féle formula kiils§ tartoményra térténd levezetése
a jobboldalon all6 els6 integral hatarértékének meghatérozasat igényli.

9.5. A kiils6 tartomanyra vonatkozé Somigliana formulak moédositasa. A jelen sza-
kasz célja a keresett hatarértéket ado

(013) I,= lim [m(ﬂ%m(z\?,@)—uA<A°4>TM<A°4,Q> ds . =

ERHOO l:R
=cy + 53pn§p90 + enﬁ(oo)gﬁ = ﬂ%(Q)
képlet igazolésa. Helyettesitsiik, figyelembevéve az

[e) o

2p(M) = cRng(M)
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osszefiiggést, ty,(00)n, (M)t a ty\(M) helyére és cy + e3p22,p + €.p(00)xg—t az uy(M) helyére.
Ily médon kapjuk, hogy

m 2 @ @ ) °
(9.14) IL.=1.+ 1.+ I.+ I,=— lim C)\T)\H(M,Q)dsj\c;[

ERHOO l:R

e

— Jim espn Ry j{LR np(M)The(M, Q) ds o,

b lm (o) ﬁ (DU (. @) ds
“ e R s (DM, Q) s,
1. MEGJEGYZES: Osszhangban a (9.9) 6sszefiiggés kapcsan mondottakkal mind a fesziiltségek,
mind pedig az alakvaltozasok allandok, kovetkezésképp fiiggetlenek az s ivkoordinétatol.
Mivel

§ Tu(LQdsy =6 & sy f nTOLQds; =0
LR

Lr
(a masodik integral @ pontban miikods egységnyi eré okozta és az Lp koron ébreds fesziiltségek
origora vett nyomatéka), ezért irhatjuk, hogy

n @ o
(9.15) 1.+ I.=c.— ngoo €31 @7{ (& +1,)The(M,Q) dsz\%

€ R

= Cx — ngoo [€3p)\ ¥ fp 7{23 T)\Ii (M7 Q) ds& + E3p\ P 745 TpT/\n(Mv Q) ds]\‘;l

¢ R
= Cx +53p590§p7

ami vildgosan mutatja, hogy a (9.15) Osszefliggés merevtestszert mozgast 4llit eld.

Els6 1épésben sorba kell fejteni az Uy, és T, alapmegoldasokat az R sugar 1,0, —1,—2 etc.
kitevsji hatvanyai szerint. A sorfejtés alapjaul a dual rendszerben mar alkalmazott (8.65a,...,d)
Osszefiiggések szolgalnak. Ezek felhasznalasaval kapjuk, hogy

B3 (B81) (32) (33 (34) (35)
(9.16) I.= I, + I.+ I.+ I.+ I.=

. 1
= lim ty,(00) 7{£R n,C1 (3 — 4v) [ln = + 025)\,.;] ds]\%

e R—00 e

+ lim t,\p(oo)jg n,Ci (3 — 4v) naéadsﬂc;lém

e R—r00 Lr e
+ lim t,,(c0 n,C1nan.ds o
e R—yo0 /\p( ) LR P AT M

+ lim )\p(oo)jg anl2n)\n,€%dso
Lr R

e R— 00 e M

1
— i Ch— r k) ds o
im_(00) §, mCi T (Gme i) s

e R— 00 e
és
(4) (41)  (42)
L= In+ I,=
dSo
— lim eng(00)2u(l — 2)C f 15 (MrE + Tnbr + MaCadae +o Rorg) —AL
eR—00 Lr eR
T <>407§ e L e gy ) d
3(00 ng | naxn, + 3nang — — (&xng + e So
R CFASTHEL L T\ A MTR TR A i
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ahol

1 7 — 8v
C = - s C — .
" 8ru(1—v) eb 2 2
B @
Az I, és I, integralok szamitasa soran vegyiik figyelembe — megismételve részben a 78. oldalon
mondottakat — hogy:

1. Az Lg koron
(9.17) ng = (sind, cos V)

a kiils§ normalis, ahol ¥ a polarszog.
2. Az Lp kor iveleme a

(9.18) dso = RV
M

alakban irhato fel.

3. Ha ;R — oo akkor az R egyiitthat6i mindig a kovetkez$ alakban irhatok fel: egy a
végtelenben allando kifejezés az

2
/ sin™ ¥ cos® 9 dv)
0
integrallal szorozva, ahol természetes szamok az n és k kitevék, de maga az integral zérus
értékd.
4. Ami az R nulla kitevGjd hatvanyait illeti hasonloak az egyiitthatok, de tartalmazzik a

éa—t és a vonatkozd trigonometrikus integrélok nem sziikségképp zérusok.
5. A képletekben megjelend trigonometrikus integralokat az alabbiak részletezik:

27 2
/ sin? 9d9 = / cos> 0 dy =7,
0 0

27 27 2 2
/ sin319d19:/ sin219cosz9d19:/ sinﬂcos219d19:/ cos> 9 dy =0,
0 0 0 0
27 27 3
(9.19) / sin 9 dv = / costvdy = =n
0 0 4
27 27
/ sin® 9 cos VdY = / sin ¥ cos® ¥dY = 0,
0 0

2 1
/ sinYcos?9dd = =7
0 4

Az integralasok elvégzése utan

(31)  (33)
l,=1,=0,
(32)
I=Cim(3—4v) [tui(00)&1 + tr2(00)&2]
(34)
(9.20) 1= Cimy [3t11(00)&1 + 2t12(00)&s + t22(00)éa]
: (34)
15 = Cimd [t11(00)& + 2t12(00)€1 + 3t (00)é1]
(35)
11 = =017 [2t11(00)&1 + t12(00)&2 + taz(00)é1]
(35)
Iy =—Cm[t11(00)&2 + t12(00)&1 + 2taa(00)Ea]
illetve
(41)
I ,=C1m2u (1 —2v)[e11(00) + e92(00)] &k s
(9.21) “p

)1 = —C1m4p (1 = 2v) [2e11(00)&1 + €21(00)E2 + €21(00)&1]

(42
Iy =—Cimdp (1 = 2v) [e11(00)&2 + €21(00)&1 + 2e21(00)&2]
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az eredmény. Felhasznéalva a (9.20), (9.21) és (9.3) Osszefiiggéseket kovetkezik, hogy

G/
I.+ 1I,.= eﬁg(oo)fg.

SN ©))
Ha elhagyjuk a merevtestszerti mozgast, azaz zérus értékiinek tekintjiik az I, + I, Osszeget,
akkor kapjuk, hogy

IK] = e/@ﬁ(oo)gﬁ ;

amit felhasznéalva azonnal kovetkezik az els6 és modositott SOMIGLIANA formula a (9.12) és (9.13)
Osszefliggésekbdl:

922) 1(Q) = 6a(IG(Q) + . [EDUBLQ) ~ (BT (1. Q)] ds

Lo

Qe A

[¢]
Ha @ = @ az L, koron van, akkor semmi sem véltozik az Lr korén vett integral hatarértéke
tekintetében. Kovetkezésképp

] o ] o

923) Cof@up(Q = exslo09055(@ + f [t BNUT. Q) = i (EDTn0T, Q)] d,.

o

Q:éeﬁo

ahol Cy, = 6,,/2 ha sima a peremgorbe a @ pontban. Ez az egyenlet a direkt moédszer modositott
integralegyenlete primal rendszerben (vagy a masodik SOMIGLIANA formula kiils6 tartoméanyra).

Ha a @ pont az L, peremgorbén beliil helyezkedik el, azaz az A; tartomanyban van, akkor
nem nehéz az el6zGek alapjan belatni, hogy

9:21) 0= cp(oc)6a(@ + § [m(z\?)%(ﬁk,@)—m(ﬁ’@mﬁ,c))] s

Lo
Q=QeA

ami a harmadik SOMIGLIANA formula kiils6 tartoményra. Munkaigényes formalis szédmolassal
lehet megmutatni, hogy a () pontban ébred§ fesziiltségek a

925)  tu(Q) = tro(00) + f{ AOT) D (M. Q) ds .~ 7{ un(B1) S (31, Q) ds -

o o

képletbdl adodnak, ahol — amint az jol ismert —, a Dy.o (M, Q) és Skis(M, Q) kéttpont métrixokat
a

o 1 1 T\ Tk To
(0260 Dao(M,Q) = —gm s (1= 20) (12 = Brre — Baro) — 227577
és
o W 1 2
(9:27)  Sxeo(M,Q) = w1 R 2T [(1 = 20)r) 6ko + V(OanTo + OroTx)]
TATkTo 2
—8mn,r, /\R# ﬁy(n,{r,\ra + nerari) — (1 — 4v) nydxo

1
+ ﬁ(l —2v) (2n\TkTe + Nkdire + ngé,\n)}

Osszefliggések szolgéltatjik.
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9.6. Eredmények. A klasszikus rugalmassagtan sikfeladataival kapcsolatos modositott (9.22),
(9.23) és (9.24) SOMIGLIANA formulék levezetése kiilss tartoméanyra, valamint a tartomény belss
pontjaiban a fesziiltségeket ado képlet modositasa — v.6.: (9.25) Osszefiiggés — primal rendszer-
ben. A kapott Osszefliggések révén a végtelenbeli konstans fesziiltségéllapot is részévé valik a
kiils6 tartomanyra vonatkoz6 formalizmusnak.

A fenti eredményt a [66] cikk tartalmazza. Ez 100%—ban a szerzd eredménye.



94
10. (OSSZEFOGLALAS

10.1. Az értekezésben megoldott tudomanyos feladatok el6zményei, célkitiizések.
10.1.1. Eloljaréban a széhasznalat egyértelmtivé tétele érdekében roviden attekintiink néhény —
részben mar eddig is emlitett — fogalmat.

Az értekezés gondolatmenete — kiilon emlités nélkiill — a duél rendszerre vonatkozik. Ahol
primél rendszerrdl van szo ott arra az értekezés kiilon felhivja a figyelmet.

A sikbeli és térbeli tartoméany lehet egyszeresen, vagy tobbszorosen Gsszefliiged.

Azt fogjuk mondani, hogy kompatibilis az alakvdltozdasi tenzor (az alakvdltozdsi tenzor és a
forgasi alakvdltozdasi tenzor), ha az alakvaltozasi tenzor(ok)bol integréalassal olyan elmozdulas-
mez6 (elmozdulasmezs és fiiggetlen forgasmezs) képezhetd, hogy abbdl (azokbol) amely(ek)bdl,
felhasznalva a primal rendszer kinematikai egyenleteit — amelyek az alakvéltozasi tenzort (az
alakvaltozasi tenzort és a forgasi alakvaltozési tenzort) adjak meg az elmozdulasmezdvel (az el-
mozdulasmezével és a fiiggetlen forgasmezovel) kifejezve — visszakapjuk az alakvaltozési tenzort
(az alakvaltozasi tenzort és a forgasi alakvaltozasi tenzort).

Az alakvaltozéasi tenzormezdk kompatibilitasat a kompatibilitasi feltételek biztositjak.

A wirtudlis munka elv, barmely alakjat tekintjiik is (klasszikus esetben [29], mikropolaris eset-
ben [60] ad attekintést az dudal alakjairdl), mindig anyagegyenlettdl fiiggetlen elv.

Ezzel szemben a rugalmassagtan varidcios elvei esetén, mind a primal mind pedig a dual rend-
szerben — vagy a mellékfeltételeken keresztiil vagypedig kozvetleniil a vonatkozé funkcionalban
— megjelenik az anyagegyenlet.

Szabad varidcids feladatrol beszéliink, ha nincs mellékfelétel a vonatkozo funkcionél értelmezési
tartomanyét alkoté mezékre nézve. Ekkor az értelmezési tartoményt alkoté valamennyi mezé
szabadon varialhato.

A klasszikus rugalmassdgtan SOMIGLIANA képletei [50]| a potencialelmélet ugynevezett Green
képleteinek rugalmassagtani altalanositédsai. Ha ismerjiik a teljes peremen az elmozdulas- és fe-
sziiltségmezdt, tovabbé az tgynevezett els6rendi és masodrendi alapmegoldasokat, akkor az elsé
SOMIGLIANA képlet felhasznélaséval, integralasokat végrehajtva szamithato a test belsejében az
elmozdulasmezs. Mivel a peremfeltételek nem adjak meg a teljes peremen az elmozdulés- és
fesziiltségmezdt, tovabbi egyenlet sziikséges ezek szamitasara. A masodik SOMIGLIANA képlet
ugyanolyan szerkezetd mint az els6 SOMIGLIANA képlet, de a peremen adja meg az elmozdulés-
mez6t. Kovetkezésképp olyan integralegyenletnek tekinthets — ez az tgynevezett direkt modszer
integrdlegyenlete — amelyben a fesziltségvektor az ismeretlen abban a perempontban, ahol az
elmozdulasmezs adott, illetve megforditva az elmozdulasvektor az ismeretlen abban a perem-
pontban, ahol a fesziiltségvektor adott. Ennek az egyenletnek a megoldasa nyitja meg az utat
az els6 SOMIGLIANA képlet felhasznalasa elstt.

Az egyensulyi feltételek, (egyenstlyi mezGegyenlet(ek), és a fesziiltségi peremfeltétel(ek)) fe-
sziltségfiiggvényekkel torténd teljesitésének és a kompatibilitasi feltételek teljesitésének egyen-
letei — matematikai szerkezetiiket tekintve — szoros rokonsagban allnak egymassal. A kovetkezd
10.1.2. és 10.1.3. szakasz az egyensulyi feltételek fesziiltségfiiggvényekkel torténd teljesitésének
problémakorét veszi szemiigyre, majd a 10.1.4. és 10.1.5. szakasz a kompatibilitasi feltételek
teljesitésének problémait taglalja.

A 10.1.6. és 10.1.7. szakaszok az el6z8ekhez kapcsolodva a rugalmassagtani sikfeladatok
megoldasait tekinti 4t kiillonos tekintettel a peremelem modszer alkalmazasara.

Az el6zmények attekintése utan mindegyik szakasz tartalmazza a vonatkozé megoldando tu-
domaéanyos célkittizést is.

10.1.2. A klasszikus feladatok keretei kozott MAXWELL [35] és MORERA (37| az egyensi-
lyi egyenlet két egyméstol kiilonbozé megoldasat adta meg. Ezek mindegyike harom—harom
fesziiltségfliggvényt tartalmaz. BELTRAMI [5] észrevette, hogy az emlitett és mas megoldasok
is megkaphatok az altala javasolt megoldasbol, feltéve hogy a megoldasaban all6 szimmetrikus
tenzor alkalmasan valasztott harom-harom elemének helyére zérust frunk. A BELTRAMI féle
megoldas teljességét tobbek kozott ORNSTEIN [43], GONTHER [15] valamint DORN & SCHIELD
[13] igazolta, a bizonyitasok azonban csak egyetlen zart feliilettel hatarolt tartomanyra érvénye-
sek. Ezt a koriilményt RIEDER [45]| vette észre, amikor megfigyelte, hogy tobb zart feliilettel
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hatérolt tartomanyok esetén a BELTRAMI féle megoldéas 6negyenstlyi minden zart feliileten, ko-
vetkezésképp nem lehet teljes. A BELTRAMI féle megoldas alkalmas, intuitiv dton valasztott
kiegészitésével egyméastol fiiggetleniil SCHAEFER [47] és GURTIN [16] talalt egymastol formalisan
is kiilonboz6, de teljes megoldasokat.

Az idézett cikkekben a fesziiltségfiiggvények bevezetése intuitive tortént. Ebben a tekintetben
az elérelépés TONTI [80] és STIPPES [55] érdeme, akik a nem teljes BELTRAMI féle megoldést
variacios elvbsl (ToNTI), illetve a virtualis munka elvbdl (STIPPES) szarmaztattak. Probléméat
jelentett azonban, hogy mellékfeltételként a hat SAINT VENANT féle kompatibilitasi feltételt
alkalmaztak, holott ezek nem fliggetlenek egymastol [29]. Ebbdl adodik, hogy az igy nyert
megoldas, amely megegyezik formailag a BELTRAMI féle megoldassal hat fesziiltségfiigguényt foglal
magdba, holott BELTRAMI szerint hdrom fesziiltségfiigguény elegendd tetszdleges fesziiltségi dllapot
megaddsdhoz, ha a tartomdnyt egyetlen zdrt feliilet hatdrolja.

Ez az ellentmondés az tin. SOUTHWELL féle paradoxon [51], [52| dudlis parja — az utobbira
nézve lasd a 10.1.4. szakaszt. Erdemes azt is megemliteni, hogy a matematikai atalakitasok
soran mindkét szerzd, azaz TONTI is és STIPPES is figyelmen kiviil hagyta a test hatarfeliiletén
megjelend integralokat és azt is feltételezték, hogy nincs térfogaton megoszlo teher.

Mikropoldris feladatokra GUNTHER [15] adta meg els6ként az egyensulyi egyenletek fesziilt-
ségfiiggvényekkel torténd megoldasat. Nem vette azonban észre, hogy az altala talalt megoldas
onegyensilyi minden zart feliileten, kovetkezésképp — hasonloan a klasszikus esetre vonatkozo
BELTRAMI féle megoldéshoz — nem teljes, ha a vizsgalt tartomanyt tobb zart feliilet hatarolja.
A GUNTHER féle megoldas kiegészitésével, egymastol fiiggetleniil, SCHAEFER [48| és CARLSON
[7] talalt formailag kiilonboz6, valojaban azonban egymaéssal egyenértékd megoldasokat.

Nyitott kérdés maradt azonban a megoldas hatérozottsdganak kérdése — ezen a sziikséges fe-
sziiltségfiiggvények szadmanak kérdését értjiik — és ezzel Osszefliggésben a SOUTHWELL paradoxon
mikropolaris analogonjanak megoldéasa. Linearis esetben KOZAK—SZEIDL [30] megmutatta, hogy
a kilenc—kilenc fesziiltségfiigguény helyett hat—hat fesziiltségfiigguény elegendd tetszoleges fesziilt-
ségi allapot leirdsahoz.

Mivel a kompatibilitasi mez&egyenletek szama kilenc—kilenc mikropolaris testre — ezeket NoO-
WACKI [41] adta meg (lasd a 10.1.4. szakaszt) —, de ezek nem fliggetlenek, a SOUTHWELL
paradoxon dudlis parja ugy fogalmazhat6 meg, hogy STIPPES gondolatmenetét [55] kdvetve le-
vezethetSk ugyan az egyensilyi egyenletek megoldasai fesziiltségfiiggvényekkel a virtualis munka
elvbdl, de ez a megoldas kilenc—kilenc fesziiltségfiiggvényt tartalmaz hat—hat helyett. A klasszi-
kus esethez hasonldéan arra is tigyelni kell, hogy a megoldés tobb zért feliilettel hatarolt testre is
érvényes legyen.

Az egyenstlyi egyenletek megoldéasat tetszdleges terhelésre — egy zart feliilettel hatarolt egy-
szeresen Osszefliggs test esetén — dltaldnos megolddsnak nevezzik.

Teljes az egyensulyi egyenletek megolddsa, ha tobb zart feliilettel hatarolt egyszeresen Ossze-
fliggs tartomény tetszéleges, azaz az egyes zart feliiletek nem sziikségképpen Gnegyensulyi ter-
helései esetén is teljesiil az egyenstlyi egyenletet.

1. CELKITUZES: Az egyensilyi egyenletek altaldnos és teljes megoldésanak szarmaztatasa
tobb zart feliilettel hatéarolt, egyszeresen Gsszefliggs testre virtuélis munka elv segitségével.
A mellékfeltételek helyes megvalasztasa biztositsa, hogy
(a) klasszikus esetben a megoldas hdrom figgetlen fesziltségfiggvényt tartalmaz és ezzel
a SOUTHWELL paradoxon dudlis parjat is megoldom,
(b) mikropolaris esetben a megoldas hat-hat fesziltségfiigguényt tartalmaz a és ezzel meg-
oldédik a SOUTHWELL paradoxon dudlis parjanak analogonja mikropolaris testre.
(¢) A megoldashoz kot6ds cél a térfogati terhelés helyes figyelembevétele, a vonatkozo
integralatalakitasok tekintetében pedig a mechanikai jelentés tisztazéasa (kiilonosen a
feliileti integralok vonatkozaséaban).

10.1.3. A klasszikus esetben szamos mii, tobbek kozott ABOVSZKI, ANDREJEV és DERUGA
konyve [1] foglalkozik részletesen a rugalmasségtan variacios elveivel. Ha azonban azokra a varié-
cios elvekkel szoritkozunk, ahol az egyensulyi egyenletek fesziiltségfiiggvényekkel valo megoldésa
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jelenik meg, mint a probléma egyik EULER egyenlete, akkor ebben tekintetben egyedinek te-
kinthet§ az emlitett konyv. TONTI és STIPPES mér idézett cikkeihez képest van elérelépés a
peremen megjelend integralok tekintetében, de az atalakitasok részben hibasak és hidnyoznak
azok a tagok is a megoldasbol, amelyek biztositanak, hogy a megoldés tébb zart feliilettel hatéa-
rolt tartomanyon is érvényes legyen.

Kozismert, hogy a kompatibilitasi mez6egyenletek matematikai szerkezete és a 10.1.2. sza-
kaszban emlitett BELTRAMI féle megoldas matematikai szerkezete ugyanaz. Ezt a hasonlosagot
mechanikailag statikai—kinematikai analdgidnak, matematikailag pedig dualitdsnak szokas ne-
vezni. Nyilvanvalo, hogy az alakvaltozasi peremfeltételek teljesiilése biztositja a kompatibilitast
Sy—n. Felidézve, hogy a kompatibilitas és az egyensily duél fogalmak felmeriil a kérdés: ho-
gyan kell megvalasztani a fesziiltségfiiggvényeket az S;—én [S, dudlis parjan| ha azt akarjuk,
hogy ne szarmazzon beldlik fesziiltség. Mas szavakkal: van-e mdd a statikai-kinematikai ana-
logia peremfeltételekre vonatkozo kiterjesztésére, azaz dualitds megdllapitdsdra a peremfeltételek
tekintetében?

Mikropoldris esetben is tobb szerzd foglalkozott variacios elvekkel. A primdl rendszer legfon-
tosabb varidcids elvei NOWACKI [41] konyvében lelhetsk fel. A virtudlis munka elv dudl alakjait
és a dudl rendszer legfontosabb varidcids elveit KOZAK-SZEIDL [31] és SzEIDL [59], [58] adta
meg. Azok a varidciés elvek azonban, ahol az egyensiilyi egyenletek altalanos és teljes, hat—hat
fesziiltségfiigguvényt tartalmazo megoldasa jelenik meg mint EULER egyenlet, még hianyoznak.

A mikropolaris rugalmassagtanban azonos szerkezetiiek a kompatibilitasi egyenletek és az
egyensilyi egyenletek SCHAEFER féle megoldasanak homogén részei: az {elébbi)[utobbi| meg-
kaphato az (utobbibol)|elébbibsl|, ha abban (k, v) |H, F| helyett (H, F-t)[s, y-t| irunk. Fel-
meriil a kérdés, ugyantgy mint a klasszikus esetben, hogy van-e mdd ennek a statikai—kinematikas
analdgianak, dualitasnak, a peremfeliletre torténd kiterjesztésére.

2. CELKITUZES: A fentiekben részletezett gondolatok (az egyensilyi egyenletek altala-
nos és teljes megoldasat add variacios elvek, integralatalakitdsok a peremen, statikai-
kinematikai analogia) jegyében
(a) klasszikus esetben a vonatkozo variacios elvek modositasa és kiegészitése
(b) mikropoléris esetben a vonatkozé variacios elvek megalkotésa, tovabba
(c) a statikai-kinematikai analogia kiterjesztése mindkét esetben a peremfeltételekre.

10.1.4. A klasszikus esetben SOUTHWELL |51], [52] volt az els6, aki a kompatibilitasi feltételeket a
teljes kiegészit6 energia maximum elvbél '3, mint variacios elvbél szarmaztatta. Ugyanakkor arra,
is ramutatott, hogyha harom fesziiltségfiiggvényt alkalmaz — a MAXWELL [35] és MORERA [37]
féle megoldasokat hasznalta fel — akkor csak harom kompatibilitasi differencidlegyenlet kovetkezik
a hat SAINT VENANT féle kompatibilitasi egyenletek koziil a stacionaritasi feltételbdl. Mivel
egy zart feliilettel hatarolt tartoményon tetszGleges fesziiltségi allapot megadhato alkalmasan
valasztott harom fesziiltségfiiggvénnyel — tobb zart feliilettel hatarolt tartomény és/vagy zérustol
kiilonbozs térfogati terhelés esetén a fesziiltségfiiggvénnyel nyerhetd megoldast ki kell egésziteni
az egyensilyi egyenletek egy partikularis megoldasaval — SOUTHWELL ellentmondasra jutott,
hiszen az alakvaltozasmezdk kompatibilitasénak elégséges feltétele a hat SAINT VENANT féle
kompatibilitasi egyenlet fennéllasa. A paradoxont, amelyre jutott, utana nevezték el SOUTHWELL
paradoxonnak. SOUTHWELL idézett cikkei utan a kovetkezd kérdések maradtak megoldatlanok:
Elegends-e¢ a kompatibilitas fennallasdhoz harom kompatibilitasi egyenlet fennallasa. Ha igen,
melyik hdrom. Ha igen, vannak—e tovabbi feltételek a kompatibilités fennéllasahoz.

A paradoxon részletes leirdsa, ez a fesziiltségfiiggvények megvalasztasanak Osszes lehetséges
esetét feloleli, RIEDER tanitvanyanak STICKFORTHnak a nevéhez fiiz6dik [54], aki WASHIZU
egy részeredményének [82] altalanositasaval kimutatta, hogy a kompatibilis alakvaltozasmezsk
eleget tesznek bizonyos peremfeltételeknek. Ezeknek a feltételeknek késsbb K0OZAK a kompatibi-
litasi peremfeltétel nevet adta, és kimutatta, haromféleképpen is, tiszta matematikai aton [27], a
kiegészit§ energia minimum elv felhasznalasaval [26] és a virtualis munka elv duél alakjanak fel-
hasznalasaval [28], hogy az alakvéltozasmezk kompatibilitasanak sziikséges és elégséges feltétele

13Gryakran nevezik a teljes kiegészit6 energia minimum elvnek
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harom alkalmasan vélasztott kompatibilitasi differencidlegyenlet és a kompatibilitasi peremfel-
tételek fennallasa. Az utobbi két tanulmany egyediili abban a tekintetben, hogy a vizsgalatok
vegyes peremértékfeladatra vonatkoznak.

Az eddig idézett tanulmanyok mindegyike egyszeresen dsszefiiggd tartomanyt tételez fel.

T6bbszorosen Osszefliggd tartomany, sikfeladatok és fesziiltségi peremfeltételek feltételezése
mellett PRAGER [44] kimutatta, hogy a MITCHELL féle feltételek [36], [18], vagy ami ugyanaz
a kompatibilitds makro feltételei, természetes peremfeltételek, amelyek a CASTIGLIANO elvbdl
kovetkeznek'*, PRAGER eredményét egymastol fiiggetleniil HU HAICHANG [19] és SZEIDL-VAN
GEMERT |[78] altalanositotta vegyes peremértékfeladatokra (az els6bbség HU HAICHANG—€). Ami
a haromméretd feladatokat illeti, fesziiltségi peremfeltételeket és tobbszorosen Osszefliggd tarto-
manyt tételezve fel MORIGUTI (38| és STICKFORTH [53| dolgozatait kell emliteni, megjegyezve,
hogy STICKFORTH nem ismerte MORIGUTI idézett cikkét. Az utdbbi két dolgozat sem adott
azonban megoldast a SOUTHWELL paradoxonra és a vegyes peremértékfeladatok esetét szintén
figyelmen kiviil hagytéak.

A szohasznalat egyértelmiisége kedvéért az alabbiakban allapodunk meg. A kompatibilitds
makro feltételein a tObbszorosen Osszefliggd tartomanyon sziikséges azon feltételek Osszességét
értjiikk, amelyeknek a kompatibilitasi (differencial)egyenleteken és peremfeltételeken tulmenden
— ezeknek mind egyszeresen, mind pedig tobbszordsen Osszefiiggd tartomanyon fenn kell allniuk
— teljestilniok kell. A kompatibilitds makro feltételeit két csoportba soroljuk attol fiiggéen, hogy
milyenek a peremfeltételek annak a zart feliileti gérbének a pontjaiban, amely mentén ezeket a
feltételeket tekintjiik. Ha a gorbe minden pontjaban fesziiltség elsirt, akkor a vonatkoz6é makro
feltétel nagybani kompatibilitdast feltétel. Ha a gorbének van legalabb egy olyan ive, amelynek
mentén elmozdulasok az adottak, akkor a vonatkozo feltételt (feltételeket ha tobb ilyen iv 1étezik)
kiegészitd kompatibilitasi feltételeknek nevezziik.

Kitiinik a fenti irodalmi attekintésbdl, hogy sem MORIGUTI [38], sem pedig STICKFORTH [53]
nem adta meg a kompatibilitas kiegészitG feltételeit.

Mikropoldris testre KOzZAK-SZEIDL [30] majd SzEIDL [57]| vizsgalta a tetszéleges fesziiltségi
allapot elsallitasahoz sziikséges fesziiltségfiiggvények szdmanak kérdését, valamint a fliggetlen,
sziikséges és elégséges kompatibilitéasi feltételek kérdését a klasszikus esettel azonos feltételezések
mellett, vagyis egyszeresen Osszefiiggs térbeli testre. Az [71] elSadas és az [61] tanulmany t6bb-
szorosen Osszefiiggd tartoméany és fesziiltségi peremfeltételek mellett a duél virtualis munka elv,
valamint a teljes kiegészitG energia maximum elv segitségével vizsgélta a kompatibilitasi feltéte-
lek kérdését és kimutattak, hogy az idézett elvek mindegyike biztositja a nagybani kompatibilitds:
feltételek teljesiilését.

A szerz§ ismeretei szerint a kiegészitd kompatibilitdsi feltételek kérdésével a vonatkozd szak-
irodalom mikropolaris esetben sem foglalkozott.

3. CELKITUZES: Haromméretd problémak és vegyes peremértékfeladatok feltételezése mel-
lett klasszikus és mikropoléris esetben is
(a) geometriai megfontolasokbol levezetni a kompatibilitas kiegészits feltételeit, tovabba
(b) igazolni formalis szamitasokkal, hogy a kompatibilitas vegyes peremértékfeladatok és
haromméretd test esetére vonatkozo kiegészits feltételei a teljes kiegészitG energia
maximuma elvbdl kévetkezd természetes peremfeltételek.

10.1.5. SzZEIDL-KO0zAK 31|, majd SzEIDL [59] foglalkozott elszor a mikropolaris rugalmas-
sagtan un. elsd sikfeladatanak dual rendszerével, illetve az egyenértékd variacios elvekkel. Ki-
mutattak, hogy az alakvaltozdsmezsk kinematikailag lehetséges voltanak sziikséges és elégséges
feltételei, kozottiik a tobbszorosen Osszefiiggs tartomanyon érvényes makrd kompatibilitasi fel-
tételek (jelen esetben a nagybani kompatibilitdsi feltételek) mind kovetkeznek a teljes kiegészitd
energia maximuma elvbdl, ha a peremfeltételek ugyanolyan természetiiek minden egyes zart
konturon, azaz vagy az elmozdulasok, vagy pedig a fesziiltségek vannak elGirva.

Ha az egyes kontirok paros szami ivre vannak felosztva, és az ivek mentén vagy az elmozdulas
vagy pedig a fesziiltség az elGirt, akkor tisztazatlan a kiegészitd egyértékiiségi feltételek kérdése,
bar valészintisithets, hogy ezek a feltételek is kovetkeznek a kiegészitG energia maximuma elvbdl.

A sz6hasznélat PRAGER szohasznalata, valojaban a teljes kiegészits energia minimum elvrél van szoé.
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A klasszikus sikfeladatok esetére ezt a kérdést, egymastol fiiggetleniil, HU-HAICHANG [19] és
SZEIDL-VAN GEMERT [78] vizsgélta (az els6bbség HU-HAICHANGE), akik megmutattak, hogy
valamennyi kiegészitG feltétel kivetkezik a teljes kiegészits energia maximuma elvbdl.

Tovabbi probléma, hogy nem ismeretesek az alakvéltozasi peremfeltételek, ha a kontir egy—egy
ivén érintGiranyu elmozduléds, normaliranya fesziiltség, vagy érintSiranyu fesziiltség, normalira-
nyu elmozdulas, illetve forgas vagy nyomatéki fesziiltség az elSirt az Osszes lehetséges eset alapul
vételével.

4. CELKITUZES: A kompatibilitdas kiegészitG feltételeinek levezetése a mikropoléris rugal-
massagtan elsd sikfeladatéara, ha egy kontir paros szamu ivre osztott és az iveken felvaltva,
vagy a fesziiltség, vagy az elmozdulas az eléirt, valamint az ismeretlen alakvéltozasi pe-
remfeltételek levezetése.

10.1.6. Bar szamos tanulméany jelent meg klasszikus esetben a sikrugalmassagtani feladatok
primél rendszerbeni megoldasarol peremintegralegyenletekkel (peremelem modszerrel) — lasd pl.
[46], (6], [83] vagy [21] — a palyazo ismeretei szerint alig talalhato olyan cikk a sikrugalmassagtan
szakirodalmaban, amely a dudl rendszer egyenleteit veszi alapul, azaz valos fesziiltségfiiggvénye-
ket tekint alapvaltozonak. Kivételt jelent JASWON, MATI és SyMM cikke 23]~ érdemes ehelyiitt
JASWON és SYMM kénnyebben hozzaférhet6 konyvére is hivatkozni [24] — amelyben az isme-
retlen biharmonikus fiiggvényt (valojaban masodrendii fesziiltségfiiggvényt) két ismeretlennek
tekintett harmonikus fliggvény segitségével, egyszeri réteg potencidljaként adtak meg a szerzdk;
az ismeretlen konturmenti forrasstiriiség meghatarozasara pedig alkalmas peremintegralegyenle-
teket vezettek le.

Els6rendii fesziiltségfiiggvények alkalmazasat sikbeli és térbeli feladatokra FRAEIJS DE VEU-
BEKE kezdeményezte [11], [12] egy 10j, a teljes kiegészit§ energia minimuménak elvén alapulo
végeselemes eljaras kapcsan, mivel a sima elsérendd fesziiltségfliggvények biztositjak a szaka-
szonként folytonos feliileti terhelés meglétét és ily modon lehetévé valt izoparametrikus elemeket
alkalmazni elsérendi fesziiltségfiiggvényekre.

Ha els6rendi fesziiltségfiiggvényeket alkalmazunk sikbeli feladatok megoldéséra, akkor a fe-
sziiltségek meghatarozasa a fesziiltségfiiggvények elsé derivaltjainak szamitésat igényli, ellentét-
ben az AIRY féle masodrendi fesziiltségfiiggvénnyel [2], ennek ismeretében ui. méasodik derival-
tak adjak a fesziiltségeket. Az els6érendd fesziiltségfiiggvény idézett tulajdonsaga vonzova teszi
ezeket a fliggvényeket a peremelemes alkalmazasok szamara, annak ellenére, hogy a nyomatéki
egyensuly fenntartasa egy tovabbi egyenletet igényel. Megjegyezziik, hogy az AIRY féle fesziilt-
ségfiiggvény alkalmazasanak rendkiviil bé irodalma van. A teljesség igénye nélkil emeljiik ki
ehelyiitt MUSZKHELISVILI és iskolaja eredményeit [39]. MUSZKHELISVILI felismerte, hogy az
AIRY féle fesziltségfiiggvényre vonatkozo megoldas két regularis komplex fiiggvény segitségé-
vel adhaté meg. Mivel ez a megoldas teljesiti a vonatkoz6 mezGegyenletet — a kompatibilitasi
egyenletet Airy féle fesziiltségfliiggvénnyel — egy adott peremértékfeladat megoldésahoz csak a
peremfeltételek kielégitését kell biztositani.

Az elsérendd fesziiltségfiigguények dudl rendszerbeni sikbeli rugalmasségtani feladatokban tor-
ténd alkalmazésa kapcséan szamos kérdés meriil fel. Tisztazni kell az elmozdulidsmezs egyérté-
kiiségének sziikséges és elégséges feltételeit, kiilonds tekintettel a vegyes peremértékfeladatokra
és a tobbszordsen Osszefliggd tartomany esetére. Meg kell keresni az elsérendi fesziiltségfiigg-
vényekre vonatkozo alapmegoldast (az duél alapegyenletek megoldéasat, ha a Dirac fiiggvény az
inhomogenitast okozo tag ezekben egyenletekben). Az alapmegoldas ismeretében mod nyilik a
SOMIGLIANA féle identitas [50] duél rendszerbeni analogonjanak felallitasara és ily modon az
agynevezett direkt'® modszer integralegyenletei is adodnak. Végezetiil szamitogépi programot is
érdemes kidolgozni a vonatkoz6 peremintegralegyenlet numerikus megoldasara.

A fentebb megfogalmazott kérdésekkel kapcsolatos az

5. CELKITUZES:
A sikbeli rugalmassagtani feladatok korében:

5Direkt modszerrsl beszéliink, ha a vonatkozo integralegyenletekben a test peremén vett egyes fizikai mennyi-
ségek az ismeretlenek.
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(a) az elmozdulasmezs egyértékiiségéhez sziikséges feltételek meghatarozésa a vegyes pe-
remértékfeladatok egy osztalya és tObbszorésen osszefliggd tartomény esetén az el-
sérendi fesziiltségfiiggvényeket és a merevtestszert forgast tekintve alapvaltozoknak
(olyan ismeretleneknek, melyekkel az dsszes tobbi ismeretlen kifejezhetd)

(b) az elsérendii fesziiltségfiiggvényekkel kapcsolatos elss és masodrendi alapmegoldésok
elGallitasa,

(c) a SOMIGLIANA identitas dudl rendszerbeni analogonjinaklevezetése és ezzel a direkt
modszer integralegyenletének felallitasa mind belss, mind pedig kiils§ tartomanyra,
tovabba

(d) szamitasi algoritmus kidolgozéasa, a megoldando lineéris egyenletrendszer tulajdonsa-
gainak vizsgalata, majd szamité program kifejlesztése és szamitasok végzése masod-
rend izoparametrikus peremelemek felhasznéalasaval.

10.1.7. Bar igen nagy azon cikkek széama, melyek a peremelem mddszer sikrugalmassdgtani
alkalmazasaival foglalkoznak — a teljesség igénye nélkiil emeljiik ki ehelyiitt a [84, 21, 49, 10, 9|
cikkeket, valamint a [3, 20| konyveket (az utobbiakban tovabbi hivatkozasok is talalhatok) — a
feladat kiils6 tartomanyokra torténé megfogalmazasanak mindeniitt az a hatranya, hogy nem
irhatok el§ fesziiltségek a végtelen tavoli pontban.

Ami az okokat illeti ismét hivatkozunk a [10] tanulmanyra, amelyben feltevést fogalmaznak
meg az elmozdulasmezd végtelenbeli viselkedésére vonatkozoan. A megfogalmazott feltevés mel-
lett lehetévé valik a BETTI formula felallitasa valamint a DIRICHLET és NEUMANN tipust pe-
remértékfeladatok unicitdsanak és egzisztenciajanak igazolasa. A feltevés ugyanakkor kizérja
az elméletbdl azokat a feladatokat amelyre nézve az elmozdulasmez6hoz konstans végtelenbeli
alakvaltozasmezd, kovetkezésképp konstans végtelenbeli fesziiltségallapot tartozik.

Szeretnénk hangsilyozni, hogy ezek a feladatok is megoldhatok a szuperpozicié elv {igyes
alkalmazésaval.

Ennek ellenére, felmeriil az a kérdés az értekezés 8. Fejezetében foglalt eredmények fényében —
eszerint a végtelenbeli fesziiltségi allapot duél rendszerben a formalizmus része —, hogy a végte-
lenbeli konstans fesziiltségéllapot leirdsahoz sziikséges tagok primal rendszerben is beépithetdk-e
a formalizmusba. Ezzel a kérdéssel fiigg Ossze a

6. CELKITUZES: amely annak megmutatasa, hogy az elmozduldsmezd végtelenbeli visel-
kedésére kirott alkalmas feltevés mellett primdl rendszerben is beépithets a végtelenbeli
fesziiltségi allapot a kiils6 tartomanyra vonatkozo6 formalizmusba.

10.2. Az elvégzett vizsgalatok és a kutatas modszere. A fentiekben megfogalmazott
célkitiizések, mint kutatasi feladatok megoldasa soran egyrészt elméleti ismeretek méasrészt nu-
merikus eljarasok alkalmazasara van sziikség. Az elméleti vizsgalatok elsGsorban a kontinu-
ummechanika és a rugalmassagtan ismeretét tételezték fel, de fel kellett emellett hasznalni a
matematikai analizis, az indexes tenzorkalkulus és a variacidészamitas modszereit és eszkozeit is.

A sikrugalmassagtan dual rendszerében kifejlesztett peremelem modszer a numerikus megol-
déasokban alkalmazhato. Az eljaras megbizhatosagat néhany szampélda illusztralja. A numerikus
szimulacio, tekintettel az erésen szingularis integralok pontos kiszamitasanak nehézségeire, az al-
goritmus alapos atgondolasat igényelte. A kifejlesztett programot Fortran 90 nyelven irtam, az
operéacios rendszer WinXX tipusi (Win98 és Windows NT) volt.

10.3. Eredmények.

1. Tézis: Megmutattam, hogy |klasszikus| (mikropolaris) esetben levezethetd az egyensulyi
egyenletek &ltalanos és teljes megoldasa — azaz a tobb zart feliilettel hatarolt testre érvényes
[SCHAEFER féle megoldas és a GURTIN féle megoldas is| (SCHAEFER féle megoldas) — a virtualis
munka elv altalanos primal alakjabol, ha ismeretesek az alakvaltozasmezdk kompatibilitasaval
kapcsolatos feltételek kozottiik a V' térfogati tartoméanyra vonatkozo [harom| (hat-hat) figgetien
kompatibilitasi egyenlet és az alakvaltozasi peremfeltételek.
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A tézishez kapcsol6do részeredmények:

(a)

(b)

(c)

A mellékfeltételek [harom|(hat-hat) fliggetlen mezdegyenletet tartalmaznak kovetkezdleg
tetszoleges fesziiltségi allapot megadhatd |harom|(hat-hat) fesziiltségfiiggvény segitségé-
vel. Ezzel megoldast nyert [a SOUTHWELL paradoxon dudlis parjal(a SOUTHWELL para-
doxon dudlis parja mikropolaris esetre). A gondolatmenet egyik eredménye [FINZI intuitiv
modon elért eredményének, miszerint a Hy; fesziiltségfiiggvény tenzor szabaly szerint ki-
valasztott harom eleme — ezek indexeit ap jeloli — zérusnak valaszthato|(KOZAK-SZEIDL
intuitiv médon elért eredményének, miszerint a Hy; és Fyf’ fesziltségfliggvény tenzorok
szabaly szerint kivalasztott harom-harom eleme — ezek indexeit 4p és Ié’ jeloli — zérusnak
valaszthato), fliggetlen igazolasa. Ugyancsak a gondolatmenet eredménye |KOZAK egyik
eredményének, miszerint a nem zérus elemek indexei pedig ugyanazok kell, hogy legyenek
mint a fiiggetlen kompatibilitasi egyenletek rg indexei| (KOZAK-SZEIDL egyik eredmé-
nyének, miszerint a nem zérus elemek indexei pedig ugyanazok kell, hogy legyenek mint a
fiiggetlen kompatibilitési egyenletek xy és ST indexei), fiiggetlen igazolasa.

Az S feliileten vett integralok hosszadalmas és nehéz atalakitasainak megadasa formalisan
is igazolta azt a természetes kovetelményt, hogy a fesziiltségeket ugyanigy kell szdmitani
mind a V-n, mind pedig az S—n.

A gondolatmenetet modszertani jelentGségii mivel mind klasszikus, mind pedig mikropo-
laris esetben eredményesen alkalmazhatonak bizonyult.

2. Tézis: [Klasszikus esetben modositottam és kiegészitettem| (Mikropolaris esetben meg-
konstrualtam) az egyensulyi egyenletek &altalanos és teljes megoldasat ado szabad varidcids elv
Sfunkciondljdt, és ennek specialis eseteként megadtam a mddositott teljes potencidlis energia funk-
ciondlt is. A gondolatmenet eredményeként megtalaltam a statikai kinematikai analogia hianyzo,
a vizsgalat targyat képzo6 test hatarfeliiletére vonatkozo egyenleteit is.

A tézishez kapcsoldodo részeredmények:

(a)

(b)

()
(d)

(c)

A szabad variacios feladat funkcionaljai nem tartalmaznak semmiféle ellentmondést (para-
doxont) a kompatibilitasi egyenletek és a fesziiltségfiiggvények szama tekintetében, mind-
ketts [hdrom| (hat), nem pedig |hat, mint ABOVSZKI1J, ANDREJEV és DERUGA [1] | (kilenc,
mint NOWACZKY [41]) kényvében.

A szabad variacios feladat funkcionaljai megengedik a vegyes peremfeltételek figyelembevé-
telét, hiszen a peremfeliilet — a teljes S feliilet — az S, és Sy jeld részekre bontott, és ezeken
kiilonb6z6 tipust peremfeltételek irhatok els. Ezt az teszi lehetévé, hogy a fumkcionédlok
értelmezési tartoménya az Sy—n értelmezett fesziiltségfiiggvényeket is tartalmaz.
Kiadédnak az elmozdulasmezd folytonossagéhoz sziikséges illesztési feltételek az Sy, és Sy
feltiletrészek kozos g hatargorbéjén.

A modositott teljes potenciélis energia funkcionélok stacionaritasi feltételébdl is kiadod-
nak, mint EULER egyenletek az egyensulyi egyenletek altalanos és teljes SCHAEFER altal
talalt megoldasai [48, 47|. A megoldas |csak harom| (csak hat) fesziiltségfiiggvényt tartal-
maz ha a mellékfeltételeket alkalmasan valasztjuk meg.

A statikai-kinematikai analogia hianyzo, és a test hatérfeliiletére vonatkozo egyenletei
megdrzik a mezegyenletek kapcsdn megfigyelt dualitast:

[ Klasszikus esetben az S;—n érvényes peremfeltételek az S, —ra vonatkozo két alakvaltozasi
peremfeltétel, valamint egy kiegészits feltétel dudlis pdrjai mivel [az elgbbi| (az utobbi)
feltételek azonnal megkaphatok [az utobbi| (az el6bbi) feltételekbdl, ha rendre [e—t és u—t
frunk H és w helyett|] (H—t és w—t frunk e és u helyett). Mivel az emlitett kiegészits
feltétel nem fiiggetlen az alakvaltozasi peremfeltételektsl dualis parja az Sy szintén nem
fiiggetlen az elss két peremfeltételtsl. |

( Mikropolaris esetben az S;y—n érvényes két peremfeltétel az S, —ra vonatkozo két alakvalto-
zési peremfeltétel dudlis pdrja mivel |az el6bbi| (az utobbi) feltételek azonnal megkaphatok
[az utobbi| (az elgbbi) feltételekbdl, ha rendre |, k-t és u, -t irunk a H, F' kiilonbségek
és w,r helyett] (H, F kiilonbségeket és w, r—t irunk ~, x és u, ¢ helyett). )

3. Tézis: |Klasszikus| (Mikropolaris) esetben megmutattam, hogy a teljes kiegészité energia
maximum elv tObbszdrosen Osszefliggs térbeli tartomany és a vegyes peremértékfeladatok egy
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tag osztalya esetén biztositja az Gn. kiegészitd eqyértékiiségi feltételek fennallasat. Béar a vizsga-
latokat csak egy haromszorosan Gsszefiiggd térbeli tartoméanyra végeztem el, ezt a tartoméanyt az
értekezés 5.1. abraja szemlélteti, a gondolatmenet 1épéseiben ez a koriilmény nem jatszott olyan
mértéki szerepet, hogy ne lehetne azt megismételni négy, vagy tObbszorosen 6sszefiiggd térbeli
tartomany és azonos jellegii vegyes peremértékfeladatok esetén.

A kiegészits egyértékiiségi feltételeket geometriai megfontolasokbdl is leszarmaztattam. Mi-
vel ezekben a megfontolasokban nem jelenik meg az anyagegyenlet, a kiegészité egyértékiiségi
feltételek fizikailag nemlineéris, de geometriailag linearis feladatokra is érvényesek.

4. Tézis. Megmutattam a mikropolaris rugalmassagtan elsé sikfeladata esetén is, hogy a
kompatibilitas tgynevezett kiegészits feltételei a kiegészitd energia mazimum elvbdl kovetkezs
EULER egyenletek kozott szerepelnek, ha tobbszorosen Osszefliggs a tartomany. Ezeket a feltéte-
leket kell felhasznalni a fesziiltségi peremfeltételek integralasa soran kapott integracios allandok
szamitasara.

Az egyszeresen Osszefiiggd tartomanyon tekintett 6t vegyes tipusi peremértékfeladatra is meg-
hatdroztuk az alakvaltozasi peremfeltételeket, valamint a kompatibilitas kiegészits feltételeit. '

5. Tézis: A klasszikus rugalmassagtan sikfeladatai esetén dudl rendszerben meghataroztam az
elmozdulasmezd egyértékiiségének feltételeit tobbszorosen Gsszefiiggd tartomény estén a vegyes
peremeértékfeladatok azon osztalyara, amikor az egyes peremgorbék (konttrgérbék) paros szamu
ivre vannak felosztva és az iveken valtakozva fesziiltség, illetve elmozdulés az elGirt. Meghata-
roztam tovabba az elsérendi fesziiltségfiiggvényekkel és a merevtestszertd forgassal kapcsolatos
alapmegoldast és ennek birtokdban a fesziiltségi tenzorra, valamint az alakvéltozasi tenzorra
vonatkozo6 alapmegoldésokat, tovabba az tigynevezett masodrendi alapmegoldast.

Az alapmegoldésok ismerete tette lehetévé az alabbi feladatok megoldasét:

(a) Az |A; belss| (A. kiils) tartoméannyal kapcsolatos dual SOMIGLIANA képletek, valamint
a tartomanyok bels§ pontjaiban a fesziiltségeket megado formulak levezetése. Ezek koziil
a mésodik dudl SOMIGLIANA képletek, a direkt mddszer integralegyenletei.

(b) Algoritmus és szamitoé program kidolgozasat a belsé és a kiils6 tartoményra vonatkozo
peremértékfeladatok megoldasara kvadratikus peremelemek felhasznélasaval, toviabba an-
nak igazolasat, hogy a megoldand6 linearis egyenletrendszerben szereplé rendszermétrix
formulaival elkeriilhets az erésen szingularis integrélok valamilyen integralformula alapjan
torténd szamitasa.

6. Tézis: Levezettem a klasszikus rugalmassagtan sikfeladataira primdl rendszerben a kiilsé
tartomanyra vonatkozo és a végtelen tavoli pont fesziiltségallapotét tiikkrozs, plusz taggal modosi-
tott SOMIGLIANA formuldkat és meghataroztam hogyan modositja a tartomany belsé pontjaiban
a fesziiltségeket add képletet a végtelen tavoli pont fesziiltségallapota. A kapott Osszefliggések
révén a végtelenbeli konstans fesziiltségéllapot is részévé valik a kiils§ tartomanyra vonatkozo
formalizmusnak.

10.4. Az eredmények hasznositasanak lehetségei. A 10.3. Eredmények cimi szakasz-
ban ismertetett eredmények
egy része

— a kontinuummechanika és rugalmassagtan terén elért 1 elvi eredmény (ehelyiitt az egyen-
sulyi egyenletek altalanos és teljes megoldasanak szarmaztatasaval kapcsolatos eredmé-
nyekre — 1. Tézis — a dudl rendszerben megkonstrult variaciés elvekre és a statikai-
kinematikai analogidnak a test hatarfeliiletére torténd kiterjesztésére — 2. Tézis —, illetve
a kiegészit6 egyértékiiségi feltételek varidcios elvbdl illetve geometriai megfontolasokbol
torténd levezetésére, valamint egyes hidnyzo6 alakvéltozasi peremfeltételek elGallitasara —
3. és 4. Tézisek — gondol a szerzd),

masik része pedig

164 ebben a mondatban foglalt eredmény kozos felerészben Némethné Ivan Ildikoval.
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— a peremelem modszerhez kot6dé eredmény (ehelyiitt a peremelem modszer duél rendszer-
beni sikfeladatokra torténd elGallitasara — 5. Tézis — és a primal rendszerben mar meglévs
egyenletek kiils6 tartomany esetére vonatkozo modositasara — 6. Tézis — utal a szerzd).

Az eredmények hasznositasa, figyelembe véve, hogy azok jelentés része elvi jellegi, elsGsorban
a kontinuummechanika és a peremelem moédszer teriiletén végzett kutaté munkaban, valamint
az oktatasban illetve a tovabbképzésben varhato.

Hasznositasi lehet&ség kinalkozik tobbek kozott

— az egyensulyi egyenletek altalanos és teljes megoldasa leszarmaztatasat illetGen specié-
lis feladatok (pl. héjakkal kapcsolatos feladatok) esetén, hiszen az értekezés vonatkozo
eredményei modszertani jellegtiek is,

— végeselemes programok kifejlesztésében, ha az algoritmus a teljes kiegészit§ energia staci-
onaritasi voltan alapul, hiszen véalaszt kaptunk arra a kérdésre, hogy nem kell el6re figye-
lembe venni az egyértékiiség tobbszorosen Osszefiiggd tartomanyra vonatkozo potlolagos
feltételeit,

és végiil
— a kereskedelmi céli peremelemes programok fejlesztésében, illetve az tn. peremkontur

modszer duél rendszerbeni kidolgozasaban. Az utébbi feladat megoldésat illetGen utalunk
a kovetkezo szakaszban idézett legels6 publikiciora.

10.5. Az értekezés témakorében késziilt legfontosabb publikaciék felsorolasa.
Konyvrészlet idegen nyelven:

1. Szeidl, Gy.—-Szirbik, S.: Boundary contour method for plane problems in a dual formulation
with quadratic shape functions, Chapter 14 in New Developments in the Boundary Element
Method edited by V. Kompis, Springer-Verlag, 2002, pp. 209-232.

Szakcikk idegen nyelven:

2. Kozak, [.-Szeidl, Gy.: On the field equations and boundary conditions of dual systems in
micropolar theory of elasticity, Bulletins for Applied Mathematics, XLIII, (1986), 212-226.

3. Szeidl, Gy.: On Derivation of Stress Functions in Micropolar Theory of Elasticity, Acta
Techn. Hung., 104(1-3) (1991-92), 277-296.

4. Szeidl, Gy.—I. van Gemert: On Mitchell’s Conditions for Plane Problems in FElastostatics,
Acta Mechanica, 93(1-3), (1992), 99-118.

5. Szeidl, Gy.—Kozak, I.: Complete Solution for Stresses in Terms of Stress Functions, Part
I, Derivation from the Principle of Virtual Work, Technische Mechanik, 16(2), (1996),
147-168.

6. Szeidl, Gy.—Kozék, 1.: Complete Solution for Stresses in Terms of Stress Functions, Part
II, Modification of Variational Principles, Technische Mechanik, 16(3), (1996), 197-208.

7. Szeidl, Gy.—Ivan, I.: Macro Conditions of Compatibility and Strain Boundary Conditions
for Some Mized Plane Boundary Value Problems of Micropolar Elastostatics, Publications
of the University of Miskole, Series D, Natural Sciences, Mathematics, 36(2), (1996), 35—
45.

8. Szeidl, Gy.: Compatibility Conditions for Mized Boundary Value Problems in Micropolar
Theory of Elasticity, Publications of the University of Miskolc, Series D, Natural Sciences,
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Mechanik, 17(3), (1997), 245-262.

10. Szeidl, Gy.: Boundary Integral Equations for Plane Problems — Remark to the Formulation
for Exterior Regions, Publications of the University of Miskolc, Series D, Natural Sciences,
Mathematics, 40(1) (1999), 79-88.

11. Szeidl, Gy.: Kinematic Admissibility of Strains for Same Mized Boundary Value Problems
in the Dual System of Micropolar Theory of Elasticity, Journal of Computational and
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A. FUOGGELEK

A.1. Altalanos egyenletek.
A.1.1. J6l ismert, hogy

(A.1.1) €pre™ = o = 5155; — 6}5; .

A felbontasi tétel szerint barmilyen dj,, tenzor megadhat6 a

(A.1.2) dip = dip) + dip)

alakban, ahol d(;,) és d;, a tenzor szimmetrikus és ferdeszimmetrikus részei:
(A.1.3) d(lp) = (dlp + dpl)/2 és d[lp] = (dlp — dpl)/Q.
Nyilvanvalo, hogy fennall a

(A.1.4) i) = €1pre™ dst /2

egyenlet.

A.1.2. A d’flm tenzor s index szerint vett d*

"m:s Kovarians derivaltjat a

(A15) dl?lm;s - d?lm,s + Fpksdplm - Flfdkpm - F;?Lsd]?lp
képlet értelmezi, ahol
(A16) I‘p’; = hm .gs

a masodrendd CHRISTOFFEL szimbolum. Az (A.1.1-A.1.6) egyenletek barmilyen gorbevonalt KR-ben
fennéllnak.
A.1.3. Az § feliileten

(A.1.7) bop(&) = I‘jﬂ =a,ps-a’ és Vy(§) = T4 =azp-a" £e S
a nem azonosan zérus CHRISTOFFEL szimbolumok, mig
(A.1.8) Ifi=Tg=T%=0. €8

Itt bagp és bg a gorbiileti tenzor kovaridns és vegyes indext alakjai.
A1.4. A d’flm tenzor S feliileten vett kovarians derivaltjat a

(Alg) dl?lm;a(g) = dl?lm\a(g) - d].clm,a + Fplzdz.)lm - Flidl?pm - F'nﬁadl.clp g €S

egyenlet értelmezi. A d’?lm tenzor d’&u; dBA;ﬁ ... d%55 részeit, ezek mindegyikét az S feliileten tekintjiik,

harmad-, masod-, elsé és zérusrend altenzoroknak nevezziik. A d”,  altenzor feliileti kovaridns derivéaltjat
a

(AllO) d’?)\,uncr(g) = d’?Au,a + F:adt)\u - Ffadir;t - F;Zrad’.i)\w g €S

képlet értelmezi. Az (A.1.10) és (A.1.7) képletek (A.1.9) Osszefiiggésbe torténd helyettesitésével kapjuk,
hogy

(Alll) d".i)\u;a(g) = d’?k;da(g) = d?k;t”a - bgd?.’k;t + bAUd’?i%;t + bltlfd".ik?) . g €s

A fenti egyenletet olyan szabalynak vessziik a tovabbiakban, amely Osszefiiggést teremt a feliileten vett és
feliileti kovarians derivaltak kozott. Vegyiik észre, hogy a &3 valtozasa nincs hatassal a N ullo derivaltra.

A.1.5. Legyen s%; egy elegendGen sima tenzormezs az S feliileten. Az (A.1.10) Osszefiiggés felhaszna-
laséval igazolhato, hogy

(A.1.12) $%lox — STaae = —5 3R %ox — $TR7gon §es
amelyben
oIy orz%
i BA BY T v v
(A113) R-Bﬁ)\ = W — axA +F19VF,3/\ — Fi‘wfﬂﬂ § E S
a feliilet RIEMANN-CHRISTOFFEL tenzora. Ugyancsak igazolhato [8], hogy
(A.1.14) Rfﬁﬁ)\ = bybgn — bYbgy # 0. £EesS

Tekintsiik szabéalynak az (A.1.12) dsszefiiggést és alkalmazzuk azt az u; elmozduldsmezs kovarians deri-
valtjai esetén. Ekkor irhato, hogy

(A.1.15) Ul|pr — Uk|ap = U, (bem\ — be,@u) Ee s
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és
(A.1.16a) (u/\HH)ku — (UAH"&)HWT = beM(ul,”/\ — U)\||D) , e s
(A.1.16b)  (esx —u3|n)jnp — (e3x —ug\)jue = (€30 — ugp)(bibrn — b bax) §es

ahol figyelembe vettiik az (A.1.14) képletet is. Az (A.1.15) és (A.1.16a,b) Osszefiiggések szerint nem
cserélhet6 fel a feliileti kovaridns derivalasok sorrendje. Nem nehéz igazolni, hogy
(A.1.17)

bagix — baxs =0, vagy mas alakban 30 bagr =0, illetve hogy 30 bg”/\ . EeS

A fenti egyenletek MAINARDI-CODAZZI képletek néven ismertek [8].
A.1.6. Zérus értékiiek a metrikus tenzorok, valamint permutacios tenzorok kovarians derivaltjai. Ez
azt jelenti, hogy

A1.18 Grs =0, g™ =0; 65, =0 €ms=0; £ =0 z€V
5 L.38 Iim 5 ...38

és hogy

(A.1.19a) Uprlo = rre = 0; af“fla = al»“flla =0; 52Iu = 52”# =0. ces

(A.1.19Db) €xx3le = Exrzflo = 0; e_”_pﬁg = e_Tr.p_BHU =0. e s

A.1.7. Tekintsiik a d¥, , (x) ¢™(z) x €V szorzatot. Nem nehéz igazolni a GREEN-GAUSS tétel (cf.
KELLOG [25]) felhasznalasaval, hogy fennall az

(A.1.20) / dF e AV = / nad®,, ™ dA — / ¥, M dV
|4 S 14

egyenlet. Az utobbi képlet a parcialis integralas szabaly térfogati integralok esetén.

A.1. abra.

A.1.8. Legyen az S, egy tetszlleges, az iranyitott g, gorbe altal hatarolt feliillet. Ami az iranyitést
illeti igy valasztjuk meg a pozitiv haladasi iranyt a g, gérbe mentén, hogy a 7,,n3 és v, vektorok — v,
a g, gorbe érintésikban fekvs normalisa — jobbsodrati vektorharmast alkossanak (ha a pozitiv iranyban
haladunk, akkor baloldalon fekszik a feliilet). Megmutathato a STOKES tétel felhasznalasaval, hogy

(A.1.21) / n363"“bal'|ncldA:y{ b, cm-“dsf/ nge?’"o‘balvc”ndA.
So o SO

A.1.9. Megmutathato a feliileti és vonalintegralok kozotti kapesolatot addo GREEN tétel felhasznélasa-
val (cf. MASON [34]), hogy fennall a

(A.1.22) /Sb/_’”,]qu=]{ an/?czds—/s by’ cujy dA
o 9o o

egyenlet. Ha zart az S, feliilet, akkor elttinnek az (A.1.21) és (A.1.22) képletekben 4ll6 vonalintegralok.
A.1.10. Legyen a V! a g, gorbén vett vektormezs. A

(A.1.23) ?{ Tnbl.mcl ds:y{ 7! cip ds, valamint a ?{ T"bﬁmcxdsij{ TnbACAHndS

o o Yo o

képletek a g, gorbén vett integralok atalakitdsanal hasznosak.
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A.2. Atalakitasok az 1. Fejezethez.
A.2.1. Kinematikai dsszefiiggések. A " merevtestszert forgast az

o1

(A21) 507 = 5 Erét Ut;s reV
egyenlet értelmezi. A —ey,, tenzorral torténd atszorzassal és az (A.1.1) képlet helyettesitésével a fenti
egyenletbdl a

1
(A.2.2) —€prp” = B} (uisp — upyt) = upp) = p - reV
osszefiiggés kovetkezik, ahol €y a forgato tenzor. Az (A.2.2) Osszefiiggést és a (1.1) kinematikai egyenlet
is felhasznalva irjunk -t dj, helyére az (A.1.2)-ban:

(A.2.3) Upp = €lp — eplrcpr =ep+ le . reV

Mivel €"5%ug,s = 0 az (1.1) Osszefiiggésre is tekintettel az (A.2.1)-b6l kovetkezik, hogy
: 1, ,

(A.2.4) 907.;q =3 6mt(ut;qs + Ugits) = et Ctg;s - zeV

Ha most atszorzunk ep,-el és kihasznaljuk (A.1.1)-et az (A.2.4)-bdl kapjuk, hogy:
(A.2.5) eplﬂp?f;p = €ig;p — €pgit = Qipiq - reV
A.2.2. Az IB| integrdl — ldsd az (1.22)1 szdmi képletet — dtalakitdsa. Ez a kévetkezs lépésekkel
hajthato végre:
(a) A AB!-t ado (1.6) dsszefiiggés jobboldalanak helyettesitése és parcialis integralasok végrehajtasa
a vonatkozo és szabalynak vett (A.1.20) képlet felhasznalasaval;
(b) Az (A.2.3) felbontasi tétel helyettesitése az u;., gradiens tekintetében és parcilis integralas vég-
rehajtasa az ¢"-t tartalmazo tag esetén.
(c) Az (A.2.4) Gsszefiiggés helyettesitése o', -ra nézve, majd parcidlis integralasok végrehajtésa azon
tagok tekintetében melyek tartalmazzik az e;q.), és epq gradienseket.

Az (a), (b) és (c) lépések végrehajtasa és néma indexpéarok alkalmas atnevezése utan az

(A.2.6) B, = - / (g"B',, + ¢"B", — g" B"}) e dV + / nsa® B! up dA + 15,
14 S

eredményt kapjuk, ahol
(A.2.7) 5 = - /S n3 a®? Bleys® dA + /s(n3 a*1Bley, — nz aP?Be,,) dA.

Az I3, integral végleges alakjanak elsallitisa az I, feliileti integral atalakitdsat igényli. Az atalakitas
soran fel kell hasznélni a

1
3 l s l skv
(a) ns a’P B’ €p1s p° =nga® B ey € 5 Uvik
(b) . 3qu o quS _ qul skvl ( + )
nsa €lq nsa Epg = N @ €pls € B Uy;q Ug;v
és
rab
(c) NpUig — Nqlok = Ekgr € Mg Unsh

osszefiiggéseket. Ezek helyessége konnyen belathato, ha figyelembe vessziik az (A.1.1), valamint az
(A.1.19a) és (A.1.19b) képleteket.

Az (a) és (b) (A.2.7)-be torténd helyettesitése, alkalmas atrendezéssel tarsulva, lehetéve teszi a (c)
kihasznalasat:

1 1
15, = 5 /S aquleplseSk”(nkumq — NglUyk) dA + 3 /Snk aquleplseSk”qu dA.
Figyeljiik meg az eredményiil kapott integranduszok mindegyike tartalmazza az elmozdulasmezé gradi-
ensét. Az atalakitas befejezése a parcialis integralas (A.1.21) szabalyanak alkalmazasat igényli. Az a
cél, hogy az elmozdulasmezdben linearis tagokat kapjunk. Az integralds soran tekintettel kell lenni az
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(A.1.18), valamint az (A.1.19a) és (A.1.19b) képletekre és nem szabad elfeledkezni arrol sem, hogy most
zart az S feliilet. Az utébbi lépéseket végrehajtva

1 1 -
(A28) Ifl - 75 / ns 52(1?(] eplsesuy eque’l“ab Bl,b Uk dA — 5 / ns 53 apqepls€Skal;Uuq dA
S S
= / ns (aqu:?q - ang’fk)ul dA
S

az eredmeény, ha kihasznaljuk az (A.1.1) azonossagot.
A.2.3. Az IZ, integrdl — ldsd az (1.22)2 szdmii képletet — dtalakitdsa. Ez az atalakitas nagyon hasonlo
az I{fl integral atalakitasahoz és igy csak tobb lépésben hajthato végre. A lépések pedig:
(a) Az (1.8) osszefiiggés jobboldalanak helyettesitése a AAW-re nézve és az els§ parcialis integrélas
végrehajtasa;
(b) Az (A.2.3) felbontés helyettesitése és a ¢"-t tartalmazo tagok parcialis integralasa;
(c) Az p",-t ado (A.2.4) képlet helyettesitése majd az ejn,q-t és egny-t tartalmazo tagok integralasa.

A néma indexparok alkalmas atnevezése és az ezt kovets atrendezés az
(A.2.9) [{y = — / (gqu\I/l;q + glqA\Iﬂ;;q - gpqgml\lﬂfkmq) ep dV + / n3 agqamnA‘IIl;q urdA + 1%,
1% s

eredményre vezet, ahol

3

(A.2.10) 152 - = /S n3apqa3m‘lll»;mqeplssasd*4 + /S(n3a3qamn\pl;mq €in — n3apqamn‘113mq epn)dA'

Az I, integral végleges alakjanak elGéllitas az I%, feliileti integral atalakitasat igényli. Nem nehéz
megmutatni, hogy
1

pq ,3magyl s __ pq ,mn.yl suv
(d) nz alla”mV" o epls ©F = np aPlamMVT e € 5 Uosu
és
3q ,mn,l pq ,,mn gyl _ pq ,,mn gyl suv —
(e) nza*da™"W e —nzaa™ VL epn =1y, aa™MV L eprs € (Upin, + Unsp) -

2
A (d) és (e) felhasznalasaval kapjuk, hogy

1 . 1 )
IAB2 =3 apqam"\Ill‘;mqeplseé“”(nuuvm — NpUyyn) dA + 5 nua”qam”\I’l‘;mqeplsew”un;v dA.
s s

Irjuk az €.un€ *nyu,, kifejezést a zarojelben 4llo tag helyére és ismételjiilk meg az (A.2.8)-ra vezets
gondolatmenetet. Ily moédon az

(A211) IF, = f%/

. 1
3 mnyl suv rab 3 mnqyyl suv
i n30,al?a™" W epis€”" €rune Cuy dA — 3 : n36,alla™" W’ epis€® un dA

= / ng(alqA\I/?;q - aSqaml‘Iﬂikmq)ul dA
s

eredményre jutunk.

A24. Az 1 ng integrdl dtalakitdsa — ldsd az (1.33) egyenletet. A variacios elvekkel kapcsolatos egyes
atalakitasok kedvéért — a jelen és a kovetkezs két szakaszban azt tételezziik fel, hogy nyitott a feliilet —
a részleteket illetGen az A.1. abrara utalunk. Az atalakitasok soran felhasznéljuk

— az

(A.2.12) nze" BBy g Hyos = 0, £es

(A.2.13) ngennge/\ﬁSU[/\|K]bmgH33 =0 f es
és

(A.2.14) n3€Kn3€)\193U[A|H]bgﬁn19 =0 e S

azonossagokat, ahol az utobbi ketts az

m73€)\193€>\l{3903Hm9;3 = 7619n3g03Hm9;3 =0 EesS

3 _A93
"M e U[)\‘H]ng;g =€

egyenletbdl kovetkezik, ha b,s-t, illetve I:Img—t gondolunk I:Img;g helyett,
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— aZz
(A.2.15) n3e B3 (B e — B3 ta)) Hyo = nse™ (=623 YugbGHyy =
(A216) = n3€'€n36a63€g,\3€ﬁ)\3ua‘Rbgﬁmg = nge”"‘g’e}‘%ukmbgﬁny Ees

atalakitast, amely az (A.1.1) felhasznalasaval és az A\,  — «, §, illetve az ¥, A — v, indexcse-
rékkel ellendrizhetd,

valamint

— a

(A.2.17) —/ n3e"’736)"93u>\‘,{”191:[,73d14:/ nge'm3e)‘"93u>\‘,{lzln3”19d14+
So So

—l—j{ TL3€H”37')\U)\‘,{H»,73 ds

o

és a

(A.2.18) —/ N36K7736)\193(U3‘,{)H)\]:[m9d14:/ N3€Hn3€/\ﬂSU3|HI~{mg”)\dA—
So So

—j{ nge””?’r"u;gmng ds

o

egyenleteket — ezek az (A.1.22) GREEN tétel segitségével ellendrizhetSk — valamint a
(A.2.19) =y feg,

Osszefiiggést nem feledkezve meg arrol, hogy ns = 1.

Adjuk az (1.33)-ban allo elsS integral integranduszahoz a zérus értékid (A.2.12) kifejezést, a masodik
feliileti integral integranduszahoz pedig az ugyancsak zérus értékd (A.2.13) és (A.2.14) kifejezéseket. Ez
lehetévé teszi az (A.2.15), (A.2.17) és (A.2.18) képletek helyettesitését. Az ezt kovets atrendezés az

(AQQO) IiSU = 7\/ n3€l{n3€Aﬁ3uA|Kﬁ7ﬂ9§3 + / n3€l{n3€Aﬁ3uMn(ﬁn3”ﬁ o bnﬁﬁSS + bgﬁny)dA+
So So

+/ 7136'{"36/\193U3|H(I:[mg”/\ - bn,\f{33 - bﬁ,\f{ng)dA

o

+7{ N3€Hn37'19(u19‘,{[~{773 — Ug‘,{gnﬁ) ds

o

eredményre vezet, ha kihasznaljuk az

n3€l{n3€/\ﬁSU3MbﬁHﬁn3 = nge”"BeA%um,@bmﬁw EesS
azonossagot. Az (A.1.11)-bol kévetkezd
ﬁn3;19 = ﬁ[n3|w - bm?ﬁ&% + bgﬁnu, £Ees
Hpon = Hyypyn — byaHzs — boxHyps §es

képletek masodik és harmadik feliileti integralba tortén beirasa és az ezt kovets atrendezés lehetévé teszi
a STOKES tétel alkalmazasat a harom integral dsszegére nézve:

3 _AN93[/ 17 r7 r7 3 1ld ]
—/ n3e™ e [(Hyp.z + Hyz.o)ux.s + Hyxous)n] dA = —/ nze™ e Puy . Hyg.p dA =
S,

o

= —/ n363"”eldend;pKul dA—?[ T"eld”Hnd;pul ds .
So

o

Visszahelyettesitve ezt az eredményt az (A.2.20) képletbe, azt kapjuk, hogy

(A221) I, = —/ n363”"eld”ﬁ[nd;p,§ul dA —l—j{ N3€Hn37'19(u19‘,{[~{773 — ug| Hyy) ds—
So o

- % T”eldend;pul ds.

o

Ha zart a feliilet, azaz S, = S, akkor elttinik a vonalintegral és a fenti képlet az (1.35) alakra egyszertisodik.
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A.2.5. Az I integrdl dtalakitisa— ldsd az (1.34a) egyenletet. Ha felhasznéljuk

— az
6'{"36/\193(71)26,\,{ + b eqr)Hyy = €33 (e4,0b7 — blery)Hy, =

= e’“73e’"353‘fe,\,ib§Hny = e’“73e)”93€m3e”36>\,{bemj = e'“73e)”936,\,1b1’§Hm, Ee s

atalakitast —ez az A — 7, § — o0, ¥ — v indexcserékkel, valamint az (A.1.1) képlet segitségével
ellenérizhetd,
— az (A.1.11)-bdl kévetkezs
ErAlld = €rAlo T broe3x + broeys §es
egyenletet
és végezetiil
— az
(A.2.22) / nge“"3eA"93e3H||AI:In19dA = —/ ’n36m736)\19363,€f{m9”)\d14 +7{ ’Il36m737'1963,§f{mg ds
So So Jo
és
(A223) / Tl3€ﬁn3€)\193€)\,£”19ﬁn3d14 = 7/ n3enn3€)\ﬁ3€)\,{ﬁn3”gdfl+% Tl3€ﬁn3T)\€,\,iHn3 ds
So So o

integralatalakitasokat — ezek a GREEN tétel, valamint az (A.2.19) képlet felhasznalasaval ellen-
6rizhetdk,

akkor az (1.34a) egyenletbdl azt kapjuk, hogy

(A.2.24) IiSE = / 77,36'{"36/\193[6,\,{(]7{"19;3 — HTI3||19 —+ bmgf{33 -+ bﬁl,f{m,) —+ egAb,ﬂan3+

o

+ eSn(*HnﬂH)\ + bn/\HﬁS) + enA;Sﬁnﬁ + en3|)\ﬁm9 + enAWﬁnS] dA

+% ngéﬁnS(Tﬁ€3,{Hn19 — T)\E)\,{Hn;g) ds.

o

Kovetkezik az (A.1.11) derivalasi szabalybol, hogy
Hooyn = Hygpx +byaHzg + boaHys §es

Hyzo = Hysjo + byoHss + b5 Hy, . ces

A fenti két egyenlet (A.2.24)-be torténd helyettesitése, majd az ezt kovetd és alkalmas indexatnevezésekkel
tarsuld atrendezés az

(A.2.25) IFE = / N3€Hp3€/\03[—f{)\ﬁem9;3 + f{)\ﬁepg;ﬁ + ffg,.iepg;)\

o

+ffm;36m9 - f{,\,{w@pz& - f{Sn\/\epﬂ] dA

+7{ TL3€H”3(T1963,€H»,719 — T’\eMHng) ds

o

eredményre vezet. Felhasznédlva a STOKES tételt irhatjuk, hogy

A.2.26a nge™P33 Hy e 39 dA = nge™3ANBH, . pe s dA + TA"P3H, e 3 ds
S P3| [9Cp p

és

A.2.26b nge™3N3 Hape oy dA = nge™PP NS Ha, ey dA — 7€ P Ha e ds .
S pY| s [ACp p

Az (A.2.26a,b) képletek (A.2.25)-be torténd helyettesitésével az 17y, integral az

(A.2.27) IfE = / N3€Kn3€A193(—I~{AK6p19;3 + I:[,\K;gemg) dA.
alakra egyszertisodik. Figyeljik meg, hogy torlik egymast a vonalintegrélok.
Ha zért a feliilet, azaz S, = S akkor a (1.37) egyenletet kapjuk.
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A.2.6. Az I} integrdl dtalakitdsa — ldsd az (1.34b) egyenletet. A GAUSS tétel kétszeri alkalmazésdval
és alkalmas indexatnevezésekkel az

(A.2.28) I = Lg + I3,
képlet adodik az (1.34b) egyenletbsl, ahol

(A.2.29a) I = / PRI g prerns AV
v
és
(A.2.29b) IQSE = / 713,6"“”36“1’(eps;lef€ —epsHipp) dA.
s

Ami a feliileti integralt illeti érdemes szétvalasztani azokat a tagokat, amelyeknek €/°P az egyiitthatoja.
Elemi atalakitasokkal kapjuk, hogy

(A.2.29C) IﬁgE = / N36Kp3€/\193[H,\,€6p19;3 — H,\Kep3;19 — H3K€p19;,\ — H,\K;gepg + H/\H\ﬁep3 + HSH\/\epﬂ] dA.
S

Az utobbi integral (A.2.25)-el valo egybevetése lehetvé teszi az (A.2.25)-bsl (A.2.27)-re vezets gondo-
latmenet megismétlését. Az atalakitasok utan az

(A.2.30) IgE = / nge”pge’\ﬁg(H,\Kepg;g — Hyx3€0) dA —l—j{ n3€ﬁp3(TﬁH3H€m9 — T)\HH)\epz;) ds .
eredmény kovetkezik. Figyeljiik meg, hogy a feliilet most is nyitottnak vett.
Ha zért a feliilet, akkor S, = 9, és eltiinik a vonalintegral. Maga az (A.2.30) egyenlet pedig az

(A.2.31) IQSE = [Snge'ﬁp%)‘%(H,\ﬁepﬁ;g — H)\,{;;gepqg) dA

alakra egyszertisodik.
Az (A.2.29a) és (A.2.31) (A.2.28)-ba torténd helyettesitése (1.38)-at adja.

A.3. Atalakitasok a 2. Fejezethez.

A.3.1. A 611§ integrdl dtalakitdsa — ldsd a (2.14d) és (2.19)2 egyenleteket. Hagyjuk el azokat a tago-
kat melyben megjelenik a 5[9},3 variacio és helyettesitsiik, felhasznalva a (2.20) és (2.24) képleteket, a
T"Gldpéfﬂ,d;p és Tﬁéfimg szorzatokat a (2.19)2 stacionaritési feltételbe. Kapjuk, hogy

5HH2G = }{n3e”“737'"9 (ug),e — Us|i) 67—2,719 ds + %ngr"eldp 57:[nd;p(ul — 1) ds =
g g

d 6w . R . dort
= ierm?»(# + Tﬂen%(s?’g)(umm - UB\H) ds — ]g(uz — 1) ds

ds =0,

hiszen n3 = 1.

Az €"3¢,95 = —0% Osszefiigges felhasznéldsa és parcialis integraldsok végrehajtasa az (A.1.23); alapjan
a (2.25) egyenletre vezet.

A.3.2. A (2.28b) integral dtalakitdsa. A parciélis integralas (A.1.21) alatti formulaja és a

6“7736””1&,@;51, =0 e S
azonossag felhasznalasa alapjan irhatjuk, hogy
(A'3~1) Higt (Ul) = Iigt + IIG - 7/ nSenngeldp(fﬂnd;p“l;n + f’qndun;lp)dA B %Tneldpﬂnd;pﬁld&
S, g
ahol az It és az IC a feliileti és vonalintegralt jeldli. Az (A.1.3) felbontési tétel és az (1.1) kinematikai
egyenlet szerint
(A.3.2) Ul = €1k + Upg] és Up;l = €l + Uy - £e S

Az (A.3.2) képlet I feliileti integralba torténd helyettesitése és az eredmény (2.28a,b,c)-vel térténs
egybevetése az

(A.3.3) I =15 4 13
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Osszegre vezet, ahol
Iy = 7/ 13 e (—Hyapupy + Hydfep)) dA =
St
- / n3€™ N (—Hapg:stixin) + Hasio U] + Hoppiaifsim+
St

+ ﬂnﬁu[ﬁ;k];?; - 7:[773114[&;)\];19 + 7;2”]’1911‘[%;3] )\) dA.

)

Mivel

(A.3.4) 6K773€)\1937‘27719U[K;)\];3 =0 £e S
és

(A.3.5) 6“7736)\1937:[7719;3U[)\;,{] =0 e S,

parciélis integralasok végrehajtasaval kapjuk, hogy

IQS” = Iéq” + IlG = */ n36m73€/\193[,7_2773(u[/\m] + U[H;,\]);ﬁ — ’ng(u[&ﬁ] + U[H;3]);,\] dA
Sy

— % 7_196"6773(7:Zm9u[3m] - 7:[77311’[79?”]) ds..

g
Itt zérus értékd a feliileti integral. Tekintettel az (1.1) kinematikai egyenletre és a (2.26) folytonossagi
feltételre feltételezziik, hogy
(A.3.6) U[3;x] = €x3 — U3 és U[Y;k] = €9k — Uy - Eeyg
Az (A.3.6) helyettesitse és a kapott eredmény (2.28a,b,c), (A.3.1) és (A.3.2) képletekkel valo egybevetése
szerint
Iy =15 + 10§ + ¢
Ez igazolja a (2.30) funkcionallal kapcsolatos atalakitasok helyességét.

A.4. Atalakitasok a 3. és 4. Fejezetekhez.
A.4.1. Az IV integrdl dtalakitdsa — ldsd a (3.22) képletet. Parcialis integralasok végrehajtasaval, azaz az
(A.1.20) Osszefiiggés kihasznalasaval és alkalmas indexatnevezésekkel irhatjuk, hogy

(A41) I{/ = / [Gqu(’)/qT;p + GquKpb.)FST + Gka/‘QkYpHXY:I dV =
14

= / [ekprp _l;y’}/kl + PV (Hypp + ebple%)nal?] dV + / n3 [FJGBX"’)/X; + Hnbe37mn7£] dA .
v s
A.4.2. Az I} integrdl dtalakitdsa — ldsd a (3.23) képletet. Az (A.1.21) STOKES tétel felhasznalasaval
irhato, hogy

A.4.2a nge XMy F YA =k — nseXME Loy dA
o ixL'n. . S n5X
és
(A.4.2b) / ns 637”790%1:[,7(, dA = 7{ Tnﬁpb[:[»,]b ds — / n3 egﬂnﬁnbmgob dA .
So o SO

Vegyiik észre, hogy S, = S-re, ekkor zart a feliilet és elttinik a vonalintegral, a fenti két integrél része az
I?-nek. Igy irhato, hogy

(143) 1 = [ [0 = i~ ensg")E, o+ (52— )| dA =
S

= /S (Fn‘IGBXU’}/Xl + HanBWnnﬂé) dA + /S ns [GBXUFU%;X u; + nsg e (ﬁnb;ﬂ' + ébﬂﬁnvl) cpb} dA.

A.4.3. Integrdlok a (4.24b) felileti integrdl dtalakitdsdhoz. Az

(A.4.4a) / n363“"5mnlf;wwbdA:7{ T"wb&-@nb ds+/ N3€37anbm(sl€nbd14
St o St

és

(A.4.4b) / TL3€37TX(S’)/XZ;7T7“ldA=f T"rlévxl ds+/ 71363xn7“lm(5’)/xl dA
St ° St

integralok helyessége az (A.1.21) STOKES tétel felhasznalasaval ellendrizhet6.
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A.5. Atalakitasok az 5. Fejezethez.
A.5.1. Az (5.25) stacionaritdsi feltételben dllo If“ integrdl dtalakitdsa. Legyenek az S, feliilleten vett u;
és Hy, tenzorok elegend@en simak. Az (A.2.21) és (1.33) egyenletek egybevetése alapjan irhatjuk, hogy

(A.5.1) /Sngei‘"”eldp?-t,,d;pﬁuldA =— /S nge"m e {UA\anﬁ;S + [(ugp)yn + B3 tags + Biu(ae] Hao
+(uxe) 9 + usiabor]Hys + byouae Has } dA
7% n3e’“737'19(u19|,§7-[n3 — ug| Hyy) ds +?{ T"eldend;pul ds .

A fenti atalakitas részletes igazolasat illetGen a [75] tanulméanyra utalunk.
A.5.2. A fenti jelolések felhasznalasaval vetve egybe az (A.2.25) és az (1.34a) egyenleteket kapjuk,
hogy

(A.5.2) / n3e'€p36)‘193[*'H,\,i6,,19;3+7‘[>\,{€p3;19+7'l3,i€p19;)\+7'l,\m36m977'[)\”|196p3*7‘[3,€|)\€m9] dA =
So

= / n3e" B3 exHaoz + (Exno + exnfo)Hns
So
+(€3r)x + b Car — €xr;3 + €r3jx — bgexn)ﬂnﬁ + byoeasHaz} dA

+% Tl3€m73(7'1963,17‘[m9 — T”\eM"Hn:g) ds .

o

Ami az (A.2.25) osszefiiggésre vezetd atalakitasokat illeti a Fiiggeléek A.2.5. szakaszéra, illetve a [75]
tanulméany 5.18 szakaszara utalunk. Ha felcseréljiik az e és H bettiket az (A.5.2) egyenletben, akkor
ellenkezdre valtozik a feliileti integral elGjele. Ezt figyelembevéve irhatjuk, hogy

(A5.3) / nge””ge’\%[—e,\ﬁ?-[pg;g +exnHpz + e3nHpon + exnzHpo — excjoHps — esuiaHoo| dA =
s

o

= / nge" e {Hxnew;s + (Hixjo + Haxlo)ens
So
+ (H3n||/\ + biHom - H;{)\;B + H/\S\n - bgHAn)enﬁ + bnﬁHAKGSS} dA

+ % ’Ilgekm3 (Tﬁ'Hggﬁenﬁ — T/\H,\,ien3) ds.

o

A.5.3. Az I integrdl dtalakitdsa. Az (5.26), (5.29), (5.31), (5.33) és (5.35b) egyenletek felhasznalasaval
adodik, hogy

(A.5.4) 1€ = I€ + IS + 1§ + 170 =
= /n36“7737'19(57-[19,€agm — 6Haplly)y) ds — /T”eldpé’}-lnd;pﬁl ds
g g
/n #n3 0 (57‘[19,46 57—[3Henﬁ)d5f/n3e"’73779(57-179,{e§3 75,}'[3&6%;9)&9
g g
+/gn36m73 19(511119‘,{ (5w3‘,{e§9)ds —/gT"eld”eZd;péwl ds.

Az utobbi egyenlet vilagosan mutatja azon vonalintegralok szerkezetét, amelyeket egyszeresen Osszefliggd
tartomany esetén kapunk az atalakitasok sorén.

A tovabbiak célja az (A.5.4) integral alkalmasabb alakra torténd transzforméacioja.

Az atalakitasok soran, tobbek kozott, a kovetkezs egyenleteket hasznaljuk fel:

(A.5.5) (5'LU[g|K] = 7619,{357’3 , 5w(n|19) = 5w19|n + 61977357"3 , £elS;

ahol 67 a vonatkozo vektorinvarians harmadik Gsszetevéie.
Kovetkezik az (5.21b) egyenletbdl, hogy

OHon:z — OHann = 0Hz|xjn + b 0Hax — dwzpzn — bjdwayx, €S

ahonnan a 0 = by, (0Hs3 — dws;3) Osszefliggés jobboldalhoz térténd hozzaadasaval — lasd a (5.24) Ossze-
fiiggést —, és az (A.1.10) szabaly figyelembevételével kapjuk, hogy

(A.5.6) OHrnz — OHagy = (57‘[3‘,\”" + b$5HaA—b,\n5H33 — ((5w3‘/\|m + bﬁ(swap\ — b/\ﬁ5w3?3)
= 6H3/\|77 — 511}3;,\,7 .
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Nyilvanvalo a (5.21a) képlet alapjan, hogy

(A.5.7) 3)‘19(57'[19 A= 63/\19 (511}19 An + 511}77 Ix) = 3)‘19 (5’LU19 R Eeyg

Li) . " AT .
Kiilonos figyelmet igényel a (g) i =1,...,4 gorbéken végzett parcidlis integralas, mivel szakadasa van a
dw; vektormezoének a Py; pontokban.
Tekintsiik most az I vonalintegralt — lasd a (5.26) egyenletet, vagypedig az (A.5.4) képlet els6 sorat.
A

(A.5.8) —71e W5 gty = 7€ iy + TN (G Hans — 6Hay ) lo £€ 8,

felbontas felhasznéalasaval helyettesithetévé valnak az (A.5.6) és (A.5.7) képletek. Ezutan lehetGség nyilik
a parcialis integralasokra a g gorbe mentén. Végiil helyettesitsiik a 0H y,-t és 0H3x-t ado (5.21a) és (5.23)
képleteket is. A sziikséges indexatnevezések utan

1
(A5.9) I =IS+%! =/T”€3w§5wwﬁg|nd8—/7”619&(51%;3) — Ows;) )iy, ds
g g

7/Tn€793)\(5w,\;3ﬁ19|nd57/7'7763'“75?1)(,7“9)@3‘”(18
9 g

+ Z { 6193)\(571)()\;3) - 5w3|)\)ﬁ'19‘ P — 6193)\((5‘71)()\;3) - 5w3|)\)ﬂ19| P11 }
i=1,3

az eredmény. Figyeljiik meg, hogy a ©! médon jelslt tagok tiikrozik a tartomany tobbszordsen dsszefiiggd
voltat és azt a korlilményt is, hogy vegyes peremértékfeladatrol van szo.

Most pedig az I + IF%" vonalintegralra forditjuk a figyelmet — lasd az (5.31) és (5.33) egyenleteket,
vagypedig az (A.5.4) kifejezés utolso sorat. Az T”eld”end;péwl Osszeg felbontasat — a részleteket illetGen
az (A.5.8) egyenletre utalunk — és az (5.21a), (5.23), valamint az (A.5.5) egyenletek helyettesitését kovetd
alkalmas atrendezés utan

(A.5.10) Iy)GJrIlG‘s“’ = /TnGS/\ﬁqun;)\(swg der/T" 193/\(6)\773 6377\/\)&1)79 ds
g

+/T"63Tn6r3ds+/ "“736 9OW(;3) ds .
g g

Alkalmasabb alakra hozhaté az I¢ vonalintegréal, ha az IF-t és I + IF0%-t ado (A.5.9) és (A.5.10)
képleteket helyettesitjiik, és ezt kovetden pedig az I$-t ado képletrészekbe — lasd az (A.5.4)y kifejezés
harmadik sorat — irjuk (5.21a) és (5.23) alapjan dHy, és dHag értékét. Ezt kovetSen helyettesitsiik az
(A.5.5); egyenletbsl dw(, ) értékét az [I7 (A.5.9) | {I§'} kifejezések [utolso] {els6} vonalintegraljéba.
Alkalmas atrendezés utéan lehetGség nyilik az

d
/T77 "3 els — 3| )Swy |y ds = 7/ d [ ey — ti3)) |y s + 37
g g 4

atalakitas felhasznalasara, ahol

(A.5.11) 2= %" { I3 ey — dge) [wal| p, — €7 (% — ) [5wﬁ]\Plyi+l} .
i=1,3

Ha emellett "megnéveljiik” az I¢ képlet jobboldalat az

d (1 1
0= / d_ { 3/\19u19|)\} 5?1)3 ds + /Tn—€3)\791:t19|)\5w3‘.,7 ds + 23
s g 2
P1,i+1} 7

kifejezéssel, amelyben

1 .
- §€3ww|x\ [dws]

(A.5.12) ESY { %ewaw [6w3]
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akkor egy utolso atrendezéssel kapjuk, hogy
I§ = I8 + IS+ 15 + 17 + 2 4 32 433 =

d .
= /{T”eﬁ/\?’(egng — e3nl9) — E[eﬂ’\g(eﬁg — Ugjg)] fowrds
n  3p9 d 1 3)\19
+ [ [T ey, — ds(2 Tg|)|0ws ds
g
(A.5.13) + /(ef{3 —ef5)ortrds + I§ + 51 + 5%+ 57
g

A fenti egyenletben
IGG = 7\/T776193A2ﬁ(77‘19)5ZU(A|3)dS7/TneﬁSAeg;]W)(S’wBM]dS
g g
+ | TP (G — Gpopy)Sws ads
+ [ T iy g 0w ds + / Tl ) 0wy ds =
g

e

m\m\m\

(A.5.14) A (U

I~ V3N, T ~
elnlo) — Unlv))ow(s|xyds — /T”é (€{nj9) = Unl9))dwis|x ds
g

A.6. Atalakitasok a 6. Fejezethez.
A.6.1. Képlet az Ifws“' integrdl dtalakitdsdhoz. Nem nehéz megmutatni az (A.1.21) STOKES tétel érte-
lemszeri alkalmazéasaval végrehajtott parcidlis integralasokkal, hogy

(A6.1) /S [n363"’TF7Tl_mul + n363’77r(H77b =+ €rnsF ) } dA = j{ (T"uanl. + T"(prnb) ds

o

- / [n363x’7(ul;x -+ €le50b)Fn% -+ n3€37f7780é;anb} dA .
So

A.6.2. Hasonl6 modon igazolhato, hogy

(A.6.2) /S [n3e XMy, lr + 133 ™k P (wpey + enst®)] dA = 7{ (T rt+ T"/inlfwb) ds

9o

—|—/ [ngegﬂx('yxl;w + exlbf@?)rl + ngegmmﬂl."mwb} dA .
s

o

A.7. Atalakitasok a 7. Fejezethez.

A.7.1. A GREEN-GAUSS féle integrdldtalakitds képlete. Tegyiik fel, hogy sikfeltilet az (A.1.22) képlet S,
felillete — lasd az A.1. abrat. Jelolje, ez esetben, A ezt a korlatos siktartomanyt és feleljen meg L a
go peremgorbének. Nyilvanvalé az abra alapjan, hogy a v, vektor az A siktartomany kiils6 normélisa
lesz. Jelolje n, ezt a normalist. Megtartva az egyéb jeldléseket, de ligyelve arra, hogy a feliileti kovarians
derivaltakbol kovarians derivaltak lesznek az (A.1.22) parcialis integralasi képletbdl a

(A71) / b nCl dA = f Ny bln crds — / bln Cliim dA
A

Osszefiiggést kapjuk. Ez az egyenlet a GREEN-GAUSS integralatalkitason alapulé parcialis integralas
képlete.

A.7.2. A (7.18) extremum feltétel dtalakitdsa. A (7.21)q 2 képletek (7.18) extremum feltételbe térténd
helyettesitésével a

0K = — / [rrp€™ 20 Fy % + 5, € (0Hasiw + eaypd Fy ¥)] dA+
A

/L (nn€™ 36T iy + 1€V (§Hsz. + €3p0F5 ") @) ds = 0
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alakot kapjuk. Az (A.7.1) GAUSS—-GREEN integralatalakitasi tétel értelemszeri alkalmazasat kovets al-
kalmas atrendezéssel és indexéatnevezésekkel innen

(A7.2) 0K =— / (€Y% (Vapw + €3yph,t) 0F 3" + €™k 2 5H33] dA+
A
+ / (nue*”rg%m SFL + nae™3k 2 57—[33) ds+
L, ULy

+ /L (€™ 36 FS, iy + nye” " (FHssy + €3y,,0F4) ¢°] ds

u

az eredmény. Konnyt ellendrizni a (7.9)1 2 képletek felhasznalasaval, hogy a fenti egyenlet elss, masodik
és harmadik sora rendre a (7.24) képletet alkoto 0K 4, K, és 0K, — v.0.: (7.25, (7.26a) és (7.26b).
A.7.3. A K és 0K, integrdlok dtalakitdsa. A §K -t ado (7.26a) képletbdl a

(A73) [g3 X (I‘ - er‘)] "8p = _6/730g0 ’ (I' - I‘p”)
atalakitas, a 7.3. szakasz els§ bekezdése alapjan irhato

Cy3= Cs3 i=1,3; Cs3=Cs3 i=5 ¢és CY=C% i=1,3 C"=C% i=5
(ti) (04) (ti) (11) (ti)  (07) (ti)  (11)

jelolések, az n ™3 = 7# Gsszefiiggés, valamint az integral additivitasanak kihasznalasaval kapjuk, hogy

(A.7.4) 5KL:/ [T’T'ym, 5]:3’)4—7”/@7357-[33] ds+

+j{ 7"k 3ds 6Cs3 +7{ T [Vrp — Kin €30 87 - (r —Tpy)]| 8°ds - 6CY gy+
L4 (11) L1 (11)

+ E "k 3ds 6Cs3 + T [Vrp — Kin €30 87 - (r —Tp,)] 8 ds - 6CVgy .
0
i=1,3 JLti ©) Sl )

A §K -t ado (7.25) képletbsl az n,e™3 = 7/ Osszefiiggés helyettesitését kovetd parcidlis integralasok,
majd az (A.7.3) Osszefiiggés, valamint a (7.23) és (7.24) képletek helyettesitése utan a

. 53
K, = —/ [% + Tﬂ'€p7|—3(,53:| OFL ds — / e OHasds+
Lo dS L dS

u

~3 Piit1 N p1 Pt i1
o Z ® 03 |Pti o Z uﬂé}-3 |Pm‘ ’

=13 i=1,3
vagy ami ugyanaz a
di - do3
(A.7.5) 6K, = */ [ﬂ +T7T€p7r3953:| OF3 ds f/ el dH3zds+
Ly ds Lo ds
53 | Pr . .
= D T 0 Caa = D el 9C gt
i=1,3 ) =13 (02)
+ Z @36p30g0~(rp“+1 o rP“') gp‘Pt.Hl . 5(60«'/;&0
i=1,3 ’ i

eredmény kovetkezik. Az (A.7.4) és (A.7.5) képletek osszege a (7.27) extremum feltétel baloldalat adja.

A.7.4. A fiiggetlen nagybani kompatibilitdsi feltételek. Tekintsiik az A.2. dbran vazolt haromszorosan
Osszefiiggs tartoményt. Tekintsiik tovabba a tartomanyon az onmagit nem metszé zart gorbék egy
seregét. Azt fogjuk mondani, hogy a gorbesereg egy gorbecsaladot alkot, ha a csaladot alkotd barmelyik
gorbe, a gorbe nyuajtasaval, zsugoritasaval és deformaciojaval atvihetd a csalad egy masik gorbéjébe. Két
gorbecsalad egymastol fiiggetlen, ha az egyik csaladhoz tartozo valamilyen gérbe nem vihetd at, a gérbe
nyujtasaval, zsugoritdasaval és deformacidjaval a mésik csaladhoz tartozod valamelyik gorbére. Az abran
vazolt A; tartomanyon, harom egymaéstol fiiggetlen gorbecsalad létezik:

e a pontta zsugorithaté gorbék csaladja,
e az L, peremgorbét koriilolels és arra zsugorithatoé gorbék csaladja, valamint
e az Lo peremgorbét koriilolels és arra zsugorithato gorbék csaladja.
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A.2. 4bra.

1. MEGJEGYZES: Bér a Pio, P31, Pao, P32, P12 pontokon athaladé L3 gérbe mindkét lyukat koriildleli
nem tekintjiik fiiggetlennek, mivel elgallithaté az alkalmasan vélasztott és az Ly, illetve Lo-t koriiloleld
gbrbék egyesitésével — az egyesités sordn azonban eltéavolitva gondoljuk azon kézos gorbeivet, melyen oda
vissza kétszer kell végighaladni (pl.: PsaPio, P12 P31, P31 P3o + P3a P31, P31 Pag, Pao Pso — az egymés mellett
allo ket kis kor ugyanazt a pontot jeloli az abréan).

Azt mondjuk, hogy annyiszor(osan) dsszefliggs a tartomény — jelen esetben haromszorosan — amennyi
a fliggetlen gorbecsaladok szama.

A tovabbiakban mindig feltételezziik, hogy teljesiilnek a (7.28) kompatibilitdsi feltételek (kompatibilitdsi
differencidlegyenletek) az A; tartomdnyon, és erre a koriilményre kiilon mégegyszer nem hivjuk fel a
figyelmet.

A (7.30) alapjan némi atalakitassal a

(A.7.6) ?{ 7" [Yrp — Fir 83 X (r —1p,)] g7 ds =0, ?{ T [Yap — n” 83 X (r —Tp,, )| 8°ds =0
ﬁl £2

modon irhato és
(A.7.7) 7{ T k3ds =0, j{ T k2ds =0
ﬁl CQ

egyenletek a nagybani kompatibilitéasi feltételek az £1 és Lo peremgorbéken.

2. MEGJEGYZES: Az (A.7.6)1,2 képletekben az A; tartomany mas rogzitett pontjanak helyvektora is
allhat az rp,, és rp, helyvektorok helyén. Ezt az allitast formalisan nem igazoljuk.

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy a fenti nagybani kompatibilitasi feltételek fennallasa esetén telje-
siilnek az L, kiils6 peremgorbére vonatkozo

(A.7.8) ?{ T [Yap — b g3 (r —rp,, )] 8°ds =0, 7{ Tk 3ds =0
Lo Lo

nagybani kompatibilitasi feltételek is.

Az igazolast csak a masodik, az (A.7.8)2 nagybani kompatibilitéasi feltételre részletezziik, mivel az elsd
(A.7.8)1 nagybani kompatibilitasi feltétel esetén az azonos gondolatmenet tobb irasmunkat igényel.

A bizonyitas azon alapul, hogy a (7.28) kompatibilitasi differencidlegyenletek fennallasa esetén a pontra
zsugorithato gorbecsaladok barmelyikére, mondjuk az £ = L1, P11, P12, P31, P32, P12, P11 gbrbére nézve,
teljestl a

(A.7.9) 7{ Tk 2ds = 0
c

egyenlet!”. Pontokkal jelélve az integranduszt és kihasznalva az integral additivitasat irhatjuk, hogy

(A.7.10) /T%,fds:
L

/ ...ds+/ ...ds+/ ...ds+/ ...ds+/ ...ds+/ ...ds =
L P11 Pr2 P12 P31 P31 P32 P32 P12 P12 Py

Ennek az allitasnak igazolasa az idézett (7.28) nagybani kompatibilitasi feltételekbdl kévetkezs kompatibili-
tasi differencialegyenletek levezetésén alapul. Ezek igazolasat illetSen a [41] konyvre utalunk.
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:/ ...ds+/ ...ds+/ ...ds+/ ...ds+/ ...ds+/ ..o ds =
Ly P11 Pr2 P12 Py P12 P31 P31 P32 P32 P12

—_——
:/ ...ds+/ ...ds+/ ...ds=0,
P2 Ps P31 P32 P32 P2

=0 =0

ahol a kapcsos zarojellel jelolt integral, valamint a kapcsos zarojellel megjeldlt integralosszeg zérus értéki.
Az els6 esetben az (A.7.8)1-re tekintettel, a méasodik esetben pedig azért, mivel kétszer megyiink végig
oda vissza ugyanazon a szakaszon.

Mivel az £, gorbe és a Pio, P31, P32, P12 gbrbe ugyanahhoz a gérbecsaladhoz tartozik, hiszen az utébbi
koriiloleli az £ gorbét, adédik a kovetkeztetés, hogy: ha teljesil a nagybani kompatibilitasi feltétel egy
adott gorbecsaldd egy tagjdra — a jelen esetben az L1 gorbére —, akkor fenndll annak barmely mds tagjdra.

Az utébbi megallapitas alapjan, mivel fennall a nagybani kompatibilitasi feltétel az Lo gorbére, fennall
az ugyanezen gorbecsaldadhoz tartozd Pss, Pso, P31, Pes gorbére is:

(A.7.11) / ...ds+/ ...d8+/ ...ds=0.
P22 P32 P32 P31 P31 P22

Képezziik, kihasznalva hogy
/ ...ds+/ ...ds=0
P31 P32 P35 P31

(kétszer megyiink végig oda vissza ugyanazon a szakaszon), az (A.7.10) és (A.7.11) egyenletek Osszegét:

(A.7.12) / ...ds+/ ...ds+/ ...ds+/ ...ds:/ ...ds=0.
P2 Ps P31 P22 P22 P32 P32 P2 L3

Az eredmény szerint, ha fennéallnak az (A.7.7); 2 nagybani kompatibilitasi feltételek, akkor fennall ugyanez
anagybani kompatibilitasi feltétel az L3 gorbén is. Kovetkezésképp fennall az L3-al azonos gorbecsaladhoz
tartozé L, gorbén is. Ezt akartuk igazolni.

Az (A.7.8); nagybani kompatibilitasi feltétel esetén ugyanez a gondolatmenet vezet eredményre.

3. MEGJECYZES: Hasonlo gondolatmenettel mutathaté ki, hogy a nagybani kompatibilitéasi feltételek
fennéllasa az L,, L1, illetve az L,, Lo gdrbéken biztositja a nagybani kompatibilitasi feltételek fennallasat
az Lo, illetve £ gorbén.

A.7.5. Figgetlen kiegészité kompatibilitdsi feltételek. Az egyszertiség kedvéért a 8.1. abra viszonyait
—lasd 72. o. — vessziik alapul. Az L4 és L3 iveken a terhelések, az Lo és L4 jeld iveken pedig
elmozdulasmezd és a forgasmezd az elSirt. Kovetkezésképp teljesiilnie kell az utobbi iveken a (7.29)
alakvaltozasi peremfeltételeknek.

Els6 lépésben megmutatjuk, hogy a (7.31b) alapjan irhato

(A.7.13) / 7k 3ds — P (s)| 02 = 0
ctl t1
kiegészits kompatibilitasi feltétel fennallasa esetén — feltételezve, hogy teljesiilnek a (7.28) kompatibilitasi
feltételek (differencialegyenletek) és a (7.29) alakvaltozasi peremfeltételek —, fennall a
(A.7.14) / s — ¢° (s)[pt =0
L3 !

kiegészité kompatibilitasi feltétel is.
Mivel a 8.1. abran vazolt tartomény egyszeresen Gsszefiiggs a (7.28) kompatibilitasi feltételek (diffe-
rencialegyenletek) fennéllasa biztositja a
7{ "k, 3ds = 0
Lo

nagybani kompatibilitasi feltétel fennallasat. Kihasznalva az integral additivitasat és helyettesitve az
(A.7.13)-t irhatjuk, hogy

(A.7.15) 7{ TWHW3CZS=/ T”/@f’ds—i—/ T”fifds—i—/ T”fifds—i—/ TR 2ds =
Lo L1 Loy L3 Loua

= ¢ (Pi2) — ¢*(P) +/ TR, ds +/ Tk, ds +/ Tk 3ds = 0.
Loz L1 Lo
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Ha teljesiilnek a (7.29) alakvaltozasi peremfeltételek, akkor
[ s =) - PP e [ s = P~ (P
L2 Louya

és ezzel azonnal adodik (A.7.15)-bol az (A.7.14) fennallasa. Ez azt jelenti, hogy eggyel kevesebb kiegészits
kompatibilitéasi feltétel sziikséges a forgasmezs esetén — ketts helyett egy.
A masodik lépésben megmutatjuk, hogy a (7.31a) alapjan irhato

(A716) /[1 [TW’Yﬂ'p gp - TW’QWB g3 X (I‘ —TI'py )] ds + up, —up, + Sthg X (rPt2 - rPtl) =0
t1

kiegészitd kompatibilitasi feltétel fennallasa esetén — feltételezve, hogy teljesiilnek a (7.28) kompatibilitasi
feltetelek (differencialegyenletek), a (7.29) alakvaltozasi peremfeltételek és a forgasmezivel kapcesolatos
(A.7.13), (A.7.14) kiegészitG kompatibilitasi feltételek —, fennall a

(A'7-17) /ﬁ [Tw'yﬂ'p gp - TT(KTF3 g3 X (I‘ - rPt3)] ds + up,, —up, + SAOPm X (rPt4 - rPt3) =0
t1

kiegészité kompatibilitasi feltétel is.
A tekintett és 8.1. abran vazolt tartomény egyszeresen Osszefiiggd volta miatt a (7.28) kompatibilitasi
feltételek (differencialegyenletek) fennéllasa biztositja a

7{ [T’T'ywp g’ — T’an3 g3 X (r—rp, )] ds
L1

nagybani kompatibilitasi feltétel fennallasat. Kihasznélva az integral additivitasat a fenti egyenlet a

(A718) Z / [Tﬂ—’)’ﬂ'p g’ — 7_7‘—,{”3 g3 X (I‘ —I'py )] ds+
i=1,3" Lti

+ Z / [T Vrp8” — 77K, g3 X (r —1p, )| ds =0
i=2,4" Lui

alakba irhato at. Mivel az L,;, i = 2,4 jeld iven teljesiilnek a (7.29); 2 alakvaltozasi peremfeltételek
kihasznalhatok lesznek a tovabbiakban a

. d
(A.7.19a) — T”/@r3 g3 X (r—rp,) = % (r—rp,) =

ds
dAx( r )+A><dr dAx(r )+ @ X
= —— r — _——=—— — 7T
ds(p Py ¥ ds dS‘P Py P XT
és a
d
(A.7.19b) Tﬂ%rpgﬂ:d_‘:Jrszb

atalakitasok. Valoban, az (A.7.19a,b) atalakitasok helyettesitése az L,;, i = 2,4 iveken vett integralokba,
majd az s szerinti integralas elvégzése és az ezt kovets rendezés az (A.7.18) egyenlet egy attekinthetébb
alakjara vezet:

(A72O) /[l [TW’YW/J gp - Tﬂ-ﬁwg g3 X (I‘ —rp, )] ds + up, —up, + ‘;OPtQ X (rPt2 - I.Ptl)+
t1

=0
/ [Tﬂ—’yﬂ'p gp - Tﬂ-ﬁwg g3 X (I‘ —rp, )} ds + up, —up, + ‘;OP,A X (rPt4 - I'P,,g) +
L3

+ (C‘Aapm - C‘AOPML) x (rPts - rPtl) =0.
A fenti egyenlet utolso sora az (A.7.14) kiegészitd kompatibilitasi feltétel figyelembevételével az

(A7.21) (&p,, — Pp) X (FPeg — ) = / 7 hrd g3 X (¥pyg — Tpy ) ds
L3

alakot 6lti. Ennek helyettesitése az (A.7.20) képletbe az igazolni kivant (A.7.17) kiegészitG kompatibilitasi
feltételt adja. Kovetkezésképp tovabbi kettével kevesebb a fliggetlen kiegészité kompatibilitasi feltételek
szama — a fenti vektoregyenlet két skalaregyenlettel egyenértékii.

4. MEGJEGYZES: A 7.1. abran szemléltetett Osszetettebb esetre, de mas Osszetettebb esetekre is, a
fentiekben ismertetett gondolatmenetek elemeinek kombinalasaval végezhetd el az igazolas. Ezek ismer-
tetésétdl eltekintiink.
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A.8. Atalakitasok a 8. Fejezethez.

A.8.1. Figgetlen nagybani nagybani egyértékiségi feltételek. A viszonyokat most is az A.2. dbran vézolt
héromszorosan Osszefiiggé tartoméany szemlélteti. A gondolatmenet szinte szo szerint megegyezik az
A.7.4. szakasz gondolatmenetével.

Hangsulyozni kivanjuk, hogy most is feltételezzik a kompatibilitdsi feltételek — jelen esetben a (8.3)
kompatibilitasi differencialegyenletek — teljestiilését az A; tartomdnyon, és erre a koriillményre kiilon még-
egyszer nem hivjuk fel a figyelmet.

Az (8.20) alapjan irhato

(A8.1) / ne[e™3eo — 05 gtds =0 és / ne[e™ 3y — 050 )gt ds = 0
L1 Lo

egyenletek a nagybani egyértékiiségi feltételek az £1 és Lo peremgorbéken. A tovabbiakban megmutatjuk,
hogy a fenti nagybani egyértékiiségi feltételek fennallasa esetén teljestil az

(A.8.2) / N [€™B3en — 05 0%g  ds = 0
Lo

nagybani egyértékiiségi feltétel is.
A bizonyitas azon alapul, hogy a (8.3) kompatibilitasi feltételek fennallasa esetén a pontra zsugorithato
gorbecsaladok barmelyikére, mondjuk az £ = L1, P11, P12, P31, P32, P12, P11 gorbére nézve, teljesiil a

(A.8.3) / N [€™3en — 073 g N ds = 0
c

egyenlet™®. Pontokkal jelolve az integranduszt és kihasznalva az integral additivitasat irhatjuk, hogy

(A.8.4) / ne[€™ ey — 053 gN ds =
c

:/ ...ds+/ ...ds+/ ...ds+/ ...ds+/ ...ds+/ ..o ds =

L P11 Pr2 P12 P31 P31 P32 P32 P12 P12 Py

:/ ...der/ ...der/ ...der/ ...der/ ...der/ coods =
L P11 Pr2 P12 Py P12 P31 P31 P32 P32 P12

—_——
:/ ...ds+/ ...ds+/ ...ds=0,
P12 P31 P31 P32 P32 P12

=0 =0
ahol a kapcsos zarojellel jelolt integral, valamint a kapcsos zarojellel megjeldlt integralosszeg zérus értéki.
Az els6 esetben az (A.8.1);-re tekintettel, a masodik esetben pedig azért, mivel kétszer megyiink végig
oda vissza ugyanazon a szakaszon.

Mivel az L, gorbe és a Pio, P31, P32, P12 gorbe ugyanahhoz a gorbecsalddhoz tartozik, ui. az utébbi
koriiloleli az £ gorbét, adodik a kovetkeztetés, hogy: ha teljesil a nagybani kompatibilitasi feltétel egy
adott gorbecsaldd egy tagjdra — a jelen esetben az L1 gorbére —, akkor fenndll annak barmely mds tagjdra.

Az utobbi megallapitas alapjan, mivel fennall a nagybani kompatibilitési feltétel az Lo gorbére, fennall
az ugyanezen gorbecsaldadhoz tartozd Pss, Pso, P31, Pes gorbére is:

(A.8.5) / ...ds+/ ...ds+/ ...ds=0.
P22 P32 P32 P31 P31 P22

Képezziik, kihasznalva hogy
/ ...der/ ...ds=0
P31 P32 P32 P33

(kétszer megyiink végig oda vissza ugyanazon a szakaszon), az (A.8.4) és (A.8.5) egyenletek Osszegét:

(A.8.6) / ...ds+/ ...ds+/ ...ds+/ ...ds:/ ...ds=0.
P12 P31 P31 P22 P23 P32 P32 P12 L3

Az eredmény szerint, ha fennall a nagybani egyértékiiségi feltétel a £1 és Lo gérbéken, akkor fennéll az
L3 gorbén is. Kovetkezésképp fennall az Ls-al azonos gorbecsaladhoz tartozo £, gorbén is. Ezt akartuk
igazolni.

BEnnek az allitasnak igazolasa szamos rugalmassagtani konyvben fellelhetd, és az idézett (8.3) kompatibilitasi
feltételekbdl kovetkezd SAINT VENANT féle kompatibilitasi differencidlegyenletek levezetésén alapul. Ehelytitt a
[40] mii 8. Fejezetére hivatkozunk.
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2. MEGJECYZES: Hasonlo gondolatmenettel mutathaté ki, hogy a nagybani kompatibilitéasi feltételek
fennéllasa az L,, £, gorbéken, illetve az L,, Lo gérbéken biztositja a nagybani kompatibilitési feltételek
fennallasat az Lo, illetve £1 gbérbén.

A.8.2. Fiiggetlen kiegészitd eqyértékiségi feltételek. Az egyszertiség kedvéért a 8.1. abra viszonyait — lasd

72. o. — vessziik alapul. Az L4 és L3 iveken terhelés, az L0 és L4 jeld iveken pedig elmozduléasmezd

az el6irt. Kovetkezésképp teljesiilnie kell ugyanitt a (8.19) alakvaltozasi peremfeltételeknek.
Megmutatjuk, hogy a (8.21) alapjan irhato

(A.8.7) / Nl Pens — 6T 0%gNds = (Pu) — 0(Pa)
L3

kiegészits egyértékiiségi feltétel fennallasa esetén — feltételezve, hogy teljesiilnek a (8.3) kompatibilitasi
feltételek és a (8.19) alakvaltozasi peremfeltételek —, fennall a

(A8.8) / Nl e — 67 g ds = 1(Pra) — a(Py)
L1

kiegészits egyértékiiségi feltétel is.
Mivel a 8.1. abran vazolt tartomény egyszeresen sszefiiggs a (8.3) kompatibilitasi feltételek fennallasa
biztositja a

(A.8.9) j{ ne[€™ ey — 05 |gtds = 0
L,

nagybani kompatibilitasi feltétel fennallasat. Kihasznalva az integral additivitasat és helyettesitve az
(A.8.7)-t irhatjuk, hogy

(A.8.10) 7{ ...ds:/ ...ds+/ ...ds+/ ...ds+/ coods =
Lo L1 Loz Ly Loua

L1 Lu2 Loya

Ha teljesiilnek a (8.19) alakvaltozasi peremfeltételek, akkor

/ ...dS:ﬁ(PtQ)—ﬁ(Ptl) és / dSZﬁ(Ptl)—ﬁ(Pt4)
Loz Lusg

és ezzel azonnal adodik (A.8.10)-bdl az (A.8.8) fennallasa. Ez azt jelenti, hogy eggyel kevesebb kiegészit
egyértékiiségi feltétel sziikséges — ketts helyett egy.

3. MEGJEGYZES: A 7.1. abran szemléltetett Osszetettebb esetre, de mas Osszetettebb esetekre is, a
fentiekben ismertetett gondolatmenetek elemeinek kombinalasaval végezhetd el az igazolas.
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