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Bevezetés

Függvényegyenletek vizsgálatával matematikusok régóta foglalkoznak. D’Alembert,
Euler, Gauss, Cauchy, Abel, Weierstrass, Darboux és Hilbert is ott vannak azok között a
nagy matematikusok között, akik valamilyen formában dolgoztak függvényegyenletekkel.
A témakör első szisztematikus kifejtése Aczél Jánostól származik 1961-ből, akinek a
,,Vorlesungen über Funktionalgleichungen und ihre Anwendungen” ćımű könyve illetve
ennek a ,,Functional equations and their applications” ćımű átdolgozott kiadása 1966-ból
az elmélet meghatározó műve. Itt több fejezetben is foglalkozik a szerző asszociativitási
és biszimmetria egyenletekkel, amelyek – és különböző általánośıtásaik – e disszertáció
témájául is szolgálnak.

A disszertációban tárgyalt egyenletek csaknem mindegyike többváltozós ismeretlen
függvényekből összetett függvényeket tartalmaz, ı́gy megoldásuk módszere lényegesen
eltér az egyváltozós függvényekre feĺırt és függvényösszetételeket nem tartalmazó egyen-
letekétől, a megoldást pedig a legtöbb esetben az jelenti, hogy a többváltozós ismeretlen
függvényt egyváltozós függvényekkel ,,ki lehet fejezni”. Az alacsonyabb változószámú
ismeretlen függvényeket tartalmazó egyenletek megoldásaiból következtetünk a maga-
sabb változószám esetére. A legkisebb változószámú egyenletekről (amelyek itt még
szóbajöhetnek) szóló eredményeket – az absztrakt esetben (első fejezet) – átvesszük, de
a valós esetben ki kell, hogy dolgozzuk. Ilyenkor az alapvető regularitási feltevésünk
az ismeretlen függvényekről az, hogy folytonosak és minden változójukban szigorúan
monotonak (második-negyedik fejezet). Ezekben a vizsgálatokban a kvázi-összeg fo-
galma hasznosnak bizonyul.

Meg kell jegyeznünk, hogy az asszociativitási és biszimmetria egyenletekre az
újbóli figyelmet közgazdászok, pszichológusok és szociológusok kutatásai és kérdései
iránýıtották. Szakértelem h́ıján mi ezekkel a disszertációban részletesen nem
foglalkozunk, de néhány egyszerűbb esetben röviden ı́runk a motivációkról és min-
den esetben megadjuk azoknak a műveknek az irodalmi adatait, amelyekben a témáról
részletesebben lehet tájékozódni.

A disszertáció öt fejezetből áll, tartalmaz név- és tárgymutatót, valamint irodalom-
jegyzéket. Minden fejezet önálló bevezetéssel kezdődik, ezért most csak röviden is-
mertetjük az egyes fejezetek tartalmát.

Az első fejezet témája az úgynevezett konzisztens aggregáció problémájának
megoldása absztrakt körülmények között. A probléma ekvivalens egy m + n + 2
darab ismeretlen függvényt és mn darab szabad változót tartalmazó úgynevezett m×n
t́ıpusú általánośıtott biszimmetria egyenlet megoldásával. A megoldást két különböző
feltételrendszer mellett is megadjuk – az értelmezési tartományul illetve értékkészletül
szolgáló halmazokról csak azt tesszük fel, hogy nem üresek, a függvényekre azon-
ban ,,megoldhatósági” feltételeket szabunk. A kapott eredmények algebrai jellegűek.
Ezekből Aczél Jánosnak az intervallumon tekintett asszociativitási egyenletről szóló
tétele seǵıtségével következtetünk analitikus jellegű eredményekre, illetve a valós esetre.

A megoldhatósági feltételek azonban több fontos függvényt kirekesztenek a
vizsgálatból, ı́gy – legalábbis a valós esetben – igyekszünk ezektől megszabadulni. Ez
végülis a negyedik fejezetben sikerül, és ennek van szolgálatába álĺıtva a második és
harmadik fejezet egy része.
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A második fejezet úgynevezett kvázi-összegekről szól, amelyek speciális – egyváltozós
folytonos és szigorúan monoton függvényekből összetett – (x, y) 7→ γ(α(x) + β(y))
alakú – függvények. A velük kapcsolatos fő eredmény (a ,,lokális” kvázi-összegek
,,globálisak” is) hatékonyan alkalmazható bizonyos függvényegyenletek megoldása során.
Ebben a fejezetben foglalkozunk még két fontos speciális kvázi-összeggel. Az egyik
esetben a kérdés az, hogy a súlyfüggvénnyel súlyozott kvázi-aritmetikai középértékek
közül melyek kvázi-összegek. Ennek a hátterében a súlyfüggvénnyel súlyozott kvázi-
aritmetikai középértékek egyenlőségének klasszikus problémája áll. A másik kérdés
pedig, hogy a Cauchy differenciák közül melyek a kvázi-összegek. Ennek közvetlen
motivációja egy – a hasznosságelméletből (utility theory) eredő – függvényegyenlet
vizsgálata. A megoldáshoz a függvényegyenletek elmélete különböző regularitásjav́ıtó
irányzataihoz tartozó eredményeket használunk.

A harmadik fejezetben megoldjuk az általánośıtott asszociativitási egyenletet – a
megoldásokról csak folytonosságot és mindkét változóban való szigorú monotonitást
feltételezve. Ehhez az egyik alapeszköz a lokális kvázi-összegeknek az a tulajdonsága,
hogy azok ,,globális” kvázi-összegek is. Ez az eredmény megnyitja az utat számos asszo-
ciat́ıv t́ıpusú egyenlet és a 2×2-es általánośıtott biszimmetria egyenlet – szürjektivitási,
megoldhatósági feltételek nélküli – megoldásához.

A negyedik fejezetben – több speciális biszimmetria egyenlet megoldásán keresztül
– eljutunk az m × n t́ıpusú általánośıtott biszimmetria egyenlet olyan folytonos
megoldásainak a meghatározásaihoz, amelyek minden változójukban szigorúan monoton
függvények. Ezzel olyan körülmények között tudunk választ adni a konzisztens
aggregációval összefüggő kérdésekre, amelyek nem zárnak ki a megoldhatósági
(szürjektivitási) feltételek miatt az első fejezet vizsgálataiból kirekesztett egyes
függvényeket, például a korlátos intervallumokon tekintett középértékeket. Ezek
mellett ebben a fejezetben foglalkozunk a többváltozós súlyozott kvázi-aritmetikai
középértékek jellemzésének több mint ötvenéves problémájával és ennek kapcsán adunk
egy új bizonýıtást a kvázi-aritmetikai középértékek Kolmogorov-Nagumo-de Finetti-féle
jellemzési tételére.

Végül az ötödik fejezetben vektor-értékű függvényekre feĺırt biszimmetria egyen-
letekkel foglalkozunk. Az egyenletek a matematikai pszichológiából származnak és
úgynevezett választási valósźınűségek meghatározására szolgálnak. Megoldásukhoz új
ötletek szükségesek, mert a disszertáció első négy fejezetében használt módszereket rájuk
nem lehet alkalmazni.

A disszertációban bemutatott eredmények egy viszonylag összefüggő részét képezik
azoknak, amelyeket a szerző az utóbbi t́ız évben ért el. Tágabb értelemben a disszertáció
témájához tartozónak lehet tekinteni a szerző azon eredményeit is, amelyek – a mate-
matikai pszichológiából származó – de egyváltozós ismeretlen függvényekből összetett
függvényeket tartalmazó egyenletekről szólnak. Ezekre a disszertációban helyenként
utalunk, szerepelnek az irodalomjegyzékben, de a részletes tárgyalásukat mellőzzük.

A disszertációban – néhány esettől eltekintve – az eredmények mellett feltüntetjük,
hogy azok melyik dolgozatból illetve kitől származnak. A kivételek abból adódnak, hogy
az illető eredmény általánosan használt, de nem tudtuk megállaṕıtani az eredetét vagy
pedig a közölt formában – tudomásunk szerint – ebben a dolgozatban jelenik meg először.

A disszertáció elkésźıtése során és azt megelőzően is sok seǵıtséget kaptam
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kollégáimtól, az Anaĺızis Tanszék oktatóitól – közülük elsősorban Daróczy Zoltántól és
Páles Zsolttól – továbbá Aczél Jánostól, aki a disszertációmban szereplő problémák
közül többre felh́ıvta a figyelmemet és számos esetben lehetővé tette, hogy a
megoldásukon együtt dolgozzam vele. Mindnyájuknak köszönöm. Köszönetemet fejezem
ki a Debreceni Egyetem Matematikai Intézetének, ahol ezt az értekezést jelentős anyagi
és erkölcsi támogatással elkésźıthettem, valamint a Széchenyi István Kuratóriumnak,
amely ösztönd́ıjával három éven át támogatta munkámat. Komoly seǵıtséget jelentett
továbbá a T-030082 és a T-043080 számú OTKA, valamint a 0215/2001 számú FKFP
pályázat.
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1 Konzisztens aggregáció és általánośıtott

biszimmetria

A konzisztens aggregáció problémáját az alábbi példán keresztül vezetjük be. Tegyük
fel hogy m darab termelő mindegyike n fajta ráford́ıtással termel, a j-edik ter-
melő (maximális) eredménye (kibocsátása, outputja) függ az xj1, . . . , xjn ráford́ıtásaitól
(inputjaitól) (a k-adik fajtából xjk mennyiséget használ fel) és a függést egy ter-
melő-specifikus (mikroökonomiai) Fj úgynevezett termelési függvény ı́rja le (j =
1, . . . , m; k = 1, . . . , n). Össześıtve (aggregálva) a rendszer egyes termelőinek
F1(x11, . . . , x1n), . . . , Fm(xm1, . . . , xmn) termelési eredményeit egy G aggregáló függvény
seǵıtségével kapjuk, hogy az m termelőből álló rendszer össześıtett termelési eredménye
(kibocsátása, outputja)

G(F1(x11, . . . , x1n), . . . , Fm(xm1, . . . , xmn)).

Másrészt eljárhatunk úgy is, hogy először az egyes ráford́ıtásokat aggregáljuk fajtánként
(a fajtáktól esetleg függő) G1, . . . , Gn aggregáló függvényekkel, majd az ı́gy kapott
össześıtett G1(x11, . . . , xm1), . . . , Gn(x1n, . . . , xmn) ráford́ıtásokból számoljuk ki a rend-
szer termelési eredményét egy – a rendszer egészétől függő – F (makroökonomiai) ter-
melési függvény seǵıtségével, ami ekkor

F (G1(x11, . . . , xm1), . . . , Gn(x1n, . . . , xmn)).

Ha ez megegyezik az xjk változók minden lehetséges értékére a korábban kiszámolttal,
azaz

(1.1)
G(F1(x11, . . . , x1n), . . . , Fm(xm1, . . . , xmn))

= F (G1(x11, . . . , xm1), . . . , Gn(x1n, . . . , xmn)),

akkor konzisztens aggregációról beszélünk. Az (1.1) egyenlet az m × n t́ıpusú
általánośıtott biszimmetria egyenlet. Több kérdés felvetődik: Mi legyen az (1.1)-ben
szereplő függvények értelmezési tartománya illetve értékkészlete ? Mely függvényeket te-
kintsük (1.1)-ben adottaknak illetve ismeretleneknek ? Milyen termelési (F, F1, . . . , Fm)
illetve aggregáló (G,G1, . . . , Gn) függvények jöhetnek szóba konzisztens aggregáció
során? A gyakorlatban előfordul, hogy ha a ráford́ıtások értékét pénzben fejezik ki,
akkor aggregáláskor a közönséges összeadást használják, azaz

Gk(y1, . . . , ym) = y1 + · · ·+ ym és G(y1, . . . , ym) = y1 + · · ·+ ym

(k = 1, . . . , n), ı́gy (1.1)-ből a termelési függvényekre a tőle sokkal egyszerűbb

F (x1 + · · ·+ xm) = F1(x1) + · · ·+ Fm(xm) (xj = (xj1, . . . , xjn))

ú.n. Pexider egyenlet adódik, amelynek a valós értékű folytonos megoldásai – amint az
Radó-Baker [RB87, Corollary 3]-ból indukcióval könnyen következik – legfeljebb elsőfokú
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polinomok. Ugyanakkor a gyakorlatban is használt CD (Cobb-Douglas) és CES (Con-
stant Elasticity of Substitution) termelési függvények

F (z1, . . . , zn) = azb1
1 . . . zbn

n (z1, . . . , zn ∈ ]0, +∞[ )

illetve
F (z1, . . . , zn) = a(c1z

b
1 + · · ·+ cnzb

n)1/b (z1, . . . , zn ∈ ]0, +∞[ )

alakúak (itt a, c1, . . . , cn pozit́ıv, b, b1, . . . , bn pedig nullától különböző valós számok), ı́gy
a CD függvényekkel egyáltalán nem, a CES függvényekkel pedig csak a b = 1 esetben
valóśıtható meg (az összeadással) konzisztens aggregáció. Ebben a fejezetben – alkalmas
feltételek mellett – megadjuk (1.1) összes megoldását, a szereplő függvények értelmezési
tartományáról csak azt tesszük fel, hogy nem üres halmazok. Hasonló eredmények –
amelyeket gyakran Klein-Nataf ([Kle46], [Nat48]) t́ıpusú tételeknek neveznek – 1946
óta ismertek (lásd például van Daal-Merkies [vDM87], Green [Gre64], Aczél [Acz97]).
Részletesebben itt csak a jelentős hatású Gorman [Gor68] dolgozatról szólunk, amelyet
helyenként ki kellett jav́ıtani (lásd von Stengel, [vS93]). [Gor68]-ban az a fő kérdés,
hogy mikor lehet az mn változós ∆ függvényt – alkalmas G,F1, . . . , Fm, F,G1, . . . , Gn

függvények seǵıtségével – egyidejűleg feĺırni az alábbi két alakban

∆(x11, . . . , xmn) = G(F1(x11, . . . , x1n), . . . , Fm(xm1, . . . , xmn))

és
∆(x11, . . . , xmn) = F (G1(x11, . . . , xm1), . . . , Gn(x1n, . . . , xmn)).

Világos, hogy ha ez a kétféle feĺırás lehetséges, akkor teljesül (1.1) is. [Gor68]-ban a
válasz az, hogy a kétféle feĺırás – bizonyos feltételek mellett – pontosan akkor lehetséges,
ha

∆(x11, . . . , xmn) = ϕ

(
m∑

j=1

n∑

k=1

βjk(xjk)

)

teljesül alkalmas ϕ és βjk függvényekkel. A konzisztens aggregáció problémája szem-
pontjából viszont fontos lenne meghatározni magukat a G,G1, . . . , Gn, F, F1, . . . , Fm

függvényeket is (lásd még Pokropp [Pok78], [vDM87]). [Gor68]-ban és később [vS93]-ban
is a bizonýıtások halmazelméleti és kombinatorikai megfontolásokon túl az

F (G(x, y), z) = H(x, K(y, z))

általánośıtott asszociativitási egyenleten alapulnak és Aczél [Acz66]-ra (311–313 oldal)
hivatkoznak. Itt azonban néhány oldallal később (314–315) és Taylor [Tay78]-ban más
feltételek mellett a

(1.2) G(F1(x11, x12), F2(x21, x22)) = F (G1(x11, x21), G2(x12, x22))

általánośıtott biszimmetria egyenlet – amely (1.1) n = m = 2 speciális esete – is meg van
oldva. Ezért természetesnek látszik az (1.2) egyenletre vonatkozó ismert eredményt az
(1.1) egyenletre indukcióval kiterjeszteni. Ebben a fejezetben először ezt fogjuk megtenni
és – ellentétben az emĺıtett ismert eredményekkel – az (1.1)-ben szereplő függvények
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értelmezési tartományaiként szolgáló halmazokra semmilyen rendezési vagy topológiai
jellegű feltételt nem szabunk. Az 1.1. és 1.2. részekben egy-egy megoldását adjuk az
(1.1) egyenletnek, majd az 1.3. részben ezekből következtetéseket vonunk le a valós
esetre. E fejezet eredményei Aczél-Maksa [AM96b]-ben, Aczél-Maksa-Taylor [AMT97]-
ben továbbá részben Aczél-Maksa [AM96a]-ban és Aczél-Maksa [AM97]-ben vannak
publikálva. Magyar nyelven a Maksa [Mak97]-ben és Maksa [Mak01]-ben jelentek meg
ismertetések az ide vonatkozó eredményekről.

1.1 A konzisztens aggregáció problémájának megoldása

erős szürjektivitás és injektivitás mellett

Legyen n ∈ N (N a pozit́ıv egészek halmaza), legyenek A1, . . . , An nem-üres halma-
zok, B egy halmaz, H : A1 × · · · × An → B egy függvény, 1 ≤ p ≤ n és ak ∈ Ak,
k ∈ {1, . . . , n} \ {p} rögźıtett. Ekkor a

(1.3) Hp(t) = H(a1, . . . , ap−1, t, ap+1, . . . , an) (t ∈ Ap)

módon definiált Hp : Ap → B függvény H egy – p-edik változója szerinti – parciális
függvénye. Nyilvánvaló, hogy H-nak általában több p-edik változója szerinti parciális
függvénye van, minden ak ∈ Ak, k ∈ {1, . . . , n} \ {p} elem (n − 1)-eshez tartozik egy.
Azt mondjuk, hogy H erősen szürjekt́ıv (injekt́ıv, bijekt́ıv) a p-edik változójában, ha H
összes Hp : Ap → B parciális függvénye szürjekt́ıv (injekt́ıv, bijekt́ıv). Azaz, bármely
b ∈ B és ak ∈ Ak, k ∈ {1, . . . , n} \ {p} esetén létezik (legfeljebb egy, pontosan egy)
ap ∈ Ap úgy, hogy Hp(ap) = b. Ennek a résznek a fő eredménye annak igazolása
lesz, hogy ha (1.1)-ben a külső G és F függvények minden változójukban erősen in-
jekt́ıvek és a belső F1, . . . , Fm, G1, . . . , Gn függvények minden változójukban erősen
szürjekt́ıvek, akkor (1.1) megoldásai kifejezhetők egy alkalmas Abel csoport-művelet
valamint egyváltozós bijekciók és szürjekciók seǵıtségével. Először az alábbi két lemmát
igazoljuk.

1.1 Lemma. ([AM96b]) Legyen 2 ≤ M ∈ N, N ∈ N, Xjk nem-üres halmaz (j =
1, . . . , M ; k = 1, . . . , N), (T, ∗) Abel csoport, Φ : TN → T , Ej : Xj1 × · · · × XjN → T
tetszőleges és fjk : Xjk → T szürjekt́ıv (j = 1, . . . , M ; k = 1, . . . , N). Pontosan akkor
igaz, hogy Φ az összes változójában erősen bijekt́ıv és

(1.4)
Φ(f11(x11) ∗ · · · ∗ fM1(xM1), . . . , f1N(x1N) ∗ · · · ∗ fMN(xMN))

= E1(x11, . . . , x1N) ∗ · · · ∗ EM(xM1, . . . , xMN)

teljesül minden xjk ∈ Xjk (j = 1, . . . , M ; k = 1, . . . , N) esetén, ha (T, ∗)-nak vannak
olyan p1, . . . , pN automorfizmusai és T -nek olyan d1, . . . , dM elemei, hogy

Φ(t1, . . . , tN) = p1(t1) ∗ · · · ∗ pN(tN) ∗ d1 ∗ · · · ∗ dM és(1.5)

Ej(xj1, . . . , xjN) = p1

(
fj1(xj1)

) ∗ · · · ∗ pN

(
fjN(xjN)

) ∗ dj(1.6)

minden tk ∈ T , xjk ∈ Xjk, j ∈ {1, . . . , M} és k ∈ {1, . . . , N} esetén.
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B i z o n y ı́ t á s. Legyen e ∈ T az egységelem. Mivel fjk : Xjk → T szürjekció, van
olyan x0

jk ∈ T , hogy fjk(x
0
jk) = e (j = 1, . . . , M ; k = 1, . . . , N). Legyen 1 ≤ i ≤ M

rögźıtett és xjk = x0
jk, j ∈ {1, . . . , M} \ {i} (1.4)-ben. Mivel (T, ∗) kommutat́ıv,

(1.7) Φ
(
fi1(xi1), . . . , fiN(xiN)

)
= Ei(xi1, . . . , xiN) ∗

M∏
j=1
j 6=i

Ej(x
0
j1, . . . , x

0
jN)

minden xik ∈ Xik, k = 1, . . . , N mellett. Itt és a továbbiakban is használjuk a

M∏
j=1

sj = s1 ∗ · · · ∗ sM és a
M∏

j=1
j 6=i

sj =

(
M∏

j=1

sj

)
∗ s−1

i

jelöléseket, ha s1, . . . , sM ∈ T . (s−1
i az si ∈ T elem inverze.) Legyen

qi =




M∏
j=1
j 6=i

Ej(x
0
j1, . . . , x

0
jN)




−1

.

Ekkor (1.7)-ből

(1.8) Ei(xi1, . . . , xiN) = Φ
(
fi1(xi1), . . . , fiN(xiN)

) ∗ qi

következik. Ezt felhasználva, (1.4)-ből azt kapjuk, hogy

Φ

(
M∏

j=1

fj1(xj1), . . . ,
M∏

j=1

fjN(xjN)

)
=

M∏
j=1

Φ
(
fj1(xj1), . . . , fjN(xjN)

) ∗
M∏

j=1

qj.

Mivel fjk : Xjk → T szürjekció, ebből

(1.9) Φ

(
M∏

j=1

tj1, . . . ,

M∏
j=1

tjN

)
=

M∏
j=1

Φ(tj1, . . . , tjN) ∗
M∏

j=1

qj

következik minden tjk ∈ T (j = 1, . . . ,M ; k = 1, . . . , N) mellett. Legyen itt tjk = e, ha
3 ≤ j ≤ M és 1 ≤ k ≤ N , legyen továbbá

(1.10) c = Φ(e, . . . , e)M−2 ∗
M∏

j=1

qj.

Ekkor – (1.9) szerint –

Φ(t11 ∗ t21, . . . , t1N ∗ t2N) = Φ(t11, . . . , t1N) ∗ Φ(t21, . . . , t2N) ∗ c,

ami a

(1.11) Ψ(t1, . . . , tN) = Φ(t1, . . . , tN) ∗ c
(
(t1, . . . , tN) ∈ TN

)
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defińıcióval

Ψ(t11 ∗ t21, . . . , t1N ∗ t2N) = Ψ(t11, . . . , t1N) ∗Ψ(t21, . . . , t2N)

alakú lesz. Jól ismert (lásd például Aczél-Dhombres [AD89], 46. oldal), hogy ekkor
vannak olyan pk : T → T endomorfizmusok (azaz amelyekre pk(u ∗ v) = pk(u) ∗ pk(v)
teljesül minden u, v ∈ T esetén) (k = 1, . . . , N), hogy

(1.12) Ψ(t1, . . . , tN) = p1(t1) ∗ · · · ∗ pN(tN) ((t1, . . . , tN) ∈ TN).

Mivel Φ az összes változójában erősen bijekt́ıv – (1.11) miatt – Ψ is az, ezért (1.12)-
ből azt kapjuk, hogy pk bijekció és ı́gy automorfizmus (k = 1, . . . , N). Ezek után (1.6)
következik az (1.8), (1.11) és (1.12) egyenlőségekből a di = c−1 ∗ qi (i = 1, . . . , N)
defińıcióval. Így (1.6)-ból, (1.4)-ből, (1.12)-ből c−1 = d1 ∗ · · · ∗ dM adódik, majd (1.11)-
ből és (1.12)-ből megkapjuk (1.5)-öt is.

A ford́ıtott irányú álĺıtás számolással igazolható.

1.2 Lemma. ([AM96b]) Legyen 2 ≤ m ∈ N, 2 ≤ n ∈ N, ∅ 6= Xjk, Yj, Zk, S tetszőleges
halmaz, Fj : Xj1 × · · · × Xjn → Yj, Gk : X1k × · · · × Xmk → Zk (j = 1, . . . , m;
k = 1, . . . , n), F : Z1 × · · · × Zn → S, G : Y1 × · · · × Ym → S, T = G(Y1, . . . , Ym).
Tegyük fel továbbá, hogy Fj és Gk minden változójában erősen szürjekt́ıv (j = 1, . . . , m;
k = 1, . . . , n), F és G pedig minden változójában erősen injekt́ıv valamint teljesül (1.1)
bármely xjk ∈ Xjk esetén (j = 1, . . . , m; k = 1, . . . , n). Ekkor F : Z1 × · · · × Zn → T és
G : Y1 × · · · × Ym → T minden változójukban erősen bijekt́ıv függvények.

B i z o n y ı́ t á s. A feltételek miatt F (Z1, . . . , Zn) = T is teljesül. Legyen 1 ≤ p ≤ n.
Igazoljuk, hogy F : Z1 × . . . ,×Zn → T a p-edik változójában erősen bijekt́ıv. Legyen
ugyanis ak ∈ Zk, k ∈ {1, . . . , n} \ {p} és b ∈ T . Ekkor van olyan (a1k, . . . , amk) ∈
X1k× · · ·×Xmk, hogy ak = Gk (a1k, . . . , ank), mert Gk szürjekt́ıv (k ∈ {1, . . . , n} \ {p}).
Másrészt olyan (y1, . . . , ym) ∈ Y1 × · · · × Ym is van, melyre b = G(y1, . . . , ym) teljesül.
Ugyanakkor az F1, . . . , Fm függvények a p-edik változójukban erősen szürjekt́ıvek , ezért
van olyan (a1p, . . . , amp) ∈ X1p × · · · × Xmp, hogy Fj(aj1, . . . , ajp, . . . , ajn) = yj, j =
1, . . . , m. Ezért (1.1) miatt

b = G(y1, . . . , ym) = G(F1(a11, . . . , a1n), . . . , Fm(am1, . . . , amn))

= F (G1(a11, . . . , am1), . . . , Gp(a1p, . . . , amp), . . . , Gn(a1n, . . . , amn))

= F (a1, . . . , ap−1, Gp(a1p, . . . , amp), ap+1, . . . , an),

azaz F p-edik változója szerinti parciális függvénye a Gp(a1p, . . . , amp) ∈ Zp pontban

felveszi a b ∈ T értéket. Így F a p-edik változójában erősen szürjekt́ıv. Mivel erősen
injekt́ıv is, ezért erősen bijekt́ıv. Hasonlóan igazolható, hogy G is erősen bijekt́ıv minden
változójában.

Ezek után, igazoljuk ennek a résznek a fő eredményét.
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1.3 Tétel. ([AM96b]) Legyenek 2 ≤ m és 2 ≤ n rögźıtett természetes számok, ∅ 6= Xjk,
Yj, Zk és S halmazok, Fj : Xj1 × · · · × Xjn → Yj, Gk : X1k × · · · × Xmk → Zk,
F : Z1×· · ·×Zn → S és G : Y1×· · ·×Ym → S függvények (j = 1, . . . , m; k = 1, . . . , n).
Pontosan akkor igaz, hogy az Fj és Gk függvények erősen szürjekt́ıvek (j = 1, . . . , m;
k = 1, . . . , n) minden változójukban, az F és G függvények erősen injekt́ıvek minden
változójukban, továbbá fennáll, hogy

(1.1)
G(F1(x11, . . . , x1n), . . . , Fm(xm1, . . . , xmn))

= F (G1(x11, . . . , xm1), . . . , Gn(x1n, . . . , xmn))

minden xjk ∈ Xjk esetén (j = 1, . . . , m; k = 1, . . . , n), ha van olyan (T, ∗) Abel csoport,
hogy T = G(Y1, . . . , Ym), továbbá vannak olyan fjk : Xjk → T szürjekciók és olyan
gj : Yj → T , hk : Zk → T bijekciók, hogy

F (z1, . . . , zn) = h1(z1) ∗ · · · ∗ hn(zn),(1.13)

G(y1, . . . , ym) = g1(y1) ∗ · · · ∗ gm(ym),(1.14)

Fj(xj1, . . . , xjn) = g−1
j (fj1(xj1) ∗ · · · ∗ fjn(xjn))(1.15)

és

(1.16) Gk(x1k, . . . , xmk) = h−1
k (f1k(x1k) ∗ · · · ∗ fmk(xmk))

teljesül minden zk ∈ Zk, yj ∈ Yj és xjk ∈ Xjk esetén (j = 1, . . . , m; k = 1, . . . , n).

B i z o n y ı́ t á s. Az az álĺıtás, hogy az (1.13) – (1.16)-ban definiált függvények (1.1)
ḱıvánt tulajdonságú megoldásai, számolással igazolható, ezért nem bizonýıtjuk.

(i) A ford́ıtott álĺıtást először az m = 2 esetben igazoljuk, éspedig n szerinti teljes
indukcióval. Ha még n = 2 is teljesül, akkor (1.1) az

(1.2) G(F1(x11, x12), F2(x21, x22)) = F (G1(x11, x21), G2(x12, x22))

egyenletbe megy át és a feltételeink garantálják, hogy alkalmazható Taylor [Tay78, The-
orem 5] eredménye, amely szerint igaz az álĺıtás az (m = 2 és) n = 2 esetben, azaz van
olyan (T, ∗) Abel csoport (T = G(Y1, Y2)) és vannak olyan fjk : Xjk → T szürjekciók
és olyan gj : Yj → T , hk : Zk → T (j = 1, 2; k = 1, 2) bijekciók, hogy fennáll (1.13) –
(1.16), ha m = n = 2. Folytatva az n-szerinti indukciós bizonýıtást, tegyük fel, hogy
n > 2 és igaz az álĺıtás n helyett (n− 1)-re. Az m = 2 esetben (1.1)

(1.17) G(F1(x11, . . . x1n), F2(x21, . . . x2n)) = F (G1(x11, x21), . . . , Gn(x1n, x2n))

alakú. A feltételek és az 1.2. Lemma miatt F1, F2, G1, . . . , Gn minden változójukban
erősen szürjekt́ıvek mı́g G : Y1 × Y2 → T = G(Y1, Y2) és F : Z1 × · · · × Zn → T =
F (Z1, . . . , Zn) minden változójukban erősen bijekt́ıvek. Legyen ajn ∈ Xjn rögźıtett
(j = 1, 2) és definiáljuk az F̃ és F̃j függvényeket az alábbiak szerint:

F̃ (z1, . . . , zn−1) = F (z1, . . . , zn−1, Gn(a1n, a2n)) (zk ∈ Zk, 1 ≤ k ≤ n− 1)



10

és

F̃j(x1, . . . , xn−1) = Fj(x1, . . . , xn−1, ajn) (xk ∈ Xjk , 1 ≤ k ≤ n− 1; j = 1, 2).

Ekkor (1.17)-ből az xjn = ajn (j = 1, 2) helyetteśıtés után

G(F̃1(x11, . . . , x1,n−1), F̃2(x21, . . . , x2,n−1)) = F̃ (G1(x11, x21), . . . , Gn−1(x1,n−1, x2,n−1))

adódik, ami ugyanolyan alakú egyenlet, mint (1.17) csak n helyett (n − 1), Fj helyett
F̃j (j = 1, 2) és F helyett F̃ szerepel benne. Alkalmazható az indukciós feltétel, amely
szerint G és G1, . . . , Gn−1 máris (1.14) illetve (1.16) alakú (itt természetesen m = 2),
azaz

G(y1, y2) = g1(y1) ∗ g2(y2) (y1 ∈ Y1, y2 ∈ Y2),(1.18)

Gk(x1k, x2k) = h̃−1
k (f̃1k(x1k) ∗ f̃2k(x2k))(1.19)

(xjk ∈ Xjk , j = 1, 2; k = 1, . . . , n− 1),

ahol f̃jk : Xjk → T = G(Y1, Y2) szürjekt́ıv, gj : Yj → T és h̃ : Zk → T bijekt́ıv
függvények (j = 1, 2; k = 1, . . . , n − 1) és (T, ∗) Abel csoport. Helyetteśıtsük (1.17)-be
G (1.18) alakját. Ekkor

(1.20)

g1 ◦ F1(x11, . . . , x1,n−1, x1n) ∗ g2 ◦ F2(x21, . . . , x2,n−1, x2n)

= G(G1(x11, x21), . . . , Gn−1(x1,n−1, x2,n−1), Gn(x1nx2n))

(xjk ∈ Xjk , j = 1, 2; k = 1, . . . , n)

következik. Legyenek ezúttal az ajk ∈ Xjk elemek rögźıtettek (j = 1, 2; k = 1, . . . , n−1)
és definiáljuk a h̃n és f̃jn függvényeket (j = 1, 2) az alábbiak szerint:

h̃n(t) = F (G1(a11, a21), . . . , Gn−1(a1,n−1a2,n−1), t) (t ∈ Zn),(1.21)

f̃jn(x) = gj ◦ Fj(aj1, . . . , aj,n−1, x) (x ∈ Xjn , j = 1, 2).(1.22)

Mivel Fj erősen szürjekt́ıv az n-edik változójában és gj bijekció T -re, ezért f̃jn is
szürjekció T -re (j = 1, 2). Másrészt az 1.2 Lemma miatt F erősen bijekt́ıv, tehát h̃n

bijekció T -re. Továbbá (1.22), (1.20) és (1.21) miatt

f̃1n(x1n) ∗ f̃2n(x2n) = g1 ◦ F1(a11, . . . , a1,n−1, x1n) ∗ g2 ◦ F2(a21, . . . , a2,n−1, x2n)

= F (G1(a11, a21), . . . , Gn−1(a1,n−1, a2,n−1), Gn(x1n, x2n))

= h̃n ◦Gn(x1n, x2n),

azaz

(1.23) Gn(x1n, x2n) = h̃−1
n

(
f̃1n(x1n) ∗ f̃2n(x2n)

)
(xjn ∈ Xjn , j = 1, 2).
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Ezek után helyetteśıtsük (1.20)-ba a Gk függvények (1.19)-ben illetve (1.23)-ban
megadott alakját. Ekkor azt kapjuk, hogy

(1.24)
g1 ◦ F1(x11, . . . , x1n) ∗ g2 ◦ F2(x21, . . . , x2n)

= F
(
h̃−1

1

(
f̃11(x11) ∗ f̃21(x21)

)
, . . . , f̃−1

n

(
f̃1n(x1n) ∗ f̃2n(x2n)

))

minden xjk ∈ Xjk mellett (j = 1, 2; k = 1, . . . , n). Ez egy (1.4) alakú egyenlet, amelyre
alkalmazható az 1.1. Lemma. Valóban, legyen M = 2, N = n továbbá

Ψ(t1, . . . , tN) = F
(
h̃−1

1 (t1), . . . , h̃
−1
N (tN)

)
(tk ∈ T, k = 1, . . . , N),

Ej(x1, . . . , xN) = gj ◦ Fj(x1, . . . , xN) (xk ∈ Xjk, j = 1, 2; k = 1, . . . , N).

Ekkor (1.24) éppen az (1.4) egyenlet, és az 1.1. Lemma többi feltétele is teljesül, ı́gy
(T, ∗)-nak vannak olyan p1, . . . , pn automorfizmusai és vannak olyan d1, d2 ∈ T elemek,
hogy

(1.25) Fj(x1, . . . , xn) = g−1
j

(
n∏

k=1

pk ◦ f̃jk(xk) ∗ dj

)

és

(1.26) F (z1, . . . , zn) =
n∏

k=1

pk ◦ h̃k(zk) ∗ d1 ∗ d2

minden xk ∈ Xjk és zk ∈ Zk esetén (k = 1, . . . , n; j = 1, 2). Most már csak néhány
újabb jelölést kell bevezetni: legyen

h1(z1) = p1 ◦ h̃1(z1) ∗ d1 ∗ d2 és hk(zk) = pk ◦ h̃k(zk) (2 ≤ k ≤ n),(1.27)

fj1(x1) = p1 ◦ fj1(x1) ∗ dj és fjk(xk) = pk ◦ f̃jk(xk) (2 ≤ k ≤ n)(1.28)

(zk ∈ Zk , xk ∈ Xjk , k = 1, . . . , n; j = 1, 2). Nyilvánvaló, hogy ekkor hk : Zk → T
bijekció, fjk : Xjk → T szürjekció (k = 1, . . . , n; j = 1, 2) és (1.25)-ből illetve (1.26)-ból
következik (1.15) (az m = 2 esetben) illetve (1.13). Végül felhasználva (1.27)-et kapjuk,
hogy

h̃−1
1 (t) = h−1

1 (p1(t) ∗ d1 ∗ d2) és h̃−1
k (t) = h−1

k ◦ pk(t) (2 ≤ k ≤ n).

Ezért (1.19)-ből illetve (1.23)-ból – (1.28)-at, valamint azt figyelembe véve, hogy pk

automorfizmus – adódik, hogy

G1(x1, x2) = h̃−1
1 ◦ (

f̃11(x1) ∗ f̃21(x2)
)

= h−1
1

(
p1(f̃11(x1) ∗ f̃21(x2)) ∗ d1 ∗ d2

)

= h−1
1

(
p1 ◦ f̃11(x1) ∗ p1 ◦ f̃21(x2) ∗ d1 ∗ d2

)

= h−1
1 (f11(x1) ∗ f21(x2)),



12

illetve

Gk(x1, x2) = h−1
k

(
pk(f̃1k(x1) ∗ f̃2k(x2))

)

= h−1
k

(
pk ◦ f̃1k(x1) ∗ pk ◦ f̃2k(x2)

)

= h−1
k

(
f1k(x1) ∗ f2k(x2)

)
,

ha 2 ≤ k ≤ n. Ezzel igazoltuk az álĺıtást m = 2 és 2 ≤ n ∈ N esetén.

(ii) Most m-szerinti teljes indukcióval igazoljuk az álĺıtást tetszőleges 2 ≤ m ∈ N és
2 ≤ n ∈ N mellett. A bizonýıtás (i) részében megmutattuk, hogy igaz az álĺıtás, ha
m = 2. Legyen tehát (rögźıtett n mellett) m > 2 és tegyük fel, hogy igaz az álĺıtás m
helyett (m− 1)-re. Legyen amk ∈ Xmk rögźıtett (k = 1, . . . , n),

G̃(y1, . . . , ym−1) = G(y1, . . . , ym−1, Fm(am1, . . . , amn)) (yj ∈ Yj, 1 ≤ j ≤ m− 1)

és

G̃k(x1, . . . , xm−1) = Gk(x1, . . . , xm−1, amk) (xj ∈ Xjk, 1 ≤ j ≤ m− 1; 1 ≤ k ≤ n).

Ekkor (1.1)-ből

(1.29)
G̃

(
F1(x11, . . . , x1n), . . . , Fm−1(xm−1,1, . . . , xm−1,n)

)

= F
(
G̃1(x11, . . . , xm−1,1), . . . , G̃n(x1n, . . . , xm−1,n)

)

következik (xjk ∈ Xjk, 1 ≤ j ≤ m − 1; 1 ≤ k ≤ n). Alkalmazható az indukciós feltétel
és azt kapjuk, hogy F, F1, . . . , Fm−1 (1.13), illetve (1.15) alakú, azaz

F (z1, . . . , zn) = h̃1(x1) ∗ · · · ∗ h̃n(zn) (zk ∈ Zk , 1 ≤ k ≤ n),(1.30)

Fj(xj1, . . . , xjn) = g̃−1
j

(
f̃j1(xj1) ∗ · · · ∗ f̃jn(xjn)

)
(1.31)

(xjk ∈ Xjk, 1 ≤ k ≤ n; 1 ≤ j ≤ m− 1),

ahol f̃jk : Xjk → T szürjekt́ıv, g̃j : Yj → T és h̃k : Zk → T bijekt́ıv (1 ≤ j ≤ m − 1;

1 ≤ k ≤ n) és (T, ∗) Abel csoport. Írjuk be (1.1)-be F (1.30) alakját. Ekkor

(1.32)
G(F1(x11, . . . , x1n), . . . , Fm(xm1, . . . , xmn))

= h̃1 ◦G1(x11, . . . , xm1) ∗ · · · ∗ h̃m ◦Gn(x1n, . . . , xmn)

adódik minden xjk ∈ Xjk esetén (1 ≤ j ≤ m; 1 ≤ k ≤ n). Rögźıtsük ezúttal az ajk ∈ Xjk

elemeket (1 ≤ j ≤ m− 1; 1 ≤ k ≤ n) és definiáljuk a g̃ és f̃mk függvényeket az alábbiak
szerint:

g̃m(t) = G(F1(a11, . . . , a1n), . . . , Fm−1(am−1, . . . , am−1,n), t) (t ∈ Ym),(1.33)

f̃mk(x) = h̃k ◦Gk(a1k, . . . , am−1,k, x) (x ∈ Xmk, 1 ≤ k ≤ n).(1.34)
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A feltételek miatt f̃mk : Xmk → T szürjekció (1 ≤ k ≤ n) és g̃m : Ym → T bijekció (az
1.2. Lemma miatt ugyanis G erősen bijekt́ıv az utolsó változójában). Továbbá (1.32)-ből,
(1.33)-ból és (1.34)-ből az xjk = ajk (1 ≤ j ≤ m− 1; 1 ≤ k ≤ n) helyetteśıtéssel

(1.35) Fm(xm1, . . . , xmn) = g̃−1
m

(
f̃m1(xm1) ∗ · · · ∗ f̃mn(xmn)

)

következik minden xmk ∈ Xmk (1 ≤ k ≤ n) esetén. Írjuk most be (1.1)-be F (1.30) és
Fj (1.31) illetve (1.35) alakját. Ekkor azt kapjuk, hogy

G
(
g̃−1
1 (f̃11(x11) ∗ · · · ∗ f̃1n(x1n)), . . . , g−1

m (f̃m1(xm1) ∗ · · · ∗ f̃mn(xmn))
)

= h̃1 ◦G1(x11, . . . , xm1) ∗ · · · ∗ h̃m ◦Gn(x1n, . . . , xmn)

fennáll minden xjk ∈ Xjk (1 ≤ j ≤ m; 1 ≤ k ≤ n) mellett. Ez ismét egy (1.4) t́ıpusú
egyenlet, amelyre teljesülnek az 1.1. Lemma feltételei. Ezért

(1.36) Gk(x1, . . . , xm) = h̃−1
k

(
m∏

j=1

pj ◦ f̃jk(xj) ∗ ck

)

és

(1.37) G(y1, . . . , yn) =
n∏

j=1

pj ◦ g̃j(yj) ∗ c1 ∗ · · · ∗ cn

teljesül T alkalmas p1, . . . , pm automorfizmusaival és c1, . . . , cn elemeivel minden xj ∈ Xjk

és yj ∈ Yj mellett (1 ≤ j ≤ m; 1 ≤ k ≤ n). Definiáljuk az alábbi függvényeket:

(1.38)

h1(z) = h̃1(z) ∗ c2 ∗ · · · ∗ cn, hk(z) = h̃k(z) ∗ c−1
k (2 ≤ k ≤ n),

g1(y) = p1 ◦ g̃1(y) ∗ c1 ∗ · · · ∗ cn, gj(y) = pj ◦ g̃j(y) (2 ≤ j ≤ m)

(z ∈ Zk, y ∈ Yj)

és

(1.39)
f11(x) = p1 ◦ f̃11(x) ∗ c1 ∗ · · · ∗ cn,

fjk(x) = pj ◦ f̃jk(x), ha j + k > 2; 1 ≤ j ≤ m; 1 ≤ k ≤ n (x ∈ Xjk).

Nyilvánvaló, hogy a hk : Zk → T és gj : Yj → T függvények bijekciók, fjk : Xjk → T
pedig szürjekció (1 ≤ j ≤ m; 1 ≤ k ≤ n), továbbá (1.36)-ból, (1.38)-ból és (1.39)-ből
következik (1.16), mert:

G1(x11. . . . , xm1) = h̃−1
1

(
m∏

j=1

pj ◦ f̃j1(xj1) ∗ c1

)

= h−1
1

(
m∏

j=1

pj ◦ f̃j1(xj1) ∗ c1 ∗ · · · ∗ cn

)
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= h−1
1

(
f11(x11) ∗ f21(x21) ∗ · · · ∗ fm1(xm1)

)
,

illetve 2 ≤ k ≤ n esetén

Gk(x1k, . . . , xmk) = h̃−1
k

(
m∏

j=1

pj ◦ f̃jk(xjk) ∗ ck

)

= h−1
k

(
m∏

j=1

pj ◦ f̃jk(xjk) ∗ c−1
k ∗ ck

)

= h−1
k

(
m∏

j=1

fjk(xjk)

)
.

Végül (1.30)-ból illetve (1.37)-ből (1.38) alapján könnyen következik (1.13) illetve (1.14),
mı́g (1.15) (1.31)-ből illetve (1.35)-ből adódik – (1.38) és (1.39) figyelembevételével:

F1(x1, . . . , xn) = g−1
1

(
n∏

k=1

p1 ◦ f̃1k(xk) ∗ c1 · · · ∗ cn

)
= g−1

1 (f11(x1) ∗ · · · ∗ f1n(xn)),

illetve a 2 ≤ j ≤ m esetben

Fj(x1, . . . , xn) = g−1
j ◦ pj

(
n∏

k=1

f̃jk(xk)

)

= g−1
j

(
n∏

j=1

pj ◦ f̃jk(xk)

)
= g−1

j

(
n∏

j=1

fjk(xk)

)
.

1.2 A konzisztens aggregáció problémájának megodása
gyenge szürjektivitás és erős injektivitás mellett

Legyen n ∈ N, legyenek A1, . . . , An nem-üres halmazok, B egy halmaz, H :
A1 × · · · × An → B egy függvény és 1 ≤ p ≤ n. Azt mondjuk, hogy H gyengén
szürjekt́ıv a p-edik változójában, ha léteznek olyan ak ∈ Ak, k ∈ {1, . . . , n}\{p} elemek,
hogy az (1.3) módon definiált Hp : Ap → B függvény szürjekt́ıv. Nyilvánvaló, hogy
a p-edik változójukban erősen szürjekt́ıv függvények a p-edik változójukban gyengén
szürjekt́ıvek is. Azt mondjuk továbbá, hogy b ∈ B elérhető eleme H-nak, ha minden
1 ≤ p ≤ n és minden ak ∈ Ak, k ∈ {1, . . . , n} \ {p} esetén van olyan cp ∈ Ap, hogy
H(a1, . . . , ap−1, cp, ap+1, . . . , an) = b. Az is nyilvánvaló, hogy ha H minden változójában
erősen szürjekt́ıv, akkor B minden eleme elérhető eleme H-nak. Van viszont olyan
függvény, amely minden változójában gyengén szürjekt́ıv, van elérhető eleme is, de
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egyetlen változójában sem erősen szürjekt́ıv. Legyen például d a Dirichlet függvény,
azaz

d(x) =





1, ha x ∈ Q
0, ha x ∈ R \Q

(Q a racionális számok halmaza) és H(x, y) = d(x)d(y), (x, y) ∈ R2. Ekkor A1 =
A2 = R, B = {0, 1}. H mindkét változójában gyengén szürjekt́ıv, mert H(x, 1) = d(x)
és H(1, y) = d(y) (x, y ∈ R), 0 ∈ B H-nak elérhető eleme de H(x,

√
2 ) = 0,

x ∈ R illetve H(
√

2, y) = 0, y ∈ R miatt sem az első sem a második változójában
nem erősen szürjekt́ıv. Ebben a részben azt fogjuk igazolni, hogy (1.1)-ben a belső
függvények erős szürjektivitása gyenge szürjektivitással és elérhető elem létezésével
helyetteśıthető. Az előzetes eredmények megfogalmazásához szükségünk van még két
fogalomra. Legyenek U , V és W halmazok. Azt mondjuk, hogy a H : U × V → W
függvény eleget tesz a Reidemeister feltételnek (lásd Taylor [Tay75], Aczél [Acz65]),
ha abból hogy u1, u2, u3, u4 ∈ U , v1, v2, v3, v4 ∈ V továbbá H(u1, v2) = H(u2, v1),
H1(u1, v4) = H(u2, v3) és H(u3, v2) = H(u4, v1) következik, hogy H(u3, v4) = H(u4, v3).
Ha egy H : U × V → W függvény eleget tesz a Reidemeister feltételnek, akkor azt
mondjuk, hogy H egy R-függvény. Az R-függvényekkel kapcsolatban ismert Taylor
alábbi eredménye:

1.4 Lemma. ([Tay75]) Legyen H : U × V → W egy R-függvény. Ha H valamelyik
változójában gyengén szürjekt́ıv és H-nak van elérhető eleme W -ben, akkor vannak olyan
f : U → W , g : V → W szürjekciók és van olyan (W, ∗), csoport , hogy

H(u, v) = f(u) ∗ g(v) ((u, v) ∈ U × V ).

Ezt felhasználva igazolható az alábbi lemma:

1.5 Lemma. ([AMT97]) Legyenek az Fj, Gk, F és G függvények úgy definiálva, mint
az 1.3. Tételben és tegyük fel, hogy fennáll (1.1) minden xjk ∈ Xjk esetén (1≤ j ≤ m;
1≤ k≤n). Tegyük fel továbbá, hogy F és G minden változójában erősen injekt́ıv és
mindegyik Fj és Gk függvénynek van elérhető eleme Yj-ben illetve Zk-ban (1 ≤ j ≤ m;
1 ≤ k ≤ n). Ekkor bárhogyan is rögźıtsük Fj és Gk (m− 2) illetve (n− 2) változóját, az
ı́gy kapott kétváltozós függvények mind R-függvények (1 ≤ j ≤ m; 1 ≤ k ≤ n).

B i z o n y ı́ t á s. Legyen j ∈ {1, . . . , m} rögźıtett, 1 ≤ s < t ≤ n pedig két rögźıtett
természetes szám, ak ∈ Xjk, k ∈ {1, . . . , n} \ {s, t} és

(1.40) F st
j (xs, xt) = Fj(a1, . . . , as−1, xs, as+1, . . . , at−1, xt, at+1, . . . , an),

ha (xs, xt) ∈ Xjs×Xjt. Igazolni fogjuk, hogy F st
j R-függvény. Legyen ezért u1, u2, u3, u4 ∈

Xjs és v1, v2, v3, v4 ∈ Xjt, továbbá tegyük fel, hogy

(1.41) F st
j (u1, v2) = F st

j (u2, v1), F st
j (u1, v4) = F st

j (u2, v3), F st
j (u3, v2) = F st

j (u4, v1).
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Használjuk fel először (1.41) első egyenlőségét (1.1) baloldalán. (1.1) megfelelő jobbol-
dalainak egyenlőségéből

(1.42)

F
(
G1(x11, . . . , a1, . . . , xm1), . . . , Gs(x1s, . . . , u1, . . . , xms),

. . . , Gt(x1t, . . . , v2, . . . , xmt), . . . , Gn(x1n, . . . , an, . . . , xmn)
)

= F
(
G1(x11, . . . , a1, . . . , xm1), . . . , Gs(x1s, . . . , u2, . . . , xms),

. . . , Gt(x1t, . . . , v1, . . . , xmt), . . . , Gn(x1n, . . . , an, . . . , xmn)
)

következik. Hasonlóan, (1.41) második egyenlőségéből és (1.1)-ből

(1.43)

F
(
G1(x11, . . . , a1, . . . , xm1), . . . , Gs(x1s, . . . , u1, . . . , xms),

. . . , Gt(x1t, . . . , v4, . . . , xmt), . . . , Gn(x1m, . . . , an, . . . , xmn)
)

= F
(
G1(x11, . . . , a1, . . . , xm1), . . . , Gs(x1s, . . . , u2, . . . , xms),

. . . , Gt(x1t, . . . , v3, . . . , xmt), . . . , Gn(x1n, . . . , an, . . . , xmn)
)

adódik minden xjk ∈ Xjk (j ∈ {1, . . . , m}, k ∈ {1, . . . , n} \ {s, t}) esetén.
A (1.42) és (1.43) egyenlőségek baloldalai csupán a Gt(x1t, . . . , v2, . . . , xmt) és
Gt(x1t, . . . , v4, . . . , xmt) tagokban különbözhetnek egymástól. Megmutatjuk, hogy az xjt

változók alkalmas értékeire ezek egyenlőek. Legyen p ∈ {1, . . . , m}\{j} és legyen b ∈ Zt

a Gt függvény elérhető eleme. Legyen továbbá bkt ∈ Xkt (k ∈ {1, . . . , n} \ {j, p}). Ekkor
– az elérhető elem defińıciója szerint – van olyan bpt ∈ Xpt, hogy

Gt(b1t, . . . , v2, . . . , bpt, . . . , bmt) = b,

azaz v2-höz vannak olyan bit ∈ Xit (i ∈ {1, . . . , n} \ {j}) elemek, hogy

(1.44) Gt(b1t, . . . , v2, . . . , bmt) = b.

Hasonlóan igazolható, hogy v4-hez vannak olyan cit ∈ Xit (i ∈ {1, . . . , n} \ {j}) elemek,
hogy

Gt(c1t, . . . , v4, . . . , cmt) = b.

Ezért (1.44)-ből

(1.45) Gt(b1t, . . . , v2, . . . , bmt) = Gt(c1t, . . . , v4, . . . , cmt)

következik. Használjuk ezt fel úgy, hogy legyen először (1.42)-ben xjt = bjt (j ∈
{1, . . . , m} \ {s}), majd (1.43)-ban xjt = cjt (j ∈ {1, . . . , m} \ {s}). Ekkor (1.42) és
(1.43) ı́gy kapott baloldalainak egyenlőségéből a megfelelő jobboldalak egyenlősége, azaz

F
(
G1(x11, . . . , a1, . . . , xm1), . . . , Gs(x1s, . . . , u2, . . . , xms), . . . , Gt(b1t, . . . , v1, . . . , bmt),

. . . , Gn(x1n, . . . , an, . . . , xmn)
)

= F
(
G1(x11, . . . , a1, . . . , xm1), . . . , Gs(x1s, . . . , u2, . . . , xms), . . . , Gt(x1t, . . . , v3, . . . , xmt),

. . . , Gn(x1n, . . . , an, . . . , xmn)
)
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következik. F azonban a t-edik változójában erősen injekt́ıv, ı́gy

(1.46) Gt(b1t, . . . , v1, . . . , bmt) = Gt(c1t, . . . , v3, . . . , cmt).

Használjuk most fel (1.41) harmadik egyenletét és (1.1)-et valamint az (1.40) defińıciót.
Ekkor

F
(
G1(x11, . . . , a1, . . . , xm1), . . . , Gs(x1s, . . . , u3, . . . , xms), . . . , Gt(x1t, . . . , v2, . . . , xmt),

. . . , Gn(x1n, . . . , an, . . . , xmn)
)

= F
(
G1(x11, . . . , a1, . . . , xm1), . . . , Gs(x1s, . . . , u4, . . . , xms), . . . , Gt(x1t, . . . , v1, . . . , xmt),

. . . , Gn(x1n, . . . , an, . . . , xmn)
)

következik. Legyen itt xit = bit (i 6= j). Így

(1.47)

F
(
G1(x11, . . . , a1, . . . , xm1), . . . , Gs(x1s, . . . , u3, . . . , xms),

. . . , Gt(b1t, . . . , v2, . . . , bmt), . . . , Gn(x1n, . . . , an, . . . , xmn)
)

= F
(
G1(x11, . . . , a1, . . . , xm1), . . . , Gs(x1s, . . . , u4, . . . , xms),

. . . , Gt(b1t, . . . , v1, . . . , bmt), . . . , Gn(x1n, . . . , an, . . . , xmn)
)

adódik. Figyelembe véve (1.45)-öt és (1.46)-ot, az (1.47) egyenletből

F
(
G1(x11, . . . , a1, . . . , xm1), . . . , Gs(x1s, . . . , u3, . . . , xms), . . . , Gt(c1t, . . . , v4, . . . , cmt),

. . . , Gn(x1n, . . . , an, . . . , xmn)
)

= F
(
G1(x11, . . . , a1, . . . , xm1), . . . , Gs(x1s, . . . , u4, . . . , xms),

. . . , Gt(c1t, . . . , v3, . . . , cmt), . . . , Gn(x1n, . . . , an, . . . , xmn)
)

következik. Innen az (1.1) egyenlet alapján azt kapjuk, hogy

G
(
F1(x11, . . . , x1s, . . . , c1t, . . . , x1n), . . . , F st

j (u3, v4),

. . . , Fm(xm1, . . . , xms, . . . , cmt, . . . , xmn)
)

= G
(
F1(x11, . . . , x1s, . . . , c1t, . . . , x1m), . . . , F st

j (u4, v3),

. . . , Fm(xm1, . . . , xms, . . . , cmt, . . . , xmn)
)
.

Ezért – G j-edik változójában való erős injektivitásából – F st
j (u3, v4) = F st

j (u4, v3)
következik, ı́gy F st

j R-függvény. Hasonlóan bizonýıtható az álĺıtás Fj helyett Gk-ra
is.

Most már igazoljuk ennek a résznek a fő eredményét, amely az 1.3. Tétel
általánośıtása.

1.6 Tétel. ([AMT97]) Legyenek 2 ≤ m és 2 ≤ n rögźıtett természetes számok, ∅ 6= Xjk,
Yj, Zk és S halmazok, Fj : Xj1 × · · · × Xjn → Yj, Gk : X1k × · · · × Xmk → Zk,
F : Z1 × · · · × Zn → S és G : Y1 × · · · × Ym → S függvények (j = 1, . . . , m; k =
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1, . . . , n). Pontosan akkor igaz, hogy minden Fj és Gk függvénynek van elérhető eleme
Yj-ben illetve Zk-ban, Fj és Gk gyengén szürjekt́ıv valamelyik változójában (j = 1, . . . , m;
k = 1, . . . , n), F és G erősen injekt́ıv minden változójában, továbbá

(1.1)
G

(
F1(x11, . . . , x1n), . . . , Fm(xm1, . . . , xmn)

)

= F
(
G1(x11, . . . , xm1), . . . , Gn(x1n, . . . , xmn)

)

fennáll minden xjk ∈ Xjk esetén (j = 1, . . . , m; k = 1, . . . , n), ha van olyan (T, ∗) Abel
csoport , hogy T = G(Y1, . . . , Ym), továbbá vannak olyan fjk : Xjk → T szürjekciók
és olyan gj : Yj → T , hk : Zk → T bijekciók, amelyekre teljesülnek az (1.13) – (1.16)
egyenlőségek minden zk ∈ Zk, yj ∈ Yj és xjk ∈ Xjk mellett (j = 1, . . . , m; k = 1, . . . , n).

B i z o n y ı́ t á s. Az 1.3. Tétel miatt elegendő azt belátni, hogy ha minden Fj és Gk

függvénynek van elérhető eleme és mindegyik valamely változójában gyengén szürjekt́ıv
és teljesül (1.1), akkor Fj és Gk minden változójában erősen szürjekt́ıv (j = 1, . . . , m;
k = 1, . . . , n). Tegyük fel először, hogy Fj gyengén szürjekt́ıv a q-adik változójában,
azaz vannak olyan ak ∈ Xjk (k ∈ {1, . . . , n} \ {q}) elemek, hogy az

xq 7→ Fj(a1, . . . , aq−1, xq, aq+1, . . . , an) (xq ∈ Xjq)

függvény értékkészlete Yj. Legyen r ∈ {1, . . . , n}\{q} és tegyük fel például, hogy q < r.
Ekkor az 1.5. Lemma miatt az

(1.48) F qr
j (xq, xr) = Fj(a1, . . . , aq−1, xq, aq+1, . . . , ar−1, xr, ar+1, . . . , an)

(xq ∈ Xjq, xr ∈ Xjr) módon definiált F qr
j függvény R-függvény. Másrészt F qr

j gyengén
szürjekt́ıv az első változójában és van elérhető eleme is, amelyet Fj-től örökölt. Ezért az
1.4. Lemma alapján azt kapjuk, hogy van olyan f : Xjq → Yj és g : Xjr → Yj szürjekció
és olyan (Yj, ∗) csoport, hogy

F qr
j (xq, xr) = f(xq) ∗ g(xr) (xq ∈ Xjq, xr ∈ Xjr).

Most megmutatjuk, hogy F qr
j erősen szürjekt́ıv az első változójában. Legyen ugyanis

a ∈ Xjr és y ∈ Yj. Mivel y ∗ g(a)−1 ∈ Yj és f : Xjq → Yj szürjekció, ezért van olyan

xq ∈ Xjq, hogy f(xq) = y ∗ g(a)−1. Így

F qr
j (xq, a) = f(xq) ∗ g(a) =

(
y ∗ g(a)−1

) ∗ g(a) = y.

Hasonlóan kapjuk, hogy F qr
j a második változójában is erősen szürjekt́ıv. Ezért fi-

gyelembe véve (1.48)-at – Fj gyengén szürjekt́ıv az r-edik változójában, ha q < r. Ha-
sonlóan igazolható, hogy Fj gyengén szürjekt́ıv az r-edik változójában akkor is, ha r < q.
Nyilvánvaló, hogy Fj a q-adik és ı́gy minden változójában gyengén szürjekt́ıv, ami az
előzőek szerint azt eredményezi, hogy F qr

j erősen szürjekt́ıv mindkét változójában min-
den q, r ∈ {1, . . . , n}, q 6= r esetén. Most azt fogjuk igazolni, hogy Fj erősen szürjekt́ıv
az i-edik változójában bármely 1 ≤ i ≤ n mellett. Mivel Fj gyengén szürjekt́ıv az i-edik
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változójában, vannak olyan as ∈ Xjs (s ∈ {1, . . . , n} \ {i}) elemek, hogy minden y ∈ Yj

esetén
Fj(a1, . . . , ai−1, x1, ai+1, . . . , an) = y

teljesül valamely x1 ∈ Xji mellett. Legyen bs ∈ Xjs, (s ∈ {1, . . . , n}\{i}) tetszőleges. Az
előbb megállaṕıtottuk, hogy (többek között) F 1i

j mindkét változójában erősen szürjekt́ıv,
ezért F 1i

j (a1, x1) = F 1i
j (b1, x2)valamely x2 ∈ Xji mellett és ı́gy

Fj(b1, a2, . . . , ai−1, x2, ai+1, . . . , an) = y.

Folytassuk ezt az eljárást úgy, hogy az as elemeket rendre cseréljük ki a bs elemekre
(s 6= i) valamint az xs elemet xs+1-re, ha s < i és xs−1-re ha s > i mindaddig, amı́g meg
nem kapjuk, hogy

Fj(b1, . . . , bi−1, xn, bi+1, . . . , bn) = y,

ami igazolja, hogy Fj erősen szürjekt́ıv az i-edik változójában és ı́gy – mivel 1 ≤ i ≤ n
tetszőleges volt – minden változójában. Hasonlóan bizonýıtható, hogy Gk is erősen
szürjekt́ıv minden változójában.

1.3 Egyértelműség, következtetések a valós esetre

Az előző két részben a konzisztens aggregáció alapproblémájára, hogy tudniillik mi-
lyen termelési és aggregáló függvények jöhetnek szóba az eljárásnál, tetszőleges nem-
üres halmazok esetében adtunk egy-egy megoldást. A témakörben további kérdés
azonban az, hogy adott termelési függvényekhez (mint pl. a bevezetésben definiált
CD és CES függvények) milyen aggregáló függvények tartoznak, amelyekkel az agg-
regáció konzisztens. Az emĺıtett (CD, CES) termelési függvények változói pozit́ıv
számok, a függvények maguk pedig folytonosak és minden változójukban szigorúan
monotonak. A CD függvények minden változójukban erősen bijekt́ıvek, ı́gy rájuk alkal-
mazható az 1.3. Tétel. A CES függvények azonban egyetlen változójukban sem gyengén
szürjekt́ıvek, ı́gy rájuk még az 1.6. Tétel sem alkalmazható közvetlenül. Ebben a részben
ezekkel a kérdésekkel foglalkoztunk, először azonban az (1.13) – (1.16) előálĺıtások
egyértelműségét vizsgáljuk.

Az (1.1) egyenlet összes – az 1.3. illetve 1.6. Tételekben szereplő – megoldása

(1.49) (x1, . . . , xM) 7→ h
(
f1(x1) ∗ · · · ∗ fM(xM)

) (
(x1, . . . , xM) ∈ X1 × · · · ×Xm

)

alakú, ahol fj : Xj → T szürjekció (j = 1, . . . ,M), h : T → Z bijekció, (T, ∗) Abel
csoport, Z pedig egy alkalmas halmaz (maga T az (1.13) – (1.14) esetben és ekkor h
T identikus függvénye, és Yj illetve Zk az (1.15) illetve (1.16) esetben). Tegyük fel,
hogy (1.1) valamely megoldása (a G, Fj, F , Gk függvények közül valamelyik) (1.49) és
(x1, . . . , xM) 7→ h̃

(
f̃1(x1), . . . , f̃M(xM)), (x1, . . . , xM) ∈ X1 × · · · ×XM alakú is. Ekkor

h(f1(x1) ∗ · · · ∗ fM(xm)) = h̃
(
f̃1(x1) ∗ · · · ∗ f̃M(xM)

) (
(x1, . . . , xM) ∈ X1 × · · · ×XM

)
,

ami a Φ = h̃−1 ◦ h defińıcióval

Φ
(
f1(x1) ∗ · · · ∗ fM(xM)

)
= f̃1(x1) ∗ · · · ∗ f̃M(xM)
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alakba ı́rható. Erre az egyenletre alkalmazható az 1.1. Lemma N = 1, Ej(x1) = f̃j(x1)
speciális esete, és ezért azt kapjuk, hogy

h(t) = h̃
(
p(t) ∗ d1 ∗ · · · ∗ dM

)
(t ∈ T ),

f̃j(xj) = p ◦ fj(xj) ∗ dj (xj ∈ Xj, j = 1, . . . ,M)

valamely p : T → T automorfizmus és dj ∈ T esetén (1 ≤ j ≤ M). Ez azt jelenti, hogy
(1.1) megoldása (az 1.3. illetve 1.6. Tétel feltételei mellett) a (T, ∗) csoport automorfiz-
musaitól és T -beli konstansoktól eltekintve egyértelmű.

Most rátérünk annak a vizsgálatára, hogy milyen következményei vannak az 1.3.
illetve 1.6. Tételeknek abban a speciális esetben amikor az (1.1) egyenletben szereplő
függvények valós értékűek és értelmezési tartományuk például pozit́ıv hosszúságú valós
intervallumok Descartes szorzata. Az 1.1. Tétel Aczél János (lásd [Acz48b], illetve
[Acz66]-ban a 256–267 oldalakat, továbbá [Acz87]-ben a 107–122 oldalakat, valamint
a Craigen-Páles [CP89] dolgozatot) alábbi tételével kapcsolható össze a valós esetben.

1.7 Tétel. ([Acz66]) Legyen I ⊂ R intervallum. Ha ∗ : I× I → I folytonos és mindkét
változójában szigorúan monoton, továbbá

(x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) (x, y, z ∈ I),

akkor van olyan ϕ : I → R szigorúan monoton folytonos függvény, hogy

x ∗ y = ϕ−1(ϕ(x) + ϕ(y)) (x, y ∈ I).

Ezt alkalmazva a következő eredményre jutunk:

1.8 Tétel. ([AM96b]) Legyenek 2 ≤ m és 2 ≤ n rögźıtett természetes számok, Xjk

összefüggő topologikus terek, Yj és Zk valós számhalmazok, Gk : X1k × · · · ×Xmk → Zk

és F : Z1×· · ·×Zn → R folytonos, nem-konstans függvények, Fj : Xj1×· · ·×Xjn → Yj,
Gk erősen szürjekt́ıv, F és G : Y1× · · · × Ym → R erősen injekt́ıv, G folytonos és tegyük
fel, hogy (1.1) minden xjk ∈ Xjk (j = 1, . . . ,m; k = 1, . . . , n) esetén fennáll. Ekkor
Z1, . . . , Zn, Y1, . . . , Ym, valamint I = F (Z1, . . . , Zn) nýılt intervallumok és vannak olyan
folytonos βjk : Xjk → R szürjekciók és olyan αk : Zk → R, γj : Yj → R és ϕ : I → R
homeomorfizmusok (1 ≤ j ≤ m; 1 ≤ k ≤ n), hogy

F (z1, . . . , zn) = ϕ−1

(
n∑

k=1

αk(zk)

)
,(1.50)

G(y1, . . . , ym) = ϕ−1

(
m∑

j=1

γj(yj)

)
,(1.51)

Fj(xj1, . . . , xjn) = γ−1
j

(
n∑

k=1

βjk(xjk)

)
(1.52)
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és

(1.53) Gk(x1k, . . . , xmk) = α−1
k

(
m∑

j=1

βjk(xjk)

)

fennáll minden xjk ∈ Xjk, yj ∈ Yj és zk ∈ Zk esetén (1 ≤ j ≤ m; 1 ≤ k ≤ n).

B i z o n y ı́ t á s. A feltételek miatt Zk és I intervallumok (1 ≤ k ≤ n), továbbá
alkalmazható az 1.3. Tétel. Mivel a hk : Zk → I függvények (1.13)-ban bijekciók,
vannak olyan z0

k ∈ Zk elemek, hogy hk(z
0
k) = e (1 ≤ k ≤ n), ahol e az (I, ∗) Abel csoport

egységeleme. Ezért (1.13)-ból

hk(zk) = F (z0
1 , . . . , z

0
k−1, zk, z

0
k+1, . . . , z

0
n) (zk ∈ Zk)

következik, ami azt mutatja, hogy hk folytonos bijekció a Zk intervallumról az I inter-
vallumra, ezért hk szigorúan monoton homeomorfizmus (1 ≤ k ≤ n).

Szintén (1.13)-ból következik, hogy

h1(z1) ∗ h2(z2) = F (z1, z2, z
0
3 , . . . , z

0
n) ((z1, z2) ∈ Z1 × Z2),

azaz
t1 ∗ t2 = F

(
h−1

1 (t1), f
−1
2 (t2), z

0
3 , . . . , z

0
n

)
((t1, t2) ∈ I × I).

Ezek szerint ∗ : I × I → I folytonos és mindkét változójában szigorúan monoton cso-
portművelet. Ezért alkalmazható az 1.7. Tétel, ı́gy

(1.54) t1 ∗ t2 = ϕ−1
(
ϕ(t1) + ϕ(t2)

)
(t1, t2 ∈ I)

valamilyen folytonos és szigorúan monoton ϕ : I → R függvénnyel. Mivel azonban
(I, ∗) csoport ϕ csak bijekció és ı́gy homeomorfizmus lehet. Tehát I = ϕ−1(R) nýılt
intervallum. Továbbá, minthogy az fjk : Xjk → I függvények szürjekciók, fjk(x

0
jk) = e

valamilyen x0
jk ∈ Xjk mellett (1 ≤ j ≤ m; 1 ≤ k ≤ n), ı́gy (1.16)-ból

fjk(xjk) = hk ◦Gk

(
x0

1k, . . . , x
0
j−1,k, xjk, x

0
j+1,k, . . . , x

0
mk

)

következik, ami azt mutatja hogy az összes fjk : Xjk → I szürjekció folytonos
(1 ≤ j ≤ m; 1 ≤ k ≤ n). Legyen ezek után αk = ϕ ◦ hk Zk-n, γj = ϕ ◦ gj Yj-n és
βjk = ϕ ◦ fjk Xjk-n (1 ≤ j ≤ m; 1 ≤ k ≤ n). Ekkor βjk : Xjk → R folytonos szürjekció,
αk : Zk → R homeomorfizmus, ı́gy Zk is nýılt intervallum, továbbá γj : Yj → R bi-
jekció (1 ≤ j ≤ m; 1 ≤ k ≤ n) és – (1.54) figyelembevételével – az (1.13) – (1.16)
egyenlőségekből következnek a (1.50) – (1.53) egyenlőségek. Végül (1.51)-ből – mivel
G folytonos – adódik hogy a γj bijekció is homeomorfizmus ı́gy Yj = γ−1

j (R) is nýılt
intervallum (1 ≤ j ≤ m).

Mint emĺıtettük, az

F (z1, . . . , zn) = azc1
1 . . . zcn

n (zk ∈ ]0, +∞[, 1 ≤ k ≤ n)
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(0 < a ∈ R, c1, . . . , cn ∈ R \ {0}) ún. CD (Cobb-Douglas) t́ıpusú termelési
függvények minden változójukban erősen bijekt́ıvek ( ]0, +∞[ -re), ı́gy az előző tétel
alapján meghatározhatók hozzájuk azok az aggregáló függvények, amelyekkel az aggre-
gáció konzisztens, azaz fennáll (1.1) minden xjk ∈ ]0, +∞[ esetén. A részletes számı́tások
mellőzésével közöljük, hogy CD t́ıpusú F , Fj termelési függvényekhez csak CD t́ıpusú
G, Gk aggregáló függvények jöhetnek szóba konzisztens aggregáció alkalmával.

A helyzet különbözik az

(1.55) F (z1, . . . , zn) = a(c1z
b
1 + · · ·+ cnz

b
n)1/b (zk ∈ ] 0, +∞[ , 1 ≤ k ≤ n)

(a, c1, . . . , cn ∈ ] 0, +∞[ , b ∈ R \ {0}) alakú ún. CES t́ıpusú termelési függvények
esetében, mert ezek egyetlen változójukban sem gyengén szürjekt́ıvek. Ki lehet azonban
terjeszteni az (1.55) szerint definiált F függvényt Rn-re a következőképpen: legyen b ∈
R \ {0},

ϕb(z) =





zb, ha z ≥ 0

0, ha z = 0

−|z|b, ha z < 0

és

(1.56) F̃ (z1, . . . , zn) = ϕ−1
b

(
n∑

k=1

ϕb

(
ac

1/b
k zk

)
)

(zk ∈ R, 1 ≤ k ≤ n).

Ha b > 0, akkor F̃ folytonos és minden változójában erősen bijekt́ıv (R-re képez), ı́gy
a 1.8. Tétel a b > 0 esetben alkalmas arra, hogy ,,kiterjesztett CES t́ıpusú” F , Fj

termelési függvényekhez velük kompatibilis G, Gk aggregáló függvényeket szolgáltasson.
A részletek elhagyásával közöljük, hogy a megfelelő aggregáló függvények ]0, +∞[n-re
való leszűḱıtései (

d0 + d1x
b1
1 + · · ·+ dmxbm

m

)1/b

alakúak, ahol d0 ≥ 0, d1, . . . , dm ∈] 0, +∞[, b1, . . . , bm ∈ R \ {0} konstansok. Azonban,
ha b < 0, akkor F̃ nem folytonos, ı́gy az 1.8. Tétel közvetlenül nem alkalmazható. Ezért
először az alábbi tételt igazoljuk.

1.9 Tétel. ([AM96b]) Legyen (T, ∗) Abel csoport , T0 ⊂ T intervallum, amely generálja
T -t, azaz T = {x ∗ y−1 : x ∈ T0, y ∈ T0}, legyen továbbá (T0, ∗) félcsoport és ∗ folytonos
T0 × T0-on. Ekkor van olyan Ψ : T → R bijekció, amelynek a T0-ra való leszűḱıtése
folytonos és

(1.57) u ∗ v = Ψ−1(Ψ(u) + Ψ(v)) (u, v ∈ T ).

B i z o n y ı́ t á s. Mivel a (T0, ∗) félcsoport a (T, ∗) csoport része és ∗ folytonos T0×T0-on,
ezért a 1.7. Tétel szerint (lásd még Craigen-Páles [CP89]-et is) van olyan J = 〈c, +∞[
intervallum (,,〈” azt jelzi, hogy J balról lehet nýılt is és zárt is) ahol c = −∞ (ekkor
azonban J = R) vagy 0 ≤ c ∈ R és van olyan Ψ0 : T0 → J folytonos bijekció, hogy

(1.58) Ψ0(x ∗ y) = Ψ0(x) + Ψ0(y) (x, y ∈ T0).
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Nyilvánvalóan

(1.59) R = J − J = Ψ0(T0)−Ψ0(T0).

Mivel T0 generálja T -t, minden u ∈ T esetén van olyan x és y T0-ban, hogy u = x ∗ y−1.
Legyen Ψ(u) = Ψ0(x) − Ψ0(y). Igazoljuk, hogy Ψ : T → R függvény. Valóban, tegyük
fel, hogy u = x ∗ y−1 = p ∗ q−1 (x, y, p, q ∈ T0). Ekkor x ∗ q = p ∗ y, ı́gy (1.58) miatt
Ψ0(x) + Ψ0(q) = Ψ0(p) + Ψ0(y), amiből Ψ0(x) − Ψ0(y) = Ψ0(p) − Ψ0(q) következik.
Most megmutatjuk, hogy Ψ injekt́ıv. Legyen ugyanis u, v ∈ T , u = x ∗ y−1, v =
a ∗ b−1 (x, y, a, b ∈ T0) és tegyük fel, hogy Ψ(u) = Ψ(v). Ekkor Ψ defińıciója miatt
Ψ0(x)−Ψ0(y) = Ψ0(a)−Ψ0(b), azaz Ψ0(x) + Ψ0(b) = Ψ0(a) + Ψ0(y), ami (1.58) miatt
úgy ı́rható, hogy Ψ0(x∗ b) = Ψ0(a∗ y). De Ψ0 : T0 → J bijekt́ıv, ı́gy x∗ b = a∗ y, amiből
u = x∗y−1 = a∗ b−1 = v következik. Tehát Ψ injekt́ıv, sőt figyelembe véve a defińıcióját
és (1.59)-et is, azt kapjuk, hogy Ψ : T → R bijekt́ıv. Most megmutatjuk, hogy Ψ eleget
tesz (1.57)-nek. Legyen ugyanis u = x ∗ y−1, v = a ∗ b−1 ∈ T (x, y, a, b ∈ T0). Ekkor

Ψ(u ∗ v) = Ψ(x ∗ y−1 ∗ a ∗ b−1) = Ψ(x ∗ a ∗ (y ∗ b−1)

= Ψ0(x ∗ a)−Ψ0(y ∗ b) = Ψ0(x)−Ψ0(y) + Ψ0(a)−Ψ0(b)

= Ψ(u) + Ψ(v).

Végül igazoljuk, hogy Ψ leszűḱıtése T0-ra a folytonos Ψ0 függvény. Valóban, legyen
u = x ∗ y−1 ∈ T0 (x, y ∈ T0). Ekkor u ∗ y = x, ezért Ψ0(x) = Ψ0(u ∗ y) = Ψ0(u) + Ψ0(y),
azaz Ψ0(u) = Ψ0(x)−Ψ0(y) = Ψ(u).

Megjegyezzük, hogy előfordulhat olyan eset, amikor T 6⊂ R de van olyan T0 ⊂ T
intervallum, amely generálja T -t. Például (lásd Aczél-Maksa-Taylor [AMT97]) legyen
T = R ∪ {−∞} ∪ {t + πi : t ∈ R} és

u ∗ v = log(eu + ev) (u, v ∈ T ),

ahol log a komplex exponenciális függvény {t + si : t ∈ R, s ∈ [0, 2π[ } halmazra való
leszűḱıtésének az inverze, e−∞ = 0, log 0 = −∞ defińıció szerint. Ekkor (T, ∗) Abel
csoport, −∞ az egységelem, t ∈ R és t + πi egymás inverzei. Ezt a csoportot generálja
az (R, ∗) félcsoport és ∗ : R× R→ R folytonos. Természetesen az is előfordulhat (mint
például a kiterjesztett CES függvények esetében, ha b < 0), hogy T intervallum, de a
folytonosság csak egy T0 $ T intervallumon garantált.

Összekapcsolva az 1.9. Tételt az 1.6. Tétellel olyan eredményhez jutunk, amely alkal-
mazható a kiterjesztett CES függvényekre a b < 0 esetben is. Az 1.6. Tétel feltételeit az
alábbi (A) feltételrendszerrel egésźıtjük ki: legyenek 2 ≤ n ∈ N, Z1, . . . , Zn halmazok,
F : Z1 × · · · × Zn → R és tegyük fel, hogy van olyan k, ` ∈ {1, . . . , n}, k < `, továbbá
vannak olyan ap ∈ Zp (1 ≤ p ≤ n) elemek és olyan Zk0 ⊂ Zk, Z`0 ⊂ Z` intervallumok,
hogy az

F p(z) = F (a1, . . . , ap−1, z, ap+1, . . . , an), z ∈ Zp (1 ≤ p ≤ n)

és az

F k`(s, t) = F (a1, . . . , ak−1, s, ak+1, . . . , a`−1, t, a`+1, . . . , an) ((s, t) ∈ Zk × Z`)

módon definiált F p és F k` függvényekre teljesül, hogy
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(a) F k(Zk0) = F `(Z`0),

(b) F k`(Zk0, Z`0) ⊂ F k(Zk0),

(c) minden s ∈ Zk esetén vannak olyan w,w′ ∈ Z`0 elemek, hogy F k`(s, w) = F `(w′)
és

(d) F k` folytonos Zk0 × Z`0-on.

Megjegyezzük, hogy az (A) feltételrendszer teljesül a kiterjesztett CES függvényekre
(Z1 = · · · = Zn = R, k, ` ∈ {1, . . . , n}, k < ` tetszőleges ap = 0, p = 1, . . . , n,
Zk0 = Z`0 = ] 0, +∞[ .) Ezek után igazoljuk az alábbi tételt:

1.10 Tétel. ([AMT97]) Legyenek 2 ≤ m és 2 ≤ n rögźıtett természetes számok, ∅ 6=
Xjp, Yj és Zp halmazok,

Fj : Xj1 × · · · ×Xjn → Yj, Gp : X1p × · · · ×Xmp → Zp,

F : Z1 × · · · × Zn → R és G : Y1 × · · · × Ym → R

függvények (j = 1, . . . , m; k = 1, . . . , n). Ha minden Fj és Gp függvénynek van elérhető
eleme Yj-ben illetve Zp-ben, Fj és Gp gyengén szürjekt́ıv valamelyik változójában (j =
1, . . . , m; p = 1, . . . , n), F és G erősen injekt́ıv minden változójában, F -re teljesül az
(A) feltételrendszer, továbbá (1.1) fennáll minden xjp ∈ Xjp esetén (j = 1, . . . , m; p =
1, . . . , n), akkor fennáll (1.50) – (1.53) is, ahol βjp : Xjp → R szürjekció, γj : Yj → R,
αp : Zp → R és ϕ : T → R bijekciók (j = 1, . . . , m; p = 1, . . . , n), T = F (Z1, . . . , Zn) ⊂
R továbbá van olyan T0 ⊂ T intervallum, hogy αk |Zk0, α` |Z`0, ϕ |T0 és ϕ−1 |ϕ(T0)
folytonos és szigorúan monoton.

B i z o n y ı́ t á s. Az 1.6. Tétel miatt van olyan (T, ∗) Abel csoport, hogy T =
F (Z1, . . . , Zn) ⊂ R és vannak olyan hp : Zp → R bijekciók (p = 1, . . . , n), melyekre
teljesül (többek között), hogy

(1.13) F (z1, . . . , zn) = h1(z1) ∗ · · · ∗ hn(zn) (zp ∈ Zp, p = 1, . . . , n).

A h̃p(z) = hp(z) ∗ hp(ap)
−1, z ∈ Zp módon definiált hp : Zp → T függvények (ahol ap

létezése az (A) feltételrendszerben szerepel) (1 ≤ p ≤ n) szintén bijekciók, de rájuk még
az is teljesül, hogy h̃p(ap) = e (az e elem (T, ∗) egységeleme). Így (1.13)-ból azt kapjuk,
hogy

(1.60) F (z1, . . . , zn) = h̃1(z1) ∗ · · · ∗ h̃n(zn) ∗ c,

ahol c = h1(a1) ∗ · · · ∗ hn(an) = F (a1, . . . , an). Nyilvánvaló, hogy

(1.61) F p(z) = h̃p(z) ∗ c és F k`(s, t) = h̃k(s) ∗ h̃`(t) ∗ c

(z ∈ Zp, s ∈ Zk, t ∈ Z`, 1 ≤ p ≤ n). Ezért (A)-ból az (a) feltétel azt jelenti, hogy
h̃k(Zk0) = h̃`(Z`0). Jelöljük T -nek ezt a részhalmazát T̃ -mal, azaz legyen

(1.62) T̃ = h̃k(Zk0) = h̃`(Z`0).
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Mivel a h̃p : Zp → T függvények bijekciók (1 ≤ p ≤ n), ezért a h̃k |Zk0 és h̃` |Z`0

függvények is bijekciók Zk0-ról illetve Z`0-ról T̃ -ra. Igazolni fogjuk, hogy T̃ ⊂ T generálja
T -t. Valóban, mivel h̃k : Zk → T bijekció, tetszőleges t ∈ T -hez van olyan s ∈ Zk, hogy
t = h̃k(s). Alkalmazzuk (A) (c) feltételét erre az s-re: van olyan w, w′ ∈ Z`0, hogy
F k`(s, w) = F `(w′) és ı́gy (1.61) szerint h̃k(s) ∗ h̃`(w) = h̃`(w

′), azaz t = h̃k(s) =
h̃`(w

′) ∗ h̃`(w)−1 ∈ T̃ ∗ T̃−1. Vezessük be ∗ helyett a ¯ műveletet az alábbi defińıcióval:

u¯ v = u ∗ v ∗ c−1 (u, v ∈ T ).

Nyilvánvaló, hogy ekkor (T,¯) is Abel csoport, amelynek c az egységeleme (u ¯ c =
u ∗ c ∗ c−1 = u), de az elemek inverze ugyanaz, mint (T, ∗)-ban volt: u−1¯ u = u−1 ∗ u ∗
c−1 = c−1 = c (u ∈ T ). Most azt vizsgáljuk meg, hogy hol folytonos ¯. (1.61)-ből

(1.63) F k`(s, t) = F k(s)¯ F `(t)
(
(s, t) ∈ Zk0 × Z`0

)

következik. (A) (d) feltétele valamint (1.61) és (1.62) miatt F k` valamint az F r : Zr0 →
h̃r(Zr0) ∗ c = T̃ ∗ c =: T0 bijekciók (r = k vagy r = `) folytonosak Zk0 × Z`0-on illetve
Zr0-on (r = k vagy r = `). Ezért T0 is intervallum és az F k, F ` függvények szigorúan
monoton homeomorfizmusok Zk0-ról illetve Z`0-ról T0-ra. Ezért (1.63)-ból

u¯ v = F k`
(
(F k)−1(u), (F `)−1(v)

) (
(u, v) ∈ T0 × T0

)
,

ami azt mutatja, hogy ¯ folytonos T0 × T0-on. (T0,¯) is Abel félcsoport, ugyanis
ha u, v ∈ T0, akkor u = ξ ∗ c, v = η ∗ c valamilyen ξ, η ∈ T̃ mellett, ı́gy u ¯ v =
(ξ∗c)∗(η∗c)∗c−1 = ξ∗η∗c ∈ T̃ ∗c = T0. Másrészt ¯ kommutativitása és asszociativitása
∗-éból következik. Most igazoljuk, hogy T0 generálja (T,¯)-t. Valóban, mivel az inverz
ugyanaz (T,¯)-ban mint (T, ∗)-ban, azt kell igazolnunk, hogy T = T0 ¯ T−1

0 . Ez pedig
igaz, mert minden t ∈ T esetén van olyan u, v ∈ T̃ , hogy t ∗ c = u ∗ v−1 (mert (T̃ , ∗)
generálja (T, ∗)-ot), ı́gy

t = u ∗ v−1 ∗ c−1 = (u ∗ c) ∗ (v ∗ c)−1 ∗ c−1

= (u ∗ c)¯ (v ∗ c)−1 ∈ (T̃ ∗ c)¯ (T̃ ∗ c)−1 = T0 ¯ T−1
0 .

Most már alkalmazható az 1.9. Tétel a (T,¯) Abel csoportra és a T0 = T̃ ∗ c ⊂ T
félcsoportra: van olyan Ψ : T → R bijekció, amelynek a T0-ra való leszűḱıtése folytonos
és amellyel

u¯ v = Ψ−1(Ψ(u) + Ψ(v)) (u, v ∈ T )

teljesül, azaz Ψ(u ∗ v ∗ c−1) = Ψ(u) + Ψ(v). Definiáljuk a ϕ : T → R függvényt a
ϕ(t) = Ψ(t ∗ c), t ∈ T képlettel. Ekkor ϕ bijekció és

(1.64) u ∗ v = ϕ−1(ϕ(u) + ϕ(v)) (u, v ∈ T )

adódik. Mivel ϕ(e) = 0, ezért ϕ(v−1) = −ϕ(v) és ı́gy

(1.65) Ψ(u) = ϕ(u ∗ c−1) = ϕ(u)− ϕ(c) (u ∈ T ),
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ezért ϕ |T0 is folytonos, ϕ(T0) pedig intervallum tehát ϕ |T0 és ϕ−1 |ϕ(T0) szigorúan
monoton folytonos függvények. Ezek után (1.59)-ből, (1.64)-ből és (1.61)-ből kapjuk,
hogy

F (z1, . . . , zn) = ϕ−1

(
n∑

p=1

ϕ ◦ h̃p(zp) + ϕ(c)

)

= ϕ−1

(
n∑

p=1

ϕ
(
h̃p(zp) ∗ c

)
+ (1− n)ϕ(c)

)

= ϕ−1

(
n∑

p=1

ϕ ◦ F p(zp) + (1− n)ϕ(c)

)

= ϕ−1

(
n∑

p=1

αp(zp)

)
,

azaz az

(1.66) αp(zp) = ϕ ◦ F p(zp) +
1− n

n
ϕ(c) (zp ∈ Zp, p = 1, . . . , n)

defińıcióval megkapjuk F (3.2) alakját. Ebből, valamint (A) (d) feltételéből következik,
hogy αk és α` folytonosak a Zk0 illetve Z`0 halmazokon. Másrészt F r bijekció, a Zr0 és
F r(Zr0) = T0 halmazok intervallumok, ha r = k vagy r = `, ı́gy (1.66) szerint αk |Zk0

és α` |Z`0 folytonos, szigorúan monoton függvények. Tekintettel az (1.14) – (1.16)
egyenlőségekre és az (1.64) előálĺıtásra, az (1.51) – (1.53) egyenlőségek is megkaphatók
a bennük szereplő βjp : Xjp → R szürjekciók valamint a γj : Yj → R és αp : Zp → R
bijekciók alkalmas definiálásával (j = 1, . . . , m; p = 1, . . . , m).

Az előző tételben azt tettük csak fel, hogy az (A) feltételrendszer egy rögźıtett
(k, `) ∈ {1, . . . , n}×{1, . . . , n} (k < `) párra áll fenn. Ha ehelyett (A) fennállását minden
(k, `) pára feltesszük, akkor αk |Zk0 minden k ∈ {1, . . . , n} esetén szigorúan monoton
és folytonos. Továbbá, ha vannak olyan Yj0, Xjk0 részhalmazai Yj-nek illetve Xjk-nak,
amelyek topologikus terek és amelyekre a G |Y10 × · · · × Ym0, Fj |Xj10 × · · · ×Xjn0 és
Gn |X1k0×· · ·×Xmk0 függvények folytonosak, akkor a γj |Yj0 és βjk |Xjk0 leszűḱıtések is
folytonosak (j = 1, . . . , m; k = 1, . . . , n). Ezek az álĺıtások az előző tétel bizonýıtásából
és (1.14)-ből következnek. Ez az eredmény már alkalmas arra, hogy seǵıtségével a kiter-
jesztett CES t́ıpusú F , Fj termelési függvényekhez meg lehessen határozni a velük kom-
patibilis G, Gk aggregáló függvényeket. A részletek elhagyásával megjegyezzük, hogy a
megfelelő aggregáló függvények

(x1, . . . , xn) 7→ ϕ−1
b (d0 + d1ϕb1(x1) + · · ·+ dnϕbn(xn)), ((x1, . . . , xn) ∈ Rn)

alakúak, ahol d0 ∈ R, b, dk, bk ∈ R \ {0}, k = 1, . . . , n, ϕc(z) = |z|csgn z, z ∈ R, ha
c ∈ R \ {0}.

Előfordulhat – egyebek között – az a vegyes eset is, hogy F CD t́ıpusú de az összes
Fj CES t́ıpusú. Ezt az esetet az eddigi eredményeink alapján még nem tudjuk kezelni,
de a 4. fejezetben visszatérünk rá.
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2 Kvázi-összegek

Sierpiński [Sie34], [Sie58] az elsők között foglalkozott azzal a kérdéssel, hogy ,,ki lehet-
e fejezni” többváltozós függvényeket kevesebb változós függvényekkel. Hı́res észrevétele
szerint van két olyan függvény α : X → R és β : Y → R, hogy minden Q : X × Y → R
függvény alkalmas γ függvénnyel

(2.1) Q(x, y) = γ(α(x) + β(y)) ((x, y) ∈ X × Y )

alakban áll elő. Itt X és Y R nem-üres részhalmazai. Hilbert [Hil00] 13. problémájában
megfogalmazta azt a sejtését, hogy nem minden folytonos (analitikus) háromváltozós
függvény áll elő kétváltozós folytonos függvények összetételeként. Arnold ([Arn63])
cáfolta ezt a sejtést, Kolmogorov [Kol63] pedig megmutatta, hogy minden n-változós
folytonos függvény egyváltozós folytonos függvényekkel az összeadás és az összetett
függvény-képzés seǵıtségével kifejezhető. Speciálisan, a [0, 1]2-en folytonos valós értékű
függvények előállnak legfeljebb öt (2.1) alakú Q függvény összegeként, ahol α, β : [0, 1] →
R és γ : α([0, 1]) + β([0, 1]) → R folytonos függvények. A 3. fejezetben látni fogjuk,
hogy ebben az összegben a tagok száma a minimálisra (1-re) redukálható az asszo-
ciat́ıv függvények esetén. Pontosabban, mindazok a folytonos és mindkét változójukban
szigorúan monoton F , G, H, K függvények, amelyekre teljesül, hogy

(2.2) F (G(x, y), z) = H(x,K(y, z)),

(2.1) alakúak, szigorúan monoton és folytonos egyváltozós α, β, γ függvényekkel. A (2.2)
egyenletről a 3. fejezetben részletesen ı́runk, itt csak azt jegyezzük meg, hogy számunkra
ez az egyenlet motiválta a kvázi-összegek ((2.1) alakú Q függvények) vizsgálatát.

A továbbiakban intervallumokon R pozit́ıv hosszúságú részintervallumait, téglalapon
pedig két intervallum Descartes szorzatát értjük. Ennek a fejezetnek az első három
részében X, Y és R végig intervallumokat illetve téglalapot jelöl. CM függvényeknek
azokat a valós értékű függvényeket nevezzük, amelyek intervallumon vagy véges sok in-
tervallum Descartes szorzatán vannak értelmezve, folytonosak és minden változójukban
szigorúan monotonak (nem szükségképpen ugyanabban az értelemben). Legyen X×Y ⊂
R. Azt mondjuk, hogy egy Q : R → R függvény kvázi-összeg az X × Y téglalapon, ha
vannak olyan α : X → R, β : Y → R és γ : α(X) + β(Y ) → R CM függvények, hogy

(2.1) Q(x, y) = γ(α(x) + β(y)) ((x, y) ∈ X × Y )

teljesül. Az (α, β, γ) hármas egy generátora Q-nak X × Y -on. Azt mondjuk továbbá,
hogy Q lokális kvázi-összeg X × Y -on, ha minden (x0, y0) ∈ X × Y esetén van olyan
(x0, y0) ∈ R0 nýılt téglalap, hogy Q kvázi-összeg az (X × Y ) ∩R0 téglalapon.

A kvázi-összeg (quasisum) elnevezés Aczél Jánostól [Acz50] származik, lehet, hogy
helyesebb lenne a ,,kvázi-összeadás” kifejezést használni helyette, de már a ,,kvázi-
összeg” vált megszokottá, ezért nem változtatunk rajta.

A fejezet fő eredménye az, hogy mindazok a függvények, amelyek egy téglalapon
lokális kvázi-összegek, kvázi-összegek is azon a téglalapon. A 3. fejezetben látni fogjuk,
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hogy (2.2) CM megoldásai (olyan megoldásai, amelyek CM függvények) kvázi-összegek.
Fontos példa kvázi-összegre az

M(x, y) = ϕ−1

(
ϕ(x) + ϕ(y)

2

)
(x, y ∈ I)

módon definiált kvázi-aritmetikai középérték, ahol ϕ : I → R CM függvény (lásd
Aczél [Acz66], Hardy-Littlewood-Pólya [HLP34]). Természetesen vannak olyan CM
függvények is, amelyek nem kvázi-összegek. Például, ha a Q(x, y) = x+xy + y2 (x ≥ 0,
y ≥ 0) függvény kvázi-összeg lenne az R = [0, +∞[×[0, +∞[ téglalapon, (ahol egyébként
CM függvény), akkor lennének olyan α, β, f : [0, +∞[→ R CM függvények, amelyekre

f(x + xy + y2) = α(x) + β(y) (x ≥ 0, y ≥ 0)

teljesülne. Mivel az y = 0 illetve x = 0 helyetteśıtések után α illetve β kifejezhető f -fel,
ı́gy azt kapnánk, hogy

f(x + xy + y2) = f(x)− β(0) + f(y2)− α(0),

azaz
f(x + x

√
y + y) = f(x) + f(y)− f(0) (x ≥ 0, y ≥ 0).

Innen a jobboldal szimmetriájából és f injektivitásából az (x, y) 7→ x + x
√

y + y
(x ≥ 0, y ≥ 0) függvény szimmetrikussága következne, ami lehetetlen. Nem annyira
egyszerű példa olyan (ráadásul szimmetrikus) CM függvényre, amely nem kvázi-összeg
a nevezetes Gauss-féle

M(x, y) =

(
2

π

∫ π
2

0

dt√
x2 cos2 t + y2 sin2 t

)−1

(x > 0, y > 0)

számtani-mértani közép. Könnyen látható ugyanis, hogy ha M kvázi-összeg lenne, akkor
egyúttal kvázi-aritmetikai középérték is lenne, de Daróczy-Maksa-Páles [DMP, Corollary
2.2.] szerint ez lehetetlen.

E fejezet első, előkésźıtő részében a CM függvények néhány – a későbbiekben
felhasználásra kerülő – tulajdonságával foglalkozunk. A második részben illesztési
eredményeket igazolunk kvázi-összegekre és itt bizonýıtjuk azt is, hogy a lokális kvázi-
összegek ,,globálisak” is. A harmadik rész ennek néhány egyszerű alkalmazását tartal-
mazza. Végül – az utolsó két részben – speciális kvázi-összegekkel foglalkozunk. Az
első négy rész eredményei Maksa [Mak04]-ben, Maksa [Mak99]-ben, Maksa [Mak00]-
ban, valamint Daróczy-Maksa-Páles [DMP04]-ben jelentek meg, mı́g az ötödik rész
eredményei Járai-Maksa-Páles [JMP]-ben várnak publikálásra.

2.1 A CM függvények néhány tulajdonsága

Először az egyváltozós CM függvények alábbi tulajdonságát bizonýıtjuk.

2.1 Lemma. ([Mak04]) Legyenek X, Y1 és Y2 intervallumok, Y1∩Y2 6= ∅ és α : X → R,
β : Y1 ∪ Y2 → R CM függvények. Ekkor

(2.3) α(X) + β(Y1 ∩ Y2) = (α(X) + β(Y1)) ∩ (α(X) + β(Y2)).
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B i z o n y ı́ t á s. Mivel a ,,⊂” irányú tartalmazás az egyenlőség két oldala között
nyilvánvaló, csak a ford́ıtott tartalmazást bizonýıtjuk. Legyen ξ ∈ (α(X) + β(Y1)) ∩
(α(X) + β(Y2)). Ekkor alkalmas x1, x2 ∈ X, y1 ∈ Y1 és y2 ∈ Y2 számokkal

(2.4) ξ = α(x1) + β(y1) = α(x2) + β(y2).

Ha y1 vagy y2 benne van Y1 ∩ Y2-ben, akkor véget is ér a bizonýıtás. Ezért tegyük fel,
hogy y1 ∈ Y1 \ Y2, y2 ∈ Y2 \ Y1 és legyen y0 ∈ Y1 ∩ Y2 rögźıtett. Mivel β szigorúan
monoton β(y0) a β(y1) és β(y2) számok között van, ezért

(2.5) β(y0) = λβ(y1) + (1− λ)β(y2)

valamilyen 0 < λ < 1 mellett. Másrészt a λα(x1) + (1 − λ)α(x2) szám α(x1) és α(x2)
között van, ı́gy – α folytonossága miatt –

(2.6) λα(x1) + (1− λ)α(x2) = α(x0)

valamely x0 ∈ X esetén. Ezek után (2.4)-ből, (2.6)-ból és (2.5)-ből

ξ = λξ + (1− λ)ξ = λ(α(x1) + β(y1)) + (1− λ)(α(x2) + β(y2))

= λα(x1) + (1− λ)α(x2) + λβ(y1) + (1− λ)β(y2)

= α(x0) + β(y0)

következik, ezért ξ ∈ α(X) + β(Y1 ∩ Y2).

Ebben a fejezetben és a 3. fejezetben is gyakran fogjuk használni – többnyire explicit
hivatkozás nélkül – a kétváltozós CM függvények alábbi tulajdonságát. A bizonýıtás
alapgondolata [Acz66]-ban (255. oldal) megtalálható.

2.2 Lemma. ([Mak04]) Legyen Q : X × Y → R CM függvény. Ekkor,

(a) ha Q(·, y0) szigorúan növekvő (illetve csökkenő) valamilyen y0 ∈ Y mellett, akkor
Q(·, y) is szigorúan növekvő (illetve csökkenő) bármely y ∈ Y mellet, és hasonlóan,

(b) ha Q(x0, ·) szigorúan növekvő (illetve csökkenő) valamilyen x0 ∈ X mellett, akkor
Q(x, ·) is szigorúan növekvő (illetve csökkenő) bármely x ∈ X mellett.

B i z o n y ı́ t á s. Tegyük fel például, hogy Q(·, y0) szigorúan növekvő de Q(·, y1)
szigorúan csökkenő valamilyen rögźıtett y0, y1 ∈ Y esetén. Legyen x1, x2 ∈ X és x1 < x2.
Ekkor

Q(x1, y0)−Q(x2, y0) < 0 és Q(x1, y1)−Q(x2, y1) > 0.

Ezért a folytonosság miatt Q(x1, y2) − Q(x2, y2) = 0 valamilyen – y0 és y1 közötti –
y2 számra, ami ellentmond annak, hogy Q(·, y2) szigorúan monoton. A lemma többi
álĺıtását hasonlóan lehet igazolni.

A következő lemmában, és a disszertációban máshol is, A◦-rel jelöljük az A ⊂ R
halmaz belső pontjainak halmazát (nýılt magját).
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2.3 Lemma. ([Mak04]) Legyen Q : X × Y → R CM függvény. Ekkor

Q(X, Y ◦) = Q(X◦, Y ) = Q(X◦, Y ◦) = Q(X, Y )◦.

B i z o n y ı́ t á s. Az általánosság korlátozása nélkül feltehető, hogy Q mindkét
változójában szigorúan monoton növekvő. Ha például Q az első változójában szigorúan
növekvő, a másodikban pedig szigorúan csökkenő lenne, akkor a Q1(x, y) = Q(x,−y),
x ∈ X, y ∈ −Y függvénnyel dolgoznánk Q helyett (lásd a 2.2. Lemmát is). Először azt
igazoljuk, hogy

(2.7) Q(X, Y ◦) ⊂ Q(X◦, Y ◦).

Legyen (x∗, y) ∈ X × Y ◦. Ha x∗ ∈ X◦, akkor nyilvánvaló, hogy Q(x∗, y) ∈ Q(X◦, Y ◦).
Ha x∗ ∈ X \X◦, akkor két esetet különböztetünk meg:

1. eset : x∗ = min X.
Ebben az esetben válasszunk olyan y1 ∈ Y ◦ elemet, hogy y1 < y és legyen ε = Q(x∗, y)−
Q(x∗, y1). Ekkor ε > 0 és – Q folytonossága miatt – van olyan (x1, y) ∈ X◦ × Y ◦ hogy

Q(x1, y)−Q(x∗, y) < ε = Q(x∗, y)−Q(x∗, y1),

azaz

(2.8)
Q(x1, y) + Q(x∗, y1)

2
< Q(x∗, y).

Definiáljuk a q : [0, 1] → R függvényt a

q(t) = Q((1− t)x1 + tx∗, (1− t)y + ty1) (t ∈ [0, 1])

képlettel. Ekkor q folytonos, ı́gy

(2.9) q(t0) =
q(0) + q(1)

2
=

Q(x1, y) + Q(x∗, y1)

2
.

valamely t0 ∈ [0, 1] esetén. Ha t0 ∈ {0, 1}, akkor q(0) = q(1), ezért (2.8) miatt Q(x1, y) <
Q(x∗, y). Ez azonban ellentmond annak, hogy x∗ = min X és Q(·, y) szigorúan növekvő.
Ezért t0 ∈ ] 0, 1[ és ı́gy ((1− t0)x1 + t0x

∗, (1− t0)y + t0y1) ∈ X◦ × Y ◦, továbbá (2.8)-ból
és (2.9)-ből azt kapjuk, hogy

Q((1− t0)x1 + t0x
∗, (1− t0)y + t0y1) < Q(x∗, y).

Másrészt pedig Q(x∗, y) < Q(x2, y), ha x∗ < x2 ∈ X. Tehát Q felvesz Q(x∗, y)-tól kisebb
és nagyobb értéket is X◦ × Y ◦-on, amiből Q(x∗, y) ∈ Q(X◦, Y ◦) következik. Így fennáll
(2.7) ebben az esetben.

2. eset : x∗ = max X.
A gondolatmenet hasonló az előzőhöz: először válasszunk egy y < y2 ∈ Y ◦ elemet és
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legyen ε = Q(x∗, y2)−Q(x∗, y). Ezután válasszunk olyan x1 ∈ X◦ elemet (a folytonosság
miatt lehet), hogy Q(x∗, y)−Q(x1, y) < ε = Q(x∗, y2)−Q(x∗, y), azaz

Q(x∗, y) <
Q(x1, y) + Q(x∗, y2)

2

teljesüljön. Követve az 1. esetben használt gondolatmenetet, ismét azt kapjuk, hogy Q
felvesz Q(x∗, y)-tól nagyobb és kisebb értéket is X◦×Y ◦-on, tehát Q(x∗, y) ∈ Q(X◦, Y ◦).
Így tehát (2.7) fennáll. Mivel a Q(X◦, Y ◦) ⊂ Q(X, Y ◦) tartalmazás nyilvánvaló, azt
kapjuk, hogy

(2.10) Q(X,Y ◦) = Q(X◦, Y ◦).

Felcserélve a változók szerepét az előző gondolatmenetben, megkapjuk a

(2.11) Q(X◦, Y ) = Q(X◦, Y ◦)

egyenlőséget is. Hátramaradt még a

(2.12) Q(X◦, Y ◦) = Q(X, Y )◦

egyenlőség igazolása. A Q(X◦, Y ◦) ⊂ Q(X,Y )◦ tartalmazás nyilvánvaló, ezért csak a
ford́ıtott irányú tartalmazást bizonýıtjuk. Legyen ezért z ∈ Q(X, Y )◦, z = Q(x∗, y∗)
valamely (x∗, y∗) ∈ X × Y esetén. Ha y∗ ∈ Y ◦ vagy x∗ ∈ X◦, akkor (2.10) vagy (2.11)
szerint z ∈ Q(X◦, Y ◦). Ha pedig x∗ ∈ X \X◦ és y∗ ∈ Y \ Y ◦, akkor vagy

(2.13) x∗ = min X és y∗ = max Y

vagy

(2.14) x∗ = max X és y∗ = min Y,

egyébként ugyanis z nem lehetne Q(X, Y )◦-ban. Ha (2.13) teljesül, akkor

Q(x∗, y′) < z = Q(x∗, y∗) < Q(x′, y∗),

ha pedig (2.14), akkor

Q(x′′, y∗) < z = Q(x∗, y∗) < Q(x∗, y′′)

valamilyen x′, x′′ ∈ X◦ és y′, y′′ ∈ Y ◦ mellett. Így (2.10) és (2.11) szerint Q(x∗, y′),
Q(x′, y∗), Q(x′′, y∗) és Q(x∗, y′′) Q-nak X◦ × Y ◦-on is felvett értékei, ı́gy z ∈
Q(X◦, Y ◦).

Végül ebben a részben igazoljuk az alábbi kiterjesztési tételt, amely szerint, ha
értelmezési tartománya belsején kvázi-összeg egy CM függvény, akkor kvázi-összeg az
egész értelmezési tartományán is, mert a generátorát alkotó függvények értelmezése al-
kalmasan kiterjeszthető a határpontokra.
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2.4 Tétel. ([Mak04]) Legyen a Q : X × Y → R CM függvény kvázi-összeg az X◦× Y ◦

téglalapon és legyen (α0, β0, γ0) Q egy generátora X◦ × Y ◦-on. Ekkor Q kvázi-összeg
X × Y -on, sőt Q-nak van olyan (α, β, γ) generátora X × Y -on, hogy

α0 = α |X◦, β0 = β |Y ◦ és γ0 = γ | (α0(X
◦) + β0(Y

◦)
)
.

B i z o n y ı́ t á s. Először megmutatjuk, hogy ha x∗ ∈ X \ X◦, akkor α0-nak x∗-
ban létezik valós határértéke. Legyen ugyanis (xn) : N → X◦ tetszőleges és xn → x∗.
Legyen továbbá y ∈ Y ◦ szintén tetszőleges. A 2.3. Lemma szerint Q(x∗, y) ∈ Q(X◦, Y ◦),
másrészt γ−1

0 : Q(X◦, Y ◦) → R és Q folytonos függvények, ı́gy

(2.15) α0(xn) = γ−1
0 (Q(xn, y))− β0(y) → γ−1

0 (Q(x∗, y))− β0(y).

Ezért az

α(x) =

{
α0(x), ha x ∈ X◦

lim
t→x∗

α0(t), ha x = x∗

defińıció korrekt, α : X → R CM függvény, α0 |X◦ = α és – (2.15) miatt –

Q(x, y) = γ0(α(x) + β0(y)),

ha x ∈ X, y ∈ Y ◦. Ugyańıgy történhet β0 kiterjesztése Y ◦-ról Y -ra egy olyan β CM
függvénnyé, amelyre

Q(x, y) = γ0(α(x) + β(y))

teljesül, ha x ∈ X, y ∈ Y ◦ vagy x ∈ X◦, y ∈ Y . Végül legyen z∗ ∈ α(X) + β(Y )
határpont. Ekkor z∗ maximuma vagy minimuma az (x, y) 7→ α(x)+β(y), (x, y) ∈ X×Y
függvénynek. Ezért egyetlen olyan (x∗, y∗) ∈ (X \ X◦) × (Y \ Y ◦) pont van, amelyre
z∗ = α(x∗) + β(y∗). Legyen γ(z∗) = Q(x∗, y∗) és γ(z) = γ0(z), ha z ∈ (α(X) + β(Y ))◦.
Ekkor a 2.3. Lemma szerint

(
α(X) + β(Y )

)◦
= α(X◦) + β(Y ◦) = α0(X

◦) + β0(Y
◦)

és ı́gy γ0 = γ | (α0(X
◦) + β0(Y

◦)
)
. Másrészt

γ(z∗) = inf
{
γ0(z) : z ∈ α0(X

◦) + β0(Y
◦)

}

vagy
γ(z∗) = sup

{
γ0(z) : z ∈ α0(X

◦) + β0(Y
◦)

}
,

ı́gy γ egy CM függvény és (α, β, γ) generátora Q-nak X × Y -on.

2.2 Illesztési eredmények kvázi-összegekre

E fejezet fő eredményének (a lokális kvázi-összegek kvázi-összegek is) igazolásához
először azt fogjuk kimutatni, hogy ha egy függvény véges sok – egymáshoz speciálisan
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illeszkedő – téglalap mindegyikén kvázi-összeg, akkor e téglalapok unióján is az. Meg-
jegyezzük, hogy e rész eredményei Maksa [Mak04] mellett – kevésbé általános formában
– megjelentek már Maksa [Mak99]-ben is. A bizonýıtások során alapeszközünk az

(2.16) f(u + v) = g(u) + h(v)

ún. Pexider egyenlet lesz ([Pex03]). Ennek a CM megoldásait általános tételek (Radó-
Baker [RB87], Rimán [Rim76], Aczél [Acz87]) következményeként meg lehet kapni, de
az alábbi egyszerű, közvetlen gondolatmenet sem hosszabb.

2.5 Lemma. Legyen U és V intervallum, legyenek f : U+V → R, g : U → R, h : V → R
CM függvények és tegyük fel, hogy (2.16) teljesül minden u ∈ U és v ∈ V esetén. Ekkor
vannak olyan a 6= 0, b1, b2 valós számok, hogy

f(t) = at + b1 + b2 (t ∈ U + V ),

g(u) = au + b1 (u ∈ U),

h(v) = av + b2 (v ∈ V ).

B i z o n y ı́ t á s. Legyen v1, v2 ∈ V , v1 < v2 és integráljuk (2.16) mindkét oldalát v
szerint a [v1, v2] intervallumon. Ekkor

∫ v2

v1

f(u + v)dv = (v2 − v1)g(u) +

∫ v2

v1

h(v)dv,

azaz ∫ v2+u

v1+u

f(w)dw = (v2 − v1)g(u) +

∫ v2

v1

h(v)dv (u ∈ U).

Ezért g folytonosan differenciálható. Hasonlóan látható be, hogy h is folytonosan diffe-
renciálható, ezért – (2.16) miatt – f is. Így (2.16)-ból u illetve v szerinti differenciálással

f ′(u + v) = g′(u) illeve f ′(u + v) = h′(v)

adódik (u ∈ U , v ∈ V ), amiből következik, hogy f , g és h differenciálhányadosa
értelmezési tartományaik minden pontjában ugyanaz az a 6= 0 valós szám. Ebből az
álĺıtást már könnyen kapjuk.

Látni fogjuk, hogy a kvázi-összegek egymáshoz való illesztését az teszi lehetővé, hogy
a kvázi-összegek nem határozzák meg egyértelműen a generátoraikat, de ha a generátorra
alkalmas további feltételeket szabunk, akkor már igen. (Lásd [Acz66]-ot is.)

2.6 Lemma. Legyen Q : R → R kvázi-összeg az X × Y ⊂ R téglalapon, x1, x2 ∈ X,
x1 6= x2 és y0 ∈ Y . Ekkor bármely p1, p2 ∈ R, p1 6= p2 és q0 ∈ R esetén Q-nak egyetlen
olyan (α, β, γ) generátora van X × Y -on, amelyre teljesül, hogy

(2.17) α(x1) = p1, α(x2) = p2, β(y0) = q0.
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B i z o n y ı́ t á s. Defińıció szerint Q-nak van (α1, β1, γ1) generátora X × Y -on.
Definiáljuk az (α, β, γ) függvényhármast az alábbiak szerint:

α(x) =
1

a
(α1(x)− b1) (x ∈ X),

β(y) =
1

a
(β1(y)− b2) (y ∈ Y ),

γ(t) = γ1(at + b1 + b2) (t ∈ α(X) + β(Y )),

ahol

a =
α1(x1)− α1(x2)

p1 − p2

, b1 = α1(x1)− ap1 és b2 = β1(y0)− aq0.

Egyszerű számolás mutatja, hogy (α, β, γ) a ḱıvánt tulajdonságú generátora Q-nak
X × Y -on.

Az egyértelműség igazolásához tegyük fel, hogy az (α, β, γ) generátoron ḱıvül
(α2, β2, γ2) is olyan generátora Q-nak X × Y -on, amelyre

(2.18) α2(x1) = p1, α2(x2) = p2, β2(y0) = q0

teljesül. Ekkor

γ(α(x) + β(y)) = γ2(α2(x) + β2(y)) ((x, y) ∈ X × Y ),

amiből tetszőleges u ∈ α(X) és v ∈ β(Y ) esetén

γ−1
2 ◦ γ(u + v) = α2 ◦ α−1(u) + β2 ◦ β−1(v)

következik. Ez – az f = γ−1
2 ◦ γ, g = α2 ◦ α−1 és h = β2 ◦ β−1 jelölésekkel – éppen a

(2.16) Pexider egyenlet, ezért a 2.5. Lemma miatt

α2 ◦ α−1(u) = au + b1

(
u ∈ α(X)

)
,

β2 ◦ β−1(v) = av + b2

(
v ∈ β(Y )

)
,

γ−1
2 ◦ γ(t) = at + b1 + b2

(
t ∈ α(X) + β(Y )

)

alkalmas a 6= 0, b1, b2 valós számokkal, azaz

α(x) =
1

a
(α2(x)− b1) (x ∈ X),(2.19)

β(y) =
1

a
(β2(y)− b2) (y ∈ Y ),(2.20)

γ(t) = γ2(at + b1 + b2)
(
t ∈ α(X) + β(Y )

)
.(2.21)

Ezek után (2.19)-ből – (2.17) és (2.18) figyelembevételével –

ap1 = aα(x1) = α2(x1)− b1 = p1 − b1
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és
ap2 = aα(x2) = α2(x2)− b1 = p2 − b1

következik, innen pedig (a − 1)(p1 − p2) = 0 adódik. Mivel p1 6= p2, ezért a = 1 és ı́gy
b1 = 0. Másrészt (2.20)-ból ezek után

q0 = β(y0) = β2(y0)− b2 = q0 − b2,

ı́gy b2 = 0 és végül a (2.19) – (2.21) összefüggések alapján kapjuk, hogy α = α2, β = β2

és γ = γ2.

Ebből a lemmából egyszerűen következik az alábbi egyértelműségi álĺıtás, amelyet a
későbbiekben gyakran használunk majd.

2.7 Lemma. Legyen a Q : R → R kvázi-összeg két generátora az X × Y ⊂ T téglalapon
(α1, β1, γ1) és (α2, β2, γ2). Ha valamely x1, x2 ∈ X, x1 6= x2 és y0 ∈ Y esetén

α1(x1) = α2(x1), α1(x2) = α2(x2) és β1(y0) = β2(y0),

akkor a két generátor azonos, azaz α1 = α2 X-en, β1 = β2 Y -on és γ1 = γ2 az
α1(X) + β1(Y ) = α2(X) + β2(Y ) intervallumon.

A következő négy lemmában kvázi-összegek ,,összeillesztéséről” lesz szó.

2.8 Lemma. ([Mak04]) (Függőleges illesztés.) Tegyük fel, hogy az Y1 és Y2 interval-
lumoknak van közös belső pontjuk és (X × Y1) ∪ (X × Y2) ⊂ R. Legyen Q : R → R
kvázi-összeg az X × Y1 és X × Y2 téglalapokon. Ekkor Q kvázi-összeg az X × (Y1 ∪ Y2)
téglalapon is.

B i z o n y ı́ t á s. Ha Y1 ⊂ Y2 vagy Y2 ⊂ Y1 , akkor az álĺıtás triviális, ezért a továbbiakban
tegyük fel, hogy Y1 és Y2 közül egyik sem részhalmaza a másiknak. Legyen (α1, β1, γ1)
Q egy generátora X × Y1-en és x1, x2 ∈ X, x1 6= x2, y0 ∈ Y1 ∩ Y2. Mivel Q X × Y2-n is
kvázi-összeg, a 2.6. Lemma szerint, van olyan (α2, β2, γ2) generátora X × Y2-n, amelyre

α2(x1) = α1(x1), α2(x2) = α1(x2), β2(y0) = β1(y0).

A Q függvény nyilván kvázi-összeg az (X × Y1) ∩ (X × Y2) = X × (Y1 ∩ Y2) téglalapon
is, ezért a 2.7. Lemma miatt

α2(x) = α1(x) (x ∈ X),(2.22)

β2(y) = β1(y) (y ∈ Y1 ∩ Y2),(2.23)

γ2(t) = γ1(t) (t ∈ α1(X) + β1(Y1 ∩ Y2)).(2.24)

Vezessük be ezek után az alábbi defińıciókat:

α(x) = α1(x) (x ∈ X),
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β(y) =

{
β1(y), ha y ∈ Y1

β2(y), ha y ∈ Y2

és

γ(t) =

{
γ1(t), ha t ∈ α(X) + β(Y1)

γ2(t), ha t ∈ α(X) + β(Y2)
.

Az azonnal látható, hogy α és β CM függvények, (2.23) miatt ugyanis (és mivel Y1 ∩Y2

pozit́ıv hosszúságú) β1 és β2 ugyanolyan értelemben szigorúan monoton függvények. γ
azért függvény, mert ha t ∈ (

α(X) + β(Y1)
) ∩ (

α(X) + β(Y2)
)
, akkor a 2.1. Lemma

(2.3) egyenlősége miatt t ∈ α(X) + β(Y1 ∩ Y2) és ı́gy α és β defińıciójából és (2.24)-ből
következik, hogy γ(t) egyértelműen meghatározott. Mivel α(X) + β(Y1 ∩ Y2) interval-
lum, ezért γ1 és γ2 ugyanolyan értelemben szigorúan monoton függvények, tehát γ CM
függvény. Végül nyilvánvaló, hogy (α, β, γ) Q generátora az X×(Y1∪Y2) téglalapon.

2.9 Lemma. ([Mak04]) (Vı́zszintes illesztés.) Tegyük fel, hogy az X1 és X2 interval-
lumoknak van közös belső pontjuk és (X1×Y )∪(X2×Y ) ⊂ R. Legyen továbbá Q : R → R
kvázi-összeg az (X1×Y ) és (X2×Y ) téglalapokon. Ekkor Q kvázi-összeg az (X1∪X2)×Y
téglalapon is.

B i z o n y ı́ t á s. Alkalmazzuk a 2.8. Lemmát a Q1(y, x) = Q(x, y), (x, y) ∈ R módon
értelmezett Q1 függvényre.

A 2.7. és 2.8. Lemmákat ismételten alkalmazva többszörös illesztésre is van lehetőség.

2.10 Lemma. ([Mak04]) Legyen 2 ≤ N ∈ N, 2 ≤ M ∈ N, X, X1, . . . , XN , Y, Y1, . . . , YM

intervallum. Tegyük fel, hogy Xi∩Xi+1-nek illetve Yj∩Yj+1-nek van belső pontja minden

i = 1, . . . , N − 1 illetve j = 1, . . . , M − 1 mellett, továbbá

(
N⋃

i=1

Xi

)
× Y ⊂ R, illetve

X ×
(

M⋃
j=1

Yj

)
⊂ R és Q : R → R kvázi-összeg az Xi × Y illetve X × Yj téglalapokon

minden i = 1, . . . , N illetve j = 1, . . . ,M esetén. Ekkor Q kvázi-összeg az

(
N⋃

i=1

Xi

)
×Y

illetve az X ×
(

M⋃
j=1

Yj

)
téglalapon is.

Az alábbi illesztési eredmény lehetővé teszi, hogy bizonyos vizsgálatainkban kompakt
téglalapokra szoŕıtkozzunk.

2.11 Lemma. ([Mak04]) Legyenek Xn, Yn intervallumok, Rn = Xn×Yn ⊂ R, Rn ⊂ Rn+1

minden n ∈ N-re és R0 =
∞⋃

n=1

Rn. Legyen továbbá Q : R → R kvázi-összeg Rn-en minden

n ∈ N esetén. Ekkor Q kvázi-összeg R0-on is.
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B i z o n y ı́ t á s. Legyen (α1, β1, γ1) Q egy generátora R1-en, x1, x2 ∈ X1, x1 6= x2,
y0 ∈ Y1 és ha már Q (αn, βn, γn) generátorát megválasztottuk Rn-en, válasszuk
Q (αn+1, βn+1, γn+1) generátorát Rn+1-en úgy, hogy

αn+1(x1) = αn(x1), αn+1(x2) = αn(x2), βn+1(y0) = βn(y0)

teljesüljön, ha n ∈ N. Ez a 2.6. Lemma miatt lehetséges és a 2.7. Lemma szerint azzal
a következménnyel jár, hogy

αn+1(x) = αn(x) (x ∈ Xn) , βn+1(y) = βn(y) (y ∈ Yn)

és
γn+1(t) = γn(t)

(
t ∈ αn(Xn) + βn(Yn)

)

minden n ∈ N-re. Ezért az α =
∞⋃

n=1

αn (azaz α(x) = αn(x), ha x ∈ Xn),

β =
∞⋃

n=1

βn és γ =
∞⋃

n=1

γn képletek CM függvényeket definiálnak az
∞⋃

n=1

Xn,
∞⋃

n=1

Yn és

az
∞⋃

n=1

(αn(Xn) + βn(Yn))

(
= α

( ∞⋃
n=1

Xn

)
+ β

( ∞⋃
n=1

Yn

))
intervallumokon és azonnal

látható, hogy (α, β, γ) generátora Q- nak R0-on.

Most már nem lesz nehéz igazolni ennek a fejezetnek a fő eredményét.

2.12 Tétel. ([Mak04]) Legyen X és Y két intervallum és Q : X × Y → R lokális
kvázi-összeg X × Y -on. Ekkor Q kvázi-összeg X × Y -on.

B i z o n y ı́ t á s. Mivel X × Y előáll benne levő kompakt téglalapok monoton növekvő
sorozata elemeinek uniójaként, – a 2.11. Lemma miatt – elég azt igazolni, hogy Q kvázi-
összeg minden C = [a, b] × [c, d] ⊂ X × Y téglalapon. Legyen ξ ∈ [a, b] rögźıtett és
Cξ = {(ξ, y) : y ∈ [c, d]}. Cξ minden pontjához van olyan C-beli, C-ben nýılt téglalap,
amely tartalmazza a pontot és amelyen Q kvázi-összeg. Mivel Cξ is kompakt, vannak

olyan X
(ξ)
1 ×Y

(ξ)
1 , . . . , X

(ξ)
N ×Y

(ξ)
N téglalapok, amelyek szintén C-beliek, C-ben nýıltak, Q

mindegyikükön kvázi-összeg és Cξ ⊂
N⋃

i=1

(
X

(ξ)
i ×Y

(ξ)
i

)
. Legyen Rξ =

(
N⋂

i=1

X
(ξ)
i

)
×

N⋃
i=1

Y
(ξ)
i .

Ekkor Cξ ⊂ Rξ ⊂ C téglalap, amely nýılt C-ben és – a 2.10. Lemma (függőleges illesztés)
miatt – Q kvázi-összeg Rξ-n. Ezért – mivel C kompakt – vannak olyan ξj ∈ [a, b],

j = 1, . . . , M számok, hogy C =
M⋃

j=1

Rξj
teljesül. Ismét alkalmazva a 2.10 Lemmát

(v́ızszintes illesztés) kapjuk, hogy Q kvázi-összeg C-n.

A 2.4. és 2.12. Tételek azonnali következménye az alábbi

2.13 Tétel. Ha a Q : X × Y → R CM függvény lokális kvázi-összeg az X◦ × Y ◦

téglalapon, akkor Q kvázi-összeg az X × Y téglalapon.

Ezt a részt egy olyan speciális illesztési tétellel zárjuk, amelyet a (2.2) általánośıtott
asszociativitási egyenlet megoldásakor fogunk használni a 3. fejezetben.
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2.14 Tétel. ([Mak04]) Legyenek X, Y , Z intervallumok, Q1 : X × Y → R és
Q2 : Y × Z → R CM függvények. Tegyük fel, hogy bármely (x0, y0, z0) ∈ X◦ × Y ◦ × Z◦

esetén vannak olyan X0, Y0, Z0 nýılt intervallumok és olyan α0 : X0 → R, β0 : Y0 → R,
γ0 : Z0 → R, δ10 : α0(X0) + β0(Y0) → R, δ20 : β0(Y0) + γ0(Z0) → R CM függvények,
hogy x0 ∈ X0, y0 ∈ Y0, z0 ∈ Z0, X0 × Y0 × Z0 ⊂ X◦ × Y ◦ × Z◦,

Q1(x, y) = δ10(α0(x) + β0(y))
(
(x, y) ∈ X0 × Y0

)
,(2.25)

Q2(y, z) = δ20(β0(y) + γ0(z))
(
(y, z) ∈ Y0 × Z0

)
.(2.26)

Ekkor Q1 és Q2 kvázi-összegek, sőt vannak olyan α : X → R, β : Y → R, γ : Z → R,
δ1 : α(X) + β(Y ) → R, δ2 : β(Y ) + γ(Z) → R CM függvények, hogy

Q1(x, y) = δ1(α(x) + β(y))
(
(x, y) ∈ X × Y

)
,

Q2(y, z) = δ2(β(y) + γ(z))
(
(y, z) ∈ Y × Z

)
.

B i z o n y ı́ t á s. Mivel a feltételek miatt a Q1 és Q2 CM függvények lokális kvázi-
összegek az X◦ × Y ◦ illetve az Y ◦ ×Z◦ téglalapon, ezért – a 2.13. Tétel szerint – kvázi-
összegek a teljes értelmezési tartományukon is. Legyen (α, β, δ1) Q1 egy generátora
X × Y -on, y1, y2 ∈ Y , y1 < y2 és válasszuk meg Q2 egy (β1, γ, δ2) generátorát Y × Z-n
úgy, hogy

(2.27) β1(y1) = β(y1) és β1(y2) = β(y2)

teljesüljön. Ez a 2.6. Lemma miatt lehetséges. Ki fogjuk mutatni, hogy β1 = β az Y
intervallumon.

Valóban, legyen y0 ∈ Y tetszőleges, legyen továbbá x0 ∈ X és z0 ∈ Z. A feltételek
miatt fennáll (2.25) és (2.26) alkalmas CM függvényekkel és x0 ∈ X0, y0 ∈ Y0, z0 ∈ Z0

nýılt intervallumokkal. Ezért – mivel (α, β, δ1) Q generátora X × Y -on, (β1, γ, δ2) pedig
Q2-é Y × Z-n (2.25)-ből és (2.26)-ból azt kapjuk, hogy

δ10(α0(x) + β0(y)) = δ1(α(x) + β(y))
(
(x, y) ∈ X0 × Y0

)
,

illetve
δ20(β0(y) + γ0(z)) = δ2(β1(y) + γ(z))

(
(y, z) ∈ Y0 × Z0

)
.

Innen – hasonlóan, mint a 2.6. Lemma bizonýıtásában – a

δ−1
1 ◦ δ10(u + v) = α ◦ α−1

0 (u) + β ◦ β−1 ◦ (v),

illetve a
δ−1
2 ◦ δ20(v + w) = β1 ◦ β−1

0 (v) + γ ◦ γ−1
0 (w)

Pexider egyenletek adódnak (u ∈ α0(X0), v ∈ β0(Y0), w ∈ γ0(Z0)). Ezekből pedig a
2.5. Lemma miatt – egyebek között –

β ◦ β−1
0 (v) = a1v + b1 és β1 ◦ β−1

0 (v) = a2v + b2
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következik valamilyen a1, b1, a2, b2 ∈ R a1a2 6= 0 és minden v ∈ β0(Y0) esetén. Így

β(y) = a1β0(y) + b1 és β1(y) = a2β0(y) + b2,

ha y ∈ Y0. Ezért – mivel a2 6= 0 –

(2.28) β(y) = a0β1(y) + b0 (y ∈ Iy0 = Y0),

ahol 0 6= a0 ∈ R, b0 ∈ R (y0-től esetleg függő) alkalmas számok. Fedjük le az [y1, y2]
kompakt intervallum minden y0 elemét olyan Iy0 nýılt intervallummal, melyre (2.28)
teljesül valamilyen (a0, b0) konstans-párra (a0 6= 0). A kompaktság miatt véges sok ilyen
intervallum is lefedi [y1, y2]-t. Hagyjuk el a fölöslegeseket (amelyeket a véges lefedésben
tőle bővebb lefed) a véges lefedésből és a maradék intervallumokat rendezzük olyan
I1, . . . , In sorrendbe, hogy baloldali végpontjaik szigorúan monoton növekvő módon
kövessék egymást. Igazolni fogjuk, hogy van olyan 0 6= a ∈ R és b ∈ R, hogy

(2.29) β(y) = aβ1(y) + b (y ∈ [y1, y2]).

Ez nyilvánvaló, ha n = 1. Ha n > 1 és 1 ≤ k ≤ n− 1, akkor

(2.30) β(y) = a′kβ1(y) + b′k = a′k+1β1(y) + b′k+1,

ha y ∈ Ik ∩ Ik+1 valamely a′k, b
′
k, a

′
k+1, b

′
k+1 ∈ R mellett (a′ka

′
k+1 6= 0). Mivel Ik ∩ Ik+1

(pozit́ıv hosszúságú) intervallum és β1 nem konstans Ik ∩ Ik+1-en, ezért (2.30)-ból
a′k = a′k+1 és b′k = b′k+1 következik. Tehát az a := a′1(= · · · = a′n), b := b′1(= · · · = b′n)
defińıciókkal (2.29)-et kapjuk. Másrészt (2.27)-ből és (2.29)-ből azonnal adódik, hogy
a = 1 és b = 0. Így ismét (2.29)-ből az következik, hogy β = β1 Y minden kompakt
részintervallumán, ı́gy magán Y -on is.

2.3 Néhány egyszerű alkalmazás

A 2.13. Tétel legfontosabb alkalmazására a 3. fejezetben a

(2.2) F (G(x, y), z) = H(x, K(y, z))

egyenlet CM megoldásainak meghatározásakor kerül majd sor. Itt három olyan egyen-
letet oldunk meg, amelyekkel később még találkozunk. Az első ezek közül a (2.2) egyenlet

(2.31) A(u + v, w) = B(u, v + w)

speciális esete. Megjegyezzük, hogy ez az egyenlet Maksa [Mak00]-ben általánosan is meg
van oldva, de felhasználva csak abban az esetben van, amikor A és B CM függvények.

2.15 Tétel. ([Mak00]) Legyenek U , V és W intervallumok, A : (U + V ) × W → R
és B : U × (V + W ) → R CM függvények. Akkor és csak akkor teljesül (2.31) minden
(u, v, w) ∈ U × V ×W esetén, ha van olyan ϕ : U + V + W → R CM függvény, hogy

(2.32) A(t, w) = ϕ(t + w) (t ∈ U + V, w ∈ W )

és

(2.33) B(u, s) = ϕ(u + s) (u ∈ U, s ∈ V + W ).
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B i z o n y ı́ t á s. (Nem az eredeti, a [Mak00]-ben megjelent bizonýıtást ı́rjuk le, hanem
lényegében azt, amely [Mak04]-ben szerepel.) Mivel (2.31)-ből azonnal következik, hogy

B(u, s) = A(u + s− w, w) (u ∈ U, s ∈ V + W, w ∈ W ),

ezért a B CM függvény lokális kvázi-összeg értelmezési tartományának belsején. Így a
2.13. Tétel szerint B kvázi-összeg az U × (V + W ) téglalapon. Ezért

(2.34) B(u, s) = ϕ1(a(u) + b(s)) (u ∈ U, s ∈ V + W )

alkalmas a : U → R, b : V + W és ϕ1 : a(U) + b(V + W ) → R CM függvényekre. A
(2.34) és (2.31) egyenlőségek szerint

A(u + v, w) = ϕ1(a(u) + b(v + w)),

azaz
ϕ−1

1 ◦ A(u + v, w) = a(u) + b(v + w)

teljesül minden (u, v, w) ∈ U × V ×W esetén. Ez – minden rögźıtett w ∈ W mellett –
egy Pexider egyenlet, amelyben CM függvények szerepelnek, ezért a 2.5. Lemma szerint

a(u) = a0(w)u + b1(w),(2.35)

b(v + w) = a0(w)v + b2(w)(2.36)

és

(2.37) ϕ−1
1 ◦ A(t, w) = a0(w)t + b1(w) + b2(w)

minden (u, v, w) ∈ U ×V ×W , t ∈ U + V és alkalmas a0 : W → R \ {0}, b1, b2 : W → R
függvények mellett. (A 2.5. Lemmában szereplő a0 6= 0, b1, b2 konstansok itt függhetnek
a rögźıtett w- től.) (2.35)-ből azonnal következik, hogy az a0 függvény konstans, amelyet
szintén a0-lal jelölünk és ezért a b1 függvény is konstans, amelyet szintén b1-gyel jelölünk.
Ezek után (2.36)-ból ismét egy Pexider egyenlet adódik, nevezetesen

b(v + w) = a0v + b2(w) (v ∈ V, w ∈ W ).

Nyilvánvaló, hogy b2 is CM függvény. Ezért ismét a 2.5. Lemma miatt

b2(w) = a0w + b0 (w ∈ W )

valamilyen b0 ∈ R mellett. Most már (2.37)-ből

A(t, w) = ϕ1(a0t + b1 + a0w + b0),

amiből pedig – a ϕ(τ) = ϕ1(a0τ +b0+b1), t ∈ U +V +W defińıcióval – (2.32) következik.
ϕ nyilván CM függvény, mert a0 6= 0. Végül (2.33) igazolásához legyen u ∈ U és
s ∈ V + W , s = v + w (v ∈ V , w ∈ W ). Ekkor (2.31)-ből és (2.32)-ből adódik, hogy

B(u, s) = B(u, v + w) = A(u + v, w) = ϕ(u + v + w) = ϕ(u + s).
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A megford́ıtás nyilvánvaló.

A (2.31) egyenlethez hasonlóan kezelhető a

(2.38) C(x + y, u + v) = D(x + u, y + v)

egyenlet is. Ez Maksa [Mak99]-ben meg van oldva általánosan, de csak a CM
megoldásokat használjuk majd később.

2.16 Tétel. ([Mak99]) Legyenek X, Y , U és V intervallumok, C : (X+Y )×(U +V ) →
R és D : (X + U)× (Y + V ) → R CM függvények. Akkor és csak akkor teljesül (2.38)
minden (x, y, u, v) ∈ X × Y × U × V esetén, ha van olyan ϕ : X + Y + U + V → R
CM függvény, hogy

(2.39) C(p, q) = ϕ(p + q) (p ∈ X + Y, q ∈ U + V )

és

(2.40) D(s, t) = ϕ(s + t) (s ∈ X + U, t ∈ Y + V ).

B i z o n y ı́ t á s. (Nem az eredeti, a [Mak99]-ben publikált bizonýıtást ı́rjuk le.)
(2.32)-ből azonnal következik, hogy

C(x + y − (u + v), u + v) = D(x, y) (x ∈ X, y ∈ Y + v, u ∈ U, v ∈ V ).

Ezért D lokális kvázi-összeg értelmezési tartománya belsején, ı́gy a 2.13. Tétel szerint
kvázi-összeg az egész értelmezési tartományán is. Így

(2.41) D(s, t) = ϕ1(a(s) + b(t)) (s ∈ X + U, t ∈ Y + V )

alkalmas a : X + U → R, b : Y + V → R és ϕ1 : a(X + U) + b(Y + V ) → R CM
függvényekkel. A (2.38) és (2.41) egyenlőségekből

C(x + y, u + v) = ϕ1(a(x + u) + b(y + v)),

azaz
ϕ−1

1 ◦ C(x + y, u + v) = a(x + u) + b(y + v)

következik minden (x, y, u, v) ∈ X × Y × U × V esetén. Ez – minden rögźıtett
(u, v) ∈ U × V mellett – ismét egy Pexider egyenlet ismeretlen CM függvényekkel,
ezért a 2.5. Lemma szerint

a(x + u) = a0(u, v)x + b1(u, v),(2.42)

b(y + v) = a0(u, v)y + b2(u, v)(2.43)

és

(2.44) ϕ−1
1 ◦ C(p, u + v) = a0(u, v)p + b1(u, v) + b2(u, v)
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minden (x, y, u, v) ∈ X × Y × U × V , p ∈ X + Y és alkalmas a0 : U × V → R \ {0},
b1, b2 : U × V → R függvények mellett. (A 2.5. Lemmában szereplő konstansok most az
(u, v) pártól függhetnek.) (2.42)-ből azonban rögtön következik, hogy a0 nem függhet a
második változójától és ı́gy b1 sem. (Helyetteśıtsünk ugyanis (2.42)-be két különböző x
értéket és a kapott egyenletrendszerből fejezzük ki a0(u, v)-t.) Hasonlóan eljárva (2.43)-
mal kapjuk, hogy a0 nem függhet az első változójától sem és ı́gy b2 sem függhet az első
változójától. Tehát az a0 függvény konstans, amelyet szintén a0-lal jelölünk, továbbá b1

legfeljebb az első, b2 pedig legfeljebb a második változójától függ. Az újabb (egyváltozós)
függvényeket ismét b1-gyel illetve b2-vel jelölve a (2.42) – (2.44) egyenletekből az

a(x + u) = a0x + b1(u) (x ∈ X, u ∈ U),(2.45)

b(y + v) = a0y + b2(v) (y ∈ Y, v ∈ V ),(2.46)

ϕ−1
1 ◦ C(p, u + v) = a0p + b1(u) + b2(v) (p ∈ X + Y, u ∈ U, v ∈ V )(2.47)

egyenletek adódnak. (2.45) és (2.46) ismét Pexider egyenlet, amelyekből az is következik,
hogy b1 és b2 CM függvény, ezért a 2.5. Lemma miatt

b1(u) = a0u + b11 (u ∈ U) illetve b2(v) = a0v + b12 (v ∈ V ),

ahol b11 és b12 alkalmas valós számok. Ezért (2.47)-ből azt kapjuk, hogy

C(p, u + v) = ϕ1

(
a0(p + u + v) + b11 + b12

)
,

amiből – a ϕ(τ) = ϕ1(a0τ +b11+b12), τ ∈ X +Y +U +V defińıcióval – (2.39) következik.
Mivel a0 6= 0, ezért ϕ CM függvény. (2.40) igazolásához legyen s ∈ X + U , s = x + u
(x ∈ X, u ∈ U) és t ∈ Y + V , t = y + v (y ∈ Y , v ∈ V ). Felhasználva (2.38)-at és
(2.39)-et kapjuk, hogy

D(s, t) = D(x + u, y + v) = C(x + y, u + v) = ϕ(x + y + u + v) = ϕ(s + t).

A megford́ıtás nyilvánvaló.

Ebben a részben végül az

(2.48) f(x + y) = E(g(x), h(y))

egyenlet CM megoldásaival foglakozunk. Ez az egyenlet általánośıtása a (2.16) Pexider
egyenletnek, de speciális esete az (1.1) biszimmetria egyenletnek. Csak ez utóbbi álĺıtás
szorul magyarázatra: legyen 2 ≤ m ∈ N, X1, . . . , Xm, Y1, . . . , Ym intervallum,

I = X1 × · · · ×Xm, J = Y1 × · · · × Ym,

f : I + J → R, g : I → R, h : J → R és E : g(I)× h(J) → R.

Ilyen körülmények között (2.48) részletesen kíırva:

(2.49) f(x1 + y1, . . . , xm + ym) = E(g(x1, . . . , xm), h(y1, . . . , ym)),

ami valóban (1.1) alakú egyenlet és fontos szerepe lesz (1.1) CM megoldásainak megha-
tározásában. Ezek után nézzük a (2.48) egyenletre vonatkozó álĺıtást.
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2.17 Tétel. ([Mak04]) Legyenek az I és J halmazok úgy definiálva mint az előbb,
legyenek továbbá

f : I + J → R, g : I → R, h : J → R és E : g(I)× h(J) → R
CM függvények. Ekkor (2.48) pontosan akkor teljesül minden x ∈ I és y ∈ J esetén,
ha van olyan a = (a1, . . . , am) ∈ Rm és vannak olyan α : g(I) → R, β : h(J) → R,
ϕ : α(I) + β(J) → R CM függvények, hogy a1 . . . an 6= 0 és

f(t) = ϕ(〈a, t〉) (t ∈ I + J),(2.50)

g(x) = α−1(〈a, x〉) (x ∈ I),(2.51)

h(y) = β−1(〈a, y〉) (y ∈ J) és(2.52)

E(p, q) = ϕ(α(p) + β(q))
(
(p, q) ∈ g(I)× h(J)

)
,(2.53)

ahol 〈 , 〉 a szokásos belsőszorzat Rm-ben.

B i z o n y ı́ t á s. Legyen (p0, q0) ∈ g(I)0 × h(J)0, p0 = g(x10, . . . , xm0), q0 =
h(y10, . . . , ym0) valamely (x10, . . . , xm0) ∈ I0, (y10, . . . , ym0) ∈ J0 mellett. Ekkor (2.49)
szerint

f(x1 + y1, x20 + y20, . . . , xm0 + ym0) = E
(
g(x1, x20, . . . , xm0), h(y1, y20, . . . , ym0)

)

minden (x1, y1) ∈ X1×Y1 esetén. Ez azt mutatja, hogy E lokális kvázi-összeg értelmezési
tartománya belsején, ezért a 2.13. Tétel szerint E kvázi-összeg a teljes értelmezési tar-
tományán, azaz vannak olyan α1 : g(I) → R, β1 : h(J) → R és ϕ1 : g(I) + h(J) → R
CM függvények, amelyekkel

(2.54) E(p, q) = ϕ1(α1(p) + β1(q))
(
(p, q) ∈ g(I)× h(J)

)
.

Ebből és (2.48)-ból

ϕ−1
1 ◦ f(x + y) = α1 ◦ g(x) + β1 ◦ h(y) (x ∈ I, y ∈ J)

adódik, ami egy eredeti (m-dimenziós) Pexider egyenlet. Ennek a CM megoldásaira
(lásd Radó-Baker [RB87, Colloray 3]) azt kapjuk, hogy van olyan a = (a1, . . . , am) ∈ Rm,
továbbá b1, b2 ∈ R, hogy a1 . . . am 6= 0 és

ϕ−1
1 ◦ f(t) = 〈a, t〉+ b1 + b2 (t ∈ I + J),(2.55)

α1 ◦ g(x) = 〈a, x〉+ b1, (x ∈ I)(2.56)

és

(2.57) β1 ◦ h(y) = 〈a, y〉+ b2 (y ∈ J).

Definiáljuk ezek után az α : g(I) → R, β : h(J) → R és ϕ : g(I) + h(J) → R CM
függvényeket az

α(p) = α1(p)− b1 β(q) = β1(q)− b2, ϕ(r) = ϕ1(r + b1 + b2)

képletekkel. Így egyrészt (2.55) – (2.57)-ből azonnal adódik (2.50) – (2.52), másrészt –
közvetlen számolással vagy a 2.2. Lemma bizonýıtásának (2.19) – (2.21) egyenlőségeit
felhasználva – (2.54)-ből megkapjuk (2.53)-at is.
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2.4 Speciális kvázi-összegek: súlyfüggvénnyel súlyozott

kvázi-aritmetikai középértékek

Ebben a részben arra a kérdésre adunk választ, hogy a kétváltozós, súlyfüggvénnyel
súlyozott kvázi-aritmetikai középértékek közül melyek azok, amelyek egyúttal kvázi-
összegek is. A kérdés hátterében a súlyfüggvénnyel súlyozott kvázi-aritmetikai középér-
tékek egyenlőségének problémája áll. Legyen I intervallum Φ : I → R CM függvény,
F : I → R pedig egy pozit́ıv értékeket felvevő függvény, azaz F (x) > 0, ha x ∈ I. Az
x1, . . . , xn ∈ I számok F súlyfüggvénnyel súlyozott kvázi-aritmetikai középértéke

(2.58) MΦF (x1, . . . , xn) = Φ−1




n∑
i=1

F (xi)Φ(xi)

n∑
i=1

F (xi)




.

A súlyfüggvénnyel súlyozott kvázi-aritmetikai középértékek egyenlőségének problémája
az, hogy találjunk olyan szükséges és elegendő feltételeket a Φ, Ψ : I → R CM
függvényekre és az F, G : I → ]0, +∞[ súlyfüggvényekre, hogy az MΦF ≡ MΨG

egyenlőség, részletesebben a

(2.59) Φ−1




n∑
i=1

F (xi)Φ(xi)

n∑
i=1

F (xi)




= Ψ−1




n∑
i=1

G(xi)Ψ(xi)

n∑
i=1

G(xi)




egyenlőség fennálljon minden (x1, . . . , xn) ∈ In mellett. Feltéve, hogy (2.59) valamely
rögźıtett n ≥ 3 mellett fennáll és hogy a Φ, Ψ, F és G függvények kétszer differen-
ciálhatóak Bajraktarević [Baj58] igazolta , hogy vannak olyan a, b, c, d valós számok,
hogy

(c2 + d2)(ad− bc) 6= 0

és

Ψ(x) =
aΦ(x) + b

cΦ(x) + d
, G(x) = F (x)(cΦ(x) + d) (x ∈ I).

Aczél és Daróczy [AD63] pusztán azt feltételezve a (2.59)-ben szereplő függvényekről,
ami MΦF és MΨG defińıciójában szerepel, de (2.59) fennállását minden n ≥ 2-re
megkövetelve bizonýıtották ugyanezt.

Losonczi [Los99] volt az, aki először ért el eredményt – a legnehezebb – az n = 2
esetben: feltéve, hogy

(2.60) Φ−1

(
Φ(X)F (X) + Φ(Y )F (Y )

F (X) + F (Y )

)
= Ψ−1

(
Ψ(X)G(X) + Ψ(Y )G(Y )

G(X) + G(Y )

)

fennáll, a szereplő függvények hatszor differenciálhatóak és még bizonyos technikai
feltételek is teljesülnek – a korábban ismerten kivül – kapott további 32 megoldás-
családot. A Daróczy-Maksa-Páles [DMP04] dolgozatban az volt a célunk, hogy megold-
juk (2.60)-at differenciálhatósági feltétel nélkül. Ezt azonban csak úgy tudtuk elérni,
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hogy feltételeztük – G konstans függvény. Ezáltal arra a kérdésre kaptunk választ, hogy
egy súlyfüggvénnyel súlyozott kétváltozós kvázi-aritmetikai középérték mikor kvázi-
aritmetikai középérték, vagy úgyis lehet fogalmazni, hogy mikor kvázi-összeg. Ugyanis
ha MΦF kvázi-összeg, akkor

(2.61) MΦF (X,Y ) = γ
(
α(X) + β(Y )

)
(X,Y ∈ I)

valamilyen α, β : I → R, γ : α(I) + β(I) → R CM függvényekkel. A baloldal szim-
metriája és γ injektivitása miatt azonban

α(X) + β(Y ) = α(Y ) + β(X) (X, Y ∈ I)

adódik, amiből

(2.62) β(Y ) = α(Y ) + c (Y ∈ I)

következik alkalmas c ∈ R mellett. Másrészt (2.61)-ből és (2.62)-ből

X = MΦF (X, X) = γ
(
α(X) + β(X)

)
= γ

(
2α(X) + c

)

adódik, amiből kapjuk, hogy

γ(U) = α−1

(
U − c

2

)
(U ∈ 2α(I) + c).

Ezért (2.61)-ből a Ψ = α defińıcióval ugyanaz adódik, mint (2.60) jobboldalából a
G = konstans esetben. Az alábbi eredmények Daróczy-Maksa-Páles [DMP04]-ben
jelentek meg és hozzájárulnak a Páles [Pál02] problémákat megfogalmazó dolgozat 6.
problémájának (amely Losonczi Lászlótól származik) megoldásához.

Először egy regularitási tételt igazolunk. Legyen x = Ψ(X), y ∈ Ψ(Y ), J = Ψ(I),
g = G ◦Ψ−1, f = F ◦Ψ−1 és ϕ = Φ ◦Ψ−1 a (2.60) egyenletben. Ekkor az a

(2.63)
ϕ(x)f(x) + ϕ(y)f(y)

f(x) + f(y)
= ϕ

(
g(x)x + g(y)y

g(x) + g(y)

)
(x, y ∈ J)

alakot ölti. A továbbiakban feltesszük, hogy G és ı́gy g is konstans, ezért (2.63)-ból

(2.64)
ϕ(x)f(x) + ϕ(y)f(y)

f(x) + f(y)
= ϕ

(
x + y

2

)
(x, y ∈ J)

következik. Regularitási tételünk erre az egyenletre vonatkozik.

2.18 Tétel. ([DMP04]) Legyen J nýılt intervallum, ϕ : J → R CM függvény és
f : J → ]0, +∞[ . Tegyük fel továbbá, hogy (2.64) fennáll minden x, y ∈ J esetén. Ekkor
ϕ és f végtelen sokszor differenciálható függvények és ϕ′(x) 6= 0 bármely x ∈ J esetén.

B i z o n y ı́ t á s. (2.64)-ből kifejezhető f(x) a következőképpen:

(2.65) f(x) = f(y)
ϕ(y)− ϕ

(
x+y

2

)

ϕ
(

x+y
2

)− ϕ(x)
(x, y ∈ J, x 6= y),
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ami azt mutatja, hogy f is folytonos. Másrészt legyen J0 ⊂ J olyan nýılt intervallum,
amelynek még a lezártja is J-ben van. Megmutatjuk, hogy ϕ két folytonosan differen-
ciálható függvény hányadosa J0-on és ı́gy ϕ folytonosan differenciálható J-n. Valóban,
válasszuk meg a δ > 0 valós számot úgy, hogy J0 + δ ⊂ J és J0 − δ ⊂ J is teljesüljön és
legyen u ∈ J0, v ∈ R, |v| ≤ δ. Ekkor (2.64)-ből az x = u+ v, y = u− v helyetteśıtésekkel
kapjuk, hogy

(f(u + v) + f(u− v))ϕ(u) = f(u + v)ϕ(u + v) + f(u− v)ϕ(u− v).

Integráljuk mindkét oldalt v szerint a [0, δ] intervallumon. Ekkor – helyetteśıtéses in-
tegrálás után – (∫ u+δ

u−δ

f

)
ϕ(u) =

∫ u+δ

u−δ

fϕ (u ∈ J0)

következik. Mivel f pozit́ıv és folytonos, ebből az következik, hogy ϕ két folytonosan dif-
ferenciálható függvény hányadosa J0-on és ı́gy maga is folytonosan differenciálható J0-on
és ı́gy J-n is. (2.65)-ből pedig az adódik ezek után, hogy f is folytonosan differenciálható
J-n. Differenciáljuk (2.65) mindkét oldalát x szerint. Az ı́gy kapott egyenletből és (2.65)-
ből – némi számolás után –

(2.66)
1

2
ϕ′

(
x + y

2

)
(f(x) + f(y)) = (fϕ)′(x)− f ′(x)ϕ

(
x + y

2

)
(x, y ∈ J)

adódik. Használjuk itt ismét az x = u + v, y = u − v (u ∈ J0, v ∈ R, |v| ≤ δ)
helyetteśıtéseket, majd integráljuk mindkét oldalt v szerint [0, δ]- n. Ekkor azt kapjuk,
hogy

1

2
ϕ′(u)

∫ u+δ

u−δ

f =

∫ u+δ

u

(fϕ)′ − ϕ(u)

∫ u+δ

u

f ′ (u ∈ J0).

Ez azt mutatja (mivel f pozit́ıv, folytonos függvény), hogy ϕ′ is folytonosan differenci-
álható J-n, azaz ϕ kétszer folytonosan differenciálható J-n és ezért – (2.65) miatt – f
is. Cseréljük most fel az x és y változókat (2.66)-ban, vonjuk ki az ı́gy kapott egyenletet
(2.66)-ból és osszuk mindkét oldalt (y − x) -szel. Ekkor

ϕ

(
x + y

2

)
f ′(y)− f ′(x)

y − x
=

(fϕ)′(y)− (fϕ)′(x)

y − x
(x, y ∈ J, y 6= x)

adódik. Az előzőek szerint mindkét oldalon létezik a határérték ha y → x és ı́gy

ϕ(x)f ′′(x) = (fϕ)′′(x) (x ∈ J),

azaz (ϕ′f 2)′ = 0 J-n, amiből

(2.67) ϕ′(x) =
k

f(x)2

következik valamilyen k ∈ R \ {0} és minden x ∈ J esetén. Ebből egyrészt az adódik,
hogy ϕ′(x) 6= 0, ha x ∈ J , másrészt pedig – (2.65)-tel együtt alkalmazva – az, hogy
ha f n-szer folytonosan differenciálható, akkor ϕ (n + 1)-szer és ezért f is (n + 1)-szer
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ı́gy ϕ (n + 2)-szer (n ∈ N). Mivel azt már tudjuk, hogy f és ϕ kétszer folytonosan
differenciálható, az álĺıtást kapjuk.

A 2.17. Tétel lehetővé teszi Losonczi ([Los99, Theorem 3, Theorem 4]) eredményeinek
alkalmazását.

2.19 Tétel. ([DMP04]) Legyen J nýılt intervallum, ϕ : J → R CM függvény és
f : J → ] 0, +∞[. Ekkor a (ϕ, f) pár pontosan akkor megoldása (2.64)-nek, ha ϕ illetve
f valamelyike az alább felsoroltaknak:

ϕ(x) f(x)

Ax + D E(2.68)

A

x + C
+ D E(x + C)(2.69)

A th(Bx + C) + D E ch(Bx + C)(2.70)

A cth(Bx + C) + D E sh(Bx + C)(2.71)

A tg(Bx + C) + D E cos(Bx + C)(2.72)

A exp(−2Bx) + D E exp(Bx)(2.73)

minden x ∈ J és valamilyen A,B,C,D,E ∈ R esetén, amelyekre még az is teljesül, hogy
ABE 6= 0 és olyanok, hogy f(x) > 0, ha x ∈ J .

B i z o n y ı́ t á s. Nyilvánvaló, hogy a [Los99]-beli Theorem 3 összes feltétele teljesül,
kivéve (iii)-t. A mi speciális esetünkben – (2.67)-nek köszönhetően – (iii) ekvivalens a
következővel:

(2.74)

(
f ′′

f

)′
vagy azonosan zéró vagy seholsem zéró J-n.

Megmutatjuk, hogy
(

f ′′
f

)′
azonosan zéró J-n a mi esetünkben. Valóban, tegyük fel

ugyanis, hogy
(

f ′′
f

)′
nem zéró valamely J-beli pontban. Ekkor

(
f ′′
f

)′
folytonossága

miatt
(

f ′′
f

)′
seholsem zéró valamely J∗ ⊂ J nýılt intervallumon. Így érvényes (2.74) J

helyett J∗-on és lehet alkalmazni [Los99, Theorem 3]-at. Így megkapjuk a (2.68) – (2.73)
megoldásokat J∗-on. Azonban számolással igazolható, hogy ezekre a megoldásokra az

teljesül, hogy
(

f ′′
f

)′
eltűnik J∗ minden pontjában. Ezért álĺıtásunk következik [Los99,

Theorem 3]-ból.

Azonnali következményként megfogalmazhatjuk válaszunkat az e rész elején feltett
kérdésre, hogy tudniillik mikor lesz egy kétváltozós súlyfüggvénnyel súlyozott kvázi-
aritmetikai középérték kvázi-összeg (kvázi-aritmetikai középérték).
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2.20 Tétel. ([DMP04]) Legyen I nýılt intervallum, Φ, Ψ : I → R CM függvény és
F : I → ]0, +∞[ . Ekkor

(2.75) Φ−1

(
Φ(X)F (X) + Φ(Y )F (Y )

F (X) + F (Y )

)
= Ψ−1

(
Ψ(X) + Ψ(Y )

2

)

pontosan akkor áll fenn minden X,Y ∈ I esetén, ha

Φ = ϕ ◦Ψ és F = f ◦Ψ I-n,

ahol a ϕ, f : Ψ(I) → R függvények a 2.18. Tételben szereplő (2.68) – (2.73) függvények.
¤

Végül még meghatározzuk azokat a súlyfüggvénnyel súlyozott aritmetikai középértékeket
is, amelyek kvázi-aritmetikai középértékek.

2.21 Tétel. ([DMP04]) Legyen I nýılt intervallum és F : I → ]0, +∞[ . A

(2.76)
F (X)X + F (Y )Y

F (X) + F (Y )
(X, Y ∈ I)

súlyfüggvénnyel súlyozott aritmetikai középérték pontosan akkor kvázi-aritmetikai
középérték, ha vannak olyan a, b, c valós számok, hogy

aX2 + bX + c > 0 (X ∈ I) és(2.77)

F (X) =
1√

aX2 + bX + c
(X ∈ I).(2.78)

B i z o n y ı́ t á s. A (2.76) középérték pontosan akkor kvázi-aritmetikai, ha van olyan
Ψ : I → R CM függvény, hogy

(2.79)
F (X)X + F (Y )Y

F (X) + F (Y )
= Ψ−1

(
Ψ(X) + Ψ(Y )

2

)
(X, Y ∈ I).

Legyen ϕ = Ψ−1 és f = F ◦Ψ−1. Ekkor látható, hogy (2.79) ekvivalens (2.64)-gyel, ezért
(2.79) pontosan akkor áll fenn, ha

(2.80) Ψ = ϕ−1 és F = f ◦ ϕ−1 I-n,

ahol a ϕ, f : Ψ(I) → R függvények a 2.18. Tételben szereplő (2.68) – (2.73) függvények.
Ha f konstans, azaz f (2.68) alakú, akkor (2.78) a = b = 0 és c = 1√

E
-vel teljesül. Ha f

és ϕ (2.69) – (2.73) alakúak, akkor rendre kapjuk, hogy

F (X) = E(ϕ−1(X) + C) =
EA

X −D
= |E| 1√

(X−D)2

A2

,

F (X) = E ch(Bϕ−1(X) + C) = E ch ◦ th −1X −D

A
= E

1√
1− (X−D)2

A2

,
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F (X) = E sh(Bϕ−1(X) + C) = E sh ◦ ch −1X −D

A
= |E| 1√

(X−D)2

A2 − 1
,

F (X) = E cos(Bϕ−1(X) + C) = E cos ◦ tg −1X −D

A
= |E| 1√

(X−D)2

A2 + 1
,

F (X) = E exp(Bϕ−1(X)) = E exp ◦ ln

(
X −D

A

)−1/2

= E
1√
X−D

A

.

Nyilvánvaló, hogy a fenti esetek mindegyikében megválaszthatók az a, b, c valós számok
úgy, hogy (2.78) teljesüljön. Megford́ıtva, ha (2.77) teljesül és F (2.78) szerint van
definiálva, akkor megkülönböztetve a

(i) P (X) = aX2 + bX + c konstans,

(ii) P -nek egy valós zéróhelye van,

(iii) P -nek két valós zéróhelye van és a < 0,

(iv) P -nek két valós zéróhelye van és a > 0,

(v) P -nek nincs valós zéróhelye és a 6= 0,

(vi) a = 0

eseteket, meghatározhatók olyan A, B, C, D, és E valós számok, amelyekkel (2.80)
fennáll, ahol a (ϕ, f) pár (2.68) – (2.73) szerint van definiálva.

2.5 Speciális kvázi-összegek: Cauchy differenciák

Ebben a részben arra a kérdésre adunk választ, hogy melyek azok a Cauchy differen-
ciák, amelyek egyúttal kvázi-összegek is. A Cauchy differenciák

F (x, y) = f(x) + f(y)− f(x + y)

alakú kétváltozós függvények, ahol f adott függvény, amely általában egy kommu-
tat́ıv félcsoportot Abel csoportba képez. A Cauchy differenciák a függvényegyenletek
elméletében jelentős szerepet játszanak, eleget tesznek az ún. kociklus egyenletnek:

F (x + y, z) + F (x, y) = F (x, y + z) + F (y, z)

és ezáltal megoldási módszert szolgáltatnak függvényegyenletek bizonyos osztályaira
(Aczél-Daróczy [AD75], Ebanks-Maksa [EM86], Maksa [Mak82], Maksa-Ng [MN86],
Lajkó [Laj74], Maksa [Mak77], Ebanks [Eba04]). Jellemzésük általános feltételek mellett
megtalálható a Jessen-Karpf-Thorup [JKT68], Erdős [Erd59] és Hosszú [Hos71] dolgo-
zatokban, az alkalmas körülmények közötti korlátosságuk következményeinek vizsgálata
pedig az

f(x + y) = f(x) + f(y)
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Cauchy egyenlet stabilitáselméletéhez tarozik (Hyers [Hye41], Ger [Ger94], Forti [For95],
Páles [Pál94], Székelyhidi [Szék95]). A kvázi-összegek is jelentős szerepet játszanak a
függvényegyenletek elméletében: seǵıtségükkel jellemezni lehet az asszociat́ıv és biszim-
metrikus műveleteket (Aczél [Acz48b], [Acz66], Taylor [Tay78], Craigen-Páles [CP89],
[Acz04]), a kvázi-aritmetikai középértékeket (Aczél [Acz47], [Acz48a], [Acz66], Maksa
[Mak02]) és válaszokat lehet adni a konzisztens aggregációval összefüggő kérdésekre
(Aczél-Maksa [AM96a], [AM96b], [AM97], Maksa [Mak99], Münnich-Maksa-Mokken
[MMM99], [MMM00]), ezért talán nem érdektelen megvizsgálni, hogy mely Cauchy dif-
ferenciák kvázi-összegek is.

Van azonban konkrét motiváció is: a hasznosságelméletben (utility theory) egy bi-
zonytalan kimenetelű alternat́ıvának egy (x,C, y) elemhármassal jelölt játszma (fogadás)
felel meg, amit úgy lehet interpretálni, hogy ha a C ,,esemény” következik be, akkor an-
nak x a ,,következménye”, mı́g ha a ,,nem C = C̄ esemény” következik be, annak y
a következménye. A következmények egy féligrendezett halmaz elemei: például y ≺ x
jelentheti azt, hogy a fogadó az x következményt jobban kedveli y-nál. Adott egy u
,,hasznosságfüggvény”, amely számértéket (hasznosságot) rendel a következményekhez
és keresendő az U függvény, amely várható hasznosságot rendel a játszmákhoz. Például

U(x,C, y) =





u(x)W (C) + u(y)(1−W (C)), ha y - x

u(x)(1−W (C̄)) + u(y)W (C̄), ha x ≺ y,

ahol W eseményekhez [0, 1]-beli számokat rendelő függvény, egy tipikus hasznosságfüggvény,
amely a ,,rangsorolástól” is függ. Az U hasznosságfüggvényre vonatkozó ,,egyszerű
és természetes” feltételek vezetnek az ún. Luce-Marley egyenletekre. Részletesebb
motiváció és a témakörhöz tartozó eredmények találhatók például a Luce [Luc00]
monográfiában és az Aczél-Luce-Maksa [ALM96], Aczél-Maksa-Páles [AMP99], Aczél-
Maksa-Ng-Páles [AMNP01], Aczél-Maksa [AM01], Maksa-Marley-Páles [MMP00] és a
Maksa-Páles [MP04] dolgozatokban. A számos Luce-Marley egyenlet közül itt csak a

(LM)
ϕ
(
ϕ−1(ϕ(xz) + ϕ(y)− ϕ(yz))w

)− ϕ(yw)

= ϕ
(
ϕ−1(ϕ(xw) + ϕ(y)− ϕ(yw))z

)− ϕ(yz)

egyenlettel foglalkozunk, ahol az ismeretlen ϕ : [0, K[→ [0, +∞[ (0 < K ≤ +∞)
függvény CM függvény, ϕ(0) = 0 és (LM) fennáll minden x, y ∈ [0, K[ , y ≤ x és
z, w ∈ [0, 1] esetén. Azért, hogy az egyenletnek legyen értelme, az is fel van tételezve,
hogy

(2.81) ϕ(xz) + ϕ(y)− ϕ(yz) ∈ range(ϕ) (0 ≤ y ≤ x ≤ K, z ∈ [0, 1]).

Az (LM) egyenlet ϕ megoldásait Aczél-Maksa [AM01]-ben meghatároztuk – feltételezve,
hogy ϕ kétszer differenciálható ]0, K[ -n és ϕ′ seholsem zéró ]0, K[ -n. Itt az (LM) egyen-
lettel kapcsolatban egy olyan eredményt mutatunk be, amelynek az elérésében alapvető
szerep jut két fontos ,,regularitásjav́ıtó” módszernek: az egyik Páles Zsolttól származik
([Pál98a], [Pál98b], [Pál99], [Pál03]) és a konvex függvények alapvető tulajdonságait
(Roberts-Varberg [RV73], Kuczma [Kuc85]) valamint Lebesgue tételét használja
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monoton függvények majdnem mindenütti differenciálhatóságáról és hatékonynak bi-
zonyult a monoton függvényekből álló összetételeket tartalmazó egyenletek megoldása
során, ı́gy csaknem az összes Luce-Maley egyenlet megoldásakor is. (Lásd például Aczél-
Maksa-Ng-Páles [AMNP01], Aczél-Maksa-Páles [AMP99] [AMP01].)A másik Járai An-
taltól származik ([Jár96], [Jár99], [Jár04]) és – bizonyos feltételek teljesülése esetén –
alkalmas arra, hogy függvényegyenletek mérhető megoldásainak végtelen sokszori dif-
ferenciálhatóságát garantálja – lehetőséget adva ezzel arra, hogy a függvényegyenlet
differenciálegyenletre legyen redukálható.

Ennek a résznek az eredményei a Járai-Maksa-Páles [JMP03]-ben publikált előzetes
gondolatok után – általánosabb formában – a Járai-Maksa-Páles [JMP] dolgozatban
várnak megjelenésre.

A következő tétel azt mutatja meg, hogy (LM) megoldása hogyan vezet az e rész
elején megfogalmazott problémára. A tételben (2.81) helyett az erősebb

(2.82) ϕ(xz) + ϕ(y)− ϕ(yz) < ϕ(x) (0 ≤ y < x ≤ K, z ∈ [0, 1[ )

feltételt használjuk. Mivel ϕ : [0, K[→ [0, +∞[ CM függvény és ϕ(0) = 0, ezért ϕ csak
szigorúan növekvő lehet, ı́gy 0 ≤ ϕ(xz)+ϕ(y)−ϕ(yz) mindig teljesül, ha 0 ≤ y < x < K
és z ∈ [0, 1[ , tehát (LM)-nek a (2.82) feltétel mellett is van értelme. A továbbiakban
R+ a dolgozatban mindvégig a pozit́ıv valós számok halmazát jelöli.

2.22 Tétel. ([JMP]) Legyen 0 < K ≤ +∞, ϕ : [0, K[→ [0, +∞[ CM függvény és
ϕ(0) = 0. Tegyük fel továbbá, hogy teljesül (2.82) és fennáll (LM) minden x, y ∈ [0, K[ ,
y ≤ x és z, w ∈ [0, 1] esetén. Ekkor bármely x0 ∈ ]0, K[ mellett az

(2.83) f(x) = ϕ(x0e
−x) (x ∈ R+)

módon definiált f függvénnyel képzett

(2.84) F (x, y) = f(x) + f(y)− f(x + y) ((x, y) ∈ R+ × R+)

Cauchy differencia kvázi-összeg R+ × R+-on.

B i z o n y ı́ t á s. Legyen

(2.85) Ψ(t) = ϕ(x0t) (t ∈ ] 0, 1[ ).

Ekkor Ψ : ] 0, 1[→ ]0, ϕ(x0)[ szigorúan növekvő, folytonos bijekció és – (2.82) miatt –
bármely s, t ∈ ] 0, 1[ esetén

Ψ(s) + Ψ(t)−Ψ(st) = ϕ(x0s) + ϕ(x0t)− ϕ(x0st)

= ϕ(x0s) + ϕ(tx0)− ϕ
(
(tx0)s

)
< ϕ(x0),

mı́g Ψ pozitivitásából és szigorú növekedéséből

0 < Ψ(s) < Ψ(s) + Ψ(t)−Ψ(st)
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adódik. Továbbá

lim
(s,t)→(0,0)

(
Ψ(s) + Ψ(t)−Ψ(st)

)
= 0 és lim

(s,t)→(1,1)

(
Ψ(s) + Ψ(t)−Ψ(st)

)
= ϕ(x0),

ı́gy Ψ(s) + Ψ(t)−Ψ(st) ∈ range (Ψ), ha (s, t) ∈ ] 0, 1[× ]0, 1[ . Ezért az

(2.86) F1(s, t) = Ψ−1
(
Ψ(s) + Ψ(t)−Ψ(st)

)
((s, t) ∈]0, 1[×]0, 1[)

defińıcó korrekt. F1 : ]0, 1[×]0, 1[→ ]0, 1[ nyilván folytonos és az s1, s2, t ∈ ] 0, 1[ , s1 < s2

számokra (2.82)-ből adódó

ϕ(s1x0)− ϕ
(
(s1x0)t

)
< ϕ(s2x0)− ϕ

(
(s2x0)t

)
,

azaz

(2.87) Ψ(s1)−Ψ(s1t) < Ψ(s2)−Ψ(s2t)

egyenlőtlenség miatt F1 az első, de – szimmetriája miatt – a második változójában is
szigorúan növekvő. Most igazoljuk, hogy

(2.88) F1

(
F1(s, t), u

)
= F1

(
s, F1(t, u)

)
(s, t, u ∈ ] 0, 1[ ).

Figyelembe véve F1 defińıcióját, (2.88) azzal ekvivalens, hogy

Ψ(F1(s, t)) + Ψ(u)−Ψ(F1(s, t)u) = Ψ(s) + Ψ(F1(t, u))−Ψ(sF1(t, u)),

azaz
Ψ(F1(s, t)u)−Ψ(tu) = Ψ(sF1(t, u))−Ψ(st).

Ez pedig (LM)-ből adódik az

x = x0, y = tx0, z = s, w = u

helyetteśıtésekkel, valamint (2.85) és (2.86) figyelembevételével. F1 tehát folytonos és
mindkét változójában szigorúan monoton növekvő megoldása a (2.88) asszociativitási
egyenletnek. Ezért Aczél János 1.7. Tétele miatt van olyan α : ] 0, 1[→ R CM függvény,
hogy

F1(s, t) = α−1(α(s) + α(t)) ((s, t) ∈ ] 0, 1[× ]0, 1[ ).

Ebből F1 (2.86) defińıciója szerint

(2.89) Ψ−1(Ψ(s) + Ψ(t)−Ψ(st)) = α−1(α(s) + α(t)) (s, t ∈ ] 0, 1[ )

következik. Legyen ezek után a = Ψ ◦ α−1 és b(x) = α(e−x), x ∈ R+. Ekkor a és b CM
függvények és (2.89)-ből az s = e−x, t = e−y (x, y ∈ R+) helyetteśıtésekkel valamint
(2.85), (2.83) és (2.84) figyelembevételével

F (x, y) = f(x) + f(y)− f(x + y) = a(b(x) + b(y)) ((x, y) ∈ R+ × R+)
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következik. Ez azt mutatja, hogy az F Cauchy differencia valóban kvázi-összeg R+×R+-
on.

A következőkben – átmenetileg eltekintve attól, hogy a (2.83)-ban definiált f
függvény az (LM) egyenlet szigorúan monoton ϕ megoldásából származik és ı́gy maga is
szigorúan monoton – csak azt vizsgáljuk, hogy melyek azok a Cauchy differenciák, ame-
lyek kvázi-összegek R+ × R+-on. Seǵıtségünkre lesz az alábbi két ,,regularitásjav́ıtó”
tétel.

2.23 Tétel. ([JMP]) Legyenek f, b : R+ → R és a : b(R+) + b(R+) → R olyan
függvények, melyekre

(2.90) f(x) + f(y)− f(x + y) = a(b(x) + b(y)) (x, y ∈ R+)

teljesül. Ha a és b szigorúan monoton, akkor van olyan A : R → R addit́ıv függvény
(azaz, amely eleget tesz az A(x + y) = A(x) + A(y); x, y ∈ R Cauchy egyenletnek), hogy
a g(x) = f(x)−A(x), x ∈ R+ módon definiált g valamint az a és b függvény értelmezési
tartománya minden pontjában jobbról is és balról is differenciálható. Továbbá g abszolút
folytonos, g′+ (g jobboldali deriváltfüggvénye) szigorúan monoton, b′+ seholsem zéró R+-
on és

(2.91) g(x) + g(y)− g(x + y) = a(b(x) + b(y)) ((x, y) ∈ R+).

B i z o n y ı́ t á s. A (2.90) egyenlőségből következik, hogy minden rögźıtett y ∈ R+

mellett az
x 7→ f(x + y)− f(x) (x ∈ R+)

differencia-függvény szigorúan monoton, azaz f Wright konvex vagy Wright konkáv R+-
on (Wright [Wri54]), ı́gy Ng tétele miatt ([Ng87])

(2.92) f(x) = g(x) + A(x) (x ∈ R+),

ahol g : R+ → R szigorúan konvex vagy szigorúan konkáv és A : R→ R addit́ıv. Ismert
([Kuc85], [RV73]), hogy g R+ minden pontjában jobbról is és balról is differenciálható,
megszámlálható sok pont kivételével differenciálható, g abszolút folytonos és g′+, g′−
szigorúan monoton. Az A függvény additivitása miatt (2.90)-ből azonnal adódik (2.91),
amiből látható, hogy a értékkészlete pozit́ıv hosszúságú intervallum, ezért a folytonos.

Most megmutatjuk, hogy b mindkét oldalról differenciálható R+ minden pontjában
(ezért b folytonos is) és b′+(x)b′−(x) 6= 0, ha x ∈ R+. (2.91)-ből ugyanis

(2.93) b(x) = a−1(g(x) + g(y)− g(x + y))− b(y) (x, y ∈ R+)

következik. Legyen x ∈ R+ rögźıtett és válasszuk meg az y pozit́ıv számot úgy, hogy
a−1 differenciálható legyen a g(x) + g(y) − g(x + y) pontban. Ez azért lehetséges,
mert Ix = {g(x) + g(y) − g(y + y) : y ∈ R+} pozit́ıv hosszúságú intervallum, az a−1

szigorúan monoton függvény pedig – Lebesgue tétele szerint – majdnem mindenütt dif-
ferenciálható, ı́gy Ix-ben kell olyan pontnak lennie, amelyben a−1 differenciálható. Ezért
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(2.93)-ból azt kapjuk, hogy b jobbról is és balról is differenciálható az x pontban. Mivel
b folytonos, ı́gy (2.90) illetve (2.91) jobboldala valóban kvázi-összeg R+ × R+-on. Ha
valamilyen x0 ∈ R+ pontban b′+(x0)b

′
−(x0) = 0 lenne, akkor válasszunk olyan y ∈ R+

elemet, melyre teljesül, hogy a differenciálható b(x0)+b(y)-ban (ez ismét Lebesgue tétele
miatt lehetséges). Ekkor (2.91)-ből vagy

g′+(x0)− g′+(x0 + y) = a′(b(x0) + b(y))b′+(x0) = 0

vagy pedig
g′−(x0)− g′−(x0 + y) = a′(b(x0) + b(y))b′−(x0) = 0

következik, ami ellentmond g′+ vagy g′− szigorúan monotonitásának. Tehát a b′+ és b′−
deriváltfüggvények seholsem tűnnek el, ezért b−1 is differenciálható jobbról is és balról
is. Ennek pedig a (2.91) egyenletből adódó

(2.94) g ◦ b−1(t)+ g ◦ b−1(s)− g(b−1(t)+ b−1(s)) = a(t+ s) ((t, s) ∈ b(R+)× b(R+))

egyenlet szerint az a következménye, hogy a is differenciálható mindkét oldalról a
b(R+) + b(R+) nýılt intervallum minden pontjában.

A (2.91)-ben szereplő függvények differenciálhatósági tulajdonságai lehetővé
teszik az egyenletből a függvényösszetétel eliminációját és ı́gy (2.91) redukcióját
,,hagyományosabb” egyenletre. A következő tételben az ı́gy kapott egyenletben szereplő
ismeretlen függvények erős regularitását igazoljuk.

2.24 Tétel. ([JMP]) Legyenek g, a és b az előző tételben szereplő függvények, amelyekre
teljesül (2.91) bármely x, y ∈ R+ esetén. Legyen továbbá

(2.95) G(x) = g′+(x) és h(x) =
1

b′+(x)
(x ∈ R+ ).

Ekkor G és h injekt́ıv, végtelen sokszor differenciálható függvények, amelyekre fennáll,
hogy

(2.96) G(x + y)(h(x)− h(y)) = h(x)G(x)− h(y)G(y) (x, y ∈ R+).

B i z o n y ı́ t á s. Az előző tétel szerint G szigorúan monoton és h defińıciója korrekt.
Nyilvánvaló, hogy h seholsem zéró. Differenciáljuk (2.91) mindkét oldalát x-szerint
jobbról, majd a kapott egyenletben cseréljük meg x-et és y-t. Ekkor az alábbi két
egyenlethez jutunk:

g′+(x)− g′+(x + y) = a′±(b(x) + b(y))b′+(x) (x, y ∈ R+),

g′+(y)− g′+(x + y) = a′±(b(x) + b(y))b′+(y) (x, y ∈ R+),

ahol a′± =

{
a′+, ha b szigorúan növekvő

a′−, ha b szigorúan csökkenő.
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A fenti két egyenletből – b′+(x) 6= 0, x ∈ R+ miatt – (2.95) figyelembevételével (2.96)
következik. Ebből azonnal adódik, hogy h injekt́ıv: ugyanis, ha h(x) = h(y) (x, y ∈ R+),
akkor (2.96) miatt (és mert h seholsem zéró) G(x) = G(y) következik. De G injekt́ıv,
ı́gy x = y, tehát h is injekt́ıv. A továbbiakban az a közvetlen célunk, hogy (2.96)-ból
levezessünk egy olyan egyenletet, amelyre alkalmazható Járai [Jár96] 1.8. Tétele (vagy
1.9. Tétele). Ehhez először kifejezzük G(x + y)-t (x 6= y) G alkalmas eltoltjai x és y
helyen felvett értékeinek racionális függvényeként. Legyen ezért x, y, t, u ∈ R+. Ekkor
(2.96)-ból

G(t + u)(h(t)− h(u)) = h(t)G(t)− h(u)G(u)

adódik, ahonnan

(2.97) h(t) = h(u)
G(t + u)−G(u)

G(t + u)−G(t)

következik. Itt a nevező – G injektivitása miatt – nem zéró. Ezért ismét (2.96)-ból és
(2.97)-ből – feltéve, hogy x 6= y – kapjuk, hogy

G(x + y) =
h(x)G(x)− h(y)G(y)

h(x)− h(y)

=

h(u)
G(x + u)−G(u)

G(x + u)−G(x)
G(x)− h(u)

G(y + u)−G(u)

G(y + u)−G(y)
G(y)

h(u)
G(x + u)−G(u)

G(x + u)−G(x)
− h(u)

G(y + u)−G(u)

G(y + u)−G(y)

.

Tekintve, hogy h(u) 6= 0, ebből

(2.98) G(x + y) = H
(
G(x + u), G(y + u), G(x), G(y), G(u)

)

következik minden x, y ∈ R+, x 6= y és alkalmas H racionális függvény mellett. Legyen
itt x = t− y. Ekkor azt kapjuk, hogy

G(t) = H
(
G(t− y + u), G(y + u), G(t− y), G(y), G(u)

)

minden olyan (y, u, t) hármasra, amelyre t > y > 0, u > 0, 2y 6= t. Mivel G –
monoton lévén – majdnem mindenütt differerenciálható, igy Járai [Jár96] 1.8. Tétele
(vagy 1.9. Tétele) miatt G végtelen sokszor differenciálható R+-on. Ezért – (2.97) miatt
– h is végtelen sokszor differenciálható R+-on.

2.25 Tétel. ([JMP]) Legyenek f, b : R+ → R és a : b(R+) + b(R+) → R olyan
függvények, melyekre fennáll (2.90). Ha a és b szigorúan monoton függvények, akkor
f csak az alábbi függvények valamelyike lehet:

f(x) = α ln ch(βx + γ) + A(x) + δ (x ∈ R+),(2.99)

f(x) = α ln | sh(βx + γ)|+ A(x) + δ (x ∈ R+),(2.100)
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f(x) = αeβx + A(x) + δ (x ∈ R+),(2.101)

f(x) = α ln |βx + γ|+ A(x) + δ (x ∈ R+),(2.102)

f(x) = αx2 + A(x) + δ (x ∈ R+),(2.103)

ahol A : R→ R addit́ıv függvény, α, β, γ, δ ∈ R olyanok, hogy αβ 6= 0 és βγ ≥ 0.

B i z o n y ı́ t á s. A 2.23. és 2.24. Tételek szerint f lehetséges
alakjának meghatározásához elég g lehetséges alakját meghatározni (ettől f -é csak
addit́ıv függvényben különbözhet), ez utóbbit pedig – g abszolút folytonossága és
megszámlálható sok pont kivételével való differenciálhatósága miatt – (2.95)-ből
megkaphatjuk, ha (2.96)-ból G lehetséges alakját ki tudjuk következtetni – felhasználva,
hogy G és h injekt́ıv, végtelen sokszor differenciálható függvények és h seholsem zéró.

Alkalmazzuk (2.96) mindkét oldalára a ∂y∂x differenciáloperátort. Ez a jobboldalt
zéróvá teszi, aminek eredményeképpen

(2.104) G′′(x + y)(h(x)− h(y)) + G′(x + y)(h′(x)− h′(y)) = 0 (x, y ∈ R+)

adódik. Mindkét oldalt (x− y)-nal osztva (x, y ∈ R+, x 6= y), majd elvégezve az y → x
határátmenetet

G′′(2x)h′(x) + G′(2x)h′′(x) = 0, (x ∈ R+)

és ı́gy (
G′(2x)h′(x)2

)′
= 0 (x ∈ R+)

következik. Ezért van olyan k ∈ R, hogy

(2.105) G′(2x)h′(x)2 = k (x ∈ R+).

Most igazoljuk, hogy k 6= 0. Ugyanis G szigorúan monoton és végtelen sokszor diffe-
renciálható, ezért deriváltja nem zéró valamely intervallumon. Ha k = 0 lenne, akkor
h konstans lenne egy intervallumon, de ez nem lehet, mert h is injekt́ıv. (2.105) miatt
tehát G és h deriváltfüggvényei seholsem tűnnek el R+-on.

Ezek után (2.104)-ből

−G′′(x + y)

G′(x + y)
=

h′(x)− h′(y)

h(x)− h(y)
(x, y ∈ R+, x 6= y)

adódik. Alkalmazzuk mindkét oldalra a ∂y − ∂x differenciáloperátort. Ez a baloldalt
nullává teszi, ezért – némi számolás után –

(2.106) (h′′(x) + h′′(y))(h(x)− h(y)) = h′(x)2 − h′(y)2 (x, y ∈ R+)

következik. Legyen

(2.107) P (u) = h′(h−1(u))2 (u ∈ h(R+)).
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Ekkor – mivel h′ seholsem zéró és h végtelen sokszor differenciálható – p is végtelen
sokszor differenciálható és – P (h(x)) = h′(x)2 miatt – (2.106)-ból

(
1

2
P ′(h(x)

)
+

1

2
P ′(h(y)

)) (
h(x)− h(y)

)
= P (h(x))− P (h(y)),

azaz (
P ′(u) + P ′(v)

)
(u− v) = 2

(
P (u)− P (v)

)
(u, v ∈ h(R+))

adódik. Differenciáljuk itt mindkét oldalt u-szerint kétszer. Ennek eredményeképpen
azt kapjuk, hogy P ′′′(u) = 0, u ∈ h(R+) és ı́gy P egy legfeljebb másodfokú polinom
h(R+)-ra való leszűḱıtése. Ezek után a

h′(x)2 = P (h(x)) (x ∈ R+)

differenciálegyenlet integrálással megoldható. A lehetséges injekt́ıv megoldások R+-on:

h(x) = α0 sh(γ0x + δ0) + β0,

h(x) = α0 ch(γ0x + δ0) + β0,

h(x) = α0e
γ0x + β0,

h(x) = α0x
2 + β0x + γ0,

ahol α0, β0, γ0, δ0 ∈ R, az első három esetben α0γ0 6= 0, az utolsó esetben α2
0 + β2

0 > 0.
Megjegyezzük, hogy R+-tól szűkebb alkalmas intervallumon a h(x) = α0 sin(γ0x+δ0)+β0

képlet is szolgáltat el nem tűnő injekt́ıv megoldást (lásd [JMP]). A h függvény is-
meretében (2.105)-ből származtatható G′, abból pedig – (2.95) szerint – a g függvény,
amely f -től csak egy addit́ıv függvényben különbözik. Végül tehát – elemi számolások
után, amelyeket itt most mellőzünk – kapjuk f lehetséges (2.99) – (2.103) alakjait.

A (2.99) – (2.103) egyenlőségek jobboldalán szereplő elemi függvények add́ıciós
képleteinek köszönhetően a baloldalon álló f függvénnyel képzett Cauchy differenciák
– amint azt látni fogjuk – mind kvázi-összegek. E kvázi-összegek (b, b, a) generátorai
közül elég meghatározni egyet, a többi abból a 2.6. Lemma bizonýıtásában szereplő
módon származtatható.

2.26 Tétel. ([JMP]) Legyen f : R+ → R a (2.99) – (2.103)-ban szereplő függvények
valamelyike és F az f -ből származó Cauchy differencia, azaz

(2.108) F (x, y) = f(x) + f(y)− f(x + y) (x, y ∈ R+).

Ekkor F kvázi-összeg (b, b, a) generátorral, ahol b : R+ → R illetve a : b(R+)+b(R+) → R
rendre az alábbi függvények:

(M1) ha f a (2.99)-ben adott függvény, akkor

b(x) =
p

ch γ
ln | ch γ th(βx + γ)− sh γ|+ q, a(ξ) = δ − α ln

e
ξ−2q

p
ch γ + 1

ch γ
,



58

(M2) ha f a (2.100) adott függvény és γ 6= 0, akkor

b(x) =
p

sh γ
ln | sh γ cth(βx + γ)− ch γ|+ q, a(ξ) = δ − α ln

∣∣∣∣∣
e

ξ−2q
p

sh γ − 1

sh γ

∣∣∣∣∣ ,

(M20) ha f a (2.100) adott függvény és γ = 0, akkor

b(x) = p cth βx + q, a(ξ) = δ − α ln

∣∣∣∣
ξ − 2q

p

∣∣∣∣ ,

(M3) ha f a (2.101)-ben adott függvény, akkor

b(x) = p ln |eβx − 1|+ q, a(ξ) = δ − α
(
e

ξ−2q
p − 1

)
,

(M4) ha f a (2.102)-ben adott függvény és γ 6= 0, akkor

b(x) =
pβ

γ
ln

(
1 +

γ

βx

)
+ q, a(ξ) = δ − α ln

∣∣∣∣
1

γ

(
1− e−

ξ−2q
p

γ
β

)∣∣∣∣ ,

(M40) ha f a (2.102)-ben adott függvény és γ = 0, akkor

b(x) =
p

x
+ q, a(ξ) = δ − α ln

∣∣∣∣
1

β

ξ − 2q

p

∣∣∣∣ ,

(M5) és végül, ha f a (2.103)-ban adott függvény, akkor

b(x) = p ln x + q, a(ξ) = δ − 2αe
ξ−2q

p ,

ahol α, β, γ, δ, p, q,∈ R, αβp 6= 0 és βγ ≥ 0.

B i z o n y ı́ t á s. A bizonýıtást csak a tipikus (M1) esetben végezzük el. Legyen tehát
f (2.99) szerint adott és ebből – (2.108) alapján – számoljuk ki az F (x, y) értéket, ha
x, y ∈ R+:

F (x, y) = α ln
ch(βx + γ) ch(βy + γ)

ch(β(x + y) + γ)
+ δ

= δ − α ln
ch(βx + γ + βy + γ − γ)

ch(βx + γ) ch(βy + γ)

= δ − α ln
ch(βx + γ + βy + γ) ch γ − sh(βx + γ + βy + γ) sh γ

ch(βx + γ) ch(by + γ)

= δ − α ln
[(

1 + th(βx + γ) th(βy + γ)
)
ch γ − (

th(βx + γ) + th(βy + γ)
)
sh γ

]

= δ − α ln

(
ch γ th(βx + γ)− sh γ

)(
ch γ th(βy + γ)− sh γ

)
+ 1

ch γ
.
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Mos már számolással könnyen ellenőrizhető, hogy F kvázi-összeg és egy generátora
(b0, b0, a0), ahol

(2.109) b0(x) =
1

ch γ
ln | ch γ th(βx + γ)− sh γ| (x ∈ R+)

és

(2.110) a0(ξ) = δ − α ln
eξ ch γ + 1

ch γ

(
ξ ∈ b0(R+) + b0(R+)

)
.

Ha (b, b, a) is egy generátora F -nek, akkor az

a0(b0(x) + b0(y)) = a(b(x) + b(y)) (x, y ∈ R+)

egyenlet az

a−1 ◦ a0(u + v) = b ◦ b−1
0 (u) + b ◦ b−1

0 (v) (u, v ∈ b0(R+))

Pexider egyenletre vezet, amelyben CM függvények szerepelnek, ı́gy a 2.5. Lemma fel-
használása után

b(x) = pb0(x) + q (x ∈ R+),

a(ξ) = a0

(
ξ − 2q

p

) (
ξ ∈ b(R+) + (R+)

)

következik valamilyen p 6= 0 és q valós konstansokkal. Ebből pedig – (2.109) és (2.110)
figyelembevételével – megkapjuk (M1)-et. Hasonló számolással igazolható (M2)–(M5)
is.

Megjegyezzük, hogy az (M20)-ban illetve (M40)-ban megadott függvények az (M2)-
ben illetve (M4)-ben szereplő megfelelő függvényekből a γ → 0 határátmenettel
megkaphatók.

A tétel alapján válasz adható az e rész elején feltett kérdésre: pontosan azok az F
Cauchy differenciák kvázi-összegek R+ × R+-on, amelyek (2.108) szerint képezhetők a
(2.99) − (2.103) képletekkel megadott f függvényből. Ezek explicit alakjának feĺırása
helyett foglalkozzunk még az (LM) egyenlet megoldásaival.

A 2.22. és 2.25. Tételek lehetővé teszik, hogy meghatározzuk az (LM) egyenlet
ϕ : [0, K[→ [0, +∞[ (0 < K ≤ +∞), ϕ(0) = 0 tulajdonságú és (2.82)-nek eleget tevő
CM megoldásait. A (2.83) egyenlőség miatt ugyanis

(2.111) ϕ(x) = f

(
− ln

x

x0

)
(x ∈ ]0, x0[ )

és ϕ-vel együtt f is CM függvény R+-on. Ezért a (2.99) – (2.103) képletekben szereplő
A addit́ıv függvény folytonos, azaz A(x) = εx, x ∈ R+ valamely ε ∈ R mellett (lásd
például [Acz66]). Igy f végtelen sokszor differenciálható R+-on, következésképpen ϕ is
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a ]0, K[ intervallumon, ugyanis x0 ∈ ]0, K[ tetszőleges. Másrészt f ′ csak az ε addit́ıv
konstansban különbözik a 2.23. Tételben szereplő g′+ szigorúan monoton függvénytől,
ı́gy f ′ is szigorúan monoton, továbbá – (2.111) miatt – f is. Ezért f ′ seholsem zéró
R+-on. Ugyanakkor (2.111)-ből azt kapjuk, hogy

ϕ′(x) = −1

x
f ′

(− log(x/x0)
) (

x ∈]0, x0[
)
.

Igy – mivel x0 ∈ ]0, K[ tetszőleges – ϕ′(x) 6= 0, ha x ∈]0, K[. Ezért alkalmazható az
Aczél-Maksa [AM01]-ben igazolt eredmény, ami alapján vagy

ϕ(x) = λ ln(µxν + 1) (x ∈ [0, K[)

vagy
ϕ(x) = τxν (x ∈ [0, K[)

a megoldások, ahol λ, µ, ν, τ ∈ R konstansok, ν > 0, τ > 0, λµ > 0, µ ≥ −K−ν , ha
K ∈ R és µ ≥ 0, ha K = +∞. Megjegyezzük, hogy nem vesźıtettünk megoldást azáltal,
hogy (2.81) helyett az erősebb (2.82) feltételt használtuk. Megjegyezzük még azt is,
hogy egy másik lehetséges elegendő feltétele annak, hogy (2.81) fennálljon a

ϕ(xz) + ϕ(y)− ϕ(yz) > ϕ(x)
(
0 < y < x < K, z ∈ [0, 1]

)

egyenlőtlenség. Ekkor ϕ és ψ szigorúan csökkenő függvények ]0, K[-n illetve R+-on, f
pedig szigorúan növekvő és szigorúan konkáv. Minden úgy megy, mint az előzőekben
és megkaphatjuk (LM) ]0, K[-n nemnegat́ıv és szigorúan csökkenő megoldásait (lásd
Aczél-Maksa [AM01, Theorem 1]).
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3 Általánośıtott asszociativitás

intervallumokon

Valósźınűleg Abel [Abe26] volt az első, aki asszociat́ıv függvényeket tanulmányozott
intervallumokon, de azóta is számos matematikus foglalkozott ezzel. Az Aczél-könyvben
[Acz66] például több mint 140 hivatkozást találunk asszociat́ıv függvényekről szóló
munkákra, és a könyv megjelenése óta is többen publikáltak a témában: például Hosszú
[Hos67], Kimberling [Kim73], Taylor [Tay73], [Tay75], [Tay78], Eichhorn [Eic78], Frank
[Fra79], Darsow-Frank [DF83], Schweizer-Sklar [SA83], Alsina-Ger [AG85], [AG88],
Aczél [Acz87], Craigen-Páles [CP89], von Stengel [vS93], Maksa [Mak00], Alsina-
Frank-Schweizer [AFS03], Boros [Bor04], Aczél [Acz04]. A témakör legismertebb tétele
Aczél Jánostól származik ([Acz48b]), [Acz66]) és azt álĺıtja, hogy ha I intervallum és
F : I × I → I CM függvény, amelyre

(3.1) F
(
F (x, y), z

)
= F

(
x, F (y, z)

)
(x, y, z ∈ I)

teljesül, akkor van olyan ϕ : I → R CM függvény, hogy

(3.2) F (x, y) = ϕ−1
(
ϕ(x) + ϕ(y)

)
(x, y ∈ I).

(Lásd az 1.7. Tételt.) Felvetődött további – asszociat́ıv t́ıpusú – egyenletek vizsgálata
is (lásd Hosszú [Hos54]). Például

F (F (x, u), v) = F (x,G(u, v)),(3.3)

F (F (x, u), v) = F (x, u + v),(3.4)

F (F (x, y), z) = F (x, F (z, y)),(3.5)

F (x, F (y, z)) = F (z, F (y, x)),(3.6)

F (x, F (y, z)) = F (F (z, x), y),(3.7)

F (x, F (y, z)) = F (y, F (x, z)).(3.8)

Ezeknek az egyenleteknek külön nevük is van: (3.3) a transzformáció egyenlet (sze-
repet játszik a valósźınűségelmélet egyfajta matematikai megalapozásában (lásd Cox
[Cox61])), (3.4) a transzláció egyenlet (valósźınűleg az iterációelméletben vetődött fel
először), (3.5) a Tarski-féle asszociat́ıv törvény, (3.6) a Grassmann-féle asszociat́ıv
törvény, (3.7) a ciklikus asszociat́ıv törvény, (3.8) pedig a Hosszú-féle asszociat́ıv törvény.
Ezeknek az egyenleteknek közös általánośıtása az

(3.9) F (G(x, y), z) = H(x, K(y, z))

egyenlet, amelyet már a 2. fejezetben szerepeltettünk ((2.2) egyenlet). Ezt is többen
vizsgálták általános struktúrákon (kvázi-csoportokon, mint például Aczél-Belousov-
Hosszú [ABH60]-ban vagy általánośıtott grupoidokon, mint például Taylor [Tay78]-ban)
és az ı́gy nyert eredményekből következtettek Aczél 1.7. Tétele seǵıtségével a valós esetre
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(lásd például Aczél [Acz66], 31. oldal). A kvázi-csoport technikának köszönhetően ezek-
ben a tételekben – azon ḱıvül, hogy a (3.9)-ben szereplő függvények folytonossága meg
van követelve – szürjektivitási feltételek is szerepelnek: egy (általánośıtott) kvázi-csoport
ugyanis egy (X,Y, Z, ∗) négyes, ahol X, Y , Z halmazok, ∗ : X × Y → Z és bármely
x ∈ X, y ∈ Y , z ∈ Z esetén egyetlen olyan (x′, y′) ∈ X×Y van, hogy x′ ∗y = x∗y′ = z
(Aczél-Dhombres [AD89]), ezek pedig számos nevezetes lehetséges megoldást kizárnak.
Ennek esett ,,áldozatul” (majdnem) a CES függvény az 1. fejezetben, de az egyszerű
számtani közép is ki van zárva a megoldások közül korlátos intervallumok vagy például
a ]0, +∞[ esetén, ugyanis ilyen intervallumok Descartes szorzatán a számtani közép nem
gyengén szürjekt́ıv egyik változójában sem. (3.9) megoldásának másik megközeĺıtési
módja a differenciálhatóság feltételezése volt (lásd a 31 darab hivatkozást Aczél [Acz66]
327. oldalán), ezáltal (3.9)-ből parciális differenciálegyenletet lehetett levezetni. Ez az
eljárás azonban csak lokális megoldásokat szolgáltat ([Acz66], 329. oldal).

Ebben a fejezetben megadjuk a (3.9) egyenlet CM megoldásait – nem tételezve fel
semmiféle szürjektivitást vagy kvázi-csoport tulajdonságot – összhangban azzal, amit
Aczél János a függvényegyenletek elmélete néhány megoldatlan problémájáról ı́rt negy-
ven évvel ezelőtt (lásd [Acz64]). Fő eszközünk a 2.13. Tétel lesz. Ennek alkalmazásá-
hoz a 3.1. részben először ,,lokálisan” megoldunk egy feltételes asszociativitási egyen-
letet (lásd (3.10)). Ez az egyenlet azért feltételes, mert a változók szóbajövő értékeire
maga az egyenlet ad korlátozást, ami nélkül az egyenlet értelmetlen lenne. A 3.2.
részben bemutatjuk a kapcsolatot a lokális kvázi-összegek és az általánośıtott asszo-
ciativitási egyenlet megoldásai között és megadjuk (3.9) CM megoldásait (3.3. Tétel).
Végül a 3.3. részben ennek seǵıtségével oldunk meg további asszociat́ıv t́ıpusú egyen-
leteket. E fejezet eredményei részben Maksa [Mak00]-ban jelentek meg, ahol von Sten-
gel [vS93] 21. Tételének egy következményére alapoztunk. E tétel bizonýıtása azon-
ban – véleményünk szerint – nem eléggé kidolgozott, ı́gy Maksa [Mak04]-ben már nem
használjuk (3.9) CM megoldásainak meghatározásakor. Itt ez utóbbi változatot ı́rjuk
majd le a 3.2. részben. A 3.3. rész eredményei Maksa [Mak]-ban várnak megjelenésre.

3.1 Egy feltételes asszociativitási egyenlet

lokális megoldása

Ebben a részben csak egy tételt bizonýıtunk. A bizonýıtás során felhasználjuk Aczél
[Acz66] (54–57, 268. oldal) és von Stengel [vS93] (383–388 oldal) néhány gondolatát
és megkonstruáljuk egy ,,feltételesen asszociat́ıv struktúra” ,,logaritmus függvényeit” –
legalábbis lokálisan. Ezt úgy tesszük, hogy előbb lokális ,,exponenciális függvényeket”
konstruálunk, amire az ad lehetőséget, hogy a feltételek miatt definiálható a racionális
kitevős, majd a valós kitevős ,,hatványozás”.

3.1 Tétel. ([Mak04]) Legyen J nýılt intervallum, e ∈ J és ∗ : J × J → R folytonos és
mindkét változójában szigorúan monoton növekvő függvény. Tegyük fel, hogy

(3.10) (u ∗ v) ∗ w = u ∗ (v ∗ w) (ha u, v, w, u ∗ v, v ∗ w ∈ J)

és

(3.11) u ∗ e = e ∗ u = u (u ∈ J).
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Ekkor vannak olyan a, b ∈ J számok, hogy a < e < b és van olyan Φ : [a, b] → [−1, 1]
folytonos és szigorúan monoton növekvő függvény, hogy

(3.12) Φ(u ∗ v) = Φ(u) + Φ(v) (ha u, v, u ∗ v ∈ [a, b])

és

(3.13) Φ(a) = −1, Φ(b) = 1.

B i z o n y ı́ t á s. (i) Először azt igazoljuk, hogy van olyan a, b ∈ J, hogy a < e < b
és a ∗ b = e, továbbá bármely u ∈ [a, b] esetén egyetlen olyan u−1 ∈ [a, b] van, melyre
u ∗ u−1 = u−1 ∗ u = e. Ugyanis, mivel J nýılt és ∗ folytonos az (e, e) pontban valamint
– (3.11) miatt e ∗ e = e – van olyan a′, b′ ∈ J , hogy a′ < e < b′ és a′ ∗ b′ ∈ J . Ha
a′ ∗ b′ = e, akkor a = a′, b = b′ megfelelő választás. Ha a′ ∗ b′ < e, akkor (3.11) miatt
a′∗b′ < e < b′ = e∗b′ és ı́gy ∗ első változójában való folytonosságából a∗b′ = e következik
valamely a′ < a < e mellett, ami b = b′-vel a ḱıvánt álĺıtás. Ha pedig e < a′ ∗ b′, akkor
– ismét (3.11) miatt – a′ ∗ e = a′ < e < a′ ∗ b′ és ı́gy – ∗ második változójában való
folytonosságából – a′ ∗ b = e valamely e < b < b′ mellett, ezért a = a′-vel teljesül az
álĺıtás. Most megmutatjuk, hogy b ∗ a = e is igaz. Ugyanis a = e ∗ a < b ∗ a < b ∗ e = b,
ı́gy b ∗ a ∈ [a, b] ⊂ J és ı́gy – (3.10) és (3.11) miatt –

(b ∗ a) ∗ b = b ∗ (a ∗ b) = b ∗ e = b = e ∗ b,

amiből – ∗ első változójában való szigorúan monotonitása miatt – b ∗ a = e következik.
Ezek után (i) maradék része a következőképpen bizonýıtható: az unicitás a szigorú
monotonitás miatt nyilvánvaló, az egzisztencia bizonýıtásához legyen u ∈ [a, b]. Az
u ∈ {a, b} esetet már vizsgáltuk, az u = e eset nyilvánvaló, legyen tehát először u ∈ ]a, e[.
Ekkor u∗e = u < e, másrészt u∗b > a∗b = e, ı́gy valamely u−1 ∈ ]e, b[ mellett u∗u−1 = e.
Hasonlóan, ha u ∈ ]e, b[, akkor u ∗ e = u > e és u ∗ a < b ∗ a = e, ezért u ∗ u−1 = e
valamely u−1 ∈ ]a, e[ esetén. Végül u−1 ∗ u = e is teljesül, mert ha u < e, akkor u−1 > e
és ı́gy u = e ∗ u < u−1 ∗ u < u−1 ∗ e = u−1, ha pedig u > e, akkor u−1 < e, ezért
u−1 = u−1 ∗ e < u−1 ∗ u < e ∗ u = u. Tehát mindkét esetben u−1 ∗ u ∈ J , ı́gy (3.10) és
(3.11) miatt

(u−1 ∗ u) ∗ u−1 = u−1 ∗ (u ∗ u−1) = u−1 ∗ e = u−1 = e ∗ u−1,

amiből – ∗ második változójában való szigorú monotonitása miatt – u−1 ∗ u = e
következik.

(ii) Most megkonstruáljuk a tételben szereplő Φ függvény inverzét [−1, 1] racionális
pontjaiban. Ehhez először definiáljuk a ϕn, (0 ≤ n ∈ Z), (Z az egész számok halmaza)
függvényt az alábbiak szerint:

(3.14)
ϕ0(t) = e (t ∈ J0 := J),

ϕn(t) = ϕn−1(t) ∗ t (t ∈ Jn := ϕ−1
n−1(J) ∩ Jn−1, n ∈ N).
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(ϕn(t) a t ∈ Jn szám n-edik ,,hatványa”, amelyet csak a fenti (korlátozott) körülmények
között tudunk értelmezni.) Világos, hogy ϕn : Jn → R folytonos (ha n ≥ 0) és szigorúan
monoton növekvő is (ha n ≥ 1), továbbá e ∈ Jn, Jn nýılt intervallum (ha n ≥ 0) és

(3.15) Jn ⊂ Jn−1, ha n ≥ 1.

Most megmutatjuk, hogy bármely n ∈ N esetén egyetlen olyan xn ∈ ]e, b]∩Jn van, melyre
ϕn(xn) = b (xn b n-edik ,,gyöke”), és az (xn) sorozat szigorúan monoton csökkenő. Az
egyértelműség ϕn injektiv́ıtása miatt nyilvánvaló, xn létezését indukcióval bizonýıtjuk.
Ha n = 1, akkor x1 = b megfelel. Tegyük fel, hogy n > 1 és igaz álĺıtás n helyett
(n− 1)-re, azaz van olyan xn−1 ∈ ]e, b] ∩ Jn−1, hogy ϕn−1(xn−1) = b. Mivel b ∈ J , ezért
xn−1 ∈ ϕ−1

n−1(J) is teljesül, ı́gy xn−1 ∈ Jn. Felhasználva ϕn definćıóját, az indukciós
feltételt, (3.11)-et és ∗ második változójában való szigorú monoton növekedését kapjuk,
hogy

ϕn(xn−1) = ϕn−1(xn−1) ∗ xn−1 = b ∗ xn−1 > b ∗ e = b.

Másrészt ϕn(e) = e < b, tehát ϕn felvesz b-ből nagyobb és kisebb értékeket is az
[e, xn−1] ⊂ Jn intervallumon. Ezért ϕn(xn) = e valamely xn ∈ ]e, xn−1[⊂ Jn mellett.
Ez azt is mutatja, hogy (xn) szigorúan monoton csökkenő.

A bizonýıtás (i) része szerint egyetlen olyan x−1
n ∈ [a, e[ elem van, amelyre

(3.16) xn ∗ x−1
n = x−1

n ∗ xn = e (n ∈ N).

Mivel (xn) szigorúan monoton csökkenő, (x−1
n ) szigorúan monoton növekvő. Valóban,

ha 2 ≤ n ∈ N , akkor

e = xn ∗ x−1
n < xn−1 ∗ x−1

n < xn−1 ∗ e = xn−1 < b,

ı́gy ebből, (3.11)-ből, (3.10)-ből és (3.16)-ból

x−1
n−1 = x−1

n−1 ∗ e < x−1
n−1 ∗ (xn−1 ∗ x−1

n ) = (x−1
n−1 ∗ xn−1) ∗ x−1

n = e ∗ x−1
n = x−1

n

következik.
Most indukcióval igazoljuk, hogy

(3.17) x−1
n ∈ Jn és ϕn(x−1

n ) = a (n ∈ N).

(x−1
n a b szám (− 1

n
) -edik ,,hatványa”, azaz a n-edik ,,gyöke”.) Ha n = 1, akkor x1 = b és

a ∈ [a, b] ⊂ J = J1, ı́gy a bizonýıtás (i) része miatt x−1
1 = a ∈ J1 és ϕ1 defińıciója miatt

ϕ1(x
−1
1 ) = ϕ1(a) = a. Tegyük fel, hogy n > 1 és igaz (3.17) n helyett (n − 1)-re, azaz

x−1
n−1 ∈ Jn−1 és ϕn−1(x

−1
n−1) = a. Mivel x−1

n−1 < x−1
n < e és e ∈ Jn−1, ezért az x−1

n−1 ∈ Jn−1

indukciós feltétel miatt és azért mert Jn−1 intervallum azt kapjuk, hogy

(3.18) x−1
n ∈ Jn−1.

Ismét az indukciós feltétel miatt és mivel ϕn−1 szigorúan monoton növekedő

a = ϕn−1(x
−1
n−1) < ϕn−1(x

−1
n ) < ϕn−1(e) = e,
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ezért ϕn−1(x
−1
n ) ∈ ]a, e[⊂ J , ı́gy x−1

n ∈ ϕ−1
n−1(J), ami (3.18)-cal együtt azt eredményezi,

hogy x−1
n ∈ Jn.

Definiáljuk ezek után a Ψ függvényt – amelyet Φ inverzének szánunk – a [−1, 1]
intervallum racionális pontjaiban a következőképpen:

(3.19) Ψ
(m

n

)
= ϕm(xn) és Ψ

(
−m

n

)
= ϕm(x−1

n ) (0 ≤ m ≤ n, m ∈ Z, n ∈ N).

A defińıció korrektsége következik a

(3.20) ϕkm(xkn) = ϕm(xn) és ϕkm(x−1
kn ) = ϕm(x−1

n )

egyenlőségekből, ahol k ∈ N, 0 ≤ m ∈ Z és m ≤ n ∈ N. (3.20) első felének belátásához
vegyük észre, hogy b = ϕkm(xkm) = ϕn(ϕk(xkn)), ezért ϕk(xkn) = xn, tehát ϕkm(xkn) =
ϕm

(
ϕk(xkn)

)
= ϕm(xn). (3.20) második fele – (3.17) felhasználásával – hasonlóan látható

be.

(iii) A (3.19) defińıcióból és xn defińıciójából rögtön következik, hogy Ψ(1) = b,
Ψ(0) = e, Ψ(−1) = a. Most megmutatjuk, hogy

(3.21) Ψ

(
m

n
+

m′

n

)
= Ψ

(m

n

)
∗Ψ

(
m′

n

)
,

ha n ∈ N ; m, m′ ∈ Z; |m| ≤ n, |m′| ≤ n, |m + m′| ≤ n, azaz

(3.22) Ψ(r + s) = Ψ(r) ∗Ψ(s) (r, s, r + s ∈ [−1, 1] ∩Q).

(Q a racionális számok halmaza.) Nézzük először azt az esetet, amikor m ≥ 0, m′ ≥ 0,
m + m′ ≤ n. Ekkor – (3.15) miatt –
xn ∈ Jn ⊂ Jm+m′ , ezért ϕm defińıciójából adódik, hogy

ϕm+m′(xn) = ϕm(xn) ∗ ϕm′(xn),

ami (3.21)-et igazolja. Hasonló a bizonýıtás az m ≤ 0, m′ ≤ 0, −m−m′ ≤ n esetben is.
A maradék két ,,vegyes” eset közül csak azt vizsgáljuk, amikor

(3.23) 0 ≤ m

n
≤ 1, −1 ≤ −m′

n
≤ 0, 0 ≤ m−m′

n
≤ 1,

mert a másik hasonlóan kezelhető. Ha (3.23) teljesül, akkor (3.21) felhasználásához
– (3.19) alapján – azt kell igazolni, hogy

ϕm−m′(xn) = ϕm(xn) ∗ ϕm′(x−1
n ),

ez pedig következik a (3.14) defińıcióból valamint (3.17)-ből, (3.16)-ból, (3.10)-ből és
(3.11)-ből.

Ebben a részben igazoljuk még azt is, hogy Ψ : [−1, 1]∩Q→ [a, b] szigorúan monoton
növekvő. Ehhez elég azt belátni, hogy

(3.24) Ψ
(m

n

)
< Ψ

(
m + 1

n

)
,
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ha n ∈ N, m ∈ Z, −1 ≤ m
n

és m+1
n
≤ 1. Az m

n
≥ 0 esetben (3.24) azzal ekvivalens, hogy

ϕm(xn) < ϕm+1(xn). Ez pedig igaz, mert xn > e és ı́gy – (3.14) miatt – ϕm+1(xn) =
ϕm(xn) ∗ xn > ϕm(xn) ∗ e = ϕm(xn). Az m+1

n
≤ 0 eset hasonlóan kezelhető, csak itt

azt kell felhasználni, hogy x−1
n < e. Végül, ha m

n
≤ 0 ≤ m+1

n
, akkor az eddigiek alapján

Ψ
(

m
n

) ≤ Ψ(0) ≤ Ψ
(

m+1
n

)
adódik és ebben a sorban mindkét egyenlőtlenség nem lehet

egyidejűleg egyenlőség.

(iv) Most megadjuk Ψ szigorúan monoton növekvő és folytonos kiterjesztését a [−1, 1]
intervallumra. Legyen ugyanis

(3.25)

Ψ(x) = sup{Ψ(r) : −1 ≤ r ≤ x} (x ∈ [−1, 1])

és

Ψ(x) = inf{Ψ(s) : x ≤ s ≤ 1} (x ∈ [−1, 1]).

Nyilvánvaló, hogy Ψ és Ψ a Ψ függvény monoton növekvő kiterjesztései [−1, 1] ∩ Q-ról
[−1, 1]-re, továbbá Ψ balról, Ψ pedig jobbról folytonos a ]− 1, 1] illetve [−1, 1[ interval-
lumon és Ψ(x) ≤ Ψ(x) bármely x ∈ [−1, 1] esetén. Kimutatjuk, hogy Ψ(x) = Ψ(x), ha
x ∈ [−1, 1]. Ez nyilvánvaló, ha x = −1 vagy x = 1. Ha −1 < x < 1, akkor először
válasszunk olyan (rn), (sn) : N → Q sorozatokat, amelyekre −1 < rn < x

2
< sn < 1,

−1 < rn+sn < x (n ∈ N) és rn → x
2
, sn → x

2
, majd olyan (r′n), (s′n) : N→ Q sorozatokat,

melyekre 1 < r′n < x
2

< s′n < 1, x < r′n + s′n < 1 (n ∈ N) és r′n → x
2
, s′n → x

2
teljesül. Fel-

használva a (3.22) egyenletet, valamint Ψ baloldali, Ψ jobboldali folytonosságát x
2
-ben

és ∗ folytonosságát azt kapjuk, hogy

Ψ(x) = lim
n→∞

Ψ(rn + sn) = lim
n→∞

(Ψ(rn) ∗Ψ(sn))

= Ψ
(x

2

)
∗Ψ

(x

2

)
= lim

n→∞
(Ψ(r′n) ∗Ψ(s′n))

= lim
n→∞

Ψ(r′n + s′n) = Ψ(x).

Ezért Ψ = Ψ folytonos és monoton kiterjesztése Ψ-nek [−1, 1]∩Q-ról [−1, 1]-re, amelyet
szintén Ψ-vel jelölünk. Nyilván Ψ : [−1, 1] → [a, b] szürjekt́ıv és Ψ szigorúan monoton
növekvő, mert ha valamely −1 ≤ x < y ≤ 1 esetén Ψ(x) = Ψ(y) lenne, akkor válasszunk
olyan r, s ∈ Q számokat, melyekre x < r < s < y teljesül, amiből Ψ [−1, 1] ∩ Q-n való
szigorú monotonitása és Ψ [−1, 1]-en való monoton növekedése miatt

Ψ(x) ≤ Ψ(r) < Ψ(s) ≤ Ψ(y)

következik, ami ellentmondás. Ψ folytonosságából és (3.22)-ből

Ψ(x + y) = Ψ(x) ∗Ψ(y) (x, y, x + y ∈ [−1, 1])

adódik. Ezek után a Φ = Ψ−1 defińıcióval a tétel álĺıtását kapjuk.
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3.2 Lokális kvázi-összegek és általánośıtott

asszociativitás

Ebben a részben először azt mutatjuk meg, hogy kapcsolat van az

(3.9) F (G(x, y), z) = H(x, K(y, z))

általánośıtott asszociativitási egyenlet és a 3.1. Tételben tárgyalt (3.10) feltételes asszo-
ciativitási egyenlet között . Ehhez lényeges hozzájárulás a következő lemma.

3.2 Lemma. ([Mak04]) Legyenek X, Y , Z intervallumok, G : X × Y → R, K : Y ×
Z → R, F : G(X, Y ) × Z → R és H : X × K(Y, Z) → R CM függvények és tegyük
fel, hogy (3.9) fennáll minden (x, y, z) ∈ X × Y × Z esetén. Definiáljuk továbbá az
f : X × Y × Z → R függvényt és tetszőlegesen rögźıtett (x0, y0, z0) ∈ X × Y × Z esetén
az f1 : X → R, f2 : Y → R és f3 : Z → R függvényeket az alábbi képletekkel:

(3.26) f(x, y, z) = F
(
G(x, y), z

)(
= H(x,K(y, z)

)
,

(3.27) f1(x) = f(x, y0, z0), f2(y) = f(x0, y, z0), f3(z) = f(x0, y0, z).

Ekkor vannak olyan

f12 : f1(X)× f(x0, Y, Z) → R és f21 : f(X, Y, z0)× f3(Z) → R

folytonos és mindkét változójukban szigorúan monoton növekvő függvények, hogy minden
(x, y, z) ∈ X × Y × Z esetén fennállnak az alábbi egyenlőségek:

f(x, y, z) = f12(f1(x), f(x0, y, z)),(3.28)

f(x, y, z) = f21(f(x, y, z0), f3(z)),(3.29)

f12(f1(x), f21(f2(y), f3(z))) = f21(f12(f1(x), f2(y)), f3(z)),(3.30)

f1(x) = f12(f1(x), f2(y0)),(3.31)

f3(z) = f21(f2(y0), f3(z)),(3.32)

f12(f1(x), f3(z)) = f21(f1(x), f3(z)).(3.33)

B i z o n y ı́ t á s. Legyen p(t) = H(x0, t), t ∈ K(Y, Z). Ekkor p CM függvény és
(3.26)-ból az x = x0 helyetteśıtéssel f(x0, y, z) = p(K(y, z)) következik, amiből

K(y, z) = p−1(f(x0, y, z))
(
(y, z) ∈ Y × Z

)

adódik. Ezért ismét (3.26)-ból kapjuk, hogy

(3.34) f(x, y, z) = H
(
x, p−1(f(x0, y, z))

) (
(x, y, z) ∈ X × Y × Z

)
,

amiből az

(3.35) f12(ξ, η) = H
(
f−1

1 (ξ), p−1(η)
) (

ξ ∈ f1(X), η ∈ p(K(Y, Z))
)
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defińıcióval valamint (3.34) felhasználásával

f12(f1(x), f(x0, y, z)) = H
(
f−1

1 (f1(x)), p−1(f(x0, y, z))
)

= H
(
x, p−1(f(x0, y, z))

)

= f(x, y, z),

azaz (3.28) adódik. Világos, hogy f12 CM függvény, sőt – figyelembe véve a 2.2. Lemmát,
(3.35)-öt és (3.27)-et – mindkét változójában szigorúan monoton növekvő. Mivel
(3.9)-ben az x és z változók ,,egyenértékűek”, (3.29) hasonlóan igazolható. (3.30) bi-
zonýıtásához legyen (3.28)-ban illetve (3.29)-ben z = z0 illetve x = x0. Így

(3.36) f(x, y, z0) = f12(f1(x), f2(y)),

illetve

(3.37) f(x0, y, z) = f21(f2(y), f3(z))

adódik minden (x, y, z) ∈ X × Y × Z esetén. Ezért (3.28) és (3.37) valamint (3.29) és
(3.36) miatt

f(x, y, z) = f12(f1(x), f21(f2(y), f3(z))) = f21(f12(f1(x), f2(y)), f3(z)),

amiből (3.30) következik. (3.36)-ból illetve (3.37)-ből az y = y0 helyetteśıtéssel rögtön
kapjuk (3.31)-et illetve (3.32)-t. Végül (3.33) (3.30)-ból az y = y0 helyetteśıtéssel,
valamint (3.31) és (3.32) figyelembevételével adódik.

A következő tételben megadjuk (3.9) CM megoldásait.

3.3 Tétel. ([Mak04], [Mak00]) Legyenek X, Y , Z intervallumok, G : X × Y → R,
K : Y × Z → R, F : G(X,Y ) → R és H : X ×K(Y, Z) → R CM függvények. Ekkor
(3.9) pontosan akkor teljesül minden (x, y, z) ∈ X × Y × Z esetén, ha vannak olyan
α : X → R, β : Y → R, γ : Z → R, δ1 : α(X) + β(Y ) → R, δ2 : β(Y ) + γ(Z) → R és
ϕ : α(X) + β(Y ) + γ(Z) → R CM függvények, hogy

F (ξ, z) = ϕ(δ−1
1 (ξ) + γ(z)),(3.38)

G(x, y) = δ1(α(x) + β(y)),(3.39)

H(x, η) = ϕ(α(x) + δ−1
2 (η))(3.40)

és

(3.41) K(y, z) = δ2(β(y) + γ(z))

teljesül minden (x, y, z) ∈ X × Y × Z és ξ ∈ G(X,Y ), η ∈ K(Y, Z) esetén.
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B i z o n y ı́ t á s. (i) Először azt mutatjuk meg, hogy G és K kvázi-összegek az X × Y ,
illetve Y × Z téglalapokon, ráadásul speciális (α, β, δ1) illetve (β, γ, δ2) generátorokkal,
azaz fennáll (3.39) és (3.41). Legyen ehhez (x0, y0, z0) ∈ X0 × Y 0 × Z0 tetszőleges.
Igazolni fogjuk, hogy ha f a (3.26)-ban definiált függvény, akkor f(· , · z0) és f(x0, · , ·)
kvázi-összegek (speciális generátorokkal) X0 × Y 0-on illetve Y 0 × Z0-on. Legyen ezért
f1(X) = U , f2(Y ) = V , f3(Z) = W , ahol f1, f2, f3 a (3.27)-ben definiált függvények,
legyen továbbá e = f1(x0). Ekkor U , V , W intervallumok és – mivel f1(x0) = f2(y0) =
f3(z0) = e ∈ U ∩ V ∩W , sőt e belső pont, ezért U ∩ V ∩W is intervallum és van olyan
J ⊂ U ∩ V ∩W nýılt intervallum, hogy e ∈ J . A 3.2. Lemma szerint vannak olyan f12

és f21 folytonos és mindkét változójukban szigorúan növekvő függvények, amelyekkel
teljesülnek a (3.28) – (3.33) egyenlőségek. Ezekből az

(3.42) u ∗ v = f12(u, v) (u, v ∈ J)

módon definiált folytonos és mindkét változójában szigorúan monoton növekvő
∗ : J × J → R függvényre kapjuk, hogy

(u ∗ v) ∗ w = u ∗ (v ∗ w) (u, v, w, u ∗ v, v ∗ w ∈ J)

és
u ∗ e = e ∗ u = u (u ∈ J).

Így a 3.1. Tétel szerint van olyan [a, b] ⊂ J intervallum és Φ : [a, b] → [−1, 1] bijekt́ıv
CM függvény, hogy a < e < b és

(3.43) Φ(u ∗ v) = Φ(u) + Φ(v) (u, v, u ∗ v ∈ [a, b]).

Ezért (3.42) és (3.43) miatt

(3.44) f12(u, v) = f21(u, v) = u ∗ v = Φ−1
(
Φ(u) + Φ(v)

)
,

ha u, v, f12(u, v) ∈ [a, b]. Mivel f1(x0) = f2(y0) = f3(z0) = f(x0, y0, z0) = e és f1

x0-ban, f2 y0-ban, f3 z0-ban, f(· , · , z0) (x0, y0)-ban és f(x0, · , ·) (y0, z0)-ban folytonos
függvények, vannak olyan X0 × Y0 ⊂ X0 × Y 0 és Y0 × Z0 ⊂ Y 0 × Z0 nýılt téglalapok,
hogy

(x0, y0) ∈ X0 × Y0, (y0, z0) ∈ Y0 × Z0 és f1(x), f2(y), f3(z), f12(x, y), f21(y, z) ∈ [a, b],

ha (x, y) ∈ X0 × Y0 és (y, z) ∈ Y0 × Z0. Így (3.28), (3.29) és (3.44), valamint (3.43)
következtében

Φ(f(x, y, z0)) = Φ
(
f12(f1(x), f2(y))

)
= Φ(f1(x) ∗ f2(y))

= Φ(f1(x)) + Φ(f2(y))

és

Φ(f(x0, y, z)) = Φ
(
f21(f2(y), f3(z))

)
= Φ(f2(y) ∗ f3(z))

= Φ(f2(y)) + Φ(f3(z)),
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ha (x, y) ∈ X0 × Y0 és (y, z) ∈ Y0 × Z0. Ezekből az egyenlőségekből az

α0(x) = Φ(f1(x)) (x ∈ X0), β0(y) = Φ(f2(y)) (y ∈ Y0), γ0(z) = Φ(f3(z)) (z ∈ Z0),

δ10 = Φ−1
∣∣ (

α0(X0) + β0(Y0)
)
, δ20 = Φ−1

∣∣ (
β0(Y0) + γ0(Z0)

)

defińıciókkal

f(x, y, z0) = δ10(α0(x) + β0(y)) és f(x0, y, z) = δ20(β0(y) + γ0(z))

((x, y) ∈ X0 × Y0, (y, z) ∈ Y0 × Z0) adódik. Mivel α0, β0, γ0, δ10 és δ20 CM függvények
valamint (x0, y0) ∈ X0 × Y 0 illetve (y0, z0) ∈ Y 0 × Z0 tetszőlegesek, ezért f(· , · , z0) és
f(x0, . , .) lokális kvázi-összegek X0×Y 0-on illetve Y 0×Z0-on – speciális generátorokkal,
ı́gy a 2.14. Tétel miatt f(· , · , z0) és f(x0, · , ·) kvázi-összeg X × Y -on illetve Y × Z-
n speciális (α, β, δ′1) illetve (β, γ, δ′2) generátorokkal. Mivel F (· , z0) és H(x0, ·) CM
függvények, (3.26)-ból következik, hogy fennáll (3.39) és (3.41) G illetve K alkalmas
(α, β, δ1) illetve (β, γ, δ2) generátoraival.

(ii) Írjuk most G és K (3.39) illetve (3.41) előálĺıtásait (3.9)-be. Ekkor azt kapjuk,
hogy

(3.45) F
(
δ1(α(x) + β(y)), z

)
= H

(
x, δ2(β(y) + γ(z)

) (
(x, y, z) ∈ X × Y × Z

)
.

Ebből pedig

(3.46) F
(
δ1(u + w), γ−1(w)

)
= H

(
α−1(u), δ2(v + w)

)

következik minden (u, v, w) ∈ α(X)× β(Y )× γ(Z)) esetén. Definiáljuk ezek után az A
és B függvényeket az

(3.47) A(t, w) = F
(
δ1(t), γ

−1(w)
) (

(t, w) ∈ (
α(X) + β(Y )

)× γ(Z)
)
,

illetve a

(3.48) B(u, s) = H
(
α−1(u), δ2(s)

) (
(u, s) ∈ α(X)× (β(Y ) + γ(Z))

)

képlettel. Ekkor A és B CM függvények, amelyekre teljesül, hogy

(2.30) A(u + v, w) = B(u, v + w)
(
(u, v, w) ∈ α(X)× β(Y )× γ(Z)

)
.

Ezért a 2.15. Tétel miatt van olyan ϕ : α(X) + β(Y ) + γ(Z) → R CM függvény, hogy

A(t, w) = ϕ(t + w) és B(u, s) = ϕ(u + s),

ha t ∈ α(X)+β(Y ), w ∈ γ(Z), u ∈ α(X) és s ∈ β(Y )+γ(Z). Így (3.47) és (3.48) miatt
megkapjuk a (3.38) illetve (3.40) egyenlőségeket is.

Az, hogy a (3.38) – (3.41) képletekkel definiált F , G, H, K kvázi-összegek (3.9)
megoldásai, számolással ellenőrizhető.

E tétel néhány következményét a 3.3. és 3.4. részben tárgyaljuk. Itt most csak két
eredményt fogalmazunk meg, amelyek azonnal adódnak a 3.3. Tételből. Az első (lásd
[vS93], Theorem 21-et is) a
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3.4 Tétel. ([Mak]) Legyenek X, Y , Z intervallumok, G : X×Y → R, K : Y ×Z → R,
F : G(X, Y ) × Z → R és H : X × K(Y, Z) → R CM függvények, amelyekre teljesül
(3.9) minden (x, y, z) ∈ X × Y × Z esetén. Ekkor van olyan α : X → R, β : Y → R,
γ : Z → R és ϕ : α(X) + β(Y ) + γ(Z) → R CM függvény, hogy

(3.49) F (G(x, y), z) = H(x,K(y, z)) = ϕ(α(x) + β(y) + γ(z)),

ha (x, y, z) ∈ X × Y × Z.

A második eredmény egy pozit́ıv válasz Steinhaus azon kérdésére (lásd Ryll-
Nardzewski [RN55], és Aczél [Acz66], 329. oldal), hogy ha egy háromváltozós f függvény
kétváltozós függvények seǵıtségével előáll

(3.50) f(x, y, z) = F
(
G(x, y), z

)
és f(x, y, z) = H

(
x,K(y, z)

)

alakban, akkor előáll-e egy további lehetséges

(3.51) f(x, y, z) = L(M(z, x), y)

alakban is. A válasz – amely itt teljesebb mint [RN55]-ben vagy [Acz66]-ban – a
következő:

3.5 Tétel. Ha X, Y , Z intervallumok, f : X × Y × Z → R és G : X × Y → R,
K : Y × Z → R, F : G(X,Y ) × Z → R és H : X × K(Y, Z) → R CM függvények,
továbbá fennáll (3.50) minden (x, y, z) ∈ X × Y × Z esetén, akkor vannak olyan M :
Z×X → R és L : M(Z,X)×Y → R CM függvények is, melyekre (3.51) teljesül minden
(x, y, z) ∈ X × Y × Z mellett.

B i z o n y ı́ t á s. Alkalmazzuk a 3.4. Tételt és legyen

M(z, x) = γ(z) + α(x), (z, x) ∈ Z ×X és L(ξ, y) = ϕ(ξ + β(y)),

ξ ∈ M(Z, X), y ∈ Y , ahol α, β, γ és ϕ a 3.4. Tételben definiált CM függvények. Ekkor
M és L is CM függvények és (3.50) miatt teljesül (3.51) is.

3.3 Néhány további asszociat́ıv t́ıpusú egyenlet

Negyven-ötven évvel ezelőtt Hosszú Miklós vizsgálta (többek között) a (3.3) – (3.8)
asszociat́ıv t́ıpusú egyenleteket (lásd [Hos54], [Hos67]). Fő eszköze az

(3.1) F
(
F (x, y), z

)
= F

(
x, F (y, z)

)

egyenletre vonatkozó Aczél-féle 1.7. Tétel, a szintén Aczél Jánostól származó és a

(3.52) B
(
B(x, y), B(u, v)

)
= B

(
B(x, u), B(y, v)

)

egyenletről szóló tétel ([Acz66], 287. oldal) valamint néhány – a (3.9) egyenlet
folytonosan differenciálható (lokális) megoldásait megadó – saját eredménye volt (lásd
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Hosszú [Hos54], [Hos67], Aczél [Acz66], 329. oldal). Néhány esetben (például a (3.3),
(3.7) és (3.8) egyenletek esetében) megoldhatósági feltételeket is használt. A 3.3. il-
letve 3.4. Tételeknek köszönhetően itt most egységes módszerrel tudjuk meghatározni a
(3.3) – (3.8) egyenletek CM megoldásait – mellőzve mindenféle megoldhatósági feltételt.
Először az

(3.3) F (F (x, u), v) = F (x,G(u, v))

úgynevezett transzformáció egyenlettel foglalkozunk.

3.6 Tétel. ([Mak]) Legyenek X és U intervallumok, F : X×U → X és G : U×U → U
CM függvények. Ekkor a (3.3) egyenlet pontosan akkor áll fenn minden x ∈ X és
u, v ∈ U esetén, ha vannak olyan α : X → R és β : U → R CM függvények, hogy

(3.53) F (x, u) = α−1(α(x) + β(u))
(
(x, u) ∈ X × U

)

és

(3.54) G(u, v) = β−1(β(u) + β(v))
(
(u, v) ∈ U × U

)

teljesül.

B i z o n y ı́ t á s. Számolással ellenőrizhető, hogy a (3.53) és (3.54) szerint definiált F és
G CM függvényekre fennáll (3.3), ezért csak a megford́ıtás bizonýıtásával foglalkozunk.
A 3.4. Tétel szerint minden x ∈ X és u, v ∈ U esetén

(3.55) F (F (x, u), v) = F (x,G(u, v)) = ϕ(α(x) + β1(u) + β2(v))

valamilyen α : X → R, β1, β2 : U → R és ϕ : α(X) + β1(U) + β2(U) → R CM
függvényekkel. Legyen v = v0 ∈ U rögźıtett és definiáljuk az F1 és Ψ függvényeket az

F1(x) = F (x, v0) (x ∈ X) és Ψ(t) = F−1
1 ◦ ϕ(t + β2(v0))

(
t ∈ α(X) + β1(U)

)

képletekkel. Ekkor F1 és Ψ CM függvények és (3.55)-ből a v = v0 helyetteśıtéssel

(3.56) F (x, u) = Ψ(α(x) + β1(u))
(
(x, u) ∈ X × U

)

adódik. Így ismét (3.55)-ből

α(x) + β1 ◦G(u, v) = α ◦Ψ(α(x) + β1(u)) + β1(v) (x ∈ X, u, v ∈ U)

következik. Ezért, minden p ∈ α(X) , q, r,∈ β1(U) esetén azt kapjuk, hogy

α ◦Ψ(p + q) = p + β1 ◦G
(
β−1

1 (q), β−1
1 (r)

)− r.

Ez az egyenlet minden rögźıtett r ∈ β1(U) mellet egy Pexider egyenlet, amelynek a CM
megoldásait a 2.5. Lemma szolgáltatja:

(3.57) α ◦Ψ(t) = t + b2(r)
(
t ∈ α(X) + β1(U)

)
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és

(3.58) β1 ◦G
(
β−1

1 (q), β−1
1 (r)

)− r = q + b2(r) (q, r ∈ β1(U))

valamilyen b2 : β1(U) → R függvénnyel, amely azért adódik mert a 2.5. Lemmában
szereplő b2 konstans függhet a rögźıtett r-től. (3.57)-ből azonban rögtön következik,
hogy b2 r-től nem függ, azaz b2(r) = b valamilyen b ∈ R és minden r ∈ β1(U) esetén.
Így (3.57) és (3.58) miatt

Ψ(t) = α−1(t + b)
(
t ∈ α(X) + β1(U)

)

és
G(u, v) = β−1

1 (β1(u) + β1(v) + b) (u, v ∈ U).

Ezek után (3.53) és (3.54) a β(u) = β1(u)+ b (u ∈ U) defińıcióval következik (3.56)-
ból és ezekből az egyenletekből.

Megjegyezzük, hogy az U = X és G = F esetben a (3.3) egyenlet a (3.1) egyenletté
válik, ı́gy tételünkből következik Aczél János 1.7. Tétele.

3.7 Következmény. ([Mak]) Legyen X és U intervallum és tegyük fel, hogy (U, +)
félcsoport. Ha az F : X × U → X CM függvény eleget tesz az

(3.4) F (F (x, u), v) = F (x, u + v)

transzláció egyenletnek minden x ∈ X és u, v ∈ U esetén, akkor van olyan γ : X → R
CM függvény, hogy

(3.59) F (x, u) = γ−1(γ(x) + u)
(
(x, u) ∈ X × U

)
.

B i z o n y ı́ t á s. Alkalmazzuk a 3.6. Tételt a G(u, v) = u + v (u, v ∈ U) speciális
esetben. Ekkor léteznek α : X → R és β : U → R CM függvények, hogy fennáll (3.53)
és (3.54). Ez utóbbiból rögtön adódik, hogy β eleget tesz a

β(u + v) = β(u) + β(v) (u, v ∈ U)

Cauchy egyenletnek, amely természetesen Pexider egyenlet is, ı́gy a 2.5. Lemma mi-
att kapjuk, hogy β(u) = cu, u ∈ U valamilyen 0 6= c ∈ R mellett. Ezért (3.59) a
γ(x) = 1

c
α(x), x ∈ X defińıcióval következik (3.53)-ból.

3.8 Következmény. ([Mak]) Legyen X intervallum és tegyük fel, hogy az
F : X ×X → X függvény eleget tesz az

(3.5) F (F (x, y), z) = F (x, F (z, y))
(
(x, y, z) ∈ X ×X ×X

)

Tarski-féle asszociat́ıv törvénynek. Ekkor van olyan β : X → R CM függvény, hogy

F (x, y) = β−1(β(x) + β(y))
(
(x, y) ∈ X ×X

)
.
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B i z o n y ı́ t á s. Alkalmazzuk a 3.6. Tétel-t az U = X és G(y, z) = F (z, y),
(y, z) ∈ X ×X speciális esetben. Ekkor az álĺıtás azonnal adódik (3.53)-ból.

A (3.3) – (3.8) asszociat́ıv t́ıpusú egyenletek közül már csak (3.6)-tal foglalkozunk
itt részletesen.

3.9 Tétel. ([Mak]) Legyen X intervallum és tegyük fel hogy az F : X ×X → X CM
függvény eleget tesz az

(3.6) F (x, F (y, z)) = F (z, F (y, x))
(
(x, y, z) ∈ X ×X ×X

)

Grassmann-féle asszociat́ıv törvénynek. Ekkor van olyan β : X → R CM függvény és
vannak olyan λ 6= 0 és µ valós számok, hogy

(3.60) F (x, y) = β−1(λ2β(x) + λβ(y) + µ)
(
(x, y) ∈ X ×X

)
.

B i z o n y ı́ t á s. Alkalmazzuk ismét a 3.4. Tételt, mint a 3.6. Tétel bizonýıtásában.
Azt kapjuk, hogy

(3.61) F (x, y) = Ψ(α(x) + β(y)) (x, y ∈ X)

alkalmas α, β : X → R, Ψ : α(X) + β(X) → R CM függvényekkel. Ebből és (3.6)-ból

α(x) + β ◦Ψ(α(y) + β(z)) = α(z) + β ◦Ψ(α(y) + β(x))

következik (x, y, z ∈ X), ezért

β ◦Ψ(q + r) = β ◦Ψ(q + β ◦ α−1(p))− p + α ◦ β−1(r),

ha p, q ∈ α(X) és r ∈ β(X). Ez az egyenlet minden rögźıtett p ∈ α(X) mellet egy
Pexider egyenlet CM függvényekkel, ezért – a 2.5. Lemma miatt – az adódik, hogy

(3.62) β ◦Ψ(t) = b0(p)t + b1(p) + b2(p)
(
t ∈ α(X) + β(X), p ∈ α(X)

)

és

(3.63) α ◦ β−1(r) = b0(p)r + b2(p)
(
r ∈ β(X), p ∈ α(X)

)

alkalmas b0 : α(X) → R \ {0} és b1, b2 : α(X) → R függvényekkel. (A 2.5. Lemmában
szereplő b0, b1, b2 konstansok függhetnek az átmenetileg rögźıtett p ∈ α(X)-től.) (3.62)-
ből azonban rögtön kapjuk, hogy b0 – és ı́gy a b1 + b2 függvény is – konstans, ezért
– (3.63) miatt – b2 is, tehát b1 is konstans. Következésképpen (3.62)-ből és (3.63)-ból
kapjuk, hogy

β ◦Ψ(t) = λt + µ1

(
t ∈ α(X) + β(X)

)

és
α ◦ β−1(w) = λw + µ2

(
w ∈ β(X)

)
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alkalmas 0 6= λ és µ1, µ2 valós számokkal. Végül, ezekből az egyenletekből és (3.61)-ből
következik, hogy

F (x, y) = β−1
(
λ(α(x) + β(y)) + µ1

)

= β−1
(
λ2β(x) + λβ(y) + λµ2 + µ1

)
(x, y ∈ X),

ahonnan a µ = λµ2 + µ1 defińıcióval adódik (3.60).

Megjegyezzük, hogy ha még azt is feltesszük a tételben szereplő F -ről, hogy az

x 7→ F (x, x) (x ∈ X)

függvény konstans, akkor (3.60)-ból λ = −1 következik és ı́gy szintén (3.60)-ból a δ(x) =
β(x)− µ, x ∈ X defińıcióval

F (x, y) = δ−1(δ(x)− δ(y)) (x, y ∈ X)

adódik, azaz F ,,kvázi-kivonás”.
A (3.7) és (3.8) egyenletek az előzőekhez hasonlóan kezelhetők: először – felhasználva

a 3.4. Tételt – megkapjuk az F CM megoldás lehetséges alakját, amit visszahe-
lyetteśıtve a (3.7) illetve (3.8) egyenletbe Pexider egyenletekhez jutunk. Ezeket megoldva
megkapjuk F ,,pontos” alakját. Az eredmény a következő:

3.10 Tétel. ([Mak]) Legyen X intervallum, F : X × X → X pedig CM függvény.
Ekkor

(a) F akkor és csak akkor tesz eleget a

(3.7) F (x, F (y, z)) = F (F (z, x), y) (x, y, z ∈ X)

ciklikus asszociat́ıv törvénynek, ha van olyan β : X → R CM függvény, hogy

F (x, y) = β−1
(
β(x) + β(y)

)
(x, y ∈ X)

és

(b) F akkor és csak akkor tesz eleget a

(3.8) F (x, F (y, z)) = F (y, F (x, z)) (x, y ∈ X)

Hosszú-féle asszociat́ıv törvények, ha vannak olyan α, β : X → R CM függvények,
hogy

F (x, y) = β−1(α(x) + β(y)) (x, y ∈ X).

Megjegyezzük, hogy kiindulva az eredeti (1.7) asszociativitási egyenletből, a változók
felcserélésével és a függvényösszetételek természetes módośıtásaival (F értékeit F vagy
első vagy második változója helyére ı́rva) újabb 15 darab asszociativitási egyenlethez
juthatunk. Így az egy ismeretlen függvényt tartalmazó asszociativitási egyenletek:
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F (F (x, y), z) = F (x, F (y, z)) F (F (x, y), z)) = F (y, F (x, z))

F (F (x, y), z) = F (z, F (y, x)) F (F (x, y), z)) = F (z, F (x, y))

F (F (x, y), z) = F (F (y, z), x) F (F (x, y), z)) = F (F (x, z), y)

F (F (x, y), z) = F (F (y, x), z) F (F (x, y), z)) = F (F (z, y), x)

F (z, F (x, y)) = F (x, F (y, z)) F (z, F (x, y)) = F (y, F (x, z))

F (z, F (x, y)) = F (z, F (y, x)) F (z, F (x, y)) = F (x, F (z, y))

F (z, F (x, y)) = F (F (y, z), x) F (z, F (x, y)) = F (F (x, z), y)

F (z, F (x, y)) = F (F (y, x), z) F (z, F (x, y)) = F (F (y, z), x).

Ezeket mind vissza lehet vezetni a (3.6) – (3.8) és (1.7) egyenletek valamelyikére (lásd
Hosszú [Hos54]), ,,pexiderizált” változataikat pedig a (3.9) egyenletre.
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4 Általánośıtott biszimmetria intervallumokon

A biszimmetria fogalma a

(4.1) Bn(x1, . . . , xn) = ϕ−1

(
ϕ(x1) + · · ·+ ϕ(xn)

n

)

kvázi-arimetrikai illetve az általánosabb

(4.2) Ln(x1, . . . , xn) = ϕ−1(λ1ϕ(x1) + · · ·+ λnϕ(xn))

súlyozott kvázi-aritmetikai középértékek jellemzésének problémájából ered (lásd Aczél
[Acz47], [Acz48a]). Itt n ∈ N rögźıtett, az x1, . . . , xn változók egy I ⊂ R intervallum

elemei, (λ1, . . . , λn) rögźıtett súly, azaz λk ∈ ] 0, +∞[ , k = 1, . . . , n és
n∑

k=1

λk = 1, továbbá

ϕ : I → R egy CM függvény. A kvázi-aritmetikai középértéket – egymástól függetlenül –
Kolmogorov ([Kol30]) és Nagumo ([Nag30]) jellemezték. Tételükben a kvázi-aritmetikai
középértéket egy (Mn) függvénysorozatnak tekintették, ahol

Mn : In → R (I ⊂ R intervallum)

folytonos, minden változójában szigorúan monoton növekvő, szimmetrikus függvény
minden n ∈ N esetén, továbbá teljesül, hogy

(4.3) Mn reflex́ıv, azaz Mn(x, . . . , x) = x, ha x ∈ I és n ∈ N

valamint

(4.4) Mn(Mk(x1, . . . , xk), . . . , Mk(x1, . . . , xk), xk+1, . . . , xn) = Mn(x1, . . . , xn)

minden 1 ≤ k ≤ n, x1, . . . , xn ∈ I és 2 ≤ n ∈ N esetén. Ilyen feltételek mellett igazolták
(valamivel később de Finetti ([DF31]) is igazolta), hogy van olyan ϕ : I → R szigorúan
monoton függvény, hogy Mn = Bn In-en minden n ∈ N-re, ahol Bn a ϕ seǵıtségével
(4.1)-ben definiált függvény.

Nyilvánvaló, hogy (4.4) egy függvényegyenlet-rendszer, amely ráadásul végtelen sok
függvényegyenletből áll, ı́gy a Kolmogorov-Nagumo-de Finetti féle jellemzési tétel nem
alkalmas arra, hogy rögźıtett n ∈ N mellett jellemezze a Bn n-változós kvázi-aritmetikai
középértéket. Az is igaz, hogy a (4.2)-ben definiált Ln súlyozott kvázi-aritmetikai
középértékek általában nem eléǵıtik ki (4.4)-et, ı́gy azok jellemzési tételeiben (4.4)
nem szerepeltethető. Ezeket a ,,szépséghibákat” küszöbölte ki Aczél János ([Acz47],
[Acz48a]), aki (4.4) helyett bevezette a
(4.5)

B(B(x11, . . . , x1n), . . . B(xn1, . . . , xnn)) = B(B(x11, . . . , xn1), . . . , B(x1n, . . . , xnn))

egyenletet. Ennek az egyenletnek minden rögźıtett n mellett a (4.2)-ben definiált Ln

súlyozott kvázi-aritmetikai középérték is megoldása. Valójában (4.5) CM megoldásai

B(x1, . . . , xn) = ϕ−1(a1ϕ(x1) + · · ·+ anϕ(xn) + b)
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alakúak tetszőleges ϕ : I → R CM függvény és a1, . . . , an ∈ R \ {0}, b ∈ R mellett
([Acz48a]). Ennek az álĺıtásnak a bizonýıtása csak B szimmetriája mellett volt pub-
likálva ([Acz47]), a nem föltétlenül szimmetrikus esetre csak akkor volt bizonýıtás, ha
n = 2 ([Acz48a]). A Fuchs [Fuc50]-ben és [Acz66]-ban közölt eljárásokat nem látszott
reményteljesnek kiterjeszteni az n > 2 esetre (lásd Aczél [Acz97]). Az első bizonýıtott
eredményt (4.5) folytonos, minden változójában szigorúan monoton növekvő és reflex́ıv
megoldásaira Münnich, a szerző és Mokken adták 2000-ben ([MMM00]), egy egyszerűbb
bizonýıtás pedig – amelyet itt is közölni fogunk – Maksa [Mak02]-ben jelent meg. Már
magának a (4.4) egyenletnek is vannak közgazdasági interpretációi (lásd Blackorby-
Donaldson [BD84], Diewert [Die93]). A (4.5) egyenletnek, illetve az általánosabb

(1.1)
G(F1(x11, . . . , x1n), . . . , Fm(xm1, . . . , xmn))

= F (G1(x11, . . . , xm1), . . . , Gn(x1n, . . . , xmn))

egyenletnek még inkább, hiszen ez ekvivalens a konzisztens aggregáció 1. fejezetben is
tárgyalt problémájával. Ez a probléma akkor született, amikor a biszimmetria egyen-
letek problémája is – 1946 körül, Aczél [Acz47] illetve Klein [Kle46], Pu [Pu46] és
Nataf [Nat48] munkásságának köszönhetően, de a két témakör ,,egymásról nem tudva”
– legfeljebb éppen érintkezve (lásd Gorman [Gor68]) – terebélyesedett tovább. A lényegi
összetalálkozás Aczél János felismerésének köszönhető, amelynek nyomán az Aczél-
Maksa [AM96b] és az Aczél-Maksa-Taylor [AMT97] dolgozatok alapján, az 1. fejezetben
léırt módon, biszimmetria egyenletekre igazolt eredmények seǵıtségével megoldásokat
lehetett adni a konzisztens aggregáció problémájára. Természetesen a megoldások nem
teljesek, sőt fontos függvények kimaradhatnak a megoldások közül, mert nem gyengén
szürjekt́ıvek. Ezért maradt meg az igény arra, hogy – még az absztrakció szintjé-
nek csökkentése árán is – megszabaduljunk a szürjekt́ıvitási és egyéb megoldhatósági
feltételektől (pl. elérhető elem létezésétől). Amint azt ebben a fejezetben látni fogjuk,
ennek a kulcsa a

(1.2) G(F1(x11, x12), F2(x21, x22)) = F (G1(x11, x21), G2(x12, x22))

ún. 2×2-es általánośıtott biszimmetria egyenlet CM megoldásainak meghatározása lesz.
Ezzel az egyenlettel foglalkoztak differenciálhatósági feltételek mellett (például Hosszú
[Hos54]), de általános algebrai stuktúrákon is (például Aczél-Belousov-Hosszú [ABH60],
Taylor [Tay73], [Tay78]). Ez utóbbi esetben azonban megoldhatósági feltételeket
használtak. Megjegyezzük, hogy (1.2) kvázi-csoport tulajdonságok feltételezése nélküli
megoldása nyitott problémaként szerepel Aczél [Acz64]-ben.

E fejezet 1. részében megadjuk (1.2) CM megoldásait, valamint az eredeti – a
kétváltozós kvázi-aritmetikai középértékek Aczél-féle jellemzésében szerepet játszó –

(4.6) M(M(x, y),M(u, v)) = M(M(x, u),M(y, v))

([Acz48a]-ban már megoldott) egyenletét is. A második részben a többváltozós
kvázi-aritmetikai középértékek jellemzése kapcsán foglalkozunk a (4.5) egyenlet CM
megoldásainak meghatározásával. Végül a 3. és 4. részben megadjuk (1.1) CM
megoldásait, amivel egy újabb választ adunk a konzisztens aggregáció kérdésére. Az
első valamint harmadik és negyedik rész eredményei Maksa [Mak99]-ben, a másodiké
Maksa [Mak02]-ben jelentek meg.
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4.1 A 2× 2-es általánośıtott biszimmetria egyenlet

CM megoldásai

4.1 Tétel. ([Mak99]) Legyenek X11, X12, X21, X22 intervallumok, Fj : Xj1×Xj2 → R,
Gk : X1k×X2k → R valamint F : G1(X11, X21)×G2(X12, X22) → R és G : F1(X11, X12)×
F2(X21, X22) → R CM függvények. Ekkor a

(1.2) G(F1(x11, x12), F2(x21, x22)) = F (G1(x11, x21), G2(x12, x22))

2 × 2-es biszimmetria egyenlet pontosan akkor áll fenn minden xjk ∈ Xjk (j, k = 1, 2)
esetén ha van olyan I intervallum és vannak olyan αk : Gk(X1k, X2k) → R, γj :
Fj(Xj1, Xj2) → R, βjk : Xjk → R (j, k = 1, 2) és ϕ : I → R CM függvények,
hogy

F (z1, z2) = ϕ−1(α1(z1) + α2(z2))
(
(z1, z2) ∈ G1(X11, X21)×G2(X12, X22)

)
,(4.7)

G(y1, y2) = ϕ−1(γ1(y1) + γ2(y2))
(
(y1, y2) ∈ F1(X11, X12)× F2(X21, X22)

)
,(4.8)

Fj(xj1, xj2) = γ−1
j (βj1(xj1) + βj2(xj2))

(
(xj1, xj2) ∈ Xj1 ×Xj2

)
,(4.9)

Gk(x1k, x2k) = α−1
k (β1k(x1k) + β2k(x2k))

(
(x1k, x2k) ∈ X1k ×X2k

)
,(4.10)

(j, k = 1, 2).

B i z o n y ı́ t á s. Legyen x0
12 ∈ X12 és x0

21 ∈ X21 rögźıtett. Az (1.2) egyenlet az
x12 = x0

12 illetve az x21 = x0
21 helyetteśıtések után egy-egy – (3.9) alakú – általánośıtott

asszociativitási egyenletté válik. Alkalmazzuk ezekre a 3.4. Tételt. Azt kapjuk, hogy
vannak olyan a11, b11 : X11 → R, a21 : X21 → R, b12 : X12 → R, a22, b22 : X22 → R
valamint

ϕ1 : a11(X11) + a21(X21) + a22(X22) → R és ϕ2 : b11(X11) + b12(X12) + b22(X22) → R

CM függvények, hogy

(4.11)
G(F1(x11, x

0
12), F2(x21, x22)) = F (G1(x11, x21), G2(x

0
12, x22))

= ϕ1(a11(x11) + a21(x21) + a22(x22))

és

(4.12)
G(F1(x11, x12), F2(x

0
21, x22)) = F (G1(x11, x

0
21), G2(x12, x22))

= ϕ2(b11(x11) + b12(x12) + b22(x22))

teljesül minden xjk ∈ Xjk (j, k = 1, 2) mellett. A fenti egyváltozós CM függvények
közötti kapcsolat megállaṕıtásához legyen x12 = x0

12 (4.12)-ben és x21 = x0
21 (4.11)-ben.

Ekkor a baloldalak egyenlőségéből

(4.13) ϕ1(a11(x11) + a21(x
0
21) + a22(x22)) = ϕ2(b11(x11) + b12(x

0
12) + b22(x22))

következik, ha xkk ∈ Xkk (k = 1, 2), amiből pedig
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ϕ−1
2 ◦ ϕ1(x1 + x2 + a21(x

0
21))− b12(x

0
12) = b11 ◦ a−1

11 (x1) + b22 ◦ a−1
22 (x2)

adódik minden xk ∈ akk(Xk) (k = 1, 2) esetén. Ez egy Pexider egyenlet ismeretlen CM
függvényekkel. Ezért a 2.5. Lemma szerint bkk ◦ a−1

kk (xk) = cxk + dk, ha xk ∈ akk(Xk)
valamilyen 0 6= c ∈ R és dk ∈ R (k = 1, 2) mellett. Ezért bkk = cakk + dk az Xkk

intervallumon (k = 1, 2) és ı́gy – (4.12) miatt –

(4.14)
G(F1(x11, x12), F2(x

0
21, x22)) = F (G1(x11, x

0
21), G2(x12, x22))

= ϕ3(a11(x11) + a12(x12) + a22(x22))

minden x11 ∈ X11, x12 ∈ X12 és x22 ∈ X22 esetén, ahol

a12 =
1

c
(b12 + d1 + d2) X12-n és ϕ3(t) = ϕ2(ct), ha

t ∈ 1

c
(b11(X11) + b12(X12) + b22(x22)) = a11(X11) + a12(X12) + a22(X22).

Nyilvánvaló, hogy a12 és ϕ3 CM függvények. Rögźıtett x0
kk ∈ Xkk (k = 1, 2) mellett

definiáljuk a K1, L1, K2, L2 függvényeket az alábbi képletekkel:

K1(s) = G(F1(x
0
11, x

0
12), s)

(
s ∈ F2(X21, X22)

)
,

L1(t) = F (t, G2(x
0
12, x

0
22))

(
t ∈ G1(X11, X21)

)
,

K2(t) = G(t, F2(x
0
21, x

0
22))

(
t ∈ F1(X11, X12)

)

és
L2(s) = F (G1(x

0
11, x

0
21), s)

(
s ∈ G2(X12, X22)

)
.

Ekkor (4.11)-ből illetve (4.14)-ből az x11 = x0
11 és x22 = x0

22 helyetteśıtéssel

K1 ◦ F2(x21, x22) = ϕ1(a11(x
0
11) + a21(x21) + a22(x22)),

L1 ◦G1(x11, x21) = ϕ1(a11(x11) + a21(x21) + a22(x
0
22))

illetve
L2 ◦G2(x12, x22) = ϕ3(a11(x

0
11) + a12(x12) + a22(x22))

és
K2 ◦ F1(x11, x12) = ϕ3(a11(x11) + a12(x12) + a22(x22))

adódik minden xjk ∈ Xjk (j, k = 1, 2) mellett. Mivel K1 L1, K2 és L2 CM függvények,
ezekből az egyenlőségekből megkapjuk (4.9)-et és (4.10)-et a következő defińıciókkal:

γ1 = ϕ−1
3 ◦K2 F1(X11, X12)-n , γ2 = ϕ−1

1 ◦K1 F2(X21, X22)-n,

α1 = ϕ−1
1 ◦ L1 G1(X11, X21)-en , α2 = ϕ−1

3 ◦ L2 G2(X12, X22)-n,

β11 = a11 + a22(x
0
22) X11-en , β12 = a12 X12-n,

β21 = a21 X21-en , β22 = a11(x
0
11) + a22 X22-n.
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Hátravan még (4.7) és (4.8) igazolása. Ehhez használjuk fel az (1.2) egyenletet és az
éppen most meghatározott belső függvények (4.9) – (4.10) alakját. Az adódik, hogy

G
(
γ−1

1 (β11(x11) + β12(x12)), γ
−1
2 (β21(x21) + β22(x22))

)

= G
(
α−1

1 (β11(x11) + β21(x21)), α
−1
2 (β12(x12) + β22(x22))

)

minden xjk ∈ Xjk (j, k = 1, 2) esetén. Ez pedig az

X = β11(X11), Y = β12(X12), U = β21(X21) és V = β22(X22)

jelölésekkel, valamint a

C(p, q) = G
(
γ−1

1 (p), γ−1
2 (q)

) (
(p, q) ∈ (X + Y )× (U + V )

)
,(4.15)

D(s, t) = F
(
α−1

1 (s), α−1
2 (t)

) (
(s, t) ∈ (X + U)× (Y + V )

)
(4.16)

defińıciókkal éppen a

(2.37) C(x + y, u + v) = D(x + u, y + v) (x ∈ X, y ∈ Y, u ∈ U, v ∈ V )

egyenlet. Mivel C és D CM függvények, a 2.16. Tétel szerint azt kapjuk, hogy van
olyan ϕ0 : X + Y + U + V → R CM függvény amelyre

(4.17) C(p, q) = ϕ0(p + q) és D(s, t) = ϕ0(s + t)

teljesül, ha (p, q) ∈ (X + Y ) × (U + V ) és (s, t) ∈ (X + U) × (Y + V ). Legyen végül
I = ϕ0(X +Y +U +V ) és ϕ = ϕ−1

0 I-n. Ekkor a (4.17) egyenlőségből valamint a (4.15)
– (4.16) defińıciókból következik (4.8) és (4.7) is.

A megford́ıtás számolással igazolható.

Következményképpen igazoljuk Aczél János alábbi tételét ([Acz48a], [Acz66]):

4.2 Tétel. Legyen I intervallum, M : I2 → R folytonos és mindkét változójában
szigorúan növekvő függvény. Tegyük fel továbbá, hogy

(4.18) M reflex́ıv, azaz M(x, x) = x, ha x ∈ I

és

(4.19) M(M(x, y),M(u, v)) = M(M(x, u), M(y, v)) (x, y, u, v ∈ I)

teljesül, azaz M biszimmetrikus. Ekkor van olyan ϕ : I → R CM függvény és olyan
0 < λ < 1 szám, hogy

(4.20) M(x, y) = ϕ−1(λϕ(x) + (1− λ)ϕ(y)) (x, y ∈ I),

azaz M (kétváltozós) súlyozott kvázi-aritmetikai középérték.
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B i z o n y ı́ t á s. A (4.19) egyenletnek van értelme, mert a feltételek miatt, ha x, y ∈ I
és x < y, akkor x = M(x, x) < M(x, y) < M(y, y) = y, ezért M(x, y) ∈ I is teljesül.
Alkalmazzuk a 4.1. Tételt arra az esetre, amikor (1.2)-ben X11 = X12 = X21 = X22 = I
és G = F1 = F2 = F = G1 = G2 = M . A (4.7) – (4.10)-ben szereplő egyváltozós CM
függvényekre a következőket kapjuk: (4.7) és (4.8) miatt

(4.21) γ1(x) = α1(x) + c, γ2(x) = α2(x)− c (x ∈ I)

valamilyen c ∈ R mellett, ezért (4.9)-ből és (4.10)-ből

(4.22) β21(x) = β12(x)− c (x ∈ I)

adódik. Felhasználva (4.9)-ben azt, hogy F1 = F2 = M , továbbá (4.21)-et és (4.22)-t
kapjuk, hogy

α−1
1 (β11(x) + β12(y)− c) = α−1

2 (β12(x) + β22(y)− c) (x, y ∈ I),

ami viszont – a szokásos módon – az

α2 ◦ α−1
1 (u + v − c) = β12 ◦ β11(u) + β22 ◦ β−1

12 (v)− c

(u ∈ β11(I), v ∈ β12(I)) Pexider egyenletre vezet. Alkalmazható a 2.5. Lemma és ı́gy –
többek között – az adódik, hogy β12(x) = b0β11(x) + b1 valamilyen 0 6= b0 ∈ R és b1 ∈ R
mellett. Ezért (4.9)-et j = 1-re alkalmazva, továbbá felhasználva (4.21)-et is

(4.23)
M(x, y) = α−1

1 (β11(x) + β12(y)− c)

= α−1
1 (β11(x) + b0β11(y) + b1 − c) (x, y ∈ I)

következik. Ebből a (4.18) reflexivitás miatt

α1(x) = (1 + b0)β11(x) + b1 − c (x ∈ I)

adódik. Mivel α1 CM függvény, 1 + b0 6= 0, ı́gy

β11(x) =
1

1 + b0

α1(x) +
c− b1

1 + b0

(x ∈ I).

Ezek után (4.23)-ból azt kapjuk, hogy

M(x, y) = α−1
1

(
1

1 + b0

α1(x) +
b0

1 + b0

α1(y)

)
(x, y ∈ I).

Ebből – mivel M mindkét változójában szigorúan monoton növekvő – λ = 1
1+b0

∈ ]0, 1[
-el és ϕ = α1 -gyel – adódik (4.20).
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4.2 Többváltozós súlyozott kvázi-aritmetikai

középértékek jellemzése

Ebben a részben a

(4.5)
B

(
B(x11, . . . , x1n), . . . , B(xn1, . . . , xnn)

)

= B
(
B(x11, . . . , xn1), . . . , B(x1n, . . . , xnn)

)

egyenlettel foglalkozunk. A rövidség kedvéért azt a kifejezést használjuk, hogy a (4.5)
egyenletet a B függvénynek az




x11 x12 . . . x1n

x21 x22 . . . x2n

...

xn1 xn2 . . . xnn




mátrixra való alkalmazásával kapjuk. Ugyanis, ha B-be a fenti mátrix soraiban álló
elemeket helyetteśıtjük rendre, majd a kapott n darab számot ismét B-be helyetteśıtjük,
akkor (4.5) baloldalát kapjuk. Ha pedig ezt sorok helyett oszlopokkal tesszük, megkapjuk
a jobboldalt. Mielőtt e rész fő eredményét bemutatnánk, foglakozunk az

(4.24) f(λu + (1− λ)v) = λf(u) + (1− λ)f(v)

úgynevezett Jensen egyenlettel, ahol λ ∈ ]0, 1[ rögźıtett, f : Jn → R az ismeretlen
függvény (J intervallum, n ∈ N rögźıtett) és (4.24) bármely u, v ∈ Jn esetén
fennáll. (4.24) folytonos, minden változójában szigorúan monoton növekvő és reflex́ıv
megoldásaira lesz szükségünk. Ezeket a megoldásokat megkaphatnánk (4.24)-nek az
n = 1, 2 esetekben ismert (lásd Aczél [Acz66]) megoldásaiból indukcióval, mint Münnich-
Maksa-Mokken [MMM00]-ban vagy általános eredményekből (lásd Kuczma [Kuc85]-öt
a λ = 1

2
esetben és Daróczy-Maksa [DM95]-öt a λ 6= 1

2
esetben). Mi itt azonban egy –

indukciót nem használó – közveten bizonýıtást adunk.

4.3 Lemma. ([Mak02]) Legyen J intervallum, n ∈ N és λ ∈ ]0, 1[ . Tegyük fel, hogy
f : Jn → R folytonos, minden változójában szigorúan monoton növekvő függvény, amely
reflex́ıv, azaz

(4.25) f(x, . . . , x) = x (x ∈ J)

és fennáll (4.24) minden u, v ∈ Jn esetén. Ekkor vannak olyan λ1, . . . , λn ∈ ]0, +∞[

számok, hogy
n∑

k=1

λk = 1 és

(4.26) f(u1, . . . , un) =
n∑

k=1

λkuk ((u1, . . . , un) ∈ Jn).
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B i z o n y ı́ t á s. Legyen u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) ∈ Jn, a, b ∈ J , a <
b és k ∈ {1, . . . , n} rögźıtett. Integráljuk (4.24) mindkét oldalát [a, b]-n vk szerint.
Integráltranszformáció után

1

1− λ

λuk+(1−λ)b∫

λuk+(1−λ)a

f(λu1 + (1− λ)v1, . . . ,
k
^

t , . . . , λun + (1− λ)vn) dt

= λ(b− a)f(u1, . . . , uk, . . . , un) + (1− λ)

b∫

a

f(v1, . . . , vk, . . . , vn) dvk,

adódik, amiből ∂kf (f k-adik változója szerinti parciális derivált függvénye) létezése
és folytonossága következik. Ezért f folytonosan differenciálható. A (4.24) egyenlőség
mindkét oldalát uk illetve vk szerint differenciálva

∂kf(λu + (1− λ)v)λ = λ∂kf(u) illetve ∂kf(λu + (1− λ)v)(1− λ) = (1− λ)∂kf(v)

adódik (u, v ∈ Jn, 1 ≤ k ≤ n), ezekből pedig f ′(u) = f ′(v) következik, azaz f ′ konstans.
Így van olyan (λ0, λ1, . . . , λn) ∈ Rn+1, hogy

f(u) =
n∑

k=1

λkuk + λ0 (u = (u1, . . . , un) ∈ Jn).

Ezek után a (4.25) reflexivitásból λ0 = 0 és
n∑

k=1

λk = 1 következik. Mivel f min-

den változójában szigorúan monoton növekvő, λk > 0 minden 1 ≤ k ≤ n esetén és
megkapjuk (4.26)-ot.

Mivel a fenti lemma álĺıtásának a megford́ıtása is igaz (számolással ellenőrizhető),
a 4.3. Lemma a súlyozott számtani középérték egy jellemzésének tekinthető. Most iga-
zoljuk ennek a résznek a fő eredményét.

4.4 Tétel. ([Mak02]) Legyen I intervallum, 2 ≤ n ∈ N rögźıtett és B : In → R
folytonos és minden változójában szigorúan monoton növekvő függvény. Ekkor B pon-
tosan akkor

(4.27) reflex́ıv, azaz B(x, . . . , x) = x, ha x ∈ I és tesz eleget a

(4.5)
B

(
B(x11, . . . , x1n), . . . , B(xn1, . . . , xnn)

)

= B
(
B(x11, . . . , xn1), . . . , B(x1n, . . . , xnn)

)

n × n-es biszimmetria egyenletnek minden xjk ∈ I (j, k ∈ {1, . . . , n}) mellett, ha van
olyan ϕ : I → R CM függvény és vannak olyan λ1, . . . , λn ∈ ]0, +∞[ számok, hogy
n∑

k=1

λk = 1 és

(4.28) B(x1, . . . , xn) = ϕ−1

( n∑

k=1

λkϕ(xk)

)
((x1, . . . , xn) ∈ In).
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B i z o n y ı́ t á s. Legyen x, y, u, v ∈ I és alkalmazzuk B-t az



x y . . . y

u v . . . v
...

...
...

u v . . . v




n× n-es mátrixra. Ekkor az

(4.29) M(x, y) = B(x, y, . . . , y) ((x, y) ∈ I2)

definicióval (4.5)-ből az

(4.19) M
(
M(x, y),M(u, v)

)
= M

(
M(x, u),M(y, v)

)
(x, y, u, v ∈ I)

2 × 2-es biszimmetria egyenlet következik. Mivel M folytonos, mindkét változójában
szigorúan monoton növekvő és M(x, x) = x , x ∈ I ((4.29) és (4.27) miatt), ezért a
4.2. Tétel szerint van olyan ϕ : I → R CM függvény és olyan 0 < λ < 1 szám, hogy

(4.20) M(x, y) = ϕ−1
(
λϕ(x) + (1− λ)ϕ(y)

)
(x, y ∈ I).

Legyen most (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ In és alkalmazzuk a B függvényt az



x1 y1 . . . y1

x2 y2 . . . y2

...
...

xn yn . . . yn




mátrixra. Ekkor – (4.29) és (4.20) figyelembevételével – azt kapjuk, hogy

(4.30)
B

(
ϕ−1(λϕ(x1) + (1− λ)ϕ(y1)

)
, . . . , ϕ−1

(
λϕ(xn) + (1− λ)ϕ(yn))

)

= ϕ−1
(
λϕ(B(x1, . . . , xn)) + (1− λ)ϕ(B(y1, . . . , yn))

)
.

Legyen J = ϕ(I). Ekkor J intervallum és bármely u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) ∈
Jn esetén az xk = ϕ−1(uk), yk = ϕ−1(vk) (k = 1, . . . , n) helyetteśıtésekkel és a

(4.31) f(u1, . . . , un) = ϕ ◦B(ϕ−1(u1), . . . , ϕ
−1(un)) ((u1, . . . , un) ∈ Jn)

defińıcióval (4.30)-ból a (4.24) Jensen egyenlet következik. Így a 4.3. Lemma miatt

teljesül (4.26) alkalmas λ1, . . . , λn ∈ ]0, 1[ ,
n∑

k=1

λk = 1 számokkal. Végül (4.31)-ből és

(4.26)-ból (4.28) adódik.
A megford́ıtás számolással igazolható.

Az előző tétel tehát rögźıtett változószám mellett jellemzi a súlyozott kvázi-
aritmetikai középértékeket. Seǵıtségével új bizonýıtás adható a kvázi-aritmetikai
középértékeket jellemző alábbi Kolmogorov-Nagumo-de Finetti-féle tételre.
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4.5 Tétel. ([Kol30], [Nag30], [DF31]) Legyen I intervallum. Az Mn : In → R (2 ≤
n ∈ N) elemekből álló és minden változójában szigorúan monoton növekvő, (4.3) reflex́ıv
és szimmetrikus függvények sorozata pontosan akkor azonos a (4.1) szerint definiált
Bn : In → R függvényekből (n változós kvázi-aritmetikai középértékekből) álló sorozattal
(2 ≤ n ∈ N), ahol ϕ : I → R CM függvény, ha bármely 2 ≤ n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ I és
1 ≤ k ≤ n esetén teljesül, hogy

(4.4) Mn(Mk(x1, . . . , xk), . . . , Mk(x1, . . . , xk), xk+1, . . . , xn) = Mn(x1, . . . , xn).

B i z o n y ı́ t á s. (i) Először megmutatjuk, hogy rögźıtett 2 ≤ n ∈ N mellett a
feltételekből következik – B helyett Mn-re – (4.5) minden xjk ∈ I (j, k = 1, . . . , n) mel-
lett. (A bizonýıtásnak ez a része Aczél Jánostól származik, én Daróczy Zoltán és Páles
Zsolt kollégáimtól hallottam, de – tudomásom szerint – nyomtatásban eddig csak Maksa
[Mak02]-ben jelent meg.) Legyen yi = Mn(xi1, . . . , xin) , i = 1, . . . , n és használjuk fel
Mn szimmetrikusságát, továbbá azt, hogy Mn eleget tesz a (4.4) egyenletrendszernek,
valamint Mn (4.3) reflexivitását. Ekkor

Mn2(x11, . . . , x1n, x21, . . . , x2n, . . . , xn1, . . . , xnn)

= Mn2(y1, . . . , y1, y2, . . . , y2, . . . , yn, . . . , yn)

= Mn2(y1, . . . , yn, y1, . . . , yn, . . . , y1, . . . , yn)

= Mn2(Mn(y1, . . . , yn),Mn(y1, . . . , yn), . . . ,Mn(y1, . . . , yn))

= Mn(y1, . . . , yn)

= Mn(Mn(x11, . . . , x1n),Mn(x21, . . . , x2n), . . . , Mn(xn1, . . . , xnn)).

Ebből – Mn2 szimmetrikussága miatt – következik (B helyett Mn-re) a (4.5) egyenlet.

(ii) Mivel Mn folytonos, minden változójában szigorúan monoton növekvő és reflex́ıv,
a 4.4. Tétel következményeként kapjuk, hogy van olyan ϕn : I → R CM függvény és

vannak olyan λ
(n)
1 , . . . , λ

(n)
n ∈ ]0, 1[ számok, hogy

n∑
k=1

λ
(n)
k = 1 és

(4.32) Mn(x1, . . . , xn) = ϕ−1
n

(
n∑

k=1

λ
(n)
k ϕn(xk)

)

minden 2 ≤ n ≤∈ N és (x1, . . . , xn) ∈ In esetén. Mivel Mn szimmetrikus és ϕ−1
n injekt́ıv,

ezért (4.32)-ből bármely k, ` ∈ {1, . . . , n} esetén kapjuk, hogy

λ
(n)
k ϕn(xk) + λ

(n)
` ϕn(x`) = λ

(n)
k ϕn(x`) + λ

(n)
` ϕn(xk),

azaz (
λ

(n)
k − λ

(n)
`

)
(ϕn(xk)− ϕn(x`)) = 0 (xk, x` ∈ I).

Ebből pedig az következik, hogy λ
(n)
k = λ

(n)
` = 1

n
minden k, ` ∈ {1, . . . , n} esetén. Így

(4.32)-ből

(4.33) Mn(x1, . . . , xn) = ϕ−1
n

(
1

n

n∑

k=1

ϕn(xk)

)
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adódik minden 2 ≤ n ∈ N és x1, . . . , xn ∈ I mellett. Legyen ϕ = ϕ2 és használjuk fel a
(4.4) egyenletet a k = 2 esetben, valamint (4.33)-at. Ekkor azt kapjuk, hogy

2 ϕn ◦M2(x1, x2) = ϕn(x1) + ϕn(x2) (x1, x2 ∈ I, 2 ≤ n ∈ N),

azaz

ϕ−1
n

(
ϕn(x1) + ϕn(x2)

2

)
= ϕ−1

(
ϕ(x1) + ϕ(x2)

2

)
(x1, x2 ∈ I, 2 ≤ n ∈ N).

Ebből

2 ϕn ◦ ϕ−1

(
u + v

2

)
= ϕn ◦ ϕ−1(u) + ϕn ◦ ϕ−1(v) (u, v ∈ ϕ(I))

következik. Ez ismét egy Pexider egyenlet ismeretlen CM függvényekkel, ı́gy a
2.5. Lemma miatt ϕn ◦ ϕ−1(u) = b

(n)
0 u + b

(n)
1 , u ∈ ϕ(I) alkalmas 0 6= b

(n)
0 ∈ R és

b
(n)
1 ∈ R (2 ≤ n ∈ N) számokkal, azaz

ϕn(x) = b
(n)
0 ϕ(x) + b

(n)
1 (x ∈ I, 2 ≤ n ∈ N).

Ezt felhasználva (4.33)-ból számolással adódik, hogy

Mn(x1, . . . , xn) = ϕ−1

(
1

n

n∑

k=1

ϕ(xk)

)
((x1, . . . , xn) ∈ In, 2 ≤ n ∈ N),

ami igazolja, hogy Mn n-változós kvázi-aritmetikai középérték.
A megford́ıtás számolással bizonýıtható.

4.3 Speciális biszimmetria egyenletek

Ebben és a következő részben az a fő célunk, hogy meghatározzuk a

(1.1)
G(F1(x11, . . . , x1n), . . . , Fm(xm1, . . . , xmn))

= F (G1(x11, . . . , xm1), . . . , Gn(x1n, . . . , xmn))

biszimmetria egyenlet CM megoldásait. Ezt úgy tesszük, hogy először megoldjuk (1.1)-
et alkalmas speciális esetekben és a kapott eredményekből következtetünk (1.1) CM
megoldásaira. Megjegyezzük, hogy (1.1) néhány speciális esetét már korábban megoldot-
tuk. Például az n = m = 2 esetet a 4.1. Tételben, korábban egy még speciálisabb esetet
(a (2.38) egyenletet) a 2.16. Tételben, valamint a (2.49) egyenletet (n = 2, F1, . . . , Fn

összeadás) a 2.17. Tételben. Természetesen a (4.5) egyenlet is speciális esete (1.1)-nek.
Most először az

(2.16) f(u + v) = g(u) + h(v)

Pexider egyenlet

(4.34) f(u1 + · · ·+ un) = g1(u1) + · · ·+ gn(un)

általánośıtásával foglalkozunk. Ez szintén (1.1) alakú egyenlet (m = 1, F1 és F
összeadás).
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4.6 Lemma. Legyen 2 ≤ n ∈ N rögźıtett, legyenek U1, . . . , Un intervallumok, gk : Uk →
R (k = 1, . . . , n) és f : U1+ · · ·+Un → R CM függvények. Ekkor (4.34) pontosan akkor
áll fenn minden uk ∈ Uk mellett (k = 1, . . . , n), ha van olyan a ∈ R \ {0} és vannak
olyan bk ∈ R (k = 1, . . . ) számok, hogy

f(t) = at + b1 + · · ·+ bn (t ∈ U1 + · · ·+ Un) és(4.35)

gk(uk) = auk + bk (uk ∈ Uk, k = 1, . . . , n).(4.36)

B i z o n y ı́ t á s. Legyen i ∈ {1, . . . , n} rögźıtett, [a, b] ⊂ Ui (a < b) és integráljuk
(4.34) mindkét oldalát ui szerint [a, b]-n. Ekkor – transzformáció után –

b+
nP

k=1
uk−ui∫

a+
nP

k=1
uk−ui

f(t)dt =

b∫

a

gi(ui)dui + (b− a)

(
n∑

k=1

gk(uk)− gi(ui)

)

adódik, ami azt mutatja, hogy gk folytonosan differenciálható, ha k 6= i. Mivel i
tetszőleges, ı́gy az összes gk (k = 1, . . . , n) folytonosan differenciálható, ezért – (4.34)
miatt – f is. Ezek után (4.34) mindkét oldalát uk illetve u` szerint differenciálva

g′k(uk) = f ′(u1 + · · ·+ un) = g′`(u`)

(k, ` ∈ {1, . . . , n}) adódik, amiből már következik (4.36) és – (4.34)-et is figyelembe véve
– (4.35) is. A megford́ıtás számolással igazolható.

Most megadjuk (1.1) CM megoldásait abban a speciális esetben, amikor m = 2 és
minden belső függvény összeadás.

4.7 Lemma. ([Mak99]) Legyen 2 ≤ n ∈ N, Ujk intervallum (j = 1, 2; k = 1, . . . , n),
legyenek továbbá

C :
n

X
k=1

(U1k + U2k) → R és D :

(
n∑

k=1

U1k

)
×

(
n∑

k=1

U2k

)
→ R

CM függvények és tegyük fel, hogy

(4.37) C(u11 + u21, . . . , u1n + u2n) = D(u11 + · · ·+ u1n, u21 + · · ·+ u2n)

teljesül minden ujk ∈ Ujk, (j = 1, 2, k = 1, . . . , n) mellett. Ekkor van olyan Φ :
n∑

k=1

2∑
j=1

Ujk → R CM függvény, hogy

(4.38) C(y1, . . . , yn) = Φ(y1 + · · ·+ yn) (yi ∈ U1k + U2k, k = 1, . . . , n)

és

(4.39) D(z1, z2) = Φ(z1 + z2) (zj ∈
n∑

k=

Ujk, j = 1, 2).
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B i z o n y ı́ t á s. Nyilvánvaló, hogy (4.37) a (2.49) egyenlet speciális esete és teljesülnek
a 2.17. Tétel feltételei. Ezért alkalmas α, β, ϕ CM függvényekkel és a1, . . . , an nem-
zéró valós számokkal fennállnak a (2.50) – (2.53) egyenlőségek, amelyek jelenlegi speciális
esetünkben az alábbiak:

C(y1, . . . , yn) = ϕ(a1y1 + · · ·+ anyn),(4.40)

α(u11 + · · ·+ u1n) = a1u11 + · · ·+ anu1n,(4.41)

β(u21 + · · ·+ u2n) = a1u21 + · · ·+ anu2n,(4.42)

D(z1, z2) = ϕ(α(z1) + β(z2))(4.43)

(
yk ∈ U1k + U2k, ujk ∈ Ujk és zj ∈

n∑

k=1

Ujk , j = 1, 2; k = 1, . . . , n

)
.

A (4.41) egyenlet egy speciális alakú (4.34) egyenlet, ezért a 4.6. Lemma miatt

a1 = · · · = an, ezért a Φ(t) = ϕ(a1t), t ∈
n∑

k=1

2∑
j=1

Ujk defińıcióval (4.40)-ből következik

(4.38), továbbá (4.41) – (4.43)-ból következik (4.39).

Az (1.1) egyenlet CM megoldásaira vonatkozó álĺıtás bizonýıtását rögźıtett n ≥ 2
mellett 2 ≤ m-szerinti indukcióval kezdjük majd. Ezért kell ismernünk az (1.1) egyenlet
m = 2

(4.44) G
(
F1(x11, . . . , x1n), F2(x21, . . . x2n)

)
= F

(
G1(x11, x21), . . . (Gn(x1n, x2n)

)

speciális esetének CM megoldásait.

4.8 Tétel. ([Mak99]) Legyen 2 ≤ n ∈ N rögźıtett, Xjk intervallum, Fj : Xj1 × · · · ×
Xjn → R, Gk : X1k ×X2k → R CM függvény, Fj(Xj1, . . . , Xjn) = Jj, Gk(X1k, X2k) =
Ik, j = 1, 2; k = 1, . . . , n. Legyenek továbbá G : J1 × J2 → R és F : I1 × · · · × In → R
szintén CM függvények. Ekkor a (4.44) egyenlőség pontosan akkor áll fenn minden
xjk ∈ Xjk (j = 1, 2; k = 1, . . . , n) mellett, ha van olyan I intervallum és vannak olyan
ϕ : I → R, αk : Ik → R, γj : Jj → R és βjk : Xjk → R CM függvények (j = 1, 2;
k = 1, . . . , n), hogy

F (z1, . . . , zn) = ϕ−1

(
n∑

k=1

αk(zk)

)
((z1, . . . , zn) ∈ I1 × · · · × In),(4.45)

G(y1, y2) = ϕ−1(γ1(y1) + γ2(y2)) ((y1, y2) ∈ J1 × J2),(4.46)

Fj(xj1, . . . , xjn) = γ−1
j

(
n∑

k=1

βjk(xjk)

)
(4.47)

és

(4.48) Gk(x1k, x2k) = α−1
k (β1k(x1k) + β2k(x2k)) (xjk ∈ Xjk)

minden j = 1, 2 és k = 1, . . . , n esetén.
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B i z o n y ı́ t á s. Számolással igazolható, hogy a (4.45) – (4.48)-ban definiált
függvények (4.44) CM megoldásai, ha a defińıciókban szereplő egyváltozós függvények
CM függvények. Ezért csak a megford́ıtással foglalkozunk, amit n szerinti indukcióval
bizonýıtunk. Az álĺıtás az n = 2 esetben a 4.1. Tétel miatt igaz. Tegyük fel, hogy n > 2
és igaz az álĺıtás n helyett (n− 1)-re. Rögźıtsük először az (x1n, x2n) ∈ X1n ×X2n párt
(4.44)-ben. Ekkor – az indukciós feltétel szerint – megkapjuk (4.48)-at az αk és βjk

(j = 1, 2; k = 1, . . . , n) függvények helyett az ak : Ik → R és bjk : Xjk → R CM
függvényekkel (j = 1, 2; k = 1, . . . , n − 1). Ezután rögźıtsük az (x11, x21) ∈ X11 × X21

párt (4.44)-ben és alkalmazzuk ismét az indukciós feltételt. Ekkor megkapjuk (4.48)-
at a k = n esetben is az αn, β1n, β2n függvények helyett alkalmas an : In → R és
bjn : Xjn → R CM függvényekkel (j = 1, 2). Helyetteśıtsük a Gk függvények ilyen
módon megkapott alakját (4.44)-be. Ekkor

(4.49)
G(F1(x11, . . . , x1n), F2(x21, . . . , x2n))

= F
(
a−1

1 (b11(x11) + b21(x21)), . . . , a
−1
n (b1n(x1n) + b2n(x2n))

)

adódik. Legyen Ujk = bjk(Xjk), j = 1, 2; k = 1, . . . , n és

f(t1, . . . , tn) = F (a−1
1 (t1), . . . , a

−1
n (tn))

(
tk ∈ U1k + U2k

)
,(4.50)

E = G,(4.51)

g(u11, . . . , u1n) = F1(b
−1
11 (u11), . . . , b

−1
1n (u1n))

(
u1k ∈ U1k

)
,(4.52)

h(u21, . . . , u2n) = F2(b
−1
21 (u21), . . . , b

−1
2n (u2n))

(
u2k ∈ U2k

)
,(4.53)

(k = 1, . . . , n). Ekkor f , E, g és h CM függvények, amelyekre – (4.49) miatt – teljesül
(2.49) (m helyett n-re), ezért a 2.17. Tétel szerint

f(t1, . . . , tn) = ϕ−1(c1t1 + · · ·+ cntn) (tk ∈ U1k + U2k),(4.54)

E(y1, y2) = ϕ−1(γ1(y1) + γ2(y2)) (yj ∈ Jj),(4.55)

g(u11, . . . , u1n) = γ−1
1 (c1u11 + · · ·+ cnu1n) (u1k ∈ U1k),(4.56)

h(u21, . . . , u2n) = γ−1
2 (c1u21 + · · ·+ cnu2n (u2k ∈ U2k)(4.57)

alkalmas ϕ : I → R (I intervallum), γj : Jj → R CM függvényekkel és ck ∈ R \ {0}
számokkal (j = 1, 2; k = 1, . . . , n). Definiáljuk az αk és βjk függvényeket Ik-n illetve
Xjk-n az αk = ckak illetve a βjk = ckbjk képletekkel (j = 1, 2; k = 1, . . . , n). Ekkor αk

és βjk CM függvények, továbbá (4.50)-ből és (4.54)-ből következik (4.45), (4.51)-ből és
(4.55)-ből következik (4.46), valamint (4.52) – (4.53)-ból és (4.56) – (4.57)-ből kapjuk
(4.47)-et. Végül az indukciós feltétel kétszeres alkalmazása után korábban nyert

Gk(x1k, x2k) = a−1
k (b1k(x1k) + b2k(x2k))

formulából (4.48) is adódik.
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4.4 Az m× n t́ıpusú általánośıtott biszimmetria egyenlet

CM megoldásai

Folytatjuk az (1.1) egyenlet speciális eseteinek tárgyalását abból a célból, hogy
végül megoldjuk magát (1.1)-et is a CM függvények körében. Először azzal az eset-
tel foglalkozunk, amikor (1.1)-ben az összes belső függvény összeadás. Látni fogjuk,
hogy ekkor a külső függvények csak változóik összegétől függenek. Ennek igazolásához
szükség lesz az alábbi két egyszerű lemmára, amelyek álĺıtásai hasonĺıtanak a kvázi-
összegek illesztési eredményeire (lásd a 2.2. részt). Az első lemma általánosabban
Maksa [Mak99]-ben található (Lemma 9), itt egy speciálisabb, de a célnak megfelelő
álĺıtást közlünk.

4.9 Lemma. Legyenek ak, bk, tk ∈ R olyan számok, melyekre teljesül, hogy 0 < tk <
bk − ak, ha k = 1, . . . , n. Legyen továbbá Xk = [ak, bk], Yk = Xk + tk, k = 1, . . . , n,
(X1 × · · · × Xn) ∪ (Y1 × · · · × Yn) ⊂ D ⊂ Rn és B : D → R. Tegyük fel, hogy

ϕ1 :
n∑

k=1

Xk → R és ϕ2 :
n∑

i=1

Yk → R olyan CM függvények, melyekre teljesül, hogy

B(x1, . . . , xn) = ϕ1(x1 + · · ·+ xn)
(
(x1, . . . , xn) ∈ X1 × · · · ×Xn

)

és
B(y1, . . . , yn) = ϕ2(y1 + · · ·+ yn)

(
(y1, . . . , yn) ∈ Y1 × · · · × Yn

)
.

Ekkor van olyan ϕ3 :

(
n∑

k=1

Xk

)
∪

(
n∑

k=1

Yk

)
→ R CM függvény, hogy

(4.58) B(z1, . . . , zn) = ϕ3(z1 + · · ·+ zn)
(
(z1, . . . , zn) ∈ n

X
k=1

(Xk ∪ Yk)
)
.

B i z o n y ı́ t á s. A feltételek miatt ϕ1(ξ) = ϕ2(ξ), ha ξ ∈
n∑

i=1

(Xk ∩ Yk)

=

(
n∑

k=1

Xk

)
∩

(
n∑

k=1

Yk

)
, ezért a ϕ3 függvény a

ϕ3(ξ) =





ϕ1(ξ), ha ξ ∈
n∑

k=1

Xk

ϕ2(ξ), ha ξ ∈
n∑

k=1

Yk

formulával jól van definiálva, teljesül rá (4.58) és mivel

(
n∑

k=1

Xk

)
∩

(
n∑

k=1

Yk

)
(pozit́ıv

hosszúságú) intervallum, ezért ϕ3 CM függvény.

4.10 Lemma. ([Mak99]) Legyen Xi intervallum, K`
i ⊂ Xi kompakt intervallum és K`

i ⊂
K`+1

i minden i ∈ {1, . . . , n} és ` ∈ N esetén. Tegyük fel továbbá, hogy Xi =
∞⋃

`=1

K`
i ,
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i = 1, . . . , n és B :
n

X
i=1

Xi → R CM függvény. Ha minden ` ∈ N esetén van olyan

ϕ` :
n∑

i=1

K`
i → R CM függvény, hogy

(4.59) B(x1, . . . , xn) = ϕ`(x1 + · · ·+ xn)
(
(x1, . . . , xn) ∈ K`

1 × · · · ×K`
n

)

teljesül, akkor van olyan ϕ :
n∑

i=1

Xi → R CM függvény is hogy

(4.60) B(x1, . . . , xn) = ϕ(x1 + · · ·+ xn)
(
(x1, . . . , xn) ∈ X1 × · · · ×Xn

)
.

B i z o n y ı́ t á s. A feltételek miatt ϕ`(ξ) = ϕ`+1(ξ), ha ξ ∈
n∑

i=1

K`
i minden ` ∈ N mel-

lett. Ezért a ϕ függvény ϕ =
∞⋃

`=1

ϕ` defińıciója korrekt, ϕ :
n

X
i=1

Xi → R CM függvény,

amelyre – (4.59) miatt – teljesül (4.60).

A következő tétel fontos szerepet játszik (1.1) megoldása során.

4.11 Tétel. ([Mak99]) Legyen 2 ≤ m ∈ N, 2 ≤ n ∈ N rögźıtett, Tjk intervallum

j = 1, . . . , m, k = 1, . . . , n, C :
m

X
j=1

n∑
k=1

Tjk → R és D :
n

X
k=1

m∑
j=1

Tjk → R CM függvények.

Tegyük fel, hogy

(4.61) C(t11 + · · ·+ t1n, . . . , tm1 + · · ·+ tmn) = D(t11 + · · ·+ tm1, . . . , t1n + . . . tmn)

teljesül minden tjk ∈ Tjk esetén (j = 1, . . . ,m; k = 1, . . . , n). Ekkor van olyan Φ :
m∑

j=1

n∑
k=1

Tjk → R CM függvény, hogy

(4.62) C(p1, . . . , pm) = Φ(p1 + · · ·+ pm)

(
(p1, . . . , pm) ∈ m

X
j=1

n∑

k=1

Tjk

)

és

(4.63) D(t1, . . . , tn) = Φ(t1 + · · ·+ tn)

(
(t1, . . . , tn) ∈ n

X
k=1

m∑
j=1

Tjk

)
.

B i z o n y ı́ t á s. (i) A 4.10. Lemma miatt elegendő a bizonýıtást csak arra az esetre
elvégezni, amikor Tjk = [aji, bjk] kompakt intervallum (j = 1, . . . , m; k = 1, . . . , n).
Rögźıtett n mellett m-szerinti indukcióval bizonýıtunk. A 4.7. Lemma szerint igaz az
álĺıtás, ha m = 2. Tegyük fel, hogy m > 2 és igaz az álĺıtás m helyett (m− 1)-re.

(ii) Legyen t′mk ∈ [amk, bmk] rögźıtett (k = 1, . . . , n),

C ′(p1, . . . , pm−1) = C(p1, . . . , pm−1, t
′
m1 + · · ·+ t′mn)

(
(p1, . . . , pn−1) ∈

m−1

X
j=1

n∑

k=1

Tjk

)
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és

(4.64) D′(t1, . . . , tn) = D(t1 + t′m1, . . . , tn + t′mn)

(
(t1, . . . , tn) ∈ n

X
k=1

m−1∑

k=1

Tjk

)
.

Ekkor (4.61)-ből a tmk = t′mk helyetteśıtéssel kapjuk, hogy a (C ′, D′) párra is fenáll (4.61)
m helyett (m− 1)-el. Így az indukciós feltétel szerint

(4.65) D′(t1, . . . , tn) = Φ00(t1 + · · ·+ tn)

(
(t1, . . . , tn) ∈ n

X
k=1

m−1∑
j=1

Tjk

)

valamilyen Φ00 :
n∑

k=1

m−1∑
j=1

Tjk → R CM függvénnyel. Ennek seǵıtségével definiáljuk a Φ0

függvényt a
n∑

k=1

m−1∑
j=1

Tjk +
n∑

k=1

t′mk intervallumon a

Φ0(t) = Φ00

(
t−

n∑

k=1

t′mk

)

képlettel. Ekkor Φ0 nyilván CM függvény és (4.64) valamint (4.65) miatt

D(t1, . . . , tn) = Φ0(t1 + · · ·+ tn)

(
(t1, . . . , tn) ∈ n

X
k=1

(
m−1∑
j=1

Tjk + t′mk

))
.

A Φ0 függvény függhet (t′m1, . . . , t
′
mn) választásától.

(iii) Legyen

Ak = a1k + · · ·+ am−1k és Bk = b1k + · · ·+ bm−1k,

továbbá válasszuk olyannak az [a′mk, b
′
mk] ⊂ [amk, bmk] intervallumot, hogy

(4.66) 0 < b′mk − a′mk < Bk − Ak

teljesüljön minden k ∈ {1, . . . , n} mellett. Alkalmazzuk először a bizonýıtás (ii) részét a
t′mk = a′mk, majd a t′mk = a′mk esetben. Ekkor először azt kapjuk, hogy

D(t1, . . . , tn) = Φ1(t1 + · · ·+ tn)

(
(t1, . . . , tn) ∈ n

X
k=1

(
m−1∑
j=1

Tjk + a′mk

))

valamilyen Φ1 :
n∑

k=1

(
m−1∑
j=1

Tjk + a′mk

)
→ R CM függvénnyel, majd azt, hogy

D(t1, . . . , tn) = Φ2(t1 + · · ·+ tn)

(
(t1, . . . , tn) ∈ n

X
k=1

(
m−1∑
j=1

Tjk + b′mk

))
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szintén valamilyen Φ2 :
n∑

i=1

(
m−1∑
j=1

Tjk + b′mk

)
→ R CM függvénnyel. Mivel (4.66) miatt

inf

(
m−1∑
j=1

Tjk + a′mk

)
< inf

(
m−1∑
j=1

Tjk + b′mk

)
= Ak + b′mk < Bk + a′mk

= sup

(
m−1∑
j=1

Tjk + a′mk

)
< sup

(
m−1∑
j=1

Tjk + b′mk

)

minden k ∈ {1, . . . , n} esetén, ezért alkalmazható a 4.9. Lemma (az Xk = [Ak+a′mk, Bk+
a′mk], tk = b′mk − a′mk választással), ı́gy

D(t1, . . . , tn) = Φ3(t1 + · · ·+ tn)

(
(t1, . . . , tn) ∈ n

X
k=1

(
m−1∑
j=1

Tjk + [a′mk, b
′
mk]

))

valamilyen Φ3 :
n∑

k=1

(
m−1∑
j=1

Tjk + [a′mk, b
′
mk]

)
→ R CM függvénnyel.

(iv) Válasszunk ezek után olyan
[
a`

mk, b
`
mk

] ⊂ [amk, bmk] részintervallumokat, ` =
1, . . . , N , hogy

(4.67) a`
mk < a`+1

mk < b`
mk < b`+1

mk (k = 1, . . . , n; ` = 1, . . . , N − 1),

valamint 0 < b`
mk − a`

mk < Bk − Ak ha k ∈ {1, . . . , n} és ` ∈ {1, . . . , N} és
N⋃

`=1

[
a`

mk, b
`
mk

]
= [amk, bmk] (k = 1, . . . , n) teljesüljön. Rögźıtett ` ∈ {1, . . . N} mel-

lett alkalmazzuk a bizonýıtás (iii) részét az [a′mk, b
′
mk] intervallum helyett az [a`

mk, b
`
mk]

intervallumra. Ekkor

D(t1, . . . , tn) = Φ
(k)
3 (t1 + · · ·+ tn)

(
(t1, . . . , tn) ∈ n

X
k=1

(
m−1∑
j=1

Tjk +
[
a`

mk, b
`
mk

]
))

valamilyen Φ`
3 :

n∑
i=1

( m−1∑
j=1

Tjk+
[
a`

mk, b
`
mk

]) → R CM fügvényre. (4.67) miatt a 4.9. Lem-

ma ismételten alkalmazható és végül kapunk egy olyan Φ :
n∑

k=1

m∑
j=1

Tjk → R CM

függvényt, amellyel fennáll (4.63). A (4.62) egyenlőség igazolásához legyen (p1, . . . , pm) ∈
m

X
j=1

n∑
k=1

Tjk. Ekkor pj = tj1 + · · · + tjn valamilyen tjk ∈ Tjk (j = 1, . . . ,m; k = 1, . . . , n)

elemekkel, és ı́gy (4.61) és (4.63) miatt

C(p1, . . . , pm) = C(t11 + · · ·+ t1n, . . . , tm1 + · · ·+ tmn)

= D(t11 + · · ·+ tm1, . . . , t1n + · · ·+ tmn)

= Φ
(
(t11 + · · ·+ tm1) + · · ·+ (t1n + · · ·+ tmn)

)
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= Φ
(
(t11 + · · ·+ t1n) + · · ·+ (tm1 + · · ·+ tmn)

)

= Φ(p1 + · · ·+ pm),

azaz (4.62) is fennáll.

Az (1.1) egyenlet megoldásához vezető út utolsó előtti állomása a következő tétel.

4.12 Tétel. ([Mak99]) Legyen 2 ≤ n ∈ N, 2 ≤ m ∈ N, Ujk intervallum minden
j = 1, . . . , m és k = 1, . . . , n esetén,

A :
m

X
j=1

n∑

k=1

Ujk → R, Ck :
m

X
j=1

Ujk → R, Ck

(
m

X
j=1

Ujk

)
= Ik,

k = 1, . . . , n, B :
n

X
i=1

Ik → R. Tegyük fel hogy A, Ck és B CM függvények minden

k = 1, . . . , n mellett és

(4.68)
A(u11 + · · ·+ u1n, . . . , um1 + · · ·+ umn)

= B(C1(u11, . . . , um1), . . . , Cn(u1n, . . . , umn))

fennáll minden ujk ∈ Ujk, (j = 1, . . . , m; k = 1, . . . , n) esetén. Ekkor van olyan I
intervallum, vannak olyan Ψ : I → R, βk : Ik → R, (k = 1, . . . , n) CM fügvények és
olyan aj ∈ R \ {0} számok (j = 1, . . . , m), hogy

A(y1, . . . , ym) = Ψ−1(a1y1 + · · ·+ amym)

(
(y1, . . . , yn) ∈ m

X
j=1

m∑

k=1

Ujk

)
,(4.69)

B(z1, . . . , zn) = Ψ−1

(
n∑

k=1

βk(zk)

)
(
(z1, . . . , zn) ∈ n

X
k=1

Ik

)
(4.70)

és

(4.71) Ck(u1k, . . . , umk) = β−1
k (a1u1k + · · ·+ amumk)

(
ujk ∈ Ujk

)

minden j = 1, . . . ,m és i = 1, . . . , n esetén.

B i z o n y ı́ t á s. Rögźıtett m mellett n szerinti indukcióval bizonýıtunk. A 2.17. Tétel-
ből következik, hogy igaz az álĺıtás, ha n = 2. Tegyük fel, hogy n > 2 és igaz az álĺıtás n
helyett (n−1)-re. Először rögźıtett u1n, . . . , umn mellett használjuk az indukciós feltételt.
Ekkor (4.68)-ból kapjuk, hogy (4.71) fennáll alkalmas a1, . . . , am ∈ R \ {0} számok és
βk : Ik → R CM függvények mellett minden ujk ∈ Ujk esetén, ha k ∈ {1, . . . , n − 1}
és j ∈ {1, . . . , m}. Legyen másodszor u11, . . . , um1 rögźıtett (4.68)-ban. Ekkor ismét az
indukciós feltétel miatt

(4.72) Ck(u1k, . . . , umk) = γ−1
k (b1u1k + · · ·+ bmumk)
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minden ujk ∈ Ujk, j = 1, . . . , m; k = 2, . . . , n esetén valamilyen γk : Ik → R, (k =
2, . . . , n) CM függvényekkel és b1, . . . , bm ∈ R \ {0} számokkal. A k = 2 esetben
(4.71)-ből és (4.72)-ből azt kapjuk, hogy

β−1
2 (a1u12 + · · ·+ amum2) = γ−1

2 (b1u12 + · · ·+ bmum2),

azaz

γ2 ◦ β−1
2 (a1u12 + · · ·+ amum2) =

b1

a1

(a1u12) + · · ·+ bm

am

(amum2)

minden bj2 ∈ Uj2 (j = 1, . . . , m) esetén. Ez utóbbi egy speciális (4.34) alakú egyenlet,
amelyre alkalmazható a 4.6. Lemma, amiből – többek között – következik, hogy bj = caj

minden j ∈ {1, . . . , m}-re valamilyen c ∈ R \ {0} mellett. Ezért (4.72)-ből az i = n
esetben a βn(u) = 1

c
γn(u), u ∈ In defińıcióval következik, hogy (4.71) fennáll i = n-re is.

Helyetteśıtsük ezek után a Ck függvény (4.71) alakját (k = 1, . . . , n) (4.68)-ba. Ekkor
azt kapjuk, hogy

A(u11 + · · ·+ u1n, . . . , um1 + · · ·+ umn)

= B
(
β−1

1 (a1u1 + · · ·+ amum1), . . . , β
−1
n (a1a1n + · · ·+ amumn)

)

minden ujk ∈ Ujk, (j = 1, . . . ,m; k = 1, . . . , n) mellett. Ez az egyenlet pedig a Tjk =
ajUjk (j = 1, . . . , m; k = 1, . . . , n),

(4.73) C(p1, . . . , pm) = A

(
1

a1

p1, . . . ,
1

am

pm

) (
(p1, . . . , pm) ∈ m

X
j=1

n∑

k=1

Tjk

)

és a

(4.74) D(t1, . . . , tn) = B
(
β−1

1 (t1), . . . , β
−1
n (tn)

)
(

(t1, . . . , tn) ∈ n

X
k=1

m∑
j=1

Tjk

)

defińıciókkal éppen a (4.61) egyenletbe megy át, amelyre alkalmazható a 4.11. Tétel,

amely szerint van olyan Φ :
m∑

j=1

n∑
k=1

Tjk → R CM függvény, amellyel fennáll (4.62) és

(4.63). Legyen most már I = Φ

(
m∑

j=1

n∑
k=1

Tjk

)
és Ψ(s) = Φ−1(s), s ∈ I. Ekkor Ψ CM

függvény és (4.69) illetve (4.70) következik (4.62)-ből illetve (4.63)-ból, valamint a C és
D függvények (4.73) – (4.74) defińıciójából.

Végül a következő tételben megadjuk

(1.1)
G(F1(x11, . . . , x1n), . . . , Fm(xm1, . . . , xmn))

= F (G1(x11, . . . , xm1), . . . , Gn(x1n, . . . , xmn))

CM megoldásait.
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4.13 Tétel. ([Mak99]) Legyen 2 ≤ n ∈ N, 2 ≤ m ∈ N rögźıtett, Xjk intervallum,
Gk : X1k × · · · × Xmk → R, Gk(X1k, . . . , Xmk) = Ik, Fj : Xj1 × · · · × Xjn → R,
Fj(Xj1, . . . , Xjn) = Jj, Gk és Fj CM függvények minden k ∈ {1, . . . , n} és j ∈
{1, . . . , m} esetén. Legyen továbbá G : J1 × · · · × Jm → R és F : I1 × · · · × In → R
szintén CM függvény és tegyük fel, hogy (1.1) fennáll minden xjk ∈ Xjk, (j = 1, . . . , m;
k = 1, . . . , n) esetén. Ekkor van olyan I intervallum és vannak olyan ϕ : I → R,
αk : Ik → R, γj : Jj → R és βjk : Xjk → R CM függvények (k = 1, . . . , n; j = 1, . . . ,m),
hogy

F (z1, . . . , zn) = ϕ−1

(
n∑

k=1

αk(zk)

)
(
(z1, . . . , zn) ∈ I1 × · · · × In

)
,(4.75)

G(y1, . . . , ym) = ϕ−1

(
m∑

j=1

γj(yj)

)
(
(y1, . . . , ym) ∈ J1 × · · · × Jm

)
,(4.76)

Fj(xj1, . . . , xjn) = γ−1
j

(
n∑

k=1

βjk(xjk)

)
(4.77)

és

(4.78) Gk(x1k, . . . , xmk) = α−1
i

(
m∑

j=1

βjk(xjk)

)

minden xjk ∈ Xjk és j ∈ {1, . . . ,m}, k ∈ {1, . . . , n} esetén.

B i z o n y ı́ t á s. Rögźıtett n mellett m szerinti indukcióval bizonýıtunk. Ha m = 2,
akkor az (1.1) egyenlet éppen a (4.44) egyenlet és ı́gy a 4.8. Tétel szerint igaz az álĺıtás.
Legyen most már m > 2 és tegyük fel, hogy igaz az álĺıtás m helyett (m−1)-re. Rögźıtsük
először az xm1, . . . , xmn változókat (1.1)-ben. Ekkor az indukciós feltétel miatt megkapjuk
(4.77)-et (de csak ha j ∈ {1, . . . , m − 1}) γj és βjk helyett alkalmas γ′j : Jj → R és
β′jk : Xjk → R függvényekkel (k = 1, . . . , n). Ezt követően rögźıtsük az x11, . . . , x1n

változókat (1.1)-ben és használjuk fel az indukciós feltételt. Így megkapjuk (4.77)-et a
j = m esetben is γm és βmk helyett alkalmas γ′m : Jm → R és β′mk : Xmk → R CM
függvényekkel (k = 1, . . . , n). Helyetteśıtsük most már Fj (j = 1, . . . , m) ismert alakját
(1.1)-be. Ekkor

(4.79)
G

(
γ
′−1
1 (β′11(x11) + · · ·+ β′1n(x1n)), . . . , γ

′−1
m (β′m1(xm1) + · · ·+ β′mn(xmn))

)

= F (G1(x11, . . . , xm1), . . . , Gn(x1n, . . . , xmn))

adódik minden xjk ∈ Xjk, j = 1, . . . , m; k = 1, . . . , n esetén. Az Ujk = β′jk(Xjk),

(4.80) A(y1, . . . , ym) = G(γ
′−1
1 (y1), . . . , γ

′−1
m (ym))

(
(y1, . . . , ym) ∈ m

X
j=1

n∑

k=1

Ujk

)
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és

(4.81) Ck(u1k, . . . , umk) = Gk

(
β
′−1
1k (u1k), . . . , β

′−1
mk (umk)

) (
ujk ∈ Ujk

)

(j = 1, . . . , m; k = 1, . . . , n) és B = F defińıcióval (4.79) átmegy a (4.68) egyenletbe és
a 4.12. Tétel alkalmazható. Ezért van olyan I intervallum és vannak olyan ϕ : I → R,
αk : Ik → R , (k = 1, . . . , n) CM függvények és olyan a1, . . . , am ∈ R \ {0} számok, hogy

A(y1, . . . , ym) = ϕ−1(a1y1 + · · ·+ amym)

(
(y1, . . . , ym) ∈ m

X
j=1

n∑

k=1

Ujk

)
,(4.82)

B(z1, . . . , zm) = ϕ−1

(
n∑

k=1

αk(zk)

)
(
(z1, . . . , zn) ∈ n

X
k=1

Ik

)
(4.83)

és

(4.84) Ck(u1k, . . . , umk) = α−1
k

(
m∑

j=1

ajujk

)
(
ujk ∈ Ujk, j = 1, . . . , m; k = 1, . . . , n

)
.

Így a γj(y) = ajγ
′
j(y), y ∈ J (j = 1, . . . , m) és a βjk(x) = ajβ

′
jk(x), x ∈ Xjk (j =

1, . . . , m; k = 1, . . . , n) defińıciókkal (4.82)-ből és (4.80)-ból következik (4.76), (4.81)-ből
és (4.84)-ből következik (4.78). Továbbá – mivel B = F – (4.83) azonos (4.75)-tel, végül
egyszerű számolás mutatja, hogy

Fj(xj1, . . . , xjn) = γ
′−1
j

(
n∑

k=1

β′jk(xjk)

)
= γ−1

j

(
n∑

k=1

βjk(xjk)

)

(xjk ∈ Xjk, j = 1, . . . , m; k = 1, . . . , n), azaz (4.77) is fennáll.

Számolással igazolható a tétel megford́ıtása, vagyis a (4.75) – (4.78)-ban definiált
F , G, Fj és Gk CM függvények (1.1) megoldásai. A 4.6. Lemma felhasználásával
egyszerű megvizsgálni a megoldások (4.75) – (4.78) előálĺıtásainak egyértelműségét. A
megoldások mindegyike ugyanis ,,többtagú kvázi-összeg”. Ilyenek egyenlőségéről szól az
alábbi lemma.

4.14 Lemma. Legyenek X1, . . . , Xn intervallumok (n ≥ 2), βk, δk : Xk → R CM
függvények (k = 1, . . . , n) és α : β1(X1)+· · ·+βn(Xn) → R, γ : δ1(X1)+· · ·+δn(Xn) → R
további két CM függvény. A

(4.85) α
(
β1(x1) + · · ·+ βn(xn)

)
= γ

(
δ1(x1) + · · ·+ δn(xn)

)

egyenlőség pontosan akkor áll fenn minden xk ∈ Xk (k = 1, . . . , n) esetén, ha vannak
olyan a, b1, . . . , bn ∈ R elemek, hogy a 6= 0 és

(4.86) δk(xk) = aβk(xk) + bk (xk ∈ Xk, k = 1, . . . , n)

és

(4.87) γ(ξ) = α

(
1

a
(ξ − b1 − · · · − bn)

)
(ξ ∈ β1(X1) + · · ·+ δn(Xn)).
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B i z o n y ı́ t á s. Tegyük fel először, hogy fennáll (4.85), amiből az uk = βk(xk),
k = 1, . . . , n helyetteśıtés után

γ−1 ◦ α(u1 + · · ·+ un) = δ1 ◦ β−1
1 (u1) + · · ·+ δn ◦ β−1

n (un)

következik minden uk ∈ βk(Xk), k = 1, . . . , n esetén. Ez pedig egy (4.34) alakú egyen-
let, amelyre alkalmazva a 4.6. Lemmát könnyen adódik (4.86) és (4.87). A megford́ıtás
számolással igazolható.

A 4.13. Tétel és a 4.14. Lemma seǵıtségével ismét végezhetünk kompatibilitás-
vizsgálatokat, azaz vizsgálhatjuk, hogy konkrét termelési függvényekhez (F , Fj, j =
1, . . . , m) milyen aggregáló függvényeket (G, Gk, k = 1, . . . , n) kell választani, ha azt
akarjuk, hogy az aggregáció konzisztens legyen, vagyis fennálljon (1.1). Az 1. fejezetben
láttuk, hogy CD t́ıpusú

(4.88) F (z1, . . . , zn) = azc1
1 . . . zcn

n (zk ∈ ]0, +∞[ , k = 1, . . . , n)

(0 < a ∈ R, c1, . . . , cn ∈ R \ {0} konstansok) termelési függvényekhez kizárólag CD
t́ıpusú aggregáló függvények tartoznak, mı́g az eredeti

(4.89) F (z1, . . . , zn) = a(c1z
b
1 + · · ·+ cnzb

n)1/b (zk ∈ ]0, +∞[ , 1 ≤ k ≤ n)

(a, c1, . . . , cn ∈ ]0, +∞[ , b ∈ R \ {0} konstansok) CES függvények esetében az ot-
tani eredmények alapján nem volt lehetőség a kérdés tárgyalására, csak a kiterjesztett
CES függvényekre tudtunk eredményt megfogalmazni. Mivel a CES függvények CM
függvények és az α(t) = at1/b, t ∈ ]0, +∞[ valamint a βk(x) = ckx

b, x ∈ ]0, +∞[
(k = 1, . . . , n) függvényekkel F

F (z1, . . . , zn) = α(β1(z1) + · · ·+ βn(zn))

alakba ı́rható, ezért a 4.14. Lemma alapján meghatározható az összes (γ, δ1, . . . , δn)
függvény (n + 1)-es, amely CM függvényekből áll és amelyre

F (z1, . . . , zn) = γ(δ1(z1) + · · ·+ δn(zn))

teljesül. Ezek után a 4.13. Tétel (4.76) illetve (4.78) képleteiből megkaphatók az aggre-
gáló függvények. A részletszámı́tásokat mellőzve közöljük, hogy ezek

(
d0 + d1x

b1
1 + · · ·+ dmxbm

m

)1/b

alakúak, ahol d0 ≥ 0, d1, . . . , dm ∈ ]0, +∞[ , b, b1, . . . , bm ∈ R \ {0} konstansok. Látható,
hogy ezek csak speciális esetben (d0 = 0, b1 = · · · = bm = b) CES függvények.
Az eredmény összhangban van az 1. fejezetben a kiterjesztett CES függvényekre
kapott eredménnyel. Hasonlóan vizsgálhatók olyan aggregációk is, amikor például a
(makroökonómiai) F termelési függvény CD t́ıpusú de a (mikroökonómiai) Fj termelési
függvények CES t́ıpusúak. A fentiekhez hasonló módon kiszámolható, hogy ekkor az
aggregáló (G,Gk) függvények

a ec1x
b1
1 +···+cmxbm

m
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alakúak, ahol a > 0, c1, . . . , cm, b1, . . . , bm ∈ R \ {0} konstansok. Ha pedig F
CES t́ıpusú, Fj pedig CD t́ıpusú (j = 1, . . . , m), akkor a hozzájuk tartozó aggregáló
függvények

(d0 + d1 ln x1 + · · ·+ dm ln xm)1/b

alakúak, ahol d0 ∈ R, d1, . . . , dm ∈ R \ {0} és b ∈ R \ {0} olyan konstansok
hogy a fenti kifejezés valós szám minden x1, . . . , xm ∈ R+ esetén. Ekkor azon-
ban az aggregáló függvények negat́ıv értékeket is felvehetnek, aminek nem biztos,
hogy tulajdońıtható közgazdaságtani jelentés. Úgy látszik tehát, hogy CES t́ıpusú
makroökonómiai és CD t́ıpusú mikroökonómiai termelési függvényekkel nem valóśıtható
meg konzisztens aggregáció (legalábbis korlátlanul, vagyis amikor a pozit́ıv változók
felülről nem korlátozottak).
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5 Biszimmetria egyenletek vektor-értékű

függvényekkel

Azt mondjuk, hogy az (R,S, P ) hármas választási modell, ha R egy nem-üres halmaz,
S az R halmaz nem-üres véges részhalmazainak halmaza és P : R × S → [0, 1]. Ha
e ∈ R és E ∈ S akkor a P (e, E) számot (amelyre úgy lehet gondolni, mint annak
valósźınűségére, hogy az E-beli véges sok lehetőség közül az e lehetőséget választjuk)
választási valósźınűségnek nevezzük. Ha van olyan v : R → R+ függvény (skála), hogy

P (e, E) =
v(e)∑

d∈E

v(d)
,

ha e ∈ E és P (e, E) = 0, ha e ∈ R \ E, akkor kapjuk a Luce-féle választási
valósźınűségeket (lásd [Luc59], [Luc77]), illetve az (R, S, P ) Luce-féle választási mo-
dellt. Az Aczél-Maksa-Marley-Moszner [AMMM97] dolgozatban (lásd még Aczél-
Maksa [AM97]-t is) elég természetes és gyenge feltételek mellett léırtuk választási mo-
dellek egy széles körét és ennek eredményeképpen jellemeztük – erősebb feltételeket
használva – a Luce-féle választási modellt is. E fejezet első részében felsoroljuk a
felhasznált egyenleteket és egyenlőtlenségeket azok néhány egyszerű következményével
együtt, a második részben pedig bemutatjuk a megoldást. Az első rész eredményei
Aczél-Maksa-Marley-Moszner [AMMM97]-ben jelentek meg, ezeket Maksa [Mak98]-
ban sikerült kiegésźıteni. Ez utóbbit közöljük a fejezet második részében. Meg-
jegyezzük, hogy a kétdimenziós (illetve magasabb dimenziós) választási modellek
függvényegyenletekkel és egyenlőtlenségekkel való léırását is elvégeztük, az eredmények
Aczél-Gilányi-Maksa-Marley [AGMM00]-ban jelentek meg, ezekkel azonban e diszszer-
tációban nem foglalkozunk.

5.1 Egy választási modelleket léıró rendszer és redukciója

Az alábbiakban felsoroljuk azokat az egyenlőtlenségeket és függvényegyenleteket,
amelyeket vizsgálatainkban használtunk. Az egyenlőtlenségek a

Γn =

{
(p1, . . . , pn) ∈ Rn

+ :
n∑

k=1

pk = 1

}
,

F = (F1, . . . , Fn) : Rn
+ → Γn, H = (H1, . . . , Hn) : Γm

n → Γn

(2 ≤ n ∈ N, 2 ≤ m ∈ N rögźıtettek) jelölésekben vannak elrejtve. További függvények,
amelyek szerepelnek még a rendszerben:

G : Rm
+ → R+, M : Rm

+ → R+, N : R+ → R+, és Φ : ]0, 1[m→ R+.

Az egységesebb ı́rásmód kedvéért jelöljük Ψ-vel Γn identikus függvényét. Ezek után az
egyenletek:

(5.1)

F (G(x11, . . . , xm1), . . . , G(x1n, . . . , xmn))

= H(F (x11, . . . , x1n), . . . , F (xm1, . . . , xmn))

(xjk ∈ R+, j = 1, . . . ,m; k = 1, . . . , n),
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(5.2)

F (Φ(z11, . . . , zm1), . . . , Φ(z1n, . . . , zmn))

= H(Ψ(z11, . . . , z1n), . . . , Ψ(zm1, . . . , zmn))

((zj1, . . . , zjn) ∈ Γn, j = 1, . . . , m),

G(α1y1, . . . , αmym) = M(α1, . . . , αm)G(y1, . . . , ym)(5.3)

(αj, yj ∈ R+, j = 1, . . . , m),

F (αz1, . . . , αzn) = N(α)F (z1, . . . , zn) (zk ∈ R+, k = 1, . . . , n; α ∈ R+)(5.4)

és még két további feltétel:

F |Γn injekt́ıv,(5.5)

G korlátos valamely Rn
+-beli gömbön.(5.6)

Az egyenletek részletes motivációja megtalálható Aczél-Maksa-Marley-Moszner
[AMMM97]-ben és Aczél-Maksa [AM97]-ben, itt csak azt jegyezzük meg, hogy F ko-
ordinátafüggvényeinek szánjuk a választási valósźınűségek szerepét.

Mivel
m∑

j=1

Fj az azonosan 1 függvény, (5.4)-ből azonnal következik, hogy N

azonosan 1, ezért F 0-ad fokú homogén függvény, ı́gy parciális függvényei nem lehetnek
injekt́ıvek. Az (5.1), (5.2) biszimmetria egyenletek kezelésére tehát sem az 1.3. Tétel
sem az 1.6. Tétel nem alkalmas. Másrészt világos, hogy F nem is CM függvény, mert
nem valós értékű, ezért a 4.13. Tétel sem használható. Másrészt viszont (5.3)-ból és
(5.6)-ból következik, hogy

(5.7) G(y1, . . . , ym) = b ya1
1 . . . yam

m

(
(y1, . . . , ym) ∈ Rm

+

)

valamilyen b > 0, a, . . . , am ∈ R mellett, továbbá M a G függvény konstansszorosa (lásd

Aczél [Acz87]). Így az (5.1) és (5.2) biszimmetria egyenletekből – figyelembe véve, hogy
Ψ Γn identikus függvénye – kapjuk, hogy

F
(
G(x11, . . . , xm1), . . . , G(x1n, . . . , xmn)

)

= H
(
F (x11, . . . , x1n), . . . , F (xm1, . . . , xmn)

)

= H
(
F1(x11, . . . , x1n), . . . , Fn(x11, . . . , x1n), . . . , F1(xm1, . . . , xmn),

. . . , Fn(xm1, . . . , xmn)
)

= F
(
Φ(F1(x11, . . . , x1n), . . . , F1(xm1, . . . , xmn)), . . . , Φ(Fn(x11, . . . , x1n),

. . . , Fn(xm1, . . . , xmn))
)
.

Használjuk most fel azt, hogy F 0-ad fokú homogén függvény és F |Γn injekt́ıv. Ekkor

G(x1k, . . . , xmk)
n∑

`=1

G(x1`, . . . , xm`)
=

Φ(Fk(x11, . . . , x1n), . . . , Fk(xm1, . . . , xmn))
n∑

`=1

Φ(F`(x11, . . . , x1n), . . . , F`(xm1, . . . , xmn))
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adódik minden xjk ∈ R+ (j = 1, . . . , m; k = 1, . . . , n) esetén. Ebből végül – (5.7) miatt
– következik, hogy

(5.8)

m∏
j=1

x
aj

jk

n∑
`=1

m∏
j=1

x
aj

j`

=
Ψ(Fk(x11, . . . , x1n), . . . , Fk(xm1, . . . , xmn))
n∑

`=1

Φ(F`(x11, . . . , x1n), . . . , F`(xm1, . . . , xmn))

minden k = 1, . . . , n és xjk ∈ R+ (j = 1, . . . ,m; k = 1, . . . , n) és valamely (a1, . . . , am) ∈
Rm esetén.

Azt kapjuk tehát, hogy az (5.1) – (5.4) egyenletkeből az (5.5) – (5.6) feltételek
mellett az (5.8) fügvényegyenlet-rendszer következik az Fk(x1, . . . , xn) választási
valósźınűségekre. Célunk az, hogy (5.8)-ból ,,meghatározzuk” Fk-t (k = 1, . . . , n). Ez
[AMMM97]-ben illetve [AM97]-ben abban a két speciális esetben történt meg, amikor
m∑

j=1

aj 6= 0, azaz az y → G(y, . . . , y), y ∈ R+ függvény nem konstans és y 7→ Φ(y, . . . , y),

y ∈ ]0, 1[ CM függvény, illetve amikor y 7→ G(y, . . . , y), y ∈R+ konstans, de G nem kons-
tans, viszont Φ = G. A következő részben megoldjuk az (5.8) rendszert azt feltételezve,
hogy van olyan 1 ≤ p ≤ m, hogy ap 6= 0 (azaz G nem konstans) és bármely rögźıtett
y ∈ ]0, 1[ mellett az

(5.9) x 7→ Φ(y, . . . , y,
p
^
x, y, . . . , y) (x ∈ ]0, 1[)

függvény folytonos és (y-tól függetlenül) ugyanolyan értelemben szigorúan monoton. Az
itt közölt eredmények a Maksa [Mak98]-ban megjelentek módośıtásai.

5.2 Választási valósźınűségek származtatása

Szükségünk lesz a következő egyszerű lemmára:

5.1 Lemma. ([Mak98]) Legyen u, v : ]0, 1[m→ R és

(5.10) u(x1, . . . , xm) = v(y1, . . . , ym)

minden olyan xj, yj ∈ ]0, 1[ esetén, amelyre még xj + yj < 1 is teljesül, j = 1, . . . , m.
Ekkor van olyan c ∈ R, hogy

u(x) = v(y) = c
(
x, y ∈ ]0, 1[m

)
.

B i z o n y ı́ t á s. Legyen aq = v
(

1
q+1

, . . . , 1
q+1

)
, q ∈ N. Mivel 1

q+1
+ 1

2
q

q+1
< 1 és

1
2

q
q+1

+ 1
q+2

< 1 – kétszer alkalmazva (5.10)-et – azt kapjuk, hogy

aq = v

(
1

q + 1
, . . . ,

1

q + 1

)
= u

(
1

2

1

q + 1
, . . . ,

1

2

q

q + 1

)

= v

(
1

q + 2
. . . ,

1

q + 2

)
= aq+1
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minden q természetes száma. Ezért aq = c minden q-ra és valamely c valós számra.
Másrészt legyen x = (x1, . . . , xm) ∈ ]0, 1[m tetszőleges. Ekkor van olyan q ∈ N,
hogy xj + 1

q+1
< 1, j = 1, . . . ,m. Így – (5.10) miatt — u(x) = aq = c. Sőt, ha

y = (y1, . . . , ym) ∈ ]0, 1[m tetszőleges, akkor van olyan x = (x1, . . . , xn) ∈ ]0, 1[m, hogy
xj + yj < 1 (j = 1, . . . , m), ı́gy ismét (5.10) miatt v(y) = u(x) = c.

A következő tétel lehetőséget ad választási valósźınűségek konstruálására.

5.2 Tétel. ([Mak98]) Legyenek 2 ≤ m és 2 < n rögźıtett természetes számok,

(a1, . . . , am) ∈ Rm, a =
m∑

j=1

aj, 1 ≤ p ≤ m olyanok, hogy ap 6= 0 és a Φ : ]0, 1[m→ R

függvénnyel (5.9) szerint definiált függvény bármely y ∈ ]0, 1[ mellett folytonos és
ugyanolyan értelemben szigorúan monoton. Legyen továbbá (F1, . . . , Fn) : Rn

+ → Γn.
Ekkor (5.8) pontosan akkor áll fenn minden 1 ≤ k ≤ n és minden xjk ∈ R+ (1 ≤ j ≤ m;
1 ≤ k ≤ n) mellett, ha vannak olyan c1, . . . , cm, c pozit́ıv számok és van olyan
ϕ : ]0, 1[→ R+ CM függvény, hogy

ca
k = 1 (k = 1, . . . , n),(5.11)

Φ(y1, . . . , ym) = c

m∏
j=1

ϕ(yj)
aj ((y1, . . . , ym) ∈ Rm

+ )(5.12)

és

(5.13) Fk(x1, . . . , xn) = ϕ−1(ckxkL(x1, . . . , xn)) ((x1, . . . , xn) ∈ Rn
+)

minden 1 ≤ k ≤ n esetén, ahol x = L(x1, . . . , xn) bármely rögźıtett (x1, . . . , xn) ∈ Rn
+

mellett az egyetlen megoldása a

(5.14)
n∑

k=1

ϕ−1(ckxkx) = 1

egyenletnek.

B i z o n y ı́ t á s. Tegyük fel, hogy (5.8) fennáll. Legyen 1 ≤ k ≤ n és

(5.15) ϕk(t) = Φ
(
Fk(

1
^

1, . . . , 1), . . . ,

p
^

t , . . . , Fk(
m
^

1, . . . , 1)
) 1

ap (t ∈ ]0, 1[ ).

Ekkor ϕk : ]0, 1[→ R+ CM függvény (1 ≤ k ≤ n), sőt – a feltételek miatt – ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn

ugyanolyan értelemben szigorúan monoton függvények. Másrészt legyen x1, . . . , xn ∈ R+

tetszőleges és xjk = 1, ha j 6= p valamint xpk = xk (5.8)-ban. Ekkor – figyelembe véve
(5.15)-öt – kapjuk, hogy

(5.16)
x

ap

k
n∑

`=1

x
ap

`

=
ϕk(Fk(x1, . . . , xn))ap

n∑
`=1

ϕ`(F`(x1, . . . , xn))ap

(k = 1, . . . , n).
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Ebből az

L(x1, . . . , xn) =




n∑
`=1

ϕ`(F`(x1, . . . , xn))ap

n∑
`=1

x
ap

`




1
ap

((x1, . . . , xn) ∈ Rn
+)

defińıcióval
ϕk

(
Fk(x1, . . . , xn)

)
= xkL(x1, . . . , xn),

azaz

(5.17) Fk(x1, . . . , xn) = ϕ−1
k (xkL(x1, . . . , xn))

következik minden 1 ≤ k ≤ n és (x1, . . . , xn) ∈ Rn
+ esetén. Mivel (F1, . . . , Fn) : Rn

+ →
Γn, ezért (5.17)-ből azt kapjuk, hogy minden rögźıtett (x1, . . . , xn) ∈ Rn

+ esetén x =
L(x1, . . . , xn) megoldása a

(5.18)
n∑

k=1

ϕ−1
k (xkx) = 1

egyenletnek, sőt – a t 7→
n∑

k=1

ϕ−1
k (xkt) függvény szigorú monotonitása miatt – egyetlen

megoldása. Nyilvánvaló, hogy (5.17)-ből adódóan

(5.19) ϕ−1
k (xkL(x1, . . . , xn)) > 0 (k = 1, . . . , n)

is teljesül. Legyen most (yj1, . . . , yjn) ∈ Γn (j = 1, . . . , m) tetszőleges. Ekkor

n∑

k=1

ϕ−1
k

(
ϕk(yjk) · 1

)
=

n∑

k=1

yjk = 1,

ezért 1 az egyetlen megoldása – rögźıtett 1 ≤ j ≤ m és xk = ϕk(yjk), k = 1, . . . , n

mellett – (5.18)-nak. Így L(ϕ1(yj1), . . . , ϕn(yjn)) = 1 és – (5.17) miatt –

Fk(ϕ1(yj1), . . . , ϕn(yjn)) = ϕ−1
k (ϕk(yjk)) = yjk

(k = 1, . . . , n; j = 1, . . . , m). Ezt figyelembevéve, (5.8)-ból az xik = ϕk(yik)
helyetteśıtéssel

(5.20)

m∏
j=1

ϕk(yjk)
aj

n∑
`=1

m∑
j=1

ϕ`(yj`)aj

=
Φ(y1k, . . . , ymk)
n∑

`=1

Φ(y1`, . . . , ym`)

következik. Legyen 1 < r ≤ n rögźıtett egész, (x1, . . . , xm), (y1, . . . , ym) ∈ Rm
+ olyanok,

hogy xj + yj < 1, ha 1 ≤ j ≤ m, legyen továbbá

yjr = yj, yj1 = xj és yjk =
1− xj − yj

n− 2
, ha 1 ≤ k ≤ n, k 6= r.
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(Itt használjuk azt a feltételt, hogy n > 2.) Ekkor (yj1, . . . , yjn) ∈ Γn, ha j = 1, . . . , m
és (5.20)-ból először a k = r, majd a k = 1 esetben kapjuk, hogy

m∏
j=1

ϕr(yj)
aj

n∑
`=1

m∏
j=1

ϕ`(yj`)aj

=
Φ(y1, . . . , ym)

n∑
`=1

Φ(y1`, . . . , ϕm`)
,

illetve
m∏

j=1

ϕ1(xj)
aj

n∑
`=1

m∑
j=1

ϕ`(yj`)aj

=
Φ(x1, . . . , xm)

n∑
`=1

Φ(y1`, . . . , ym`)
.

A fenti két egyenletből – mivel a megfelelő nevezők azonosak – látható, hogy

(5.21)
Φ(x1, . . . , xm)

m∏
j=1

ϕ1(xj)aj

=
Φ(y1, . . . , ym)

m∑
j=1

ϕr(yj)aj

.

Ebből az 5.1. Lemma felhasználásával kapjuk, hogy

(5.22) Φ(x1, . . . , xm) = c

m∏
j=1

ϕ1(xj)
aj

minden (x1, . . . , xm) ∈ ]0, 1[m és valamely c ∈ R+ esetén. Ezek után az (5.21) és (5.22)
egyenlőségekből

(5.23)
m∏

j=1

ϕ1(yj)
aj =

m∏
j=1

ϕr(yj)
aj

(
(y1, . . . , ym) ∈ ]0, 1[m

)

következik minden 1 ≤ r ≤ n mellett. Legyen t ∈ ]0, 1[ , yj = 1
2
, ha 1 ≤ j ≤ m de j 6= p

és yp = t (5.23)-ban. Ekkor

ϕ1(t)
apϕ1

(
1

2

)a−ap

= ϕr(t)
apϕr

(
1

2

)a−ap

,

azaz

(5.24) crϕr(t) = ϕ1(t),

ahol cr =
(

ϕr( 1
2
)

ϕ1( 1
2
)

)a−ap
ap

> 0, r = 1, . . . , n. Legyen végül ϕ = ϕ1. Ekkor ϕ : ]0, 1[→ R+

CM függvény, (5.10) és (5.11) következik (5.23) – (5.24)-ből illetve (5.22)-ből, továbbá
(5.18) és (5.24) miatt a

n∑

k=1

ϕ−1(ckxkx) = 1
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egyenlet egyetlen megoldása (bármely rögźıtett (x1, . . . , xn) ∈ Rn
+ esetén) x =

L(x1, . . . , xn) és ı́gy – (5.17) és (5.24) miatt – teljesül (5.12) is.
A megford́ıtás (amely az n = 2 esetben is igaz) egyszerű számolással bizonýıtható.

Alkalmas pozit́ıv konstansokból és ϕ : ]0, 1[→ R+ CM függvényből kiindulva lehet
tehát (F1, . . . , Fn) választási valósźınűséget konstruálni, amelyek kieléǵıtik az (5.1) –
(5.6) feltételeket.

Például, ha ϕ(y) = y, y ∈ ]0, 1[ , akkor (5.14)-ből

x = L(x1, . . . , xn) =
1

n∑
`=1

c`x`

és ı́gy (5.13) miatt a választási valósźınűségek

(5.25) Fk(x1, . . . , xn) =
ckxk
n∑

`=1

c`x`

, ((x1, . . . , xn) ∈ Rn
+, 1 ≤ k ≤ n)

ahol (c1, . . . , cn) ∈ Rn
+ konstans. Ez a ,,β-modell” (lásd Luce [Luc59]), a c1 = · · · = cn =

1 speciális esetben pedig az eredeti Luce-féle választási modell (illetve az ezekben szereplő
választási valósźınűségek (lásd Luce [Luc59], [Luc77])). Számolással ellenőrizhető, hogy
ha ϕ(y) = y, y ∈ ]0, 1[ , (c1, . . . , cn) ∈ Rn

+, c ∈ R+, b > 0, (a1, . . . , am) ∈ Rm, ap 6= 0
(valamely 1 ≤ p ≤ m esetén), teljesül (5.11), Φ (5.12) szerint van definiálva, G (5.7)
szerint van definiálva, akkor fennáll (5.1) – (5.6) is, ahol H (5.2) szerint adott, az M
függvény G alkalmas konstansszorosa és N ≡ 1.

Egy másik választási modellt kapunk, ha például a ϕ(y) = 1
4

(√
1 + 4y −1

)2
, y ∈ ]0, 1[

függvényből indulunk ki. Ekkor a választási valósźınűségek

Fk(x1, . . . , xn) = xkL(x1, . . . , xn) +
√

xk

√
L(x1, . . . , xn) ((x1, . . . , xn) ∈ Rn

+)

(k = 1, . . . , n), ahol

L(x1, . . . , xn) =




√( n∑
k=1

√
xk

)2

+ 4
n∑

k=1

xk −
n∑

k=1

√
xk

2
n∑

k=1

√
xk




2

((x1, . . . , xn) ∈ Rn
+)

és ez most a másodfokú egyenletre vezető

n∑

k=1

ϕ−1(xkx) = 1

egyenlet x megoldása. (A részleteket lásd Aczél-Maksa-Marley-Moszner [AMMM97]-
ben.)
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Grössen x und y, wie f(x, y), welche die Eigenschaft haben, dass f(z, f(x, y))
eine symmetrische Funktion von x, y und z ist, J. Reine Angew. Math. 1 (1826),
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[Baj58] M. Bajraktarević, Sur une équation fonctionelle aux valeurs moyennes, Glasnik
Mat–Fiz. Astr. 13 (1958), 243–248.

[BD84] C. Blackorby and D. Donaldson, Social criteria for evaluating population change,
J. Public. Econ. 25 (1984), 13–33.

[Bor04] Z. Boros, Systems of generalized translation equations on a restricted domain,
Aequationes Math. 67 (2004), 106–116.

[Cox61] R. T. Cox, The Algebra of Probable Inference, John Hopkins Press, Baltimore,
1961.

[CP89] R. Craigen and Zs. Páles, The associativity equation revisited, Aequationes Math.
37 (1989), no. 2-3, 306–312.

[DF31] B. De Finetti, Sul concetto di media, Giornale dell’ Instituto, Italiano degli At-
tuarii 2 (1931), 369–396.

[DF83] W. F. Darsow and M. J. Frank, Associative functions and Abel–Schröder systems,
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CM függvény, 27, 28, 32, 33, 36, 38–43, 45,

51, 59, 61, 67–71, 73, 77, 95
CM megoldás, 28, 39, 42, 43, 62, 68, 75
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kiterjesztési tétel, 31
Klein, 5
kociklus egyenlet, 49
Kolmogorov, 2, 27, 77
Kolmogorov-Nagumo-de Finetti, 85



Név- és tárgymutató 116
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súlyfüggvény, 44
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4 Általánośıtott biszimmetria intervallumokon 77
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középértékek jellemzése . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
4.3 Speciális biszimmetria egyenletek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
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Név- és tárgymutató 115


