Asszociativitasi és biszimmetria egyenletek

MTA doktori értekezés

MAKSA GYULA

a matematikai tudomany kandidatusa

Debreceni Egyetem
Matematikai Intézet

Debrecen

2004



Bevezetés

Figgvényegyenletek vizsgalataval matematikusok régoéta foglalkoznak. D’Alembert,
Euler, Gauss, Cauchy, Abel, Weierstrass, Darboux és Hilbert is ott vannak azok kozott a
nagy matematikusok kozott, akik valamilyen formaban dolgoztak fliggvényegyenletekkel.
A témakor elsé szisztematikus kifejtése Aczél Janostol szarmazik 1961-bol, akinek a
., Vorlesungen tiber Funktionalgleichungen und ihre Anwendungen” cimi konyve illetve
ennek a ,, Functional equations and their applications” cimi atdolgozott kiadasa 1966-bdl
az elmélet meghatarozo miive. Itt tobb fejezetben is foglalkozik a szerzé asszociativitési
és biszimmetria egyenletekkel, amelyek — és kiilonbozo altaldnositasaik — e disszertacié
témajaul is szolgdlnak.

A disszertacioban targyalt egyenletek csaknem mindegyike tobbvaltozds ismeretlen
fliggvényekbdl Osszetett fiiggvényeket tartalmaz, igy megoldasuk modszere lényegesen
eltér az egyviéltozos fiiggvényekre felirt és fliggvényosszetételeket nem tartalmazé egyen-
letekétol, a megoldést pedig a legtobb esetben az jelenti, hogy a tobbvaltozos ismeretlen
figgvényt egyvaltozos fliggvényekkel | ki lehet fejezni”. Az alacsonyabb véltozdszamu
ismeretlen fiiggvényeket tartalmazod egyenletek megoldasaibdl kévetkeztetiink a maga-
sabb valtozoszam esetére. A legkisebb valtozdészamu egyenletekrél (amelyek itt még
szobajohetnek) sz616 eredményeket — az absztrakt esetben (els6 fejezet) — dtvessziik, de
a valds esetben ki kell, hogy dolgozzuk. Ilyenkor az alapveté regularitasi feltevésiink
az ismeretlen fliggvényekrdl az, hogy folytonosak és minden valtozdjukban szigorian
monotonak (mdasodik-negyedik fejezet). Ezekben a vizsgalatokban a kvéazi-Osszeg fo-
galma hasznosnak bizonyul.

Meg kell jegyezniink, hogy az asszociativitdsi és biszimmetria egyenletekre az
ujboli figyelmet kozgazdéaszok, pszichologusok és szociolégusok kutatdsai és kérdései
irdnyitottak. Szakértelem hijan mi ezekkel a disszertaciéban részletesen nem
foglalkozunk, de néhany egyszertibb esetben roviden irunk a motivaciokrol és min-
den esetben megadjuk azoknak a miveknek az irodalmi adatait, amelyekben a témaroél
részletesebben lehet tajékozodni.

A disszertacié ot fejezetbol all, tartalmaz név- és targymutatoét, valamint irodalom-
jegyzéket. Minden fejezet 0nalld bevezetéssel kezdodik, ezért most csak roviden is-
mertetjiik az egyes fejezetek tartalmat.

Az elsO fejezet téméja az ugynevezett konzisztens aggregacié problémajanak
megoldasa absztrakt koriilmények kozott. A probléma ekvivalens egy m + n + 2
darab ismeretlen fiiggvényt és mn darab szabad valtozdt tartalmazo igynevezett m x n
tipusu altalanositott biszimmetria egyenlet megoldasdaval. A megoldast két kiillonbozé
feltételrendszer mellett is megadjuk — az értelmezési tartomanyul illetve értékkészletiil
szolgalé halmazokrdl csak azt tessziikk fel, hogy nem iiresek, a fliggvényekre azon-
ban , megoldhatosagi” feltételeket szabunk. A kapott eredmények algebrai jellegiliek.
Ezekbol Aczél Janosnak az intervallumon tekintett asszociativitasi egyenletrol szdéld
tétele segitségével kovetkeztetiink analitikus jellegli eredményekre, illetve a valds esetre.

A megoldhatosagi feltételek azonban tobb fontos fiiggvényt kirekesztenek a
vizsgalatbol, igy — legalabbis a valds esetben — igyeksziink ezektol megszabadulni. Ez
végiilis a negyedik fejezetben sikeriil, és ennek van szolgalataba allitva a masodik és
harmadik fejezet egy része.



A masodik fejezet igynevezett kvazi-osszegekrol szol, amelyek specialis — egyvaltozos
folytonos és szigorian monoton fiiggvényekbol Osszetett — (z,y) — vy(a(z) + B(y))
alaka — fiiggvények. A veliik kapcsolatos f6 eredmény (a ,lokélis” kvazi-Gsszegek
,,globdlisak” is) hatékonyan alkalmazhaté bizonyos fliggvényegyenletek megoldédsa soran.
Ebben a fejezetben foglalkozunk még két fontos specidlis kvazi-osszeggel. Az egyik
esetben a kérdés az, hogy a sulyfiiggvénnyel silyozott kvazi-aritmetikai kozépértékek
koziil melyek kvazi-osszegek. Ennek a hatterében a silyfliggvénnyel silyozott kvazi-
aritmetikai kozépértékek egyenlOoségének klasszikus problémaéaja all. A masik kérdés
pedig, hogy a Cauchy differenciak koziil melyek a kvazi-Osszegek. Ennek kozvetlen
motivacidja egy — a hasznossdgelméletbdl (utility theory) eredé — fliggvényegyenlet
vizsgalata. A megoldashoz a fliggvényegyenletek elmélete kiillonb6z6 regularitasjavitod
irdnyzataihoz tartozé eredményeket hasznélunk.

A harmadik fejezetben megoldjuk az altalanositott asszociativitasi egyenletet — a
megoldasokrdl csak folytonossagot és mindkét valtozdéban vald szigori monotonitést
feltételezve. Ehhez az egyik alapeszkoz a lokalis kvazi-Osszegeknek az a tulajdonsaga,
hogy azok ,,globdlis” kvazi-osszegek is. Ez az eredmény megnyitja az utat szamos asszo-
ciativ tipusu egyenlet és a 2 x 2-es altalanositott biszimmetria egyenlet — sziirjektivitasi,
megoldhatoséagi feltételek nélkiili — megoldasahoz.

A negyedik fejezetben — tobb specidlis biszimmetria egyenlet megoldasan keresztiil
— eljutunk az m x n tipusi &altalanositott biszimmetria egyenlet olyan folytonos
megoldasainak a meghatarozasaihoz, amelyek minden véaltozéjukban szigorian monoton
fiiggvények.  Ezzel olyan koriillmények kozott tudunk vélaszt adni a konzisztens
aggregaciéval Osszefiiged kérdésekre, amelyek nem zarnak ki a megoldhatdsagi
(sziirjektivitasi) feltételek miatt az els6 fejezet vizsgdlataibol kirekesztett egyes
fliggvényeket, példaul a korlatos intervallumokon tekintett kozépértékeket. — Ezek
mellett ebben a fejezetben foglalkozunk a tobbvaltozds stlyozott kvazi-aritmetikai
kozépértékek jellemzésének tobb mint 6tvenéves problémajaval és ennek kapcsan adunk
egy 1j bizonyitast a kvazi-aritmetikai kozépértékek Kolmogorov-Nagumo-de Finetti-féle
jellemzési tételére.

Végiil az o6todik fejezetben vektor-értéki fiiggvényekre felirt biszimmetria egyen-
letekkel foglalkozunk. Az egyenletek a matematikai pszicholégidbdl szarmaznak és
ugynevezett valasztasi valoszinliségek meghatarozasara szolgdlnak. Megoldasukhoz 1j
otletek sziikségesek, mert a disszertacio els6 négy fejezetében hasznalt modszereket réjuk
nem lehet alkalmazni.

A disszertacioban bemutatott eredmények egy viszonylag Osszefiiggd részét képezik
azoknak, amelyeket a szerzo az utébbi tiz évben ért el. Tagabb értelemben a disszertacié
témajahoz tartozénak lehet tekinteni a szerzo azon eredményeit is, amelyek — a mate-
matikai pszichologiabdl szarmazd — de egyvaltozés ismeretlen fliggvényekbdl osszetett
fiiggvényeket tartalmazo egyenletekrol szélnak. Ezekre a disszertaciéban helyenként
utalunk, szerepelnek az irodalomjegyzékben, de a részletes targyalasukat mell6zziik.

A disszertaciéban — néhany esettdl eltekintve — az eredmények mellett feltiintetjiik,
hogy azok melyik dolgozatbdl illetve kitol szarmaznak. A kivételek abbdl adédnak, hogy
az illeté eredmény altalanosan hasznalt, de nem tudtuk megallapitani az eredetét vagy
pedig a k6zolt formaban — tudomasunk szerint — ebben a dolgozatban jelenik meg el6szor.

A disszertacié elkészitése soran és azt megeloz6en is sok segitséget kaptam



kollégdimtdl, az Analizis Tanszék oktatditol — koziiliik els6sorban Dardczy Zoltantdl és
Péles Zsolttol — tovabba Aczél Janostdl, aki a disszertaciémban szereplé problémak
koziil tobbre felhivta a figyelmemet és szamos esetben lehetévé tette, hogy a
megoldasukon egyiitt dolgozzam vele. Mindnyajuknak koszonom. Koszonetemet fejezem
ki a Debreceni Egyetem Matematikai Intézetének, ahol ezt az értekezést jelentés anyagi
és erkolesi tamogatassal elkészithettem, valamint a Széchenyi Istvan Kuratériumnak,
amely o6sztondijaval harom éven at tamogatta munkamat. Komoly segitséget jelentett
tovabba a T-030082 és a T-043080 szamu OTKA, valamint a 0215/2001 szamu FKFP
palyazat.



1 KONZISZTENS AGGREGACIO ES ALTALANOSITOTT
BISZIMMETRIA

A konzisztens aggregacié problémajat az alabbi példan keresztiil vezetjiik be. Tegyiik
fel hogy m darab termel6 mindegyike n fajta raforditassal termel, a j-edik ter-
mel$ (maximalis) eredménye (kibocsatasa, outputja) fiigg az xj1, ..., xj, raforditasaitol
(inputjaitél) (a k-adik fajtdbdl x;; mennyiséget haszndl fel) és a fiiggést egy ter-
mel6-specifikus  (mikrookonomiai) F; tdgynevezett termelési figgvény irja le (j =
L....om; kK = 1,...,n). Osszesitve (aggregalva) a rendszer egyes termel6inek
Fi(zi1, -y Z1n)y - oy Fn(Tom1y - -+, Tonn) termelési eredményeit egy G aggregald fiigguény
segitségével kapjuk, hogy az m termel6bdl allé rendszer Osszesitett termelési eredménye
(kibocsétéasa, outputja)

G(F1(5E117 Ce ,Qfln), Ce ,Fm([lfml, e ,ZL‘mn)).

Masrészt eljarhatunk gy is, hogy el6szor az egyes raforditasokat aggregaljuk fajtanként
(a fajtaktdl esetleg fiiggd) Gi,...,G, aggregdld fiiggvényekkel, majd az igy kapott
Osszesitett G1(z11, ..., Tm1), -, Gn(T1n, - -+, Timp) Téforditdsokbdl szamoljuk ki a rend-
szer termelési eredményét egy — a rendszer egészétdl fliggd — F' (makrookonomiai) ter-
melési fliggvény segitségével, ami ekkor

F(Gl(l’ll, e ,l‘ml)7 ey Gn(l’h“ e 7xmn>>-

Ha ez megegyezik az xj; valtozék minden lehetséges értékére a korabban kiszamolttal,
azaz

G(Fi(z11, -, Z1n)y - - o Fon(Tonty -+ o s Tinn))

(1.1)
= F(Gl(xlla o 7xm1)7 RN Gn(xhu cee wrmn))a

akkor konzisztens aggregdciordl beszélink. Az (1.1) egyenlet az m X n tipusi
dltaldnosttott biszimmetria egyenlet. T6bb kérdés felvetédik: Mi legyen az (1.1)-ben
szereplo fiiggvények értelmezési tartomanya illetve értékkészlete ? Mely fiiggvényeket te-
kintsiik (1.1)-ben adottaknak illetve ismeretleneknek ? Milyen termelési (F, Fi, ..., Fp,)
illetve aggregalé (G,Gh,...,G,) figgvények johetnek széba konzisztens aggregécid
soran? A gyakorlatban el6fordul, hogy ha a raforditasok értékét pénzben fejezik ki,
akkor aggregaldaskor a kozonséges Osszeadast hasznaljak, azaz

Gr(yr,- - ym) =i+ Fym 8 Gy, Ym) =91+ + Ym
(k=1,...,n), igy (1.1)-bdl a termelési fliggvényekre a téle sokkal egyszeriibb
Flot 4 ) = B o+ Fun) (2= (a0, 230)

u.n. Pexider egyenlet adodik, amelynek a valds értékii folytonos megoldasai — amint az
Radé-Baker [RB87, Corollary 3]-bdl indukciéval konnyen kovetkezik — legfeljebb elséfoku



polinomok. Ugyanakkor a gyakorlatban is hasznalt C'D (Cobb-Douglas) és CES (Con-
stant Elasticity of Substitution) termelési fliggvények

Fz,...,z) =a2" .. 2% (z,...,2, €]0,+00[)
illetve
Fzi,... z) =a(e12b + -+ e 22)Y" (z1,..., 2, €]0,400[)
alakuak (itt a,c, ..., ¢, pozitiv, b, b, ..., b, pedig nullatdl killonboz6 valds szamok), igy

a CD fliggvényekkel egyaltalan nem, a CES fiiggvényekkel pedig csak a b = 1 esetben
valésithaté meg (az Osszeaddssal) konzisztens aggregacié. Ebben a fejezetben — alkalmas
feltételek mellett — megadjuk (1.1) &sszes megoldésat, a szerepld fliggvények értelmezési
tartomanyarol csak azt tessziik fel, hogy nem iires halmazok. Hasonlé eredmények —
amelyeket gyakran Klein-Nataf ([Kle46], [Nat48]) tipusu tételeknek neveznek — 1946
6ta ismertek (ldsd példdul van Daal-Merkies [vDM87], Green [Gre64], Aczél [Acz97]).
Részletesebben itt csak a jelentds hatdsi Gorman [Gor68] dolgozatrdl szélunk, amelyet
helyenként ki kellett javitani (ldsd von Stengel, [vS93]). [Gor68]-ban az a {6 kérdés,
hogy mikor lehet az mn valtozos A fiiggvényt — alkalmas G, Fy, ..., F,, F,G1,...,G,
fliggvények segitségével — egyidejiileg felirni az aldbbi két alakban

A(l‘n, . ,ZEmn) = G(Fl(l'n, . ,ZEln), ceey Fm(xml, . ,xmn))
és
A(l’ll, e ,l'mn) = F(G1($11, . ,.Z'ml), . 7Gn($ln7 e ,.Qfmn))

Vildgos, hogy ha ez a kétféle felirds lehetséges, akkor teljesiil (1.1) is. [Gor68]-ban a
valasz az, hogy a kétféle feliras — bizonyos feltételek mellett — pontosan akkor lehetséges,

ha
A(l’ll’ e axmn) = 90<Z Z ﬁjk<xﬂf)>

j=1 k=1

teljestl alkalmas ¢ és [3;;, fiiggvényekkel. A konzisztens aggregécié problémadja szem-
pontjabol viszont fontos lenne meghatarozni magukat a G,G4,...,G,, F, Fy,..., F,
fiiggvényeket is (1asd még Pokropp [Pok78], [vDM87]). [Gor68]-ban és késébb [vS93]-ban
is a bizonyitasok halmazelméleti és kombinatorikai megfontoldsokon til az

F(G<I7y)7z> = H(l‘, K(y,Z))

altaldnositott asszociativitési egyenleten alapulnak és Aczél [Acz66]-ra (311-313 oldal)
hivatkoznak. Itt azonban néhany oldallal kés6bb (314-315) és Taylor [Tay78]-ban ma&s
feltételek mellett a

(1-2) G(Fl(Iu, $12), F2($21, 9522)) = F(G1($11, 9521), G2($12, 9522))

altaldnositott biszimmetria egyenlet — amely (1.1) n = m = 2 speciélis esete — is meg van
oldva. Ezért természetesnek latszik az (1.2) egyenletre vonatkozé ismert eredményt az
(1.1) egyenletre indukciéval kiterjeszteni. Ebben a fejezetben eldszor ezt fogjuk megtenni
és — ellentétben az emlitett ismert eredményekkel — az (1.1)-ben szerepld fiiggvények



értelmezési tartomanyaiként szolgalé halmazokra semmilyen rendezési vagy topoldgiai
jellegti feltételt nem szabunk. Az 1.1. és 1.2. részekben egy-egy megoldasat adjuk az
(1.1) egyenletnek, majd az 1.3. részben ezekbdl kovetkeztetéseket vonunk le a valds
esetre. E fejezet eredményei Aczél-Maksa [AM96b]-ben, Aczél-Maksa-Taylor [AMT97]-
ben tovdbbd részben Aczél-Maksa [AM96al-ban és Aczél-Maksa [AM97]-ben vannak
publikdlva. Magyar nyelven a Maksa [Mak97]-ben és Maksa [Mak01]-ben jelentek meg
ismertetések az ide vonatkozd eredményekrol.

1.1 A KONZISZTENS AGGREGACIO PROBLEMAJANAK MEGOLDASA
EROS SZURJEKTIVITAS ES INJEKTIVITAS MELLETT

Legyen n € N (N a pozitiv egészek halmaza), legyenek A, ..., A, nem-iires halma-
zok, B egy halmaz, H : Ay x --- x A, — B egy fliggvény, 1 < p < n és a, € Ay,
ke{l,...,n}\ {p} rogzitett. Ekkor a

(1.3) HP(t) = H(ay, ..., ap—1,t,api1, .., Q) (te A

moédon definidlt H? : A, — B fliggvény H egy — p-edik véltozdja szerinti — parcidlis
fuggvénye. Nyilvanvald, hogy H-nak altalaban tobb p-edik valtozdja szerinti parcialis
fiiggvénye van, minden a;, € Ay, k € {1,...,n} \ {p} elem (n — 1)-eshez tartozik egy.
Azt mondjuk, hogy H erdsen szirjektiv (injektiv, bijektiv) a p-edik valtozéjaban, ha H
Osszes HP : A, — B parcidlis fiiggvénye sziirjektiv (injektiv, bijektiv). Azaz, barmely
be Bésa, € Ag, k € {1,...,n} \ {p} esetén létezik (legfeljebb egy, pontosan egy)
a, € A, ugy, hogy HP(a,) = b. Ennek a résznek a f6 eredménye annak igazoldsa
lesz, hogy ha (1.1)-ben a kiils6 G és F' fiiggvények minden valtozéjukban erdsen in-
jektivek és a belso Fi,..., F,,, Gi,...,G, figgvények minden valtozéjukban erdsen
sziirjektivek, akkor (1.1) megoldasai kifejezhetok egy alkalmas Abel csoport-miivelet
valamint egyvaltozds bijekcidk és sziirjekcidk segitségével. Eloszor az alabbi két lemmat
igazoljuk.

1.1 LEMMA. ([AMY6b]) Legyen 2 < M € N, N € N, X, nem-tires halmaz (j =
L...,M; k=1,...,N), (T,%) Abel csoport, ® : TN — T, E;: Xj; x -+ x X;n — T
tetszoleges és fip + Xjp — T szirjektiv (j =1,...,M; k=1,...,N). Pontosan akkor
19az, hogy ® az dsszes valtozojdban erdsen bijektiv és

@(f11($11) Kook fM1(!EM1), cee fuv(xuv) koee ok fMN(xMN»

1.4
( ) :E1(1’11,---79€1N)*“'*EM(JJMl,---,UCMN)

teljesil minden xj, € X (j=1,...,M; k =1,...,N) esetén, ha (T,*)-nak vannak
olyan py,...,pn automorfizmusai és T-nek olyan dy, ..., dy elemei, hogy

(1.5) O(ty,...,ty) = pi(ty) - *xpn(ty) xdy*---xdy és
(16) Ej(xj17"'7xjN> = pl(fjl(le)) *"-*pN(ij(ilj'jN>) *dj

minden t, € T, x;, € Xjp, j€{1,...,M} ésk e {1,...,N} esetén.



Bizonyitas Legyenec T az egységelem. Mivel fj, : X;, — T sziirjekcid, van
olyan x?k € T, hogy fjk(azgk) =e(j=1,....M; k=1,...,N). Legyen 1 <i < M
rogzitett és wj, = afy, j € {1,..., M} \ {i} (1.4)-ben. Mivel (T, *) kommutativ,

M
(1.7) q)(fi1($il)a cee fiN(l“iN)) = Ei(wi1, .., 2in) * HEj(x?17 cee ,51721\/)
j=1
J#i

minden x; € Xy, K =1,..., N mellett. Itt és a tovabbiakban is hasznaljuk a

M M M
_ 4 o A —1
HSj—S1*"'*SM és a ||s]— HSJ * S

j=1 j=1 j=1
J#
jeloléseket, ha s1,...,sy € T. (s;' az s; € T elem inverze.) Legyen
-1
M
0 0
4 = HEj<xj17 CHTiy)
j=1
J#i

Ekkor (1.7)-b6l

(18) Ei(xily e ,SCiN) = @(fil(lvil), ce 7fz'N(xiN>) * q;

kovetkezik. Ezt felhasznalva, (1.4)-b6l azt kapjuk, hogy

(I)<Hfj1<xj1>7 S Hij(%N)) = Hq)<fj1(xj1>7 o fin(Ein)) qu'

Mivel fj, : X — T sziirjekcid, ebbdl

M

M M M
(19) @(Ht]’h...,Hth) :H(I)<tj1,...,th)*Hq]'
j=1 j=1 j=1 j=1

kévetkezik minden tj, € T (j =1,...,M; k=1,...,N) mellett. Legyen itt ¢;;, = e, ha
3< i< Més1<k<N,legyen tovabba

M
(1.10) c=0(e,....e) "« [[ s
j=1

Ekkor — (1.9) szerint —
(b(tll * t21, ce ,th * tQN) = (I)(tlla RN ,th) * q)(tgl, e )tQN) * C,
ami a

(1.11) Uty ... tn) =D(tr,....txy)xc ((t,...,tn) €TV)



definiciéval
qj(tll * t21, c. ,th * tQN) = \I’(tn, P ,th) * \I[(tgl, c ,tQN)

alaki lesz. JOl ismert (ldsd példdul Aczél-Dhombres [AD89], 46. oldal), hogy ekkor
vannak olyan py : T — T endomorfizmusok (azaz amelyekre py(u * v) = pg(u) * pr(v)
teljesiil minden u,v € T esetén) (k= 1,..., N), hogy

(1.12) Uty ty) = pi(t) % paltn) (4, ... tx) € TY).

Mivel ® az Osszes valtozdjaban erdsen bijektiv — (1.11) miatt — ¥ is az, ezért (1.12)-
bél azt kapjuk, hogy pi bijekcié és igy automorfizmus (k = 1,..., N). Ezek utan (1.6)
kovetkezik az (1.8), (1.11) és (1.12) egyenl8ségekbdl a d; = ¢ *¢q (i = 1,...,N)
definfciéval. Igy (1.6)-bol, (1.4)-bél, (1.12)-bél ¢t = dy * - - - % dy; adédik, majd (1.11)-
bél és (1.12)-bSl megkapjuk (1.5)-6t is.

A forditott irdnyu allitas szamolassal igazolhaté. O

1.2 LEMMA. ([AM96b]) Legyen 2 <m €N, 2<n eN, O # X, Y;, Zy, S tetszdleges
halmaz, F; @ Xj3 x -+ X X5, = Y, G @ Xy x - x Xop — Z (J = 1,...,m;
k=1,...,n), F:Zyx - xZ, -85, G:Y1x---xY, -5 T=GY,...,Yn).

Tegyiik fel tovdbbd, hogy F; és Gy minden vdltozdjdban erdsen szirjektiv (j =1,...,m;
k=1,...,n), F és G pedig minden valtozdjaban erdésen injektiv valamint teljesil (1.1)

barmely xj, € X1, esetén (j=1,...,m; k=1,....n). EBkkor F: Zy x ---x Z, — T és
G:Y) x---xY,, = T minden vdltozojukban erdsen bijektiv fiigguények.

Bizonyitads. A feltételek miatt F'(Zy,...,2Z,) =T is teljesiil. Legyen 1 < p < n.
Igazoljuk, hogy F : Z; x ..., xZ, — T a p-edik valtozdjaban erésen bijektiv. Legyen
ugyanis ay € Zx, k € {1,...,n} \ {p} és b € T. Ekkor van olyan (ax,...,amr) €
Xig X -+ X Xk, hogy ar, = Gy, (a1g, . . ., ani), mert Gy, sziirjektiv (k € {1,...,n}\ {p}).
Masrészt olyan (y1,...,Ym) € Y1 X -+ X Yy, is van, melyre b = G(y1, ..., ynm) teljesiil.
Ugyanakkor az Fi, ..., F,, fiiggvények a p-edik valtozéjukban erdsen sziirjektivek , ezért
van olyan (aip,...,amp) € Xip X -+ X Xppp, hogy Fi(aji, ..., ajp, ... Q) = y;, ] =
1,...,m. Ezért (1.1) miatt

b=Gr,-- ym) = G(Fi(ar1, ..., a10), s F(@mi, -« s Gmn))
= F(Gi(a11, -y am1), -, Gplarp, - s amp)s - o, Gp(@in, - - o Q)
=F(ay,...,0p-1,Gp(a1p, .., mp)s Qpi1, - ., Cp),
azaz F p-edik valtozdja sgerinti parcidlis fiiggvénye a G,(a1p, ..., anp) € ZP pontban

felveszi a b € T értéket. Igy F' a p-edik valtozdjaban erdsen sziirjektiv. Mivel erdsen
injektiv is, ezért erésen bijektiv. Hasonlbéan igazolhatd, hogy G is erdsen bijektiv minden
valtozojaban. O

Ezek utan, igazoljuk ennek a résznek a f6 eredményét.



1.3 TETEL. ([AM96D]) Legyenek 2 < m és 2 < n rigzitett természetes szimok, O # X,
Y;, Zy és S halmazok, F; : Xj; X -+ x X, = Y, G : Xy X -+ x Xy — Zy,
F:Zyx-xZ,— S é G:Yyx---xY,, = S figguények (j =1,....m; k=1,....,n).

Pontosan akkor igaz, hogy az F; és Gy, figguények erdsen sziirjektivek (5 = 1,...,m;
k = 1,...,n) minden vdltozdjukban, az F és G figguények erdsen injektivek minden

valtozojukban, tovabbd fenndll, hogy
G(Fl(xn, Ce ,Iln), Ce 7Fm($m1a Ce ,Imn))

(1.1)
= F(Gl(xlb st >xm1)7 ce >Gn($1n7 s >$mn))

minden xj, € X, esetén (j=1,...,m; k=1,...,n), ha van olyan (T, *) Abel csoport,
hogy T = G(Y1,...,Yn), tovdbbd vannak olyan f;, : X, — T szirjekciok és olyan
g; Y, =T, hy: Zy, — T bijekciok, hogy

(1.13) F(z1,...020) = hi(z1) % % hy(z),

(1.14) G- Ym) = 91(y1) * - * Gn(Ym),

(1.15) Fi(xjr,. . xm) = g5 (fi(en) * % fin(zim))
(116) Gk(l‘lk, e ,l’mk) = h,;l(flk(l'lk) E R 3 fmk,’(xmk>)

teljesil minden zy, € Zy,, y; € Yj és wj, € Xji esetén (j=1,...,m; k=1,...,n).

Bizonyitads. Az azallitds, hogy az (1.13) — (1.16)-ban definidlt fliggvények (1.1)
kivant tulajdonsagi megoldasai, szamolassal igazolhatod, ezért nem bizonyitjuk.

(i) A forditott allitdst el6szor az m = 2 esetben igazoljuk, éspedig n szerinti teljes
indukciéval. Ha még n = 2 is teljesiil, akkor (1.1) az

(1-2) G(Fl(l'lla 3512), F2(1E21, 9522)) = F(G1($11, 9521), G2($12, 9522))

egyenletbe megy &t és a feltételeink garantaljak, hogy alkalmazhaté Taylor [Tay78, The-
orem 5] eredménye, amely szerint igaz az allitds az (m = 2 és) n = 2 esetben, azaz van
olyan (7', %) Abel csoport (1" = G(Y1,Y2)) és vannak olyan f;; : X, — T sziirjekciok
ésolyan g; : Y; = T, hy : Z — T (j = 1,2; k = 1,2) bijekcidk, hogy fennall (1.13) —
(1.16), ha m = n = 2. Folytatva az n-szerinti indukcids bizonyitast, tegyiik fel, hogy
n > 2 és igaz az allitds n helyett (n — 1)-re. Az m = 2 esetben (1.1)

(117) G(Fl([Ell, Ce Zlfln), FQ(ZBQl, c. $2n)) = F(G1($11, 1’21), c. ,Gn(fﬁln, x2n)>

alakia. A feltételek és az 1.2. Lemma miatt Fy, F5, Gq,...,G, minden véltozojukban
er6sen szirjektivek mig G : V1 x Yy, - T = GY,Ys) és F : Zy x -+ X Z,, —» T =
F(Zy,...,Z,) minden valtozéjukban erésen bijektivek. Legyen a;, € X, rogzitett
(j =1,2) és definidljuk az F és F] fiiggvényeket az aldbbiak szerint:

F(z1, .. 2n21) = F(21, .o, 2nm1, Gulain, o)) (2 € Zg, 1 <k <n-—1)
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és

Fi(z1,...,0p-1) = Fj(z1, ..., xno1,a4n) (2 € X, 1<k<n-—-1; j=1,2).

Ekkor (1.17)-bél az xj, = aj, (j = 1,2) helyettesités utdn

G(F1(I11, e 7$1,n—1), F2(9621, .. ,$2,n—1)) = F(G1(l‘11, 9521), e 7Gn—1(x1,n—17 $2,n—1))

adédik, ami ugyanolyan alaki egyenlet, mint (1.17) csak n helyett (n — 1), F} helyett

F; (j = 1,2) és F helyett F' szerepel benne. Alkalmazhat6 az indukciés feltétel, amely
szerint G és Gy,...,G,_1 maris (1.14) illetve (1.16) alaku (itt természetesen m = 2),
azaz

(1-18) G(@/lay2> = gl(yl) * 92(3/2) (3/1 €Y, ¥y € Yz),
(1.19) Gr(z1k, Tor) = il];1<]g1k<$1k) * fzk(ﬂﬁ%))
(€ Xjk, =12, k=1,...,n—1),

ahol fjk X — T = GV, Ys) szirjektiv, g; @ Y, — T és h:Z, - T bijektiv
figgvények (7 = 1,2; k=1,...,n—1) és (T, %) Abel csoport. Helyettesitsiik (1.17)-be
G (1.18) alakjat. Ekkor

g1 0 Fi(x11, ..., T1 1, T1n) * G2 © Fo(@a1, ..., Tan_1, Tay)
(1.20) = G(G1(z11,221); - -, Go1 (@1 -1, Tan—1), Gr(T10T2,))
(.fl?jk EXjk, j: 1,2, kzl,,n)

kovetkezik. Legyenek ezittal az aj), € X, elemek rogzitettek (j = 1,2,k =1,...,n—1)
és definidljuk a h,, és fj, fiiggvényeket (j = 1,2) az alabbiak szerint:

(121) Bn(t) = F(Gl(an, (121)7 ey Gn_l(alm_lag’n_l), t) (t - Zn),
(1.22) fin(@) =gj 0 Fj(aj,... a0 1,2) (x € Xjn, j=1,2).

Mivel Fj erésen szirjektiv az m-edik valtozdéjaban és g; bijekcié T-re, ezért f;, is

sziirjekcié T-re (j = 1,2). Maésrészt az 1.2 Lemma miatt F' erésen bijektiv, tehat h,
bijekcié T-re. Tovabba (1.22), (1.20) és (1.21) miatt

f1n($1n) * fzn(CCQn) = 010 Fl(adl; <o A1 n—1, $1n) *go 0 F2(a217 <oy A2 n-1, xzn)
= F(Gl(an, G21)7 .. 7Gn—1(a1,n—17 a2,n—1)7 Gn(xlna $2n))

}Nln o Gn(x1n7 xQn)a

azaz

(123) Gn(l'ln,l‘gn) = il;l (fln(xln) * fgn(ﬂfgn)> (l’jn < Xjna ] = 1, 2)
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Ezek utdn helyettesitsiik (1.20)-ba a Gj fiiggvények (1.19)-ben illetve (1.23)-ban
megadott alakjat. Ekkor azt kapjuk, hogy
g1 © Fl(«rll; N 7x1n> * g2 © FQ(IQl, . ,Ign)
= F<ilfl(f11($11) * f21(3321)), . 7f7;1(f1n($1n) * ]E2n($2n)))

minden z;;, € X, mellett (j =1,2; k =1,...,n). Ez egy (1.4) alaku egyenlet, amelyre
alkalmazhaté az 1.1. Lemma. Valéban, legyen M = 2, N = n tovabba

(1.24)

Uty .. tn) = F(hi'(t), ... Ayt (tn)) (theT, k=1,...,N),
Ei(z1,...,zn) = gjo Fj(z1,...,2N) (e, € Xk, j=1,2; k=1,...,N).

Ekkor (1.24) éppen az (1.4) egyenlet, és az 1.1. Lemma tobbi feltétele is teljestil, igy
(T, %)-nak vannak olyan py,...,p, automorfizmusai és vannak olyan dy,ds € T elemek,

hogy

(1.25) Fi(z1, ... 2) 2951<Hpk0ﬂk($k)*dj)

k=1
és
(1.26) F(zl,...,zn):Hpkofzk(zk)*dl*@
k=1
minden z, € X, és 2z € Zj esetén (k = 1,...,n; j = 1,2). Most mar csak néhany

ujabb jelolést kell bevezetni: legyen
(1.27)  hi(z1) = prohi(z1) xdixdy b5 hyl(z) = prohu(z) (2 <k <n),
(128) fu(z1) = profuw)d; b filwr) =pro finlwr) 2 <k <n)

(2 € Zy , 2 € Xy , k=1,...,n; j = 1,2). Nyilvanvald, hogy ekkor hy : Z, — T
bijekeid, fj @ Xo, — T sziirjekeié (k = 1,...,n; j = 1,2) és (1.25)-bél illetve (1.26)-bol
kovetkezik (1.15) (az m = 2 esetben) illetve (1.13). Végiil felhaszndlva (1.27)-et kapjuk,

hogy 3 .
hit(t) = hit(pi(t) xdix dy) és R ' () = by opi(t) (2 <k < n).

Ezért (1.19)-bél illetve (1.23)-bdl — (1.28)-at, valamint azt figyelembe véve, hogy pg
automorfizmus — adédik, hogy

Gi(er,zs) = bt o (fuler) * far(22))
= W' (o (fu@) * far(w2)) * di x do)
= hit(pro fu(wn) *pr o far(wa) * di % dy)
= ' (fulen) * far(22)),
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illetve

Gi(z1,m2) = h;' (pk(flk(xl) * f2k($2)))
= h,;l(pkofuc(xl) *pkof%(@))
= ht (flk(xl) * fzk($2))7

ha 2 < k < n. Ezzel igazoltuk az allitast m = 2 és 2 < n € N esetén.

(ii) Most m-szerinti teljes indukciéval igazoljuk az &llitast tetszéleges 2 < m € N és
2 < n € N mellett. A bizonyitds (i) részében megmutattuk, hogy igaz az &llitds, ha
m = 2. Legyen tehdt (rogzitett n mellett) m > 2 és tegyiik fel, hogy igaz az allitds m
helyett (m — 1)-re. Legyen a,,; € X, rogzitett (k=1,...,n),

é(yl,...,ym_l) =G, Ym1, Fmn(@mi, -5 Gmn)) (yj€Y;, 1<j<m-—1)
és
ék(atl, s Zme1) = Gz, T, ame) (5 € Xjg, 1 <7 <m—1; 1 <k <n).
Ekkor (1.1)-bél
G(Fl(l"ll,---,l"ln),---,Fm—l(ﬂim—l,h---,xm—1,n))
= F(él(xll, ey 1) én(:zrln, e 7xm—1,n)>

kovetkezik (z;, € Xji, 1 < j <m—1; 1 <k <n). Alkalmazhaté az indukcids feltétel
és azt kapjuk, hogy F, Fi,..., F,,_1 (1.13), illetve (1.15) alaki, azaz

(1.29)

(1.30) Fz1,. . 20) = hi(wy) s xho(za) (2w € Z, 1 <k<n),
(1.31)  Fi(wj, ... xm) = 3 (f(wp) « - * fin(zgn)
(I'JkEX]k,lSkSn,lS]Sm—l),

ahol fj, : X — T sziijektiv, §; : Y; — T és hy, : Zp — T bijektiv (1 < j < m — 1;
1 <k <mn)és (T,*) Abel csoport. Irjuk be (1.1)-be F' (1.30) alakjat. Ekkor

G(Fl(l‘ll, e ,ZL‘ln), ey Fm(l'ml, e ,[L’mn))
(1.32) ) i
= hl OGl(IH,...,Sle) kooee *hmOGn(l’ln,...,l’mn)

adédik minden zj, € Xy esetén (1 < j <m; 1 <k < n). Rogzitsiik ezittal az aj, € X,
elemeket (1 < j<m—1;1<k <n) és definidljuk a g és f,. fliggvényeket az alabbiak
szerint:

(133) gm(t) = G(F1<a11>-"aaln)a"'amel<am717'"7&m71,n)7t) (te Ym)7

(1.34) for(z) = hy o Grlaik, . am-1p,v) (€ X, 1 <k <n).
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A feltételek miatt frp : X — T sziirjekeié (1 < k < n) és G : Y — T bijekei6 (az
1.2. Lemma miatt ugyanis G erésen bijektiv az utolsé valtozdjaban). Tovabba (1.32)-bdl,
(1.33)-bol és (1.34)-b6l az zj, = aji (1 < j <m —1; 1 <k <n) helyettesitéssel

(1.35) Fo(Tomts - s Tonn) = G (fml(xml) K ok fmn(a:mn))

kovetkezik minden zp; € X (1 < k < n) esetén. Irjuk most be (1.1)-be F (1.30) és
F; (1.31) illetve (1.35) alakjat. Ekkor azt kapjuk, hogy

G(gfl(fll(xll) ook fln(xln))a s 797711<f~m1(xm1) ORI fmn(xmn»)
= hy 0 G1(T11y vy Typy) k- -+ % h,, 0 Gu(T1ny -+ oy T

fennall minden zj, € Xj; (1 < j <m; 1 <k < n) mellett. Ez ismét egy (1.4) tipusi
egyenlet, amelyre teljesiilnek az 1.1. Lemma feltételei. Ezért

(1.36) Gr(xy, ..., xp) = ﬁk1<Hpjoﬂk(xj) *ck>

j=1
és
(1.37) G(ylv‘”ayn):Hpjogj(yj)*cl*"'*cn
j=1
teljesiil T" alkalmas py, . . ., p,,, automorfizmusaival és ¢y, . . ., ¢, elemeivel minden z; € Xj;,

és y; € Y; mellett (1 <j <m; 1<k <n). Definidljuk az alabbi fiiggvényeket:

hy(2) % ca % - % ¢y Bp(2) = hp(2) % ¢! (2
2

IA

k

IN

hl (Z)

(1.38) gi(y) =progi(y) xcrx---xcn, gi(y) =pjog;(y) (
(2 €2y, yeY))

n),

J

IA
IN

m)

és

fll(fE):plof11($)*cl*"'*cn>
(1.39) 3
fi(@) =pjo fix(x), haj+k>2; 1<j<m; 1<k<n (zeXj).

Nyilvanvald, hogy a hy : Z, — T és g; : Y; — T fuggvények bijekcidk, fjr : X — T
pedig sziirjekcié (1 < j < m; 1 < k < n), tovabba (1.36)-bdl, (1.38)-bdl és (1.39)-bél
kovetkezik (1.16), mert:

3

Gl(.’ﬂll....,xml) = ﬁl_l(Hpjofjl(le)*cl>
j=1

— hl—l(
J

s

pjofjl(xﬂ) * Cq **Cn>

1
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= hfl(fn(xn) * f21($21) ORI fml(xml)),

illetve 2 < k < n esetén

Gk(xllm . ,l’mk) = il,;l Hpj o ,]?jk(l’jk) * Ck)
j=1

= Iy Hpjofjk(%k)*cil*ck>

j=1

= bt H fjk(%’k)) :

Végiil (1.30)-bdl illetve (1.37)-bél (1.38) alapjan konnyen kovetkezik (1.13) illetve (1.14),
mig (1.15) (1.31)-bdl illetve (1.35)-bél adédik — (1.38) és (1.39) figyelembevételével:

Fi(z,... mn) = 91_1<le o fir(ay) *cr--- % Cn> = g1 (fuulz) % % fral@a)),
k=1

illetve a 2 < j < m esetben

Fi(zy,...,2,) = gj_l o p; (H,}ik(%))

1.2 A KONZISZTENS AGGREGACIO PROBLEMAJANAK MEGODASA
GYENGE SZURJEKTIVITAS ES EROS INJEKTIVITAS MELLETT

Legyen n € N, legyenek A, ..., A, nem-iires halmazok, B egy halmaz, H
Ay x -+ x A, — B egy fliggvény és 1 < p < n. Azt mondjuk, hogy H gyengén
szirjektiv a p-edik valtozéjaban, ha léteznek olyan ay € Ay, k € {1,...,n}\ {p} elemek,
hogy az (1.3) médon definidlt H? : A, — B fiiggvény sziirjektiv. Nyilvanval6, hogy
a p-edik valtozdjukban erdsen sziirjektiv fiiggvények a p-edik véltozéjukban gyengén
szurjektivek is. Azt mondjuk tovabba, hogy b € B elérhetd eleme H-nak, ha minden
1 <p <nésminden a, € Ai, k € {1,...,n} \ {p} esetén van olyan ¢, € A,, hogy
H(ay,...,0p-1,Cp,Apt1, ..., 0,) = b. Az is nyilvanvald, hogy ha H minden véltozéjaban
er0sen sziirjektiv, akkor B minden eleme elérheté eleme H-nak. Van viszont olyan
fiiggvény, amely minden valtozéjaban gyengén sziirjektiv, van elérheté eleme is, de
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egyetlen véltozdjaban sem erdsen sziirjektiv. Legyen példaul d a Dirichlet fiiggvény,
azaz,

1, haze@Q
d(z) =
0, hazeR\Q

(Q a raciondlis szamok halmaza) és H(x,y) = d(z)d(y), (z,y) € R® Ekkor A, =
Ay =R, B ={0,1}. H mindkét véltozdjaban gyengén sziirjektiv, mert H(z,1) = d(x)
é6s H(l,y) = d(y) (z,y € R), 0 € B H-nak elérheté eleme de H(x,v/2) = 0,
r € Rilletve H(v/2,y) = 0, y € R miatt sem az elsé sem a masodik véltozéjaban
nem erdsen szirjektiv. Ebben a részben azt fogjuk igazolni, hogy (1.1)-ben a bels6
fiiggvények erds sziirjektivitdsa gyenge sziirjektivitassal és elérheto elem létezésével
helyettesithet6. Az el6zetes eredmények megfogalmazasahoz sziikségiink van még két
fogalomra. Legyenek U, V és W halmazok. Azt mondjuk, hogy a H : U x V — W
fiiggvény eleget tesz a Reidemeister feltételnek (1dsd Taylor [Tay75], Aczél [Acz65)),
ha abbdl hogy wuy,us, ug,uy € U, vi,v9,v3,04 € V tovadbbd H(uj,ve) = H(ug,vy),
Hi(uy,vq) = H(ug,v3) és H(us,ve) = H(ug,vy) kovetkezik, hogy H (ug,vs) = H (uy,vs3).
Haegy H : U x V — W filiggvény eleget tesz a Reidemeister feltételnek, akkor azt
mondjuk, hogy H egy R-figguény. Az R-fliggvényekkel kapcsolatban ismert Taylor
aldbbi eredménye:

1.4 LEMMA. ([Tay75]) Legyen H : U x V. — W egy R-fiiggvény. Ha H wvalamelyik
valtozojaban gyengén sziirjektiv és H-nak van elérheto eleme W -ben, akkor vannak olyan
f:U—=W,g:V — W szirjekcick és van olyan (W, %), csoport , hogy

H(u,v) = f(u) *g(v) ((u,v) € UxV).
Ezt felhasznalva igazolhaté az aldbbi lemma:

1.5 LEMMA. ([AMT97]) Legyenek az F;, Gy, F és G figguények gy definidlva, mint
az 1.8. Tételben és tegyiik fel, hogy fenndll (1.1) minden z;, € X, esetén (1<j < m;
1<k<n). Tegyik fel tovibba, hogy F és G minden vdltozdjiban erdsen injektiv és
mindegyik F; és Gy figgvénynek van elérhetd eleme Y;-ben illetve Zy-ban (1 < j < m;
1 <k <mn). Ekkor bdrhogyan is régzitsik F; és Gy (m —2) illetve (n — 2) vdltozdjat, az
gy kapott kétvdltozos fiigguények mind R-figgvények (1 < j <m; 1<k <n).

Bizonyitds. Legyen j € {l,...,m} rogzitett, 1 < s <t < n pedig két rogzitett
természetes szam, ay € Xji, k € {1,...,n}\ {s,t} és

(140) F’]“St(l'sa xt) = Fj(ala ey A1, Ty Qs 1y - vy Qp—1,5 Ty At 1y - - - aa'n)a

ha (z, ;) € X;sxXj;. Igazolni fogjuk, hogy F]-St R-fiiggvény. Legyen ezért uy, uq, us, uy €
Xjs €s v1,v2,v3,v4 € Xj;, tovabba tegyiik fel, hogy

(1.41) th(ul,vg) = th(ug,vl), Fft(ul,m) = th(ug,vg), F]fSt(u;),,vQ) = Fft(u4,vl).
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Hasznéljuk fel el6szor (1.41) els6 egyenldségét (1.1) baloldaldn. (1.1) megfelel6 jobbol-
dalainak egyenloségébdl

F(Gl(xu,...,al,...,xml),...,Gs(xls,...,ul,...,xms),
..,Gt(xlt,...,1)2,...,xmt),...,Gn(xln,...,an,...,xmn))
(1.42)
:F(Gl(xn,...,al,...,xml),...,Gs(xls,...,ug,...,xms),
...,Gt(xlt,...,vl,...,xmt),...,Gn(xln,...,an,...,xmn))

kovetkezik. Hasonléan, (1.41) mésodik egyenldségébdl és (1.1)-bol

F(Gl(.fll,...,CLl,...,ZL’ml),...,Gs(.fls,...,ul,...,l’ms),
..,Gt(xlt,...,v4,...,Imt),...,Gn(xlm,...,an,...,xmn))
(1.43)
:F(Gl(mll,...,al,...,I’ml),...,Gs<$13,...,UQ,...,.fL'mS),
...,Gt<l’1t,...,Ug,...,l‘mt),...,Gn<$1n,...,an,...,xmn))

adédik minden z;, € X (J € {1,....m}, k € {1,...,n} \ {s,t}) esetén.
A (1.42) és (1.43) egyenléségek baloldalai csupan a Gy(xig, ..., U2, ..., ;) €S
Gi(Z1t, .-, Vg, ..., Tpy) tagokban kiilonbézhetnek egyméstél. Megmutatjuk, hogy az x
véltozdk alkalmas értékeire ezek egyenloek. Legyen p € {1,...,m}\{j} éslegyen b € Z,
a Gy fiiggvény elérhetd eleme. Legyen tovabbd by, € Xy (k€ {1,...,n}\{j,p}). Ekkor
— az elérhetd elem definicidja szerint — van olyan b, € X, hogy

Gt(blta'"7/U27”‘7bpt7"'7bmt> = b,
azaz v9-h0z vannak olyan by € X (i € {1,...,n}\ {j}) elemek, hogy
(144) Gt(blt,...,vg,...,bmt) =b.

Hasonl6an igazolhat6, hogy vs-hez vannak olyan ¢;; € X (1 € {1,...,n}\ {j}) elemek,

hogy
Gt(01t,...,v4,...,cmt) =b.

Ezért (1.44)-bol
(145) Gt(blta ey, U2yt 7bmt) = Gt(CH, ey Ugy .. )Cmt)

kovetkezik. Hasznaljuk ezt fel igy, hogy legyen el6szér (1.42)-ben z;; = by (j €
{1,...,m}\ {s}), majd (1.43)-ban z;; = ¢;s (j € {1,...,m} \ {s}). Ekkor (1.42) és
(1.43) igy kapott baloldalainak egyenléségébdl a megfelelé jobboldalak egyenlésége, azaz

F(Gl(xn,...,al,...,Im1>,...,GS(I'IS,...,UQ,...,JZmS),...,Gt(blt,...,’Ul,...,bmt),
..,Gn(arln,...,an,...,xmn))

:F(Gl(:rn,...,al,...,xml),...,Gs(xls,...,ug,...,:rms),...,Gt(xlt,...,vg,...,xmt),

..,Gn(xln,...,an,...,:vmn))
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kovetkezik. F' azonban a t-edik valtozéjaban erdsen injektiv, igy
(146) Gt(blt; ey Uy ey bmt) = Gt(clt; O T ,Cmt).

Hasznéljuk most fel (1.41) harmadik egyenletét és (1.1)-et valamint az (1.40) definiciét.
Ekkor

F(Gl(xn,...,al,...,xml),...,Gs(xls,...,u3,...,xms),...,Gt(:clt,...,w,...,xmt),
..,Gn(arln,...,an,...,a:mn))
:F(Gl(xn,...,al,...,a:ml),...,Gs(xls,...,u4,...,xms),...,Gt(xlt,...,vl,...,xmt),
..,Gn($1n,...,an,...,xmn))

kovetkezik. Legyen itt z; = by (1 # j). lgy

F(Gl(ZL’H,...,al,...,[L’ml),...,GS(ZL‘ls,...,Ug,...,J]mS),

...,Gt(blt,...,1)2,...,bmt),...,Gn(xln,...,an,...,mmn))

:F(Gl(ﬂfll,...,CLl,...,xm1>,...,GS(.TIS,...7U4,...,JJmS)7
---7Gt<b1t7--~7U17~--7bmt>7~--7Gn<x1n7~--7an7--~7xmn>)

adddik. Figyelembe véve (1.45)-6t és (1.46)-ot, az (1.47) egyenletbol

(1.47)

F(Gl(xn,...,al,...,:Uml),...,Gs(xls,...,ug,...,xms),...,Gt(clt,...,v4,...,cmt),
..,Gn(xln,...,an,...,xmn))
:F(Gl(arll,...,al,...,:I:ml),...,Gs(xls,...,u4,...,a:ms),
...,Gt(clt,...,vg,...,cmt),...,Gn(xln,...,an,...,xmn))

kovetkezik. Innen az (1.1) egyenlet alapjén azt kapjuk, hogy

G(F1($11, ooy L1gy ey Crgy e e 7$ln)a Ca ,Fj§t<U3,U4),

'-7Fm(xm1a~"7xm57--'acmta'~-7mmn))
= G(F1<:U117 s Llsy ey Clty e 7x1m>7 ) F’;t(u%UB)a
ey o (Tmts o Tonsy - s Conty + - - ,xmn))
Ezért — G j-edik valtozdjaban valé erds injektivitdsabol — F*(us,vs) = F'(ug,vs)
kovetkezik, igy th R-fiiggvény. Hasonléan bizonyithaté az éllitdas F} helyett Gj-ra
is. O

Most mar igazoljuk ennek a résznek a f6 eredményét, amely az 1.3. Tétel
altalanositéasa.

1.6 TETEL. ([AMTI7]) Legyenek 2 < m és 2 < n régzitett természetes szamok, O # X,
Y;, Zy és S halmazok, F; : Xj1 X -+ x X, — Y, G : Xy X -+ x Xy — Zy,
F:Ziyx-xXZ, > 8éG:Y x--xY, — 8 figguények (j = 1,...,m; k =
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1,...,n). Pontosan akkor igaz, hogy minden F; és Gy figgvénynek van elérhetd eleme
Y;-ben illetve Zy-ban, F; és Gy, gyengén szirjektiv valamelyik valtozdjaban (j = 1,...,m;
k=1,...,n), F és G erdsen injektiv minden vdltozdjiban, tovabbd

G(Fl(l‘ll, .. 7ZE1n), ceey Fm(ZL’ml, c. ,xmn))

(1.1)
= F(Gl(aﬁb e 7$m1)7 e 7Gn(351m e men))

fenndll minden xj, € Xj esetén (j=1,...,m; k=1,...,n), ha van olyan (T, ) Abel
csoport , hogy T = G(Y1,...,Y,,), tovabbd vannak olyan fi, : X — T szirjekciok
és olyan g; - Y; — T, hy, © Zy, — T bijekciok, amelyekre teljesilnek az (1.13) — (1.16)
egyenldségek minden z, € Zy, y; € Y; és xj, € Xjp mellett (j=1,...,m; k=1,...,n).

Bizonyitas. Az1.3. Tétel miatt elegend6 azt beldtni, hogy ha minden Fj és Gy,
fliggvénynek van elérhet6 eleme és mindegyik valamely valtozéjaban gyengén sziirjektiv
és teljesiil (1.1), akkor F; és G minden valtozéjdban erdésen sziirjektiv (j = 1,...,m;
k=1,...,n). Tegyik fel elészor, hogy F; gyengén sziirjektiv a g-adik valtozdjdban,
azaz vannak olyan ay € Xj; (k€ {1,...,n}\ {¢}) elemek, hogy az

zy = Fiay, ..., a4-1,2q, 0115 an) (24 € Xjq)

fliggvény értékkészlete Y;. Legyen r € {1,...,n}\ {q} és tegyiik fel példdul, hogy ¢ < r.
Ekkor az 1.5. Lemma miatt az

(1.48) Fi'(wg, ) = Fj(a1, ..., Qq-1,Tq, Qgi1, -+, Qpo1, Tpy Qg1 - - - Q)

(24 € Xjq, 7, € Xj,) médon definidlt F" fiiggvény R-fiiggvény. Masrészt F)" gyengén
sziirjektiv az elsé véltozéjaban és van elérhetd eleme is, amelyet F-t6l 6rokolt. Ezért az
1.4. Lemma alapjan azt kapjuk, hogy van olyan f : X;, — Y} és g : X;, — Y sziirjekcié
és olyan (Y}, *) csoport, hogy

Fi(xg, xp) = f(xg) ¥ 9(22) (2 € Xjg, @ € Xjr).

Most, megmutatjuk, hogy Fj" er6sen sziirjektiv az elsé véltozdjaban. Legyen ugyanis
a€ X ésy €Y, Mivel yxgla)™t €Y és f: X;, — Y; szirjekeid, ezért van olyan
q € Xjg, hogy f(zy) =y = g(a)™". Igy

F"(wg,a) = [(zq) * g(a) = (y* g(a)™") * g(a) = y.

Hasonléan kapjuk, hogy F]f” a masodik valtozdjaban is erdsen szirjektiv. Ezért fi-
gyelembe véve (1.48)-at — Fj gyengén sziirjektiv az r-edik valtozdjdban, ha ¢ < r. Ha-
sonléan igazolhatd, hogy F); gyengén sziirjektiv az r-edik valtozéjaban akkor is, ha r < g.
Nyilvanvald, hogy F; a g-adik és igy minden valtozdjaban gyengén sziirjektiv, ami az
elozbek szerint azt eredményezi, hogy qur erosen sziirjektiv mindkét valtozéjaban min-
den ¢, € {1,...,n}, ¢ # r esetén. Most azt fogjuk igazolni, hogy F} erdsen sziirjektiv
az i-edik valtozéjaban barmely 1 < ¢ < n mellett. Mivel F}; gyengén sziirjektiv az i-edik
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valtozdjdban, vannak olyan as € Xj, (s € {1,...,n} \ {i}) elemek, hogy minden y € Y;
esetén

Fj(al, B ¢ 7 T P iy N ¢ T [ ,an) =Yy
teljesiil valamely x; € Xj; mellett. Legyen b, € X5, (s € {1,...,n}\{i}) tetsz6leges. Az
el6bb megallapitottuk, hogy (tobbek kozott) F jli mindkét valtozojaban erdsen sziirjektiv,
ezért F}*(ay, x1) = F}'(by, z9)valamely x5 € Xj; mellett és igy

P}(bl,ag, ey A1, T2, Qg 1y - - ,Cln) =Y.

Folytassuk ezt az eljarast dgy, hogy az as elemeket rendre cseréljik ki a b, elemekre
(s # i) valamint az x4 elemet x4 1-re, ha s < i és x,_;-re ha s > i mindaddig, amig meg
nem kapjuk, hogy

Fi(bi,...,bic1, 20, biy1, ..., by) = v,
ami igazolja, hogy F; erésen sziirjektiv az i-edik véltozéjdban és igy — mivel 1 < ¢ < n
tetszoleges volt — minden valtozdjaban. Hasonléan bizonyithatd, hogy Gy is erdsen
szirjektiv minden valtozdjaban. O

1.3 EGYERTELMUSEG, KOVETKEZTETESEK A VALOS ESETRE

Az el6z6 két részben a konzisztens aggregacié alapproblémajara, hogy tudniillik mi-
lyen termelési és aggregdld fliggvények johetnek széba az eljarasndl, tetszoleges nem-
tires halmazok esetében adtunk egy-egy megoldast. A témakorben tovabbi kérdés
azonban az, hogy adott termelési fliggvényekhez (mint pl. a bevezetésben definidlt
CD és CES figgvények) milyen aggregdlé fliggvények tartoznak, amelyekkel az agg-
regaci6 konzisztens. Az emlitett (CD, C'ES) termelési fliggvények valtozdi pozitiv
szamok, a fiiggvények maguk pedig folytonosak és minden valtozéjukban szigortan
monotonak. A C'D fiiggvények minden valtozéjukban erésen bijektivek, igy rajuk alkal-
mazhato az 1.3. Tétel. A CES fiiggvények azonban egyetlen véltozéjukban sem gyengén
sziirjektivek, igy rdjuk még az 1.6. Tétel sem alkalmazhato kozvetlentil. Ebben a részben
ezekkel a kérdésekkel foglalkoztunk, elészor azonban az (1.13) — (1.16) el6éllitasok
egyértelmiiségét vizsgaljuk.

Az (1.1) egyenlet Osszes — az 1.3. illetve 1.6. Tételekben szerepl$ — megoldésa

(1.49)  (z1,...,2p) h(fl(acl) koo ok fM(xM)) ((xl,...,xM) eXy X X Xm)

alakd, ahol f; : X; — T sziirjekci6 (j = 1,...,M), h : T — Z bijekci6, (T, %) Abel
csoport, Z pedig egy alkalmas halmaz (maga T az (1.13) — (1.14) esetben és ekkor h
T identikus fiiggvénye, és Y; illetve Z;, az (1.15) illetve (1.16) esetben). Tegyiik fel,
hogy (1.1) valamely megoldésa (a G, F}, F, G figgvények koziil valamelyik) (1.49) és
(x1,...,xp1) — il(fl(ilfl), o fM(xM)), (x1,...,2n) € Xy X - -+ x Xy alaki is. Ekkor

h(fi(an) * - far(@m)) = h(fi(m) =% far(enr)) (1, 2a) € Xo X oo x X)),

ami a ® = h~! o h definiciéval

D(fulwr) * - x far(ear)) = fulw) * - far(war)
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alakba frhat6. Erre az egyenletre alkalmazhat6 az 1.1. Lemma N = 1, E;(z1) = fj(z1)
specialis esete, és ezért azt kapjuk, hogy

h(t) = ﬁ(p(t)*dl*---*dM) (teT),
filw;) = pofile))*d; (v;€X;, j=1,...,M)

valamely p : T'— T automorfizmus és d; € T esetén (1 < j < M). Ez azt jelenti, hogy
(1.1) megoldasa (az 1.3. illetve 1.6. Tétel feltételei mellett) a (T, %) csoport automorfiz-
musaitol és T-beli konstansoktdl eltekintve egyértelmii.

Most ratériink annak a vizsgalatara, hogy milyen kovetkezményei vannak az 1.3.
illetve 1.6. Tételeknek abban a specidlis esetben amikor az (1.1) egyenletben szerepld
fiiggvények valds értékiliek és értelmezési tartomanyuk példaul pozitiv hosszisagu valos
intervallumok Descartes szorzata. Az 1.1. Tétel Aczél Jénos (ldsd [Acz48b], illetve
[Acz66]-ban a 256-267 oldalakat, tovabba [Acz87]-ben a 107-122 oldalakat, valamint
a Craigen-Péles [CP89] dolgozatot) alabbi tételével kapcsolhaté Gssze a valds esetben.

1.7 TETEL. ([Acz66]) Legyen I C R intervallum. Ha x: I x I — I folytonos és mindkét
valtozojdban szigorian monoton, tovdbbd

(wry)ez=ax(yrz)  (nyzel),
akkor van olyan ¢ : I — R szigorian monoton folytonos figgvény, hogy

zxy=¢ (p@)+ely) (zyel)
Ezt alkalmazva a kovetkez6 eredményre jutunk:

1.8 TETEL. ([AM96b]) Legyenek 2 < m és 2 < n régzitett természetes szamok, X
osszefliggo topologikus terek, Y; és Zy, valds szdmhalmazok, G+ X1 X -+ X X — Zj,
és ' Zy x---x Z, — R folytonos, nem-konstans fiiggvények, F; : X1 x---x X;, =Y},
Gy erdsen sziirjektiv, F és G : Yy x --- xY,, — R erdsen injektiv, G folytonos és tegyiik
fel, hogy (1.1) minden z;, € X, (j = 1,...,m; k = 1,...,n) esetén fenndll. Ekkor
ZiyeeisZon, Y1, 000, Yo, valamint 1 = F(Zy, ..., Z,) nyit intervallumok és vannak olyan
folytonos B;, + X, — R szirjekciok és olyan oy, : Zy, — R, v, 1Y, =R ésp: 1 =R
homeomorfizmusok (1 < j <m; 1 <k <n), hogy

(1.50) F(z1,...,2p) = ¢_1<Zak(2k)>,
k=1
(1.51) GY1, - Ym) = s@‘l(Z%(m),

(1.52) Fi(zji, .o xjn) = ’Y;l (Zﬁjk(%k))
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és
(1.53) G- Tok) = Q' (Zﬁjk@jk))
j=1

fenndll minden x;, € Xk, yj € Y; és 2, € Zy esetén (1 < j<m; 1<k <n).

Bizonyitads A feltételek miatt Z; és I intervallumok (1 < k < n), tovdbbd
alkalmazhaté az 1.3. Tétel. Mivel a hy : Zy — [ fliggvények (1.13)-ban bijekcidk,
vannak olyan z) € Z; elemek, hogy hy(2)) = e (1 < k < n), ahol e az (I, *) Abel csoport
egységeleme. Ezért (1.13)-bdl

hi(zi) = F(20, ..o 201y 2y 2t - - - 20) (21 € Zg)

kovetkezik, ami azt mutatja, hogy h; folytonos bijekcié a Zj, intervallumrdl az I inter-
vallumra, ezért hy, szigorian monoton homeomorfizmus (1 < k < n).
Szintén (1.13)-bdl kovetkezik, hogy
h1<21) * hQ(Zg) = F(Zl, zZ9, Zg, e ZO) ((21, 22) - Zl X ZQ),

rn

azZazZ
tixta=F(h{'(t), f3 ' (t2), 25, ..., z0)  ((t1,t2) € I x I).

Ezek szerint x : I x I — I folytonos és mindkét valtozdjaban szigorian monoton cso-
portmiivelet. Ezért alkalmazhat6 az 1.7. Tétel, igy

(1.54) tixty =9 (p(t) + ¢(ta)) (t1,t2 € 1)

valamilyen folytonos és szigorian monoton ¢ : I — R fiiggvénnyel. Mivel azonban
(I, %) csoport ¢ csak bijekci6 és {gy homeomorfizmus lehet. Tehdt I = ¢~ '(R) nyilt
intervallum. Tovabba, minthogy az fj. : X — I fliggvények sziirjekeidk, fir(29,) = e
valamilyen 29, € X, mellett (1 <j <m; 1 <k < n), igy (1.16)-bdl

fir(zji) = hy o Gy ($(1)ka e >$?_1,k>$jk7515?+1,k7 e ax?nk)

kovetkezik, ami azt mutatja hogy az Osszes fj, : Xj;; — I sziirjekcié folytonos
(1 <j<m;1<k<n) Legyen ezek utdn a = p o hy Zy-n, 7; = ¢ o g; Y;n és
Bir =¢o fir Xjpn (1 <j<m;1l<k<n). Ekkor §;; : X — R folytonos sziirjekcio,
ap : Zp — R homeomorfizmus, igy Zj, is nyilt intervallum, tovabba ~; : ¥Y; — R bi-
jekcié (1 < j < m; 1 < k < n) és — (1.54) figyelembevételével — az (1.13) — (1.16)
egyenldségekbdl kovetkeznek a (1.50) — (1.53) egyenléségek. Végiil (1.51)-bél — mivel
G folytonos — adédik hogy a +; bijekcié is homeomorfizmus igy Y, = vj_l(R) is nyilt
intervallum (1 < j < m). O

Mint emlitettiik, az

F(z1,...,2,) = azt ... 25 (zr €]0,400], 1 <k <n)

n
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0 < a € R, ¢1,...,¢, € R\ {0}) in. CD (Cobb-Douglas) tipusi termelési
fliggvények minden valtozéjukban erdsen bijektivek (]0,+oo[-re), igy az el6zd tétel
alapjan meghatarozhatok hozzajuk azok az aggregdld fiiggvények, amelyekkel az aggre-
gacié konzisztens, azaz fenndll (1.1) minden x5, € ]0, +00[ esetén. A részletes szamitdsok
mell6zésével kozoljiik, hogy C'D tipusu F, F; termelési fliggvényekhez csak C'D tipusu
G, Gy, aggregalé fiiggvények johetnek széba konzisztens aggregacié alkalmaval.
A helyzet kiilonbozik az
(1.55) F(z1,. .., 2,) = a(c12 + - + ¢, 22)V° (zr €]0,400[, 1 <k <n)

n

(a,cqy...,¢, €]10,400[, b € R\ {0}) alaki 4n. CES tipusi termelési fiiggvények
esetében, mert ezek egyetlen valtozéjukban sem gyengén sziirjektivek. Ki lehet azonban
terjeszteni az (1.55) szerint definidlt F fliggvényt R™-re a kovetkezOképpen: legyen b €

R\ {0},

20, haz>0
wo(2) = {0, ha z =0
—|2°, haz<0
és
(1.56) Fzi,.oz) =" (Zn:gob(ac,lc/bzk)> (zr € R, 1 <k <n).
k=1

Ha b > 0, akkor F' folytonos és minden véltozéjaban erésen bijektiv (R-re képez), igy
a 1.8. Tétel a b > 0 esetben alkalmas arra, hogy ,kiterjesztett CES tipusi” F, Fj
termelési fliggvényekhez veliikk kompatibilis G, G} aggregalé fiiggvényeket szolgaltasson.
A részletek elhagyasaval kozoljiik, hogy a megfelel6 aggregald fiiggvények |0, +o00["-re
vald leszilikitései

(do + dal + - + dyaly)"”

alaktiak, ahol dy > 0, dy, ..., d,, €]0,+0c[, by,..., by € R\ {0} konstansok. Azonban,
ha b < 0, akkor F' nem folytonos, igy az 1.8. Tétel kozvetleniil nem alkalmazhaté. Ezért
elOszor az alabbi tételt igazoljuk.

1.9 TETEL. ([AM96b]) Legyen (T, *) Abel csoport , Ty C T intervallum, amely generdlja
T-t, azaz T ={xxy~' 12 €Ty, y € Ty}, legyen tovabbd (Ty, *) félcsoport és x folytonos
Ty x Ty-on. FEkkor van olyan ¥ : T" — R bijekcio, amelynek a Ty-ra valo leszikitése
folytonos és

(1.57) wxv =V W(u)+ ¥(v)) (u,v €T).

Bizonyitas. Mivel a (Ty, *) félcsoport a (T, %) csoport része és x folytonos Ty x Ty-on,
ezért a 1.7. Tétel szerint (ldsd még Craigen-Pdles [CP89]-et is) van olyan J = (¢, +00]
intervallum (,,(" azt jelzi, hogy J balrdl lehet nyilt is és zart is) ahol ¢ = —oo (ekkor
azonban J = R) vagy 0 < ¢ € R és van olyan ¥, : Ty — J folytonos bijekcid, hogy

(1.58) Uo(z xy) = Vo(z) + Yo(y) (x,y € Tp).
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Nyilvanvaloan
(1.59) R=J—J=Wy(To) — Vo(Tp).

Mivel Ty generdlja T-t, minden u € T esetén van olyan x és y Ty-ban, hogy u = x * y~*
Legyen W(u) = Wy(x) — Yo(y). Igazoljuk, hogy ¥ : T'— R fiiggvény. Val6ban, tegytlik
fel, hogy u = x xy~' = pxq~ ! (2,9y,p,q € Ty). Ekkor z * q = p x y, igy (1.58) miatt
Uo(z) + Yo(q) = Yo(p) + Yo(y), amibél ¥o(z) — Vo(y) = Yo(p) — Vo(q) kovetkezik.
Most megmutatjuk, hogy WU injektiv. Legyen ugyanis u,v € T, u = x xy ', v =
ax*xb! (x,y,a,b € Tp) és tegyiik fel, hogy ¥(u) = ¥(v). Ekkor ¥ definicidja miatt
Uo(x) — Wo(y) = Yo(a) — Wo(b), azaz Vo(z) + Wo(b) = Yo(a) + Yo(y), ami (1.58) miatt
ugy irhatd, hogy Wo(zxb) = Uo(axy). De ¥y : Ty — J bijektiv, igy x b = a*y, amibdl
u=x*y ! =axb"! = v kovetkezik. Tehat ¥ injektiv, s6t figyelembe véve a definiciéjat
és (1.59)-et is, azt kapjuk, hogy ¥ : T"— R bijektiv. Most megmutatjuk, hogy U eleget
tesz (1.57)-nek. Legyen ugyanis u = x*y~ L, v=axb"' € T (z,y,a,b € Ty). Ekkor

V(uxv) = U(rsxy 'xaxb!)= \Ii( xa*(yxb b

= Wo(z *a) — Vo(y *b) = Wo(z) — Yo(y) + Yo(a) — Yo(b)
= U(u)+ ¥(v).

Végill igazoljuk, hogy WU leszlikitése Ty-ra a folytonos W, fiiggvény. Valéban, legyen
u=xzxy €Ty (x,y € Ty). Ekkor uxy = x, ezért Uy(x) = Uo(u*y) = Yo(u) + Yo(y),
azaz Wo(u) = Wo(x) — Wo(y) = ¥(u). O

Megjegyezziik, hogy el6fordulhat olyan eset, amikor T ¢ R de van olyan Ty C T
intervallum, amely generdlja T-t. Példaul (lasd Aczél-Maksa-Taylor [AMT97]) legyen
T=RU{—oco}U{t+mi:teR}és

ux v =log(e" + e") (u,v eT),

ahol log a komplex exponencialis fiiggvény {t + si : t € R, s € [0,2x]} halmazra valé
lesziikitésének az inverze, e~ = 0, log0 = —oo definicié szerint. Ekkor (7, %) Abel
csoport, —oo az egységelem, t € R és t + 7 egymas inverzei. Ezt a csoportot generalja
az (R, *) félcsoport és x : R x R — R folytonos. Természetesen az is el6fordulhat (mint
példaul a kiterjesztett C'ES fiiggvények esetében, ha b < 0), hogy 7T intervallum, de a
folytonossdg csak egy Ty ;Cé T intervallumon garantalt.

Osszekapcsolva az 1.9. Tételt az 1.6. Tétellel olyan eredményhez jutunk, amely alkal-
mazhato a kiterjesztett CES fliggvényekre a b < 0 esetben is. Az 1.6. Tétel feltételeit az
alabbi (A) feltételrendszerrel egészitjiik ki: legyenek 2 < n € N, Z;,..., Z, halmazok,
F: 7y x - xZ, — R és tegyiik fel, hogy van olyan k., ¢ € {1,...,n}, k < {, tovidbba
vannak olyan a, € Z, (1 < p < n) elemek és olyan Zyy C Zy, Zy C Z; intervallumok,
hogy az

FP(z) = F(a1,...,ap-1,2,0ps1,--.,0n), 2€Z, (1<p<mn)

és az
FM(s,t) = F(a1,...,a5_1,8, Qg1 - Qp_1,t, Qppr, . . ., Qp) ((s,t) € Z, x Zy)

médon definidlt FP és F* fiiggvényekre teljesiil, hogy
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(a) F*(Zo) = F(Zw),
(b) F*(Zyo, Zuw) C F*(Zro),

(c) minden s € Zj, esetén vannak olyan w,w’ € Zy elemek, hogy F*(s,w) = F*(w')
és

(d) F* folytonos Zyy X Zg-on.

Megjegyezziik, hogy az (A) feltételrendszer teljesiil a kiterjesztett C'ES fiiggvényekre
(Zy = -+ =Z, =R, k,t € {1,...,n}, k < { tetszlleges a, = 0, p = 1,....n,
Zro = Zw = |0,+00[.) Ezek utén igazoljuk az alabbi tételt:

1.10 TETEL. ([AMTI7]) Legyenek 2 < m és 2 < n rogzitett természetes szamok, O #

Xjp,Y; és Z, halmazok,

Fi i Xj1x--x X5, =Y, Gp: Xip X -+ X Xypp — Zp,
F:Zix---xZ,—-R é G:Vix---xY,—R

figguények (j=1,...,m; k=1,...,n). Ha minden F; és G, figgvénynek van elérhetd
eleme Yj-ben illetve Z,-ben, F; és G, gyengén szirjektiv valamelyik vdltozéjdban (j =
1,...,m; p=1,...,n), F és G erdsen injektiv minden vdltozdjiban, F-re teljesil az
(A) feltételrendszer, tovdbbd (1.1) fenndll minden x;, € X, esetén (j =1,...,m; p =
1,...,n), akkor fenndll (1.50) — (1.53) is, ahol B, : X;, — R sziirjekcio, v; : Y; — R,
ap:Z, =R ésp: T — R bijekciok (j=1,...,m;p=1,....n), T =F(Z,...,Z,) C
R tovdbbd van olyan Ty C T intervallum, hogy oy, | Zro, el Zw, ¢ |To és o | o(Tp)
folytonos és szigorian monoton.

Bizonyitds Az 1.6. Tétel miatt van olyan (T, %) Abel csoport, hogy T =
F(Zy,...,Z,) C R és vannak olyan h, : Z, — R bijekciék (p = 1,...,n), melyekre
teljestil (tobbek kozott), hogy

(1.13) F(z1,...,20) = hi(z1) % - % hy(20) (2p € Zp, p=1,...,n).

A hy(2) = hy(2) * hyla,)™t, z € Z, médon definialt hy, : Z, — T fiiggvények (ahol a,
létezése az (A) feltételrendszerben szerepel) (1 < p < n) szintén bijekcidk, de rdjuk még
az is teljesiil, hogy h,(a,) = e (az e elem (T, %) egységeleme). Igy (1.13)-bdl azt kapjuk,
hogy

(1.60) Fz1, .. 20) = ha(z1) % - % hy(20) % ¢,
ahol ¢ = hy(ay) * - -+ *x hy(a,) = F(ay,...,a,). Nyilvanval6, hogy

(1.61) FP(2) = hy(2) k¢ és FF(s,t) = hy(s) * hy(t) *

(2 € Zp, s € Zy, t € Zy, 1 < p < n). Ezért (A)-bdl az (a) feltétel azt jelenti, hogy
hi(Zro) = he(Ze). Jeloljik T-nek ezt a részhalmazat T-mal, azaz legyen

(1.62) T = hi(Zro) = he(Zuo).
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Mivel a izp : Z, — T fiiggvények bijekcick (1 < p < n), ezért a Ry | Zko és hy | Zwo
fiiggvények is bijekcick Zyo-rél illetve Z-rdl T-ra. Igazolni fogjuk, hogy T C T generdlja
T-t. Valéban, mivel hy, : Z, — T bijekeid, tetszéleges t € T-hez van olyan s € Zj, hogy
t = fzk(s) Alkalmazzuk (A) (c) feltételét erre az s-re: van olyan w,w’ € Zy, hogy
F¥(s,w) = FYw') és gy (1.61) szerint hy(s) * he(w) = he(w'), azaz t = hy(s) =
ho(w') s he(w)™" € T % T~'. Vezessiik be  helyett a ® miiveletet az alabbi definiciéval:

UOV=U*VHC (u,v €T).

Nyilvanvald, hogy ekkor (T, ®) is Abel csoport, amelynek ¢ az egységeleme (u @ ¢ =
uxcxc ' =u), de az elemek inverze ugyanaz, mint (7', x)-ban volt: v ' ©u =u"" xu x

cl=ct=c(ueT). Most azt vizsgaljuk meg, hogy hol folytonos ®. (1.61)-bdl
(1.63) F¥(s,t) = F*(s) @ F'(t)  ((s,t) € Zyo X Zuo)

kovetkezik. (A) (d) feltétele valamint (1.61) és (1.62) miatt F* valamint az F7” : Z,y —
ﬁT(ZTO) x ¢ =T % c =: Ty bijekcidk (r = k vagy r = () folytonosak Zyo X Zy-on illetve
Zpo-on (r = k vagy r = {). Ezért Ty is intervallum és az F* F* fiiggvények szigorian
monoton homeomorfizmusok Zi-16l illetve Zy-rél Ty-ra. Ezért (1.63)-bol

u®v=F"*(F")"(u),(F) " (v)) ((u,v) € Ty x Ty),

ami azt mutatja, hogy ® folytonos Ty x Ty-on. (Tp, @) is Abel félesoport, ugyanis
ha u,v € Ty, akkor u = € x ¢, v = n * ¢ valamilyen &,7 € T mellett, {gy v © v =
(Exc)x(nrc)xct = Exnxe € Txe = Tp. Méasrészt ® kommutativitdsa és asszociativitdsa
x-¢bol kovetkezik. Most igazoljuk, hogy T generdlja (7, ®)-t. Valéban, mivel az inverz
ugyanaz (T, ®)-ban mint (7', *)-ban, azt kell igazolnunk, hogy T = Ty ® T, '. Ez pedig
igaz, mert minden t € T esetén van olyan u,v € T, hogy t* ¢ = u* v~! (mert (T, %)
generdlja (T, x)-ot), igy

1

= u*xv xc = (uxc)x(vkec)  *xc
" 1 1 1
1

= (uxc)@@Wxe)te(T*e)o(Txe) =Ty Ty

Most mér alkalmazhaté az 1.9. Tétel a (T,®) Abel csoportra és a Ty = Txc C T
félcsoportra: van olyan W : T" — R bijekcid, amelynek a Ty-ra vald lesziikitése folytonos
és amellyel

u®v=Y"1U(u)+ ¥(v)) (u,veT)

teljesiil, azaz W(u x v * ¢7') = U(u) + ¥(v). Definidljuk a ¢ : T — R fliggvényt a
o(t) =VU(t*c), t € T képlettel. Ekkor ¢ bijekcid és

(1.64) uxv = " (pu) + o)) (u,v €T)

adddik. Mivel p(e) = 0, ezért p(v) = —p(v) és gy

(1.65) V() =p(uxc) =p() —¢(c)  (ueT),
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ezért | Ty is folytonos, p(Ty) pedig intervallum tehdt ¢ | Ty és '] p(Tp) szigorian
monoton folytonos fiiggvények. Ezek utan (1.59)-bol, (1.64)-bél és (1.61)-bél kapjuk,

hogy

F(z1,...,20) = ¢ Z@Oh (2p) +(c ))

(%

_— ( (%) *c)—i—(l—n)gp(c))
(%
(%

= ¢

ngon (zp) + (1 —n)gp(c))
= ¢ Zap Zp)

azZazZ azZ

(166)  aplz) = o FP(z) +

o(c) (2p€ Zy, p=1,....n)

definicidval megkapjuk F' (3.2) alakjat. Ebbdl, valamint (A) (d) feltételébdl kovetkezik,
hogy ay és ay folytonosak a Zyg illetve Zyy halmazokon. Masrészt F" bijekcio, a Z,¢ és
F"(Z.9) = Ty halmazok intervallumok, ha r = k vagy r = ¢, igy (1.66) szerint ay, | Zxo
és ay| Zy folytonos, szigorian monoton fiiggvények. Tekintettel az (1.14) — (1.16)
egyenldségekre és az (1.64) eldéllitasra, az (1.51) — (1.53) egyenl6ségek is megkaphatok
a benniik szerepld 3;, : X;, — R sziirjekciok valamint a v; : Y; - Rés ap : Z, — R
bijekcidk alkalmas definidlaséaval (5 =1,...,m;p=1,...,m). O

Az el6z6 tételben azt tettiik csak fel, hogy az (A) feltételrendszer egy rogzitett
(k,0) e {1,...,n}x{1l,...,n} (k < ) parra &ll fenn. Ha ehelyett (A) fennalldsdt minden
(k,0) péara feltessziik, akkor ay | Zyp minden k € {1,...,n} esetén szigorian monoton
és folytonos. Tovabba, ha vannak olyan Yy, Xjro részhalmazai Yj-nek illetve X;-nak,
amelyek topologikus terek és amelyekre a G'|Yig X -+ X Y0, Fj| Xj10 X -+ - X Xjpno €8
Gn | Xiko X - - - X Xinpo fliggvények folytonosak, akkor a ;| Yo és Gk | Xjko lesziikitések is
folytonosak (j =1,...,m; k=1,...,n). Ezek az éllitasok az el6z6 tétel bizonyitdsabdl
és (1.14)-bol kovetkeznek. Ez az eredmény méar alkalmas arra, hogy segitségével a kiter-
jesztett CES tipusu F', Fj termelési fiiggvényekhez meg lehessen hatérozni a veliik kom-
patibilis G, G}, aggregalé fiiggvényeket. A részletek elhagyasaval megjegyezziik, hogy a
megfelel6 aggregdald fliggvények

(1717 cee axn) = (pb_l(do + d1g0b1($1) +oeee dnspbn(xn))a ((xla s 7$n) € Rn)

alakuak, ahol dy € R, b,di, by € R\ {0}, k = 1,...,n, p.(2) = |2|gnz, z € R, ha
c € R\ {0}.

El6fordulhat — egyebek kozott — az a vegyes eset is, hogy F' C'D tipusu de az Osszes
F; CES tipusi. Ezt az esetet az eddigi eredményeink alapjan még nem tudjuk kezelni,
de a 4. fejezetben visszatériink ra.
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2 KVAZI-OSSZEGEK

Sierpinski [Sie34], [Sieb8] az els6k kozott foglalkozott azzal a kérdéssel, hogy , ki lehet-
e fejezni” tobbvaltozos fliggvényeket kevesebb valtozds fiiggvényekkel. Hires észrevétele
szerint van két olyan fliggvény v : X — R és §:Y — R, hogy minden ) : X xY — R
fiiggvény alkalmas ~ fiiggvénnyel

(2.1) Qr,y) = y(a(z) +By)  ((v,y) € X xY)

alakban all el6. Itt X és Y R nem-iires részhalmazai. Hilbert [Hil00] 13. probléméjaban
megfogalmazta azt a sejtését, hogy nem minden folytonos (analitikus) haromvéltozos
fiiggvény &ll el6 kétvaltozds folytonos fiiggvények osszetételeként. Arnold ([Arn63))
cafolta ezt a sejtést, Kolmogorov [Kol63] pedig megmutatta, hogy minden n-véltozds
folytonos fliggvény egyvaltozds folytonos fliggvényekkel az Osszeadas és az Osszetett
fliggvény-képzés segitségével kifejezhetd. Specidlisan, a [0, 1]%-en folytonos valds értékii
fliggvények el6allnak legfeljebb 6t (2.1) alaku @ fiiggvény sszegeként, ahol o, 5 : [0, 1] —
R és v : a([0,1]) + 3([0,1]) — R folytonos fiiggvények. A 3. fejezetben latni fogjuk,
hogy ebben az Osszegben a tagok szdma a minimélisra (1-re) redukalhaté az asszo-
ciativ fiiggvények esetén. Pontosabban, mindazok a folytonos és mindkét valtozdjukban
szigortian monoton F', G, H, K fiiggvények, amelyekre teljesiil, hogy

(2.2) F(G(x,y),2) = H(x, K(y, 2)),

(2.1) alakiak, szigorian monoton és folytonos egyvéltozds «, 3, 7 fiiggvényekkel. A (2.2)
egyenletrdl a 3. fejezetben részletesen frunk, itt csak azt jegyezziik meg, hogy szamunkra
ez az egyenlet motivalta a kvazi-Osszegek ((2.1) alaku @ fiiggvények) vizsgédlatdt.

A tovabbiakban intervallumokon R pozitiv hosszisagu részintervallumait, téglalapon
pedig két intervallum Descartes szorzatat értjiilk. Ennek a fejezetnek az elsé harom
részében X, Y és R végig intervallumokat illetve téglalapot jelol. C'M figgvényeknek
azokat a valds értéki fliggvényeket nevezziik, amelyek intervallumon vagy véges sok in-
tervallum Descartes szorzatan vannak értelmezve, folytonosak és minden véltozéjukban
szigoruan monotonak (nem sziikségképpen ugyanabban az értelemben). Legyen X xY C
R. Azt mondjuk, hogy egy @) : R — R fliggvény kvdzi-osszeg az X X Y téglalapon, ha
vannak olyan « : X - R, :Y - R és vy : a(X)+ S(Y) — R CM figgvények, hogy

(2.1) Qz,y) =y(a(z) +8(y)  ((z,y) € X xY)

teljestil. Az («, 3,7) hdrmas egy generdtora Q-nak X x Y-on. Azt mondjuk tovabba,
hogy @ lokdlis kvdzi-dsszeqg X X Y-on, ha minden (zg,y0) € X X Y esetén van olyan
(o, Y0) € Ro nyilt téglalap, hogy @ kvazi-tsszeg az (X x Y) N Ry téglalapon.

A kvézi-Osszeg (quasisum) elnevezés Aczél Janostdl [Aczb0] szarmazik, lehet, hogy
helyesebb lenne a , kvazi-Osszeadas” kifejezést hasznalni helyette, de mar a , kvézi-
osszeg” valt megszokottd, ezért nem véltoztatunk rajta.

A fejezet f6 eredménye az, hogy mindazok a fliggvények, amelyek egy téglalapon
lokalis kvazi-Osszegek, kvazi-Osszegek is azon a téglalapon. A 3. fejezetben latni fogjuk,
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hogy (2.2) C'M megoldasai (olyan megolddsai, amelyek C'M fiiggvények) kvézi-osszegek.
Fontos példa kvazi-Osszegre az
M(z,y) =" (

o(r) + so(y)) (z.y € 1)

2

médon definidlt kvdzi-aritmetikai kozépérték, ahol ¢ : I — R CM fiiggvény (lasd
Aczél [Acz66], Hardy-Littlewood-Pélya [HLP34]). Természetesen vannak olyan CM
fliggvények is, amelyek nem kvézi-osszegek. Példaul, ha a Q(z,y) = v +zy+y* (z > 0,
y > 0) fiiggvény kvazi-Gsszeg lenne az R = [0, +o00[ x [0, +00[ téglalapon, (ahol egyébként
CM fiiggvény), akkor lennének olyan «, 3, f : [0, +00[— R CM fiiggvények, amelyekre

fleat+zy+y*)=al@)+4y) (x>0, y>0)

teljestilne. Mivel az y = 0 illetve z = 0 helyettesitések utan « illetve ( kifejezheto f-fel,
igy azt kapnank, hogy

fla+ay +y*) = f(x) = B(0) + f(y*) — (0),
azaz
fleatayy+y)=f@)+ fly) - f0) (z=0,y=0)
Innen a jobboldal szimmetridjdbdl és f injektivitdsabol az (x,y) — x + 2/y + ¥y
(x >0, y > 0) fiiggvény szimmetrikussdga kovetkezne, ami lehetetlen. Nem annyira

egyszerl példa olyan (rdadasul szimmetrikus) C'M fiiggvényre, amely nem kvazi-Osszeg
a nevezetes Gauss-féle

x -1

2 [z dt
M(z,y) = —/ x>0, y>0
(@) <7T 0 \/x2cos?t+y2:sin2t> ( )

szamtani-mértani kozép. Konnyen lathato ugyanis, hogy ha M kvazi-osszeg lenne, akkor
egyuttal kvézi-aritmetikai kozépérték is lenne, de Dar6czy-Maksa-Pales [DMP, Corollary
2.2.] szerint ez lehetetlen.

E fejezet elsd, elokészito részében a C'M fiiggvények néhany — a késébbiekben
felhasznalasra keriilo — tulajdonsagaval foglalkozunk. A mésodik részben illesztési
eredményeket igazolunk kvazi-osszegekre és itt bizonyitjuk azt is, hogy a lokalis kvazi-
osszegek ,,globdlisak” is. A harmadik rész ennek néhany egyszert alkalmazasat tartal-
mazza. Végil — az utolsé két részben — specidlis kvazi-osszegekkel foglalkozunk. Az
els6 négy rész eredményei Maksa [Mak04]-ben, Maksa [Mak99]-ben, Maksa [Mak00]-
ban, valamint Daréczy-Maksa-Pales [DMPO04]-ben jelentek meg, mig az 6todik rész
eredményei Jarai-Maksa-Péles [JMP]-ben varnak publikalasra.

2.1 A CM FUGGVENYEK NEHANY TULAJDONSAGA

Eloszor az egyvaltozos C'M fiiggvények alabbi tulajdonsagat bizonyitjuk.

2.1 LEMMA. ([Mak04]) Legyenek X, Y, ésYs intervallumok, Y1NYs # 0 ésa: X — R,
G:YTUYy, - R CM fugguények. Ekkor

(2.3) a(X) + (V1N Yz) = ((X) + 5(Y1)) N ((X) + 5(Y2)).
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Bizonyitas Mivel a,C” iranyu tartalmazas az egyenldség két oldala kozott
nyilvdnvald, csak a forditott tartalmazéast bizonyitjuk. Legyen & € (a(X) + £8(Y1)) N
(a(X) + B(Y3)). Ekkor alkalmas zq, x5 € X, y; € Y] és yy € Y5 szdmokkal

(2.4) § = afz) + By) = alr) + B(y2).

Ha y; vagy y» benne van Y; N Ys-ben, akkor véget is ér a bizonyitas. Ezért tegyiik fel,
hogy y1 € Y1\ Y2, 4o € Yo \ V] és legyen yy € Y7 NY; rogzitett. Mivel [ szigortan
monoton ((yo) a [(y1) és B(y2) szamok kozott van, ezért

(2.5) Blyo) = AB(y1) + (1 = A)B(y2)

valamilyen 0 < A < 1 mellett. Masrészt a Aa(z1) + (1 — N)a(z2) szdm a(x;) és a(zs)
kozott van, igy — a folytonossaga miatt —

(2.6) Aa(z1) + (1 = Na(ze) = azo)
valamely o € X esetén. Ezek utan (2.4)-bél, (2.6)-bdl és (2.5)-bdl

§ = M+ 1 =M= Malr) +B() + (1 = A)(a(z) + B(y2))
= Aa(r) + (1= Nalzz) + A6(y1) + (1 = A)5(y2)
= (o) + B(yo)

kovetkezik, ezért £ € a(X) + S(Y1 NY2). O

Ebben a fejezetben és a 3. fejezetben is gyakran fogjuk hasznalni — tobbnyire explicit
hivatkozas nélkiil — a kétvaltozds C'M fiiggvények alabbi tulajdonsagat. A bizonyitas
alapgondolata [Acz66]-ban (255. oldal) megtalalhato.

2.2 LEMMA. ([Mak04]) Legyen @ : X XY — R CM figguény. Ekkor,

(a) ha Q(-,y0) szigorian novekvd (illetve csokkend) valamilyen yo € Y mellett, akkor
Q(-,y) is szigorian névekvd (illetve csékkend) barmely y € Y mellet, és hasonloan,

(b) ha Q(xo,-) szigorian névekvd (illetve csokkend) valamilyen xo € X mellett, akkor
Q(z,-) is szigorian névekvd (illetve csékkend) barmely x € X mellett.

Bizonyitads Tegyik fel példaul, hogy Q(-,yo) szigorian névekvé de Q(-,y1)
szigoriuan csokkend valamilyen rogzitett yo, y1 € Y esetén. Legyen zq, x5 € X és z1 < ws.
Ekkor

Q(z1,%0) — Q(22,50) <0 & Q(z1,y1) — Q(z2,91) > 0.

Ezért a folytonossag miatt Q(x1,y2) — Q(x2,y2) = 0 valamilyen — yo és y; kozotti —
Yo szamra, ami ellentmond annak, hogy Q(-,y2) szigorian monoton. A lemma t6bbi
allitasat hasonléan lehet igazolni. m

A kovetkez6 lemmaban, és a disszertaciéban mashol is, A°-rel jeloljik az A C R
halmaz bels6é pontjainak halmazéat (nyilt magjat).
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2.3 LEMMA. ([Mak04]) Legyen @ : X xY — R CM figgvény. Ekkor

Q(X7 Yo) = Q(XC’,Y) - Q(XO>YO) - Q(X7 Y)O'

Bizonyitas Az altalanossag korlatozasa nélkil feltehet6, hogy ) mindkét
valtozojaban szigorian monoton novekvé. Ha példaul Q) az elsé valtozdjaban szigorian
novekvo, a masodikban pedig szigorian csokkend lenne, akkor a Qi(z,y) = Q(z, —y),
x € X,y € =Y figgvénnyel dolgozndnk ) helyett (lasd a 2.2. Lemmat is). Elszor azt
igazoljuk, hogy

(2.7) Q(X,Y?°) C Q(X°,Y°).
Legyen (z*,y) € X x Y°. Ha 2* € X°, akkor nyilvanvald, hogy Q(z*,y) € Q(X°,Y°).
Ha z* € X \ X°, akkor két esetet kiilénboztetiink meg:

1. eset: ¥ = min X.
Ebben az esetben valasszunk olyan y; € Y° elemet, hogy y; < y és legyen € = Q(z*,y) —
Q(x*,11). Ekkor € > 0 és — @ folytonossiaga miatt — van olyan (z1,y) € X° x Y° hogy

Qr1,y) — Qa",y) <e = Q2" y) — Qz",y1),
azaz

Q(r1,y) + Q2" y1)

(2.8) 5

< Q" y).
Definidljuk a ¢ : [0,1] — R fiiggvényt a

q(t) = QUL =)oy + 2", (L=ty+ty))  (L€]0,1])
képlettel. Ekkor ¢ folytonos, igy

q(0) +q(1)  Q(x1,y) + Q(z*, y1)
(2.9) q(to) = 5 = 5 .

valamely to € [0, 1] esetén. Ha ¢y € {0, 1}, akkor ¢(0) = ¢(1), ezért (2.8) miatt Q(z1,y) <
Q(z*,y). Ez azonban ellentmond annak, hogy z* = min X és Q(-,y) szigorian névekvo.
Ezért to € ]0,1] és igy ((1 —to)x + tox™, (1 — to)y + toy1) € X° x Y°, tovabba (2.8)-bdl
és (2.9)-bél azt kapjuk, hogy

QU1 —to)xy + tox™, (1 —to)y + toyr) < Q(z",y).

Masrészt pedig Q(x*,y) < Q(x2,y), ha z* < xo € X. Tehat Q felvesz Q(z*, y):tél kisebb
és nagyobb értéket is X° x Y°-on, amibdl Q(z*,y) € Q(X°,Y?) kiovetkezik. Igy fennall
(2.7) ebben az esetben.

2. eset: ¥ = max X.
A gondolatmenet hasonld az el6z6hoz: el6szor valasszunk egy y < y € Y° elemet és
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legyen e = Q(x*, y2) — Q(x*, y). Ezutén valasszunk olyan z; € X° elemet (a folytonossag
miatt lehet), hogy Q(z*,y) — Q(z1,y) < e = Q(x*,y2) — Q(z*,y), azaz

Qx1,y) + Q7 y2)
2

Qa",y) <

teljestiljon. Kovetve az 1. esetben haszndlt gondolatmenetet, ismét azt kapjuk, hogy @
felvesz Q(x*, y)-tél nagyobb és kisebb értéket is X° x Y°-on, tehdt Q(z*,y) € Q(X°,Y°).
[gy tehat (2.7) fennall. Mivel a Q(X°,Y°) C Q(X,Y°) tartalmazas nyilvanval6, azt
kapjuk, hogy

(2.10) Q(X,Y°) = Q(X°,Y°).

Felcserélve a valtozok szerepét az el6z6 gondolatmenetben, megkapjuk a

(2.11) Q(X°Y)=Q(X°,Y")

egyenloséget is. Hatramaradt még a

(2.12) QX" YY) =Q(X,Y)

egyenldség igazoldsa. A Q(X°,Y°) C Q(X,Y)° tartalmazas nyilvanvald, ezért csak a
forditott iranyu tartalmazést bizonyitjuk. Legyen ezért z € Q(X,Y)°, z = Q(z*,y")

valamely (z*,y*) € X x Y esetén. Ha y* € Y° vagy x* € X°, akkor (2.10) vagy (2.11)
szerint z € Q(X°,Y°). Ha pedig z* € X \ X° és y* € Y \ Y°, akkor vagy

(2.13) z*=minX és y" =maxY
vagy
(2.14) z*=maxX ¢és y"=minY,

egyébként ugyanis z nem lehetne Q(X,Y)°-ban. Ha (2.13) teljesiil, akkor

Qz",y) <z =Q@"y") <Q',y"),
ha pedig (2.14), akkor

Q" y") < z=Q(z",y") < Q(z",y")

valamilyen 2/, 2" € X° és o/,y" € Y° mellett. Igy (2.10) és (2.11) szerint Q(z*,y),
Q2 y*), Q" ,y*) és Q(z*,y") @Q-nak X° x Y°-on is felvett értékei, igy 2z €
O(X°,Y®). O

Végil ebben a részben igazoljuk az aldbbi kiterjesztési tételt, amely szerint, ha
értelmezési tartomanya belsején kvazi-osszeg egy C'M fiiggvény, akkor kvazi-osszeg az
egész értelmezési tartomanyan is, mert a generatorat alkotd fliggvények értelmezése al-
kalmasan kiterjesztheté a hatarpontokra.



32

2.4 TETEL. ([Mak04]) Legyen a Q : X xY — R CM figgvény kvdzi-osszeg az X° X Y°
téglalapon és legyen (o, Bo,Y0) @ egy generdtora X° x Y°-on. FEkkor Q) kvdzi-dsszeg
X X Y-on, sét Q-nak van olyan («, 3,7) generdtora X X Y -on, hogy

ag=a|X% Bo=0[Y" é o =7](a(X?)+B(Y)).

Bizonyitds Elészor megmutatjuk, hogy ha z* € X \ X° akkor op-nak x*-
ban létezik valés hatarértéke. Legyen ugyanis (z,) : N — X° tetszOleges és z,, — x*.
Legyen tovabba y € Y° szintén tetszéleges. A 2.3. Lemma szerint Q(z*,y) € Q(X°,Y°),
mésrészt 7, ' 1 Q(X°,Y°) — R és Q folytonos fiiggvények, igy

(2.15) ao(n) = 75 (Q(xn, y)) — Boly) — 7 (Q",y)) — Bo(y)-
Ezért az
ap(x), ha z € X°
o) = {tli)m* ap(t), haz=zx*

definicié korrekt, a: X — R C'M fiiggvény, ap| X° = a és — (2.15) miatt —

Qx,y) = vo(a(z) + Bo(y)),

ha z € X, y € Y°. Ugyanigy torténhet (3, kiterjesztése Y°-rél Y-ra egy olyan 5 C'M
fliggvénnyé, amelyre

Q(x,y) = r(alr) + B6(y))

teljestil, ha z € X, y € Y° vagy x € X°, y € Y. Végil legyen z* € o(X) + (V)
hatdrpont. Ekkor z* maximuma vagy minimuma az (z,y) — «o(z)+6(y), (z,y) € X XY
fliggvénynek. Ezért egyetlen olyan (z*,y*) € (X \ X°) x (Y \ Y°) pont van, amelyre

2" = a(z*) + B(y*). Legyen v(2*) = Q(z*,y*) és 7(2) = 0(2), ha z € (a(X) + B(Y))".
Ekkor a 2.3. Lemma szerint

(a(X) +B(Y))" = a(X?) + BY") = ag(X°) + oY)
és igy 7o = 7| (a0(X°) + Bo(Y°)). Mdsrészt
~v(2*) = inf {”yg(z) cz € op(X°) + ﬁo(Yo)}

vagy
~(2*) = sup {fyo(z) cz2 € ap(X°)+ ﬁo(Yo)},

igy v egy CM figgvény és (o, 3,7) generatora @Q-nak X x Y-on. O

2.2 ILLESZTESI EREDMENYEK KVAZI-OSSZEGEKRE

E fejezet {6 eredményének (a lokélis kvazi-Osszegek kvazi-Osszegek is) igazoldsahoz
eloszor azt fogjuk kimutatni, hogy ha egy fiiggvény véges sok — egyméshoz specidlisan
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illeszked6 — téglalap mindegyikén kvazi-osszeg, akkor e téglalapok uniéjan is az. Meg-
jegyezzik, hogy e rész eredményei Maksa [Mak04] mellett — kevésbé &dltalanos formaban
— megjelentek mar Maksa [Mak99]-ben is. A bizonyitdsok soran alapeszkoziink az

(2.16) fu+v)=g(u)+ h(v)

un. Pexider egyenlet lesz ([Pex03]). Ennek a C'M megolddsait altaldnos tételek (Radé-
Baker [RB87], Rimén [Rim76], Aczél [Acz87]) kivetkezményeként meg lehet kapni, de
az alabbi egyszeri, kozvetlen gondolatmenet sem hosszabb.

2.5 LEMMA. Legyen U ésV intervallum, legyenek f: U+V — R, g: U — R, h:V — R
CM fiigguények és tegyiik fel, hogy (2.16) teljesiil minden u € U ésv € V esetén. Ekkor
vannak olyan a # 0, by, by valds szamok, hogy

f(t) = at + by + by (teU+V),
g(u) = au+ by (ueU),
h(v) = av + by (veV).

Bizonyitads. Legyen vy,uy € V, vy < vy és integraljuk (2.16) mindkét oldaldt v
szerint a [v1, ve] intervallumon. Ekkor

/ Flu+ v)dv = (v — v1)g(u) + / h(v)do.

v1

/i uf(w)dw = (vg — v1)g(u) + /vz h(v)dv (ueU).

Ezért g folytonosan differencialhato. Hasonléan lathato be, hogy h is folytonosan diffe-
rencidlhatd, ezért — (2.16) miatt — f is. Igy (2.16)-bdl u illetve v szerinti differencidlassal

f(u+v)=¢'(u) illeve f'(u+v)=~h(v)

adodik (v € U, v € V), amibél kovetkezik, hogy f, g és h differencidlhdnyadosa
értelmezési tartomanyaik minden pontjaban ugyanaz az a # 0 valés szam. Ebbdl az
allitast mar konnyen kapjuk. O]

Latni fogjuk, hogy a kvazi-osszegek egymashoz valo illesztését az teszi lehetové, hogy
a kvazi-osszegek nem hatarozzak meg egyértelmiien a generatoraikat, de ha a generatorra
alkalmas tovabbi feltételeket szabunk, akkor mar igen. (Lasd [Acz66]-ot is.)

2.6 LEMMA. Legyen ) : R — R kvdzi-osszeqg az X x'Y C R téglalapon, x1,x9 € X,
x1 # X9 €syp € Y. FEkkor barmely py,p2 € R, p1 # p2 és qo € R esetén Q-nak egyetlen
olyan («, B,7) generdtora van X x Y -on, amelyre teljestil, hogy

(2-17) 04(331) =D, 04(33‘2) = P2, ﬁ(yo) = qo-
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Bizonyitads Definicié6 szerint @Q-nak van (aq,1,7) generatora X X Y-on.

Definidljuk az (o, §,7) fiiggvényhdrmast az alabbiak szerint:

a(z) = ~(a(z) = bi) (z € X),

1
W) =il —t)  (yEY),
V() =mlat +bi+bo) (€ a(X)+B(Y)),

ahol

(071 (.’El) — 7 (.’EQ)

a = , b= 041(1751) —ap; és by = ﬁl(yo) — aqop-.

pP1— P2

Egyszer(i szamolds mutatja, hogy (o, 3,7) a kivant tulajdonsagi generdtora (Q-nak

X x Y-on.

Az egyértelmiiség igazolasdhoz tegyilk fel, hogy az (a,f3,7) generdtoron kiviil

(cvg, B2,72) is olyan generatora (Q-nak X x Y-on, amelyre

(2.18) (1) = p1,  ao(r2) =pa2,  Ba(yo) = @

teljesil. Ekkor
1(e(z) +B(y)) = 7a(aa() + Ba2(y)) ((z,y) € X xY),
amibdl tetszbleges u € a(X) és v € B(Y) esetén

Y oy(u+v) =azoa(u)+ B0 B (v)

kovetkezik. Ez —az f = v, 07, g = agoa™?

(2.16) Pexider egyenlet, ezért a 2.5. Lemma miatt

asoa(u) = au+ b (u € a(X)),
P20 371 (v) = av + by (veBy)),
ot o(t) = at + by + by (tEOa(X)+ﬁ(Y))
alkalmas a # 0, by, by valds szamokkal, azaz
(2.19) alz) = 2(042(35) b)) (reX),
(2.20) B) = S(Baly) ~b) (V)
(2.21) Y(t) = y2(at + by + b) (t € a(X) + B(Y)).

Ezek utan (2.19)-bdl — (2.17) és (2.18) figyelembevételével —

apy = aa(zry) = az(r1) — by =p1 — by

és h = (3, 0 7! jelolésekkel — éppen a
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és
apy = ac(ra) = as(x2) — by = pa — by

kovetkezik, innen pedig (a — 1)(p; — p2) = 0 adédik. Mivel p; # po, ezért a = 1 és igy
by = 0. Mésrészt (2.20)-bol ezek utén

qo = 5(90) = 52(%) — by = qo — by,

igy by = 0 és végiil a (2.19) — (2.21) Osszefliggések alapjan kapjuk, hogy a = ag, 8 = (s
és v = s. O]

///////

késébbiekben gyakran hasznalunk majd.

2.7 LEMMA. Legyen a Q) : R — R kvdzi-osszeq két generdtora az X xY C T téglalapon
(a1, B1,m) €s (ag, B2,72). Ha valamely xq1,x9 € X, x1 # x5 €syg € Y esetén

Oé1($1) = 042($1)7 CY1($2) = Ozz(wg) és 51(%) = ﬁz(yo)7

akkor a két generdtor azonos, azaz vy = g X-en, 1 = Py Y-on és y1 =72 az
a1(X) + 51(Y) = aa(X) + Bo(Y) intervallumon.

A kovetkez6 négy lemmaban kvazi-Osszegek ,,0sszeillesztésérdl” lesz szo.

2.8 LEMMA. ([Mak04]) (Fiiggbleges illesztés.)  Tegyik fel, hogy az Yy és Y interval-
lumoknak van kozos belsé pontjuk és (X x Y1) U (X x Y3) C R. Legyen @Q : R — R
kvdzi-dsszeq az X x Yy és X x Yy téglalapokon. Ekkor Q kvdzi-dsszeg az X x (Y1 U Y5)
téglalapon is.

Bizonyitas. HaY; C Yy vagy Y, C Y], akkor az llités trividlis, ezért a tovabbiakban
tegyiik fel, hogy Y és Y, koziil egyik sem részhalmaza a masiknak. Legyen (aq, £1,71)
Q@ egy generatora X X Yj-en és x1, 19 € X, 1 # 19, yo € Y1 N Yy, Mivel Q X X Yp-n is
kvazi-Osszeg, a 2.6. Lemma szerint, van olyan (as, Ba,72) generdtora X x Yo-n, amelyre

042(561) = 041(351), 042(562) = 041(352), 52(90) = ﬁl(yo)-

A @ fiiggvény nyilvan kvézi-Gsszeg az (X x Y1) N (X x Y3) = X x (Y] NY>) téglalapon
is, ezért a 2.7. Lemma miatt

(2.22) a(r) =)  (v€X),
(2.23) Bo(y) = Pily)  (yeYiNYs),
(2.24) Ya(t) = 1 (t) (t € an(X) + 41(Y1NY2)).

Vezessiuk be ezek utan az alabbi definicidkat:

a(z) = an(z) (z € X),
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62(?4)7 ha Yy e Yé
L [0 mar a0 <)
Yo(t), hatc a(X)+B(Ys)

Az azonnal lathatd, hogy « és  C'M fiiggvények, (2.23) miatt ugyanis (és mivel Y3 NY;
pozitiv hosszisagui) [ és [, ugyanolyan értelemben szigorian monoton fiiggvények. -
azért fiiggvény, mert ha t € (a(X) + B(Y1)) N ((X) + B(Y2)), akkor a 2.1. Lemma
(2.3) egyenl6sége miatt t € a(X) + S(Y1 NYs) és igy a és [ definiciéjabdl és (2.24)-bél
kovetkezik, hogy ~(t) egyértelmiien meghatarozott. Mivel a(X) + (Y7 NY5) interval-
lum, ezért v; és 7, ugyanolyan értelemben szigorian monoton fliggvények, tehat v C'M
fiiggvény. Végiil nyilvanvalo, hogy (a, 3,7) @ generatora az X x (Y1UY3) téglalapon. [

2.9 LEMMA. ([Mak04]) (Vizszintes illesztés.) Tegyiik fel, hogy az X, és Xs interval-
lumoknak van kozds belsé pontjuk és (X1 XY )U(XoxY) C R. Legyen tovibbd @ : R — R
kvazi-sszeq az (X1 xXY') és (XoxXY') téglalapokon. Ekkor Q kvazi-dsszeg az (X1UXs) XY
téglalapon is.

Bizonyitads. Alkalmazzuk a 2.8. Lemméat a Q1(y,x) = Q(z,y), (x,y) € R médon
értelmezett ), fliggvényre. m

A 2.7. és2.8. Lemmékat ismételten alkalmazva tobbszoros illesztésre is van lehetoség.

2.10 LEMMA. ([Mak04]) Legyen2 < N eN,2< M e N, X, Xy,..., Xy, Y, Y1,..., Yy
intervallum. Tegyik fel, hogy X; N X;11-nek illetve Y; MY 1-nek van belsé pontja minden

N
i=1,...,N —1illetve j = 1,...,M — 1 mellett, tovdbbd <U XZ-) xY C R, illetve
i=1
M
Xx|UY;| CRéQ: R — R kvdzi-dsszeg az X; x Y illetve X x Y téglalapokon
j=1
N
mindeni=1,...,N illetve j =1,..., M esetén. Ekkor () kvdzi-osszeq az (U XZ-) XY
i=1
M
illetve az X x | |J Y; | téglalapon is.
j=1

Az alabbi illesztési eredmény lehet6vé teszi, hogy bizonyos vizsgdlatainkban kompakt
téglalapokra szoritkozzunk.

2.11 LEMMA. ([Mak04]) Legyenek X,,, Y, intervallumok, R, = X, xY, C R, R, C R,1
mindenn € N-re és Ry = |J R,. Legyen tovibbd @ : R — R kvdzi-dsszeg R,,-en minden

n=1
n € N esetén. FEkkor Q) kvdzi-osszeg Ry-on is.
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Bizonyitds. Legyen (aq,01,71) Q egy generdtora Ri-en, xq1,x9 € X1, 11 # X,
Yo € Y1 és ha mér Q (ay, B, 7n) generdtorat megvalasztottuk R,-en, vélasszuk

Q (an—i-la ﬁn—i—la ’Yn—‘rl) generétorét Rn-i—l'en ﬁgYa hOgy
Oén+1($1) = Oén(%), Oén+1(952) = Oén(%), ﬂn+1(?/0) = 511(?/0)

teljestiljon, ha n € N. Ez a 2.6. Lemma miatt lehetséges és a 2.7. Lemma szerint azzal
a kovetkezménnyel jar, hogy

O‘n—l-l(x) = O‘n<x> (J} S Xn) ) ﬁm—l(y) = ﬁn(y) (y € Yn)

Y1 () = (1) (t € an(Xn) + a(Yn))

minden n € N-re. Ezért az o = U a, (azaz a(x) = au(zr), ha =z € X,),

0 = U Bn és v = U vn képletek CM fiiggvényeket definidlnak az U X, U Y, és

az U (an(Xn) + Bn(Yn)) (: « ( U Xn> + 0 ( U Yn)> intervallumokon és azonnal
n=1 n=1 n=1
lathato, hogy («, 3,7) generdtora Q- nak Rg-on. ]

Most méar nem lesz nehéz igazolni ennek a fejezetnek a f6 eredményét.

2.12 TETEL. ([Mak04]) Legyen X és Y két intervallum és QQ : X x Y — R lokdlis
kvazi-osszeg X X Y -on. Fkkor Q) kvdzi-osszeq X X Y -on.

Bizonyitas. Mivel X xY eldall benne levo kompakt téglalapok monoton névekvé
sorozata elemeinek unidjaként, — a 2.11. Lemma miatt — elég azt igazolni, hogy @) kvazi-
Osszeg minden C' = [a,b] X [e,d] C X x Y téglalapon. Legyen £ € [a,b] rogzitett és
Ce ={(&y) : y € [¢,d]}. C¢ minden pontjahoz van olyan C-beli, C-ben nyilt téglalap,
amely tartalmazza a pontot és amelyen Q) kvazi-osszeg. Mivel C¢ is kompakt, vannak
olyan X X Y(g Xz(\f X Y téglalapok amelyek szintén C-beliek, C-ben nyﬂtak Q

mindegyikiikon kvazi-osszeg és Ce C U ( ><Y( )) Legyen Ry = (ﬂ X ) U Y

Ekkor C¢ C R¢ C C téglalap, amely nyllt C-ben és — a 2.10. Lemma (fiigg6leges 1llesztes)
miatt — ) kvézi-Osszeg Re-n. Ezért — mivel C' kompakt — vannak olyan &; € [a,b],

j =1,..., M szamok, hogy C' = U Ry, teljesiil. Ismét alkalmazva a 2.10 Lemmét

(vizszintes illesztés) kapjuk, hogy Q kvaz1 osszeg C-n. m

A 2.4. és 2.12. Tételek azonnali kovetkezménye az alabbi

2.13 TETEL. Ha a Q : X xY — R CM figgvény lokdlis kvdzi-osszeq az X° x Y°
téglalapon, akkor QQ kvazi-6sszeq az X XY téglalapon.

Ezt a részt egy olyan specidlis illesztési tétellel zarjuk, amelyet a (2.2) altalanositott
asszociativitasi egyenlet megoldasakor fogunk hasznalni a 3. fejezetben.
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2.14 TETEL. ([Mak04]) Legyenek X, Y, Z intervallumok, Q1 : X XY — R és

Q2:Y x Z — R CM fiigguények. Tegyiik fel, hogy barmely (xo, yo, 20) € X° X Y° x Z°
esetén vannak olyan Xo, Yo, Zy nyilt intervallumok és olyan agy : Xog — R, Gy : Yy — R,
Yo : Zo — R, 610+ ao(Xo) + Bo(Yo) — R, 20 1 Bo(Yo) +70(Z0) — R CM fiiggvények,
hogy xo € Xo, yo € Yo, 20 € Zy, Xo X Yo X Zy C X° xY° x Z°,

(2.25) Q1(z,y) = dwo(ao(z) + Go(y))  ((2,y) € Xo x Yp),
(2.26) Q2(y, 2) = 620(Bo(y) +70(2))  ((y,2) € Yo X Z).

Ekkor Q1 és Qo kvdzi-osszegek, sot vannak olyan o : X — R, 3:Y - R, v: Z —- R,
51 a(X) + BY) = R, 8 B(Y) +1(Z) = R CM fiigguények, hogy

Qi(r,y) = di(a(z) + B(y)) ((z,y) e X xY),
Qa(y,2) = 6:(B(y) +7(2))  ((y,2) €Y x Z).

Bizonyitas. Mivel afeltételek miatt a Q1 és Q2 CM fiiggvények lokélis kvazi-
osszegek az X° x Y? illetve az Y° x Z° téglalapon, ezért — a 2.13. Tétel szerint — kvazi-
Osszegek a teljes értelmezési tartomédnyukon is. Legyen (o, 3,61) @1 egy generdtora
X xY-on, y1,y2 €Y, y1 <y és vélasszuk meg Q2 egy (1,7, 02) generdtorat Y x Z-n

gy, hogy
(2.27) Bilyr) = B(y) és Bilyz) = B(y2)

teljesiiljon. Ez a 2.6. Lemma miatt lehetséges. Ki fogjuk mutatni, hogy f; = [ az Y
intervallumon.

Valéban, legyen yy € Y tetszéleges, legyen tovabba xg € X és zg € Z. A feltételek
miatt fennall (2.25) és (2.26) alkalmas C'M fiiggvényekkel és xq € Xy, yo € Yo, 20 € Zp
nyilt intervallumokkal. Ezért — mivel («, 3,91) @ generdtora X x Y-on, (1,7, d2) pedig
Q2-¢ Y x Z-n (2.25)-b6l és (2.26)-bol azt kapjuk, hogy

d10(ao(x) + Bo(y)) = d1(a(z) + B(y)) ((x,y) € Xo x YO)7

illetve
020(Bo(y) +70(2)) = 02(Bi(y) +7(2))  ((y,2) € Yo x Zp).
Innen — hasonléan, mint a 2.6. Lemma bizonyitasdban — a
5 0 bup(u+v) = aoay’(u)+ Bo B o (v),
illetve a
05" 0 da0(v +w) = BBy (v) + 70" (w)

Pexider egyenletek adédnak (u € ag(Xy), v € Bo(Yo), w € 70(Zy)). Ezekbdl pedig a
2.5. Lemma miatt — egyebek kozott —

50551(1)):@111—1—191 és ﬁloﬁal(v>:a2p+b2
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kovetkezik valamilyen ay, by, ag,by € R ajas # 0 és minden v € [y(Ys) esetén. fgy

B(y) = a1fo(y) + b1 és  [i(y) = asfo(y) + bo,
ha y € Yy. Ezért — mivel ay # 0 —

(2.28) By) = aobi(y) +bo (y € I, = Yp),

ahol 0 # ap € R, by € R (yo-t6l esetleg fiiggd) alkalmas szamok. Fedjik le az [y, yo]
kompakt intervallum minden y, elemét olyan I,, nyilt intervallummal, melyre (2.28)
teljestil valamilyen (ag, by) konstans-parra (ag # 0). A kompaktsdg miatt véges sok ilyen
intervallum is lefedi [y;, y2]-t. Hagyjuk el a foloslegeseket (amelyeket a véges lefedésben
t6le bovebb lefed) a véges lefedésbdl és a maradék intervallumokat rendezziik olyan
Iy, ..., I, sorrendbe, hogy baloldali végpontjaik szigortian monoton névekvé modon
kovessék egymast. Igazolni fogjuk, hogy van olyan 0 # a € R és b € R, hogy

(2.29) B(y) = abi(y) +b (y € [y1,92]).
Ez nyilvanvalé, han=1. Han >1és 1 <k <n — 1, akkor

(2.30) B(y) = apfi(y) + by = a1 51(y) + by,

ha y € I N Iy valamely aj, by, a), 1, b, € R mellett (ajaj,, # 0). Mivel I, N [y
(pozitiv hosszisagu) intervallum és 3 nem konstans [ N Ixii-en, ezért (2.30)-bol
ay = aj,, és b, = by, kovetkezik. Tehat az a := af(= --- = a},), b= b\ (= --- = 1))
definiciokkal (2.29)-et kapjuk. Madsrészt (2.27)-bél és (2.29)-b6l azonnal adédik, hogy
a=1¢b=0. Igyismét (2.29)-bé8l az kivetkezik, hogy 3 = 3 Y minden kompakt
részintervalluman, igy magan Y-on is. O

2.3 NEHANY EGYSZERU ALKALMAZAS
A 2.13. Tétel legfontosabb alkalmazaséara a 3. fejezetben a
(2.2) F(G(z,y),2z) = H(z, K(y, 2))

egyenlet C'M megoldasainak meghatarozasakor keriil majd sor. Itt harom olyan egyen-
letet oldunk meg, amelyekkel kés6bb még talalkozunk. Az elsé ezek koziil a (2.2) egyenlet

(2.31) Alu+ v,w) = B(u,v + w)

specidlis esete. Megjegyezziik, hogy ez az egyenlet Maksa [Mak00]-ben dltaldnosan is meg
van oldva, de felhasznalva csak abban az esetben van, amikor A és B C'M fiiggvények.

2.15 TETEL. ([Mak00]) Legyenek U, V és W intervallumok, A : (U + V) x W — R
és B:Ux (V+W)—RCM figgvények. Akkor és csak akkor teljesil (2.31) minden
(u,v,w) € U XV x W esetén, ha van olyan ¢ : U +V + W — R CM fiigguény, hogy

(2.32) At,w) = o(t +w) (teU+V, weW)

(2.33) B(u, s) = ¢(u + s) (welU, se V+W).
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Bizonyitds. (Nem az eredeti, a [Mak00]-ben megjelent bizonyitast {rjuk le, hanem
lényegében azt, amely [Mak04]-ben szerepel.) Mivel (2.31)-b6l azonnal kévetkezik, hogy

B(u,s) = Alu+ s — w,w) (wel, seV+W, weW),

ezért a B C'M fiiggvény lokalis kvéazi-Osszeg értelmezési tartomanyanak belsején. fgy a
2.13. Tétel szerint B kvazi-Osszeg az U x (V + W) téglalapon. Ezért

(2.34) B(u, s) = pi(a(u) 4+ b(s)) (uelU, seV+W)

alkalmas a : U - R, b: V+W és ¢ : a(U) +b(V+ W) —R CM figgvényekre. A
(2.34) és (2.31) egyenléségek szerint

A(u+v,w) = p1(a(u) + blv + w)),

azaz
o1t o Alu+v,w) = a(u) + b(v +w)

teljestil minden (u,v,w) € U x V x W esetén. Ez — minden rogzitett w € W mellett —
egy Pexider egyenlet, amelyben C'M fliggvények szerepelnek, ezért a 2.5. Lemma szerint

(2.35) a(u) = ap(w)u+ by (w),
(2.36) b(v+w) = ag(w)v+ be(w)
(2.37) o1t o A(t,w) = ag(w)t + by (w) + by(w)

minden (u,v,w) € UxV xW, t € U+V ésalkalmas ay : W — R\ {0}, by,bo: W — R
fiiggvények mellett. (A 2.5. Lemmadaban szereplé ag # 0, by, by konstansok itt fligghetnek
a rogzitett w- t6l.) (2.35)-bdl azonnal kovetkezik, hogy az ag fliggvény konstans, amelyet
szintén ag-lal jeloliink és ezért a by fliggvény is konstans, amelyet szintén b,-gyel jeloliink.
Ezek utan (2.36)-bdl ismét egy Pexider egyenlet adddik, nevezetesen

b(v + w) = agv + ba(w) (veV, weW).
Nyilvanvalo, hogy by is CM fiiggvény. Ezért ismét a 2.5. Lemma miatt
be(w) = agw + by (weW)
valamilyen by € R mellett. Most méar (2.37)-b6l
A(t,w) = @1(apt + by + agw + by),

amibdl pedig —a p(7) = ¢1(agT+by+b1), t € U+V +W definicidval — (2.32) kovetkezik.
¢ nyilvan CM fliggvény, mert ag # 0. Végil (2.33) igazolasdhoz legyen u € U és
seV+W,s=v+w (veV,weW). Ekkor (2.31)-b6l és (2.32)-bél adédik, hogy

B(u,s) = B(u,v+w) = A(u+v,w) = p(u+v+w) = p(u+s).
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A megforditas nyilvanvalo. m

A (2.31) egyenlethez hasonléan kezelhet6 a
(2.38) Clr+y,u+v)=D(x+uy+v)

egyenlet is. Ez Maksa [Mak99]-ben meg van oldva &altaldnosan, de csak a CM
megoldasokat hasznaljuk majd késébb.

2.16 TETEL. ([Mak99]) Legyenek X, Y, U ésV intervallumok, C : (X+Y)x (U+V) —
RésD:(X+U)x (Y+V)—=RCM figguények. Akkor és csak akkor teljesil (2.38)
minden (z,y,u,v) € X XY x U x V esetén, ha van olyan ¢ : X +Y +U +V — R
CM figgvény, hogy

(2.39) Cpg)=¢lp+qg) (pPeX+Y,qeU+V)
(2.40) D(s,t) = (s +1) (se X+U teY+V).

Bizonyitads (Nem az eredeti, a [Mak99]-ben publikédlt bizonyitdst irjuk le.)
(2.32)-b6l azonnal kovetkezik, hogy

Clz+y— (u+v),u+v)=D(z,y) (xeX, yeY+v, uel veV).

Ezért D lokdlis kvazi-osszeg értelmezési tartomanya belsején, igy a 2.13. Tétel szerint
kvazi-osszeg az egész értelmezési tartoméanyan is. Igy

(2.41) D(s,t) = ¢1(al(s) + b(t)) (seX+U, teY+V)

alkalmas ¢ : X +U - R, b: Y +V - Rés p; : a(X +U)+bY +V) - RCM
fiiggvényekkel. A (2.38) és (2.41) egyenléségekbél

Clx+y,u+v)=pi(alz+u) + by +v)),
AZaAZ
ot o Cx +y,u+v) =a(x+u)+bly+v)

kovetkezik minden (z,y,u,v) € X x Y x U x V esetén. Ez — minden rogzitett
(u,v) € U x V mellett — ismét egy Pexider egyenlet ismeretlen C'M fiiggvényekkel,
ezért a 2.5. Lemma szerint

(2.42) a(x +u) = ap(u,v)x + by (u,v),
(2.43) b(y +v) = ag(u,v)y + ba(u, v)

(2.44) o7 0 Clp,u+v) = ag(u, v)p+ by (u,v) + ba(u, v)
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minden (z,y,u,v) € X XY xU XV, p e X +Y és alkalmas ag : U x V — R\ {0},
by,by : U x V — R fiiggvények mellett. (A 2.5. Lemmaéaban szerepl6 konstansok most az
(u,v) partdl figghetnek.) (2.42)-b6l azonban régton kovetkezik, hogy ag nem fiigghet a
méasodik valtozojatdl és igy by sem. (Helyettesitsiink ugyanis (2.42)-be két kiilénboz6 x
értéket és a kapott egyenletrendszerbél fejezziik ki ag(u, v)-t.) Hasonléan eljarva (2.43)-
mal kapjuk, hogy ay nem fligghet az els6 valtozdjatol sem és igy by sem fiigghet az elsé
valtozojatol. Tehat az ag fiiggvény konstans, amelyet szintén ag-lal jeloliink, tovabba by
legfeljebb az els6, by pedig legfeljebb a méasodik valtozojatdl fiigg. Az ijabb (egyvéltozos)
fiiggvényeket ismét by-gyel illetve bo-vel jelolve a (2.42) — (2.44) egyenletekbdl az

(2.45)  a(z 4+ u) = apr + by (u) (xe X, uel),
(2.46) by +v) = apy + ba(v) (yeY, veV),
(247) @7t o C(p,u+v) = agp + by(u) + ba(v) peX+Y, uelU veV)

egyenletek adédnak. (2.45) és (2.46) ismét Pexider egyenlet, amelyekbél az is kovetkezik,
hogy b, és by C'M fiiggvény, ezért a 2.5. Lemma miatt

bi(u) = apu+ by (weU) illetve by(v) = agv + bz (v € V),
ahol by; és bya alkalmas valés szamok. Ezért (2.47)-bél azt kapjuk, hogy
Clp,u+v) = ¢1(ao(p+u+v) + by + bia),

amibél — a p(7) = ¢1(agT+b11 +b12), 7 € X +Y +U+V definiciéval - (2.39) kovetkezik.
Mivel ag # 0, ezért ¢ CM fiiggvény. (2.40) igazoldsahoz legyen s € X + U, s =z +u
(xeX,uel)ésteY+V, t=y+v(y €Y, veV) Felhasznilva (2.38)-at és
(2.39)-et kapjuk, hogy

D(s,t) = D(@ + 1,y +v) = Cla+y,u+v) = ol +y+u+0) = p(s +1).

A megforditas nyilvanvalo. m

Ebben a részben végiil az

(2.48) flz+y)=E(g(z), hy))

egyenlet C'M megoldasaival foglakozunk. Ez az egyenlet altalanositdsa a (2.16) Pexider
egyenletnek, de speciélis esete az (1.1) biszimmetria egyenletnek. Csak ez utébbi allitas
szorul magyarazatra: legyen 2 <m € N, Xy,..., X,,, Y1,...,Y,, intervallum,

=X x---xX,, J=Y, x---xY,,
f:I+J—-R, g:I—-R h:J—>R é E:g(I)xh(J)—R
Ilyen koriilmények kozott (2.48) részletesen kiirva:
(2.49) fler 4y, s+ ym) = E(g(z, ..., 2m), (Y1, Ym)),

ami valéban (1.1) alaki egyenlet és fontos szerepe lesz (1.1) C'M megolddsainak megha-
tarozdsdban. Ezek utan nézziik a (2.48) egyenletre vonatkozé allitast.
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2.17 TETEL. ([Mak04]) Legyenek az I és J halmazok gy definidlva mint az elébb,
legyenek tovdbba

f:I+J—-R g:I—=R h:J—>R é E:g(I)xh(J)—R

CM figguények. Ekkor (2.48) pontosan akkor teljesil minden x € I ésy € J esetén,
ha van olyan a = (ay,...,ay) € R™ és vannak olyan o : g(I) — R, B : h(J) — R,
p:a(l)+p(J) =R CM figgvények, hogy a; . ..a, # 0 és

) f) = ¢({a,t))  (tel+J),
) gx) = a'({a,x)) (v €]),
(2.52) hy) = 67'(ay) (yelJ) és
) E(p,q) = ¢lap)+6(@)  ((p.g) € g(I) x h(J)),
{

, ) a szokdsos belsészorzat R™-ben.

Bizonyitds Legyen (po,q) € g(I)° x h(J)°, po = g(x10,---,Tmo); G =
h(Y10; - - - Ymo) valamely (z19, ..., Zmo) € 1%, (Y10,-- -, Ymo) € J° mellett. Ekkor (2.49)
szerint

(@1 4 Y1, %20 + Y205 - - - s Timo + Ymo) = E(g(%,xzo, e X)), Ry, Yoo, - - - 7ym0))

minden (z1,y;) € X3 xY] esetén. Ez azt mutatja, hogy FE lokélis kvézi-Osszeg értelmezési
tartomanya belsején, ezért a 2.13. Tétel szerint £ kvazi-osszeg a teljes értelmezési tar-
tomanydn, azaz vannak olyan a; : g(I) = R, 81 : h(J) = R és ¢y : g(I) + h(J) — R
CM fliggvények, amelyekkel

(2.54) E(p,q) = e1(aa(p) + 51(q))  ((p.q) € g(I) x h(J)).
Ebbél és (2.48)-bél
piloflx+y)=aiog(@)+piohly) (vel, yel)

addédik, ami egy eredeti (m-dimenziés) Pexider egyenlet. Ennek a C'M megoldédsaira
(lasd Radé-Baker [RB87, Colloray 3]) azt kapjuk, hogy van olyan a = (ay, ..., ay,) € R™,
tovabba by, by € R, hogy ay...a,, # 0 és

(2.55) oo f(t) = (a,t) +by+by  (tel+J),
(2.56) aj o g(x) = (a,x) + by, (x €l
(2.57) Broh(y) ={a,y)+b  (y€J).

Definidljuk ezek utédn az a: g(I) = R, B: h(J) = Résp:g(I)+h(J) = R CM
fliggvényeket az
a(p) = ai(p) —br Blq) = Bi(g) = b2, (r) = pr(r + by +by)

képletekkel. Igy egyrészt (2.55) — (2.57)-b8l azonnal adédik (2.50) — (2.52), masrésat —
kozvetlen szamoldssal vagy a 2.2. Lemma bizonyitdsanak (2.19) — (2.21) egyenl6ségeit
felhasznélva — (2.54)-b6l megkapjuk (2.53)-at is. O
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2.4 SPECIALIS KVAZI-OSSZEGEK: SULYFUGGVENNYEL SULYOZOTT
KVAZI-ARITMETIKAI KOZEPERTEKEK

Ebben a részben arra a kérdésre adunk valaszt, hogy a kétvaltozos, silyfliggvénnyel
silyozott kvazi-aritmetikai kozépértékek koziil melyek azok, amelyek egyuttal kvazi-
Osszegek is. A kérdés hatterében a sulyfliggvénnyel sulyozott kvéazi-aritmetikai kozépér-
tékek egyenldségének probléméaja all. Legyen [ intervallum @ : [ — R C'M filiggvény,
F : I — R pedig egy pozitiv értékeket felvevo fiiggvény, azaz F'(z) > 0, ha x € I. Az
X1,...,%, € I szamok F' sulyfigguénnyel silyozott kvdzi-aritmetikai kozépértéke

ZF(%)‘I’(%)
ZF(:@-)

A sulyfiiggvénnyel stlyozott kvazi-aritmetikai kozépértékek egyenloségének problémaéja
az, hogy taldljunk olyan sziikséges és elegendd feltételeket a &, ¥ : I — R CM
fiiggvényekre és az F,G : I —]0,4+o00| sulyfliggvényekre, hogy az Mgr = My
egyenldség, részletesebben a

(258) M@F($1,...,I‘n) =o

Z F(z;)®(:) Z G ()W ()

egyenldség fennalljon minden (z1,...,x,) € I™ mellett. Feltéve, hogy (2.59) valamely
rogzitett n > 3 mellett fenndll és hogy a &, U, F és G fiiggvények kétszer differen-
cidlhatéak Bajraktarevi¢ [Baj58] igazolta , hogy vannak olyan a, b, ¢, d valés szamok,

hogy

(2.59) o1

(> 4+ d*)(ad — be) # 0
és o ;
U(r) = 2WILED

c®(z) +d
Aczél és Darécezy [AD63] pusztéan azt feltételezve a (2.59)-ben szerepld fiiggvényekrol,
ami Mep és Myc definiciéjaban szerepel, de (2.59) fennalldsat minden n > 2-re
megkovetelve bizonyitottak ugyanezt.
Losonczi [Los99] volt az, aki elészor ért el eredményt — a legnehezebb — az n = 2
esetben: feltéve, hogy

L[ PX)F(X)+D(Y)F(Y) R U(X)G(X)+Y(Y)G(Y)
? ( F(X) + F(Y) )“P ( G(X) + G(Y) )

fenndll, a szerepld fliggvények hatszor differencidlhatéak és még bizonyos technikai
feltételek is teljesiilnek — a kordbban ismerten kiviil — kapott tovéabbi 32 megoldas-
csalddot. A Dar6czy-Maksa-Pales [DMP04] dolgozatban az volt a célunk, hogy megold-
juk (2.60)-at differencidlhatésagi feltétel nélkiil. Ezt azonban csak tgy tudtuk elérni,

G(z) = F(z)(cP(z) + d) (xel).

(2.60)
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hogy feltételeztiik — G konstans fliggvény. Ezéltal arra a kérdésre kaptunk valaszt, hogy
egy sulyfiiggvénnyel stlyozott kétvaltozos kvazi-aritmetikai kozépérték mikor kvazi-
aritmetikai kozépérték, vagy ugyis lehet fogalmazni, hogy mikor kvazi-osszeg. Ugyanis
ha Mg kvazi-osszeg, akkor

(2.61) Mop(X,Y) =~(a(X)+B(Y)) (X, Y €1)

valamilyen a, 8 : I — R, v : o(I) + f(I) — R CM fiiggvényekkel. A baloldal szim-
metridja és v injektivitdsa miatt azonban

o(X) +B(Y) = a(Y) +6(X)  (X,YeT)

addodik, amibol

(2.62) BY)=alY)+c (Y el

kovetkezik alkalmas ¢ € R mellett. Masrészt (2.61)-bél és (2.62)-bdl
X = Mop(X,X) =v(a(X) + B(X)) =v(20(X) + ¢)

adddik, amibdl kapjuk, hogy

y(U) =a? (UQ_ C) (U € 2a(I) + ¢).

Ezért (2.61)-b6l a U = « definiciéval ugyanaz adddik, mint (2.60) jobboldalabdl a
G = konstans esetben. Az aldbbi eredmények Daréczy-Maksa-Pales [DMP04]-ben
jelentek meg és hozzdjarulnak a Péles [Pal02] problémdakat megfogalmazé dolgozat 6.
probléméjanak (amely Losonczi Laszl6tdl szarmazik) megolddsahoz.

El6szor egy regularitdsi tételt igazolunk. Legyen z = U(X), y € ¥(Y), J = ¥(I),
g=GoU ™l f=FoWUlés p=>®0V!a(260) egyenletben. Ekkor az a

o) f(x) + o) fly) _ (g(x)w + g(y)y)

flx)+ f(y) 9(x) +g(y)
alakot 6lti. A tovabbiakban feltessziik, hogy G és igy ¢ is konstans, ezért (2.63)-bdl

o@)f(x) +oy)fly)  [(r+y
f@) + f(y) ‘“”( 2 )

kovetkezik. Regularitasi tételiink erre az egyenletre vonatkozik.

(2.63)

(z,y € J)

(2.64) (x,y € J)

2.18 TETEL. ([DMPO04]) Legyen J nyilt intervallum, ¢ : J — R CM figguény és
f:J —10,+00[. Tegyiik fel tovabbd, hogy (2.64) fenndll minden x,y € J esetén. Ekkor
© €és [ végtelen sokszor differencidlhatd fiigguények és ¢'(x) # 0 bdrmely x € J esetén.

Bizonyitas. (2.64)-bdl kifejezhetd f(x) a kovetkezOképpen:

(2.65) f) = s 22 B sy,
o (5Y) — ol
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ami azt mutatja, hogy f is folytonos. Mésrészt legyen Jy C J olyan nyilt intervallum,
amelynek még a lezartja is J-ben van. Megmutatjuk, hogy ¢ két folytonosan differen-
cialhaté fiiggvény héanyadosa Jy-on és igy ¢ folytonosan differencialhaté J-n. Valdban,
valasszuk meg a 0 > 0 valds szamot gy, hogy Jo+ 6 C J és Jyp — 6 C J is teljesiiljon és
legyen u € Jy,v € R, |v| <. Ekkor (2.64)-b6l az x = u+ v, y = u — v helyettesitésekkel
kapjuk, hogy

(f(u+v)+ flu=v))pu) = fu+v)pu+v) + flu—v)p(u—v).

Integraljuk mindkét oldalt v szerint a [0, 4] intervallumon. Ekkor — helyettesitéses in-

tegrdlas utan —
u+4§
([ 1 e
u—9

kovetkezik. Mivel f pozitiv és folytonos, ebbdl az kovetkezik, hogy ¢ két folytonosan dif-
ferencialhato fliggvény hanyadosa Jy-on és igy maga is folytonosan differencidlhaté Jy-on
és igy J-nis. (2.65)-bél pedig az adddik ezek utan, hogy f is folytonosan differencidlhaté
J-n. Differencidljuk (2.65) mindkét oldaléat = szerint. Az igy kapott egyenletbél és (2.65)-
b6l — némi szamolas utan —

200 3 (5) @+ F) = 1)@ - Fae (5Y) e )

adédik. Haszndljuk itt ismét az x = u+v, y = u—v (u € Jy, v € R, |v] < )
helyettesitéseket, majd integraljuk mindkét oldalt v szerint [0,4]- n. Ekkor azt kapjuk,

hogy
Lol / f/ (o) — ol / e ).

Ez azt mutatja (mivel f pozitiv, folytonos fiiggvény), hogy ¢’ is folytonosan differenci-
alhat6 J-n, azaz ¢ kétszer folytonosan differencidlhaté J-n és ezért — (2.65) miatt — f
is. Cseréljiik most fel az x és y valtozokat (2.66)-ban, vonjuk ki az igy kapott egyenletet
(2.66)-bdl és osszuk mindkét oldalt (y — ) -szel. Ekkor

@(x—%y)fﬁy%—fTw):(fwyw)—(wa@ﬂ

2 Yy—x Yy—x

(r,y € J, y#x)
addédik. Az el6zoek szerint mindkét oldalon 1étezik a hatarérték ha y — x és igy

o) f"(x) = (fo)"(z) (z € J),
azaz (' f2) =0 J-n, amibél

(2.67) ¢(x) = ——

kovetkezik valamilyen £ € R\ {0} és minden x € J esetén. Ebbol egyrészt az adodik,
hogy ¢'(x) # 0, ha x € J, masrészt pedig — (2.65)-tel egyiitt alkalmazva — az, hogy
ha f n-szer folytonosan differencidlhato, akkor ¢ (n + 1)-szer és ezért f is (n + 1)-szer
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igy ¢ (n+ 2)-szer (n € N). Mivel azt mar tudjuk, hogy f és ¢ kétszer folytonosan
differencidlhaté, az allitast kapjuk. Il

A 2.17. Tétel lehet6vé teszi Losonczi ([Los99, Theorem 3, Theorem 4]) eredményeinek
alkalmazasat.

2.19 TETEL. ([DMPO04]) Legyen J nyilt intervallum, ¢ : J — R CM figguény és
f:J— ]0,400[. Ekkor a (v, f) pdr pontosan akkor megolddsa (2.64)-nek, ha ¢ illetve
f valamelyike az aldabb felsoroltaknak:

() /()
(2.68) Ax + D E
(2.69) . f(] +D E(x+C)
(2.70) Ath(Bx +C)+ D Ech(Bx +C)
(2.71) Acth(Bx +C)+ D Esh(Bx + C)
(2.72) Atg(Bx +C)+ D E cos(Bzx + C)
(2.73) Aexp(—2Bzx)+ D FE exp(Bz)

minden x € J és valamilyen A, B,C, D, E € R esetén, amelyekre még az is teljesil, hogy
ABE # 0 és olyanok, hogy f(z) >0, ha x € J.

Bizonyitads. Nyilvanvals, hogy a [Los99]-beli Theorem 3 Gsszes feltétele teljesiil,
kivéve (iii)-t. A mi speciélis esetiinkben — (2.67)-nek készonhetéen — (iii) ekvivalens a
kovetkezovel:

AN
(2.74) (7> vagy azonosan zéré vagy seholsem zéré J-n.

1’ 4
Megmutatjuk, hogy <f7> azonosan zéré J-n a mi esetiinkben. Valéban, tegyiik fel

" / " !
ugyanis, hogy (fT) nem zéré valamely J-beli pontban. Ekkor <f7> folytonossdga

" / 7’
miatt <f7) seholsem zér6 valamely J* C J nyilt intervallumon. Igy érvényes (2.74) J

helyett J*-on és lehet alkalmazni [Los99, Theorem 3]-at. gy megkapjuk a (2.68) — (2.73)

megoldasokat J*-on. Azonban szamolassal igazolhatd, hogy ezekre a megoldasokra az
" /

teljesiil, hogy <f7> eltiinik J* minden pontjdban. Ezért dllitasunk kovetkezik [Los99,

Theorem 3]-bdl. O

Azonnali kévetkezményként megfogalmazhatjuk valaszunkat az e rész elején feltett
kérdésre, hogy tudniillik mikor lesz egy kétvaltozos sulyfliggvénnyel stlyozott kvazi-
aritmetikai kozépérték kvézi-osszeg (kvazi-aritmetikai kozépérték).
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2.20 TETEL. ([DMPO04]) Legyen I nyilt intervallum, ®, ¥ : I — R CM figgvény és
F:1—]0,+o00[. Ekkor

o1 QX)F(X)+2(Y)F(Y) _ g U(X)+ (YY)
( ) ()

(2.75) F(X)+ F(Y)

pontosan akkor dall fenn minden X,Y € I esetén, ha
d=poVW €s F=foWV [-n,

ahol a @, f - U(I) — R fiiggvények a 2.18. Tételben szerepld (2.68) — (2.73) fugguények.
0

Végiil még meghatarozzuk azokat a silyfiiggvénnyel stlyozott aritmetikai kozépértékeket
is, amelyek kvazi-aritmetikai kozépértékek.

2.21 TETEL. ([DMPO04]) Legyen I nyilt intervallum és F : I —]0,+o0[. A

F(X)X + F(Y)Y

FOX)+ F(Y) (X,¥ el)

(2.76)

sulyfigguénnyel  sulyozott aritmetikar kozépérték pontosan akkor kvdzi-aritmetikas
kézépérték, ha vannak olyan a, b, ¢ valds szamok, hogy

(2.77) aX?+bX +c>0 (Xel) és

1
2.78 F(X)= X el).
(2.78) & aX?+bX +c ( )

Bizonyitds. A (2.76) kozépérték pontosan akkor kvazi-aritmetikai, ha van olyan
V.l —R CM figgvény, hogy

(2.79) FX)X+FY)Y (\IJ(X) + ¥ (Y)

F(X) 1 F(Y) > ) (XY el).

Legyen ¢ = U1 és f = FoW~!. Ekkor lathaté, hogy (2.79) ekvivalens (2.64)-gyel, ezért
(2.79) pontosan akkor &ll fenn, ha
(2.80) UV=p'! 4 F=fop ! In,

ahol a ¢, f : U(I) — R fiiggvények a 2.18. Tételben szerepld (2.68) — (2.73) fiiggvények.
Ha f konstans, azaz f (2.68) alaki, akkor (2.78) a =b=0és c = ﬁ—vel teljestil. Ha f
és v (2.69) — (2.73) alakuak, akkor rendre kapjuk, hogy

FA 1
F(X) = E(o (X _ _ 15l
(X) = Bl (X)+ €) = 20 = 1Bl ———,
Az
F(X) = Ech(Bp'(X)+C) = Echoth lX;lD _p
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X-—-D 1
F(X)= Esh(By *(X)+C) = Eshoch * = |B|—,
A (X-D)2 _ 4
A2
X-—-D 1
F(X) = Ecos(By '(X)+C) = Ecosotg * = |E|—,
A (xX-D)2
A2

X . D —1/2 1
F(X) = Eexp(Byp™ (X)) = Eexpoln ( A ) =P
A

Nyilvanvalo, hogy a fenti esetek mindegyikében megvalaszthatdk az a, b, ¢ valds szamok
ugy, hogy (2.78) teljesiiljon. Megforditva, ha (2.77) teljestil és F (2.78) szerint van
definidlva, akkor megkiilonboztetve a

(i) P(X)=aX?+ bX + c konstans,
(ii) P-nek egy valds zéréhelye van,
(iii) P-nek két valds zéréhelye van és a < 0,
(iv) P-nek két valds zéréhelye van és a > 0,
)

(v) P-nek nincs valds zéréhelye és a # 0,

(vi) a=0
eseteket, meghatdrozhaték olyan A, B, C', D, és E val6s szamok, amelyekkel (2.80)
fenndll, ahol a (¢, f) par (2.68) — (2.73) szerint van definiélva. O

2.5 SPECIALIS KVAZI-OSSZEGEK: CAUCHY DIFFERENCIAK

Ebben a részben arra a kérdésre adunk valaszt, hogy melyek azok a Cauchy differen-
cidk, amelyek egyuttal kvéazi-osszegek is. A Cauchy differenciak

F(x,y) = f(z)+ f(y) — f(z +y)

alaku kétvaltozos fiiggvények, ahol f adott fiiggvény, amely altalaban egy kommu-
tativ félcsoportot Abel csoportba képez. A Cauchy differencidk a fliggvényegyenletek
elméletében jelentés szerepet jatszanak, eleget tesznek az un. kociklus egyenletnek:

Flx+vy,2)+ F(x,y) = F(z,y+2) + F(y, 2)

és ezaltal megoldasi mddszert szolgaltatnak fliggvényegyenletek bizonyos osztalyaira
(Aczél-Daréezy [ADT5], Ebanks-Maksa [EM86|, Maksa [Mak82], Maksa-Ng [MN86],
Lajké [Laj74], Maksa [Mak77], Ebanks [Eba04]). Jellemzésiik altaldnos feltételek mellett
megtaldlhaté a Jessen-Karpf-Thorup [JKT68], Erdés [Erd59] és Hosszu [Hos71] dolgo-
zatokban, az alkalmas koriilmények kozotti korlatossaguk kovetkezményeinek vizsgédlata
pedig az

flz+y) = flx)+ fy)
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Cauchy egyenlet stabilitaselméletéhez tarozik (Hyers [Hye41], Ger [Ger94], Forti [For95],
Péles [Pal94], Székelyhidi [Szék95]). A kvazi-Osszegek is jelentOs szerepet jatszanak a
fliggvényegyenletek elméletében: segitségiikkel jellemezni lehet az asszociativ és biszim-
metrikus miveleteket (Aczél [Acz48b], [Acz66], Taylor [Tay78|, Craigen-Péles [CP89],
[Acz04]), a kvézi-aritmetikai kozépértékeket (Aczél [AczdT], [Acz48al, [Acz66], Maksa
[Mak02]) és vélaszokat lehet adni a konzisztens aggregdcidval Osszefliggd kérdésekre
(Aczél-Maksa [AM96a, [AM96b], [AM97], Maksa [Mak99], Miinnich-Maksa-Mokken
[IMMMO99], [MMMO00]), ezért taldn nem érdektelen megvizsgalni, hogy mely Cauchy dif-
ferencidk kvézi-Osszegek is.

Van azonban konkrét motivacid is: a hasznossiagelméletben (utility theory) egy bi-
zonytalan kimenetelii alternativanak egy (x, C,y) elemharmassal jelolt jatszma (fogadas)
felel meg, amit gy lehet interpretdlni, hogy ha a C' | ,esemény” kovetkezik be, akkor an-
nak z a , kovetkezménye”’, mig ha a ,,nem C = C esemény” kovetkezik be, annak y
a kovetkezménye. A kovetkezmények egy féligrendezett halmaz elemei: példaul y < x
jelentheti azt, hogy a fogadd az x kovetkezményt jobban kedveli y-nal. Adott egy u
,,hasznossagfiiggvény”, amely szamértéket (hasznossagot) rendel a kévetkezményekhez
és keresend6 az U fliggvény, amely varhato hasznossagot rendel a jatszmakhoz. Példaul

u(x)W(C) +u(y)(1 -W(C)), hayIx
Uz, C,y) = _ )
u(x)(1—=W(C)) +u(y)W(C), haz <y,

ahol W eseményekhez [0, 1]-beli szamokat rendel6 fliggvény, egy tipikus hasznosségfiiggvény,
amely a ,rangsorolastél” is fligg. Az U hasznossagfiiggvényre vonatkozd ,egyszerti
és természetes” feltételek vezetnek az un. Luce-Marley egyenletekre. Részletesebb
motivacié és a témakorhoz tartozé eredmények talalhatok példaul a Luce [Luc00]
monografidban és az Aczél-Luce-Maksa [ALM96], Aczél-Maksa-Pales [AMP99], Aczél-
Maksa-Ng-Pales [AMNPO01], Aczél-Maksa [AMO01], Maksa-Marley-Péles [MMPO00] és a
Maksa-Pales [MP04] dolgozatokban. A szdmos Luce-Marley egyenlet koziil itt csak a

e (p(x2) + oly) — e(yz))w) — p(yw)

(LM) — o(p (plaw) + o) — plyw))2) — o(y=)

egyenlettel foglalkozunk, ahol az ismeretlen ¢ : [0, K[— [0,400] (0 < K < +00)
figgvény CM fiiggvény, ¢(0) = 0 és (LM) fennéll minden z,y € [0, K[, y < x és
z,w € [0,1] esetén. Azért, hogy az egyenletnek legyen értelme, az is fel van tételezve,
hogy

(2.81) p(r2) + ¢(y) — p(yz) € range(y) (0<y <z <K, z€[0,1]).

Az (LM) egyenlet ¢ megoldésait Aczél-Maksa [AMO01]-ben meghataroztuk — feltételezve,
hogy ¢ kétszer differencidlhaté |0, K[-n és ¢’ seholsem zér6 |0, K[-n. Itt az (LM) egyen-
lettel kapcsolatban egy olyan eredményt mutatunk be, amelynek az elérésében alapveto
szerep jut két fontos ,,regularitasjavité” modszernek: az egyik Péles Zsolttol szarmazik
([P4198a], [P4la8b], [P4l99], [Pal03]) és a konvex fiiggvények alapvetd tulajdonsigait
(Roberts-Varberg [RVT73], Kuczma [Kuc85]) valamint Lebesgue tételét haszndlja
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monoton fliggvények majdnem mindentitti differencidlhatésagardl és hatékonynak bi-
zonyult a monoton fiiggvényekbol allé Gsszetételeket tartalmazéd egyenletek megoldasa
soran, igy csaknem az Gsszes Luce-Maley egyenlet megoldasakor is. (Lasd példdaul Aczél-
Maksa-Ng-Pales [AMNPO1], Aczél-Maksa-Péles [AMP99] [AMPO01].)A mésik Jarai An-
taltdl szarmazik ([Jar96], [Jar99], [Jar04]) és — bizonyos feltételek teljesiilése esetén —
alkalmas arra, hogy fiiggvényegyenletek mérheté6 megoldasainak végtelen sokszori dif-
ferencidlhatosagat garantédlja — lehetOséget adva ezzel arra, hogy a fiiggvényegyenlet
differencidlegyenletre legyen redukalhaté.

Ennek a résznek az eredményei a Jérai-Maksa-Péles [JMP03]-ben publikalt el6zetes
gondolatok utdn — &ltalanosabb formaban — a Jarai-Maksa-Pales [JMP] dolgozatban
varnak megjelenésre.

A kovetkezd tétel azt mutatja meg, hogy (LM) megolddsa hogyan vezet az e rész
elején megfogalmazott problémara. A tételben (2.81) helyett az erésebb

(2.82) p(rz) +o(y) —plyz) <pr) (0<y<z<K, z€l0,1])

feltételt hasznaljuk. Mivel ¢ : [0, K[— [0, +oo[ C'M fiiggvény és ¢(0) = 0, ezért ¢ csak
szigoruan névekvé lehet, igy 0 < p(z2) +¢(y) — p(yz) mindig teljesiil, ha 0 <y < x < K
és z € [0,1], tehdt (LM)-nek a (2.82) feltétel mellett is van értelme. A tovabbiakban
R, a dolgozatban mindvégig a pozitiv valés szamok halmazat jeloli.

2.22 TETEL. ([JMP]) Legyen 0 < K < 400, ¢ : [0, K[— [0,+00] CM figguény és
©(0) = 0. Tegyiik fel tovabbd, hogy teljesiil (2.82) és fenndll (LM) minden x,y € [0, K[,
y<uw ész,we|0,1] esetén. Ekkor bdrmely xo € 10, K[ mellett az

(2.83) f(@) = p(xee™)  (z€Ry)
maodon definidlt f fligguénnyel képzett
(2.84) Flz,y) = f(@)+ fly) = fle+y)  ((z,y) eRy xRy)

Cauchy differencia kvdzi-osszeg R, x R, -on.

Bizonyitas. Legyen
(2.85) U(t) = olaot) (e ]0.1]).

Ekkor W : ]0,1[— ]0, p(zo)] szigorian névekvd, folytonos bijekcié és — (2.82) miatt —
barmely s,t € |0, 1] esetén
U(s) +W(t) = U(st) = @(xos)+ p(xot) — p(aost)
= ¢(@08) + p(two) — p((two)s) < p(xo),

3S)

.....

0 < WU(s) < W(s)+ W(t)— ¥(st)
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adodik. Tovabbé

lim  (U(s) + ¥(t) — U(st)) =0 és lim  (U(s) + W(t) — U(st)) = o),

(,6)—(0,0) (s,)—(1,1)
gy W(s) 4+ W(t) — U(st) € range (¥), ha (s,t) €]0,1[ x]0,1[. Ezért az
(2.86) Fi(s,t) =V (U(s) + U(t) — W(st)) ((s,t) €]0,1[x]0, 1])

definicé korrekt. Fy :]0,1[x]0,1[—]0, 1[ nyilvén folytonos és az sy, so,t € 10, 1], $1 < $2
szamokra (2.82)-bél ad6dd

p(s120) — p((s120)t) < @(s220) — @((s220)t),
(287) ‘11(81) — \I/(Slt) < \1/(82) — W(Sgt)

egyenlotlenség miatt F) az els6, de — szimmetridja miatt — a masodik valtozdjaban is
szigoruan novekvé. Most igazoljuk, hogy

(288) Fl(Fl(s,t),u) :Fl(s,Fl(t,u)) (S,t,UE ]0,1[)
Figyelembe véve F) definiciéjat, (2.88) azzal ekvivalens, hogy
U(Fi(s,t)) +W(u) — U(Fi(s,t)u) = V(s) + V(Fi(t,u)) — U(sFi(t,u)),

azaz

U(F(s,t)u) — V(tu) = W(sFi(t,u)) — U(st).
Ez pedig (LM )-b6l adédik az

Tr=2x9, Y=1txy, 2z=28, W=1u

helyettesitésekkel, valamint (2.85) és (2.86) figyelembevételével. F tehét folytonos és
mindkét valtozdjaban szigoriian monoton névekvs megolddsa a (2.88) asszociativitasi
egyenletnek. Ezért Aczél Janos 1.7. Tétele miatt van olyan « : |0, 1[— R C'M fliggvény,

hogy
Fi(s,t) = a Y (als) + a(t)) ((s,t) € 10,1[ x ]0,1]).

Ebbél Fy (2.86) definicidja szerint
(2.89) U HW(s) + U(t) — U(st)) = a H(as) + at)) (s,t € ]0,1])
kovetkezik. Legyen ezek utdn a = Wo a™! és b(z) = a(e™™), v € R,. Ekkor a és b CM

fiiggvények és (2.89)-b6l az s = e t = e ¥ (x,y € R,) helyettesitésekkel valamint
(2.85), (2.83) és (2.84) figyelembevételével

F(z,y) = f(z) + f(y) — flz +y) = alblx) +b(y))  ((z,y) € Ry xRy)
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kovetkezik. Ez azt mutatja, hogy az F' Cauchy differencia valéban kvazi-osszeg Ry X R -
on. O

A kovetkezOkben — dtmenetileg eltekintve attél, hogy a (2.83)-ban definidlt f
fiiggvény az (LM) egyenlet szigortian monoton ¢ megolddsabdl szarmazik és igy maga is
szigortian monoton — csak azt vizsgaljuk, hogy melyek azok a Cauchy differenciak, ame-
lyek kvazi-osszegek R, x R -on. Segitségiinkre lesz az alabbi két | regularitdsjavito”
tétel.

2.23 TETEL. ([JMP]) Legyenek f,b : Ry — R és a : b(Ry) + b(Ry) — R olyan
fugguények, melyekre

(2.90) @)+ fy) = fx+y) = alblz) +b(y))  (v,y €Ry)

teljestil. Ha a és b szigorian monoton, akkor van olyan A : R — R additiv fligguény
(azaz, amely eleget tesz az A(x +vy) = A(x) + A(y); =,y € R Cauchy egyenletnek), hogy
ag(z) = f(x)—Ax), x € Ry mddon definidlt g valamint az a és b fiigguény értelmezési
tartomdnya minden pontjdban jobbrdl is és balrdl is differencidlhato. Tovdbbd g abszolut
folytonos, ¢, (g jobboldali derivdltfigguénye) szigorian monoton, b', seholsem zéré R -
on €s

(2.91) 9(x) + g9(y) — g(xz +y) = a(b(z) +b(y)) ((z,y) € Ry).

Bizonyitds. A (2.90) egyenldségbdl kovetkezik, hogy minden rogzitett y € R
mellett az

r— fle+y)—flz)  (zeRy)

differencia-fiiggvény szigoriian monoton, azaz f Wright konvex vagy Wright konkav R -
on (Wright [Wrib4)), igy Ng tétele miatt ([Ng87])

(2.92) f(2) = g(e) + A(x)  (w€Ry),

ahol g : R, — R szigorian konvex vagy szigorian konkav és A : R — R additiv. Ismert
([Kue85], [RVT73]), hogy g Ry minden pontjaban jobbrdl is és balrdl is differencialhato,
megszamlalhaté sok pont kivételével differencialhatd, g abszolut folytonos és ¢, g”
szigorian monoton. Az A fiiggvény additivitdsa miatt (2.90)-bél azonnal adddik (2.91),
amibdl lathato, hogy a értékkészlete pozitiv hossziusagu intervallum, ezért a folytonos.

Most megmutatjuk, hogy b mindkét oldalrél differencidlhaté R, minden pontjdban
(ezért b folytonos is) és U, (x)b"_(z) # 0, ha x € Ry. (2.91)-bél ugyanis

(2.93) b(z) =a '(g(x) +g(y) —gle+y)) —bly)  (z,y €Ry)

kovetkezik. Legyen x € R, rogzitett és valasszuk meg az y pozitiv szamot igy, hogy
a~! differencidlhaté legyen a g(z) + g(y) — g(x + y) pontban. Ez azért lehetséges,
mert I, = {g(z) + g(y) — g(y +y) : y € R} pozitiv hosszisdgi intervallum, az a~*
szigoruan monoton fiiggvény pedig — Lebesgue tétele szerint — majdnem mindeniitt dif-
ferencialhaté, igy I,-ben kell olyan pontnak lennie, amelyben a~! differencidlhaté. Ezért
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(2.93)-bdl azt kapjuk, hogy b jobbrdl is és balrdl is differencialhat6 az x pontban. Mivel
b folytonos, igy (2.90) illetve (2.91) jobboldala valéban kvazi-tsszeg R, x R -on. Ha
valamilyen zy € R, pontban ¥/, (29)b’ (o) = 0 lenne, akkor valasszunk olyan y € R
elemet, melyre teljesiil, hogy a differencialhaté b(xg)+0b(y)-ban (ez ismét Lebesgue tétele
miatt lehetséges). Ekkor (2.91)-bél vagy

9’ (w0) — g (w0 +y) = a/(b(wo) + b))V (x0) = 0
vagy pedig
g (z0) — g'(zo +y) = d'(b(x0) + b(y))b_(z0) = 0

kovetkezik, ami ellentmond ¢/, vagy ¢’ szigorian monotonitdsdnak. Tehat a o/, és b_
derivaltfiiggvények seholsem tiinnek el, ezért b~! is differencidlhaté jobbrdl is és balrdl
is. Ennek pedig a (2.91) egyenletbdl ad6dd

(2.94) gob () +gob (s)— g0 (1) + b7 (s)) = a(t+s)  ((t,s) € b(Ry) x b(R,))

egyenlet szerint az a kovetkezménye, hogy a is differencidlhaté mindkét oldalrdl a
b(R,) 4+ b(R,) nyilt intervallum minden pontjéban. O

A (2.91)-ben szerepls fiiggvények differencidlhatésdgi  tulajdonsdgai lehetévé
teszik az egyenletbdl a fliggvényoOsszetétel elimindcidjat és igy (2.91) redukciéjét
,,hagyomanyosabb” egyenletre. A kovetkezo tételben az igy kapott egyenletben szereplo
ismeretlen fiiggvények erds regularitasat igazoljuk.

2.24 TETEL. ([JMP]) Legyenek g, a és b az el6z4 tételben szerepld figguények, amelyekre
teljesil (2.91) barmely x,y € Ry esetén. Legyen tovibbd

(2.95) Glx)=4¢\.(x) é h(zx)=

(x e Ry).

Ekkor G és h injektiv, végtelen sokszor differencidlhato figgvények, amelyekre fenndll,
hogy

(2.96) G(z +y)(h(x) — h(y)) = h(2)G(2) — h(y)G(y)  (z,y € Ry).

Bizonyitas. Az el6zo tétel szerint G szigorian monoton és h definicidja korrekt.
Nyilvanvald, hogy h seholsem zér6. Differencidljuk (2.91) mindkét oldaldt z-szerint
jobbrol, majd a kapott egyenletben cseréljik meg x-et és y-t. Ekkor az alabbi két
egyenlethez jutunk:

(z+y) = di(blx)+oy)V (x)  (z,y €Ry),
(x4+y) = a(bl@)+by)' (v) (z,y €Ry),

!/

a’,, ha b szigorian névekvo
’ +
ahol a, =
a’_, ha b szigorian csokkeno.
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A fenti két egyenletbdl — ' (z) # 0, € Ry miatt — (2.95) figyelembevételével (2.96)
kovetkezik. Ebbdl azonnal adédik, hogy h injektiv: ugyanis, ha h(z) = h(y) (z,y € Ry),
akkor (2.96) miatt (és mert h seholsem zéré) G(x) = G(y) kévetkezik. De G injektiv,
igy © = y, tehat h is injektiv. A tovabbiakban az a kozvetlen célunk, hogy (2.96)-bdl
levezessiink egy olyan egyenletet, amelyre alkalmazhaté Jarai [Jar96] 1.8. Tétele (vagy
1.9. Tétele). Ehhez el6szor kifejezzitk G(x + y)-t (x # y) G alkalmas eltoltjai = és y
helyen felvett értékeinek raciondlis fiiggvényeként. Legyen ezért z,y.t,u € R,. Ekkor
(2.96)-bdl
G(t+u)(h(t) — h(u)) = h(t)G(t) — h(u)G(u)

adodik, ahonnan

G(t+u) — G(u)

(2.97) h(O) = W) G G

kovetkezik. Itt a nevez6 — G injektivitdsa miatt — nem zér6. Ezért ismét (2.96)-bol és
(2.97)-bél — feltéve, hogy = # y — kapjuk, hogy

o) = MG~ MGl
NEIChs ) (U) g G ) —Glu)
G r+u)—Gu Gly+u)—Gu
"o rw—o@  "ayru-ow
Tekintve, hogy h(u) # 0, ebbol
(2.98) Gz +y) = H(G(z+u),G(y + u),G(z),G(y), G(u))

kovetkezik minden x,y € Ry, © # y és alkalmas H racionalis fiiggvény mellett. Legyen
itt x =t — y. Ekkor azt kapjuk, hogy

G(t)=H(G(t —y+u),Gly+u),G(t—y),Gy),G(u))

minden olyan (y,u,t) hdrmasra, amelyre ¢t > y > 0,u > 0,2y # t. Mivel G —
monoton 1évén — majdnem mindeniitt differerencialhato, igy Jarai [Jar96] 1.8. Tétele
(vagy 1.9. Tétele) miatt G végtelen sokszor differencidlhaté R, -on. Ezért — (2.97) miatt
— h is végtelen sokszor differencidlhaté R -on. O

2.25 TETEL. ([JMP]) Legyenek f,b : Ry — R és a : b(Ry) + b(Ry) — R olyan
fligguények, melyekre fenndll (2.90). Ha a és b szigorian monoton figguények, akkor
f csak az alabbi fiigguények valamelyike lehet:

(2.99) f(z) = alnch(fz +~)+ A(x) + 9 (r e Ry),
(2.100) f(x) = aln|sh(Bz + )| + A(z) + ¢ (r € Ry),
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(2.101) f(x) = ae’™ + A(z) + 6§ (x € Ry),
(2.102) flz) =aln|fx +~|+A(x)+6 (x € Ry),
(2.103) f(x) = az® + A(x) + 6 (x € Ry),

ahol A : R — R additiv fugguény, «, 3,7, € R olyanok, hogy a3 # 0 és By > 0.

Bizony it as A 2.23. és 2.24. Tételek szerint [ lehetséges
alakjanak meghatarozdasahoz elég ¢ lehetséges alakjat meghatarozni (ettél f-é csak
additiv fliggvényben kiilonbozhet), ez utébbit pedig — ¢ abszolit folytonossiga és
megszamlalhaté sok pont kivételével valé differencidlhatésdga miatt — (2.95)-bol
megkaphatjuk, ha (2.96)-bdl G lehetséges alakjat ki tudjuk kévetkeztetni — felhasznélva,
hogy G és h injektiv, végtelen sokszor differencidlhaté fiiggvények és h seholsem zéro.

Alkalmazzuk (2.96) mindkét oldalara a 0,0, differencidloperatort. Ez a jobboldalt
zéréva teszi, aminek eredményeképpen

(2.104)  G"(z+y)(h(z) = h(y) + G (z +y)(h'(x) =M (y) =0  (z,y €Ry)

adddik. Mindkét oldalt (z — y)-nal osztva (z,y € Ry,  # y), majd elvégezve az y — x
hataratmenetet
G"(2x)h' (z) + G'(2z)h" (z) = 0, (x e Ry)
és igy
(G'2x)W (2)*) =0 (z €Ry)
kovetkezik. Ezért van olyan k € R, hogy

(2.105) G'(2x)h (z)? =k  (z €Ry).

Most igazoljuk, hogy k # 0. Ugyanis G szigorian monoton és végtelen sokszor diffe-
rencialhato, ezért derivaltja nem zéré valamely intervallumon. Ha k& = 0 lenne, akkor
h konstans lenne egy intervallumon, de ez nem lehet, mert A is injektiv. (2.105) miatt
tehat G és h derivaltfiiggvényei seholsem tiinnek el R -on.

Ezek utan (2.104)-bdl

Gz 4y) W)= NW(y) . .
Glaty)  ha)—hy) | VEReTFY)

adddik. Alkalmazzuk mindkét oldalra a 0, — 0, differencidloperdtort. Ez a baloldalt
nullava teszi, ezért — némi szamolas utan —

(2.106) (h"(z) + 1" (y))(h(x) = h(y)) = I'(2)* = W' (y)* (2,5 €R)

kovetkezik. Legyen

(2.107) Pu) =K' w)?  (ue h(Ry)).
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Ekkor — mivel b’ seholsem zér6 és h végtelen sokszor differencidlhaté — p is végtelen
sokszor differencialhaté és — P(h(z)) = I'(x)? miatt — (2.106)-bol

(5700) + 3 P(10) ) (o) = 0) = PU(2)) = PUA),

azaz

(P'(u) + P'(v))(u —v) = 2(P(u) — P(v)) (u,v € h(R}))
adodik. Differencialjuk itt mindkét oldalt u-szerint kétszer. Ennek eredményeképpen
azt kapjuk, hogy P"(u) = 0, u € h(Ry) és igy P egy legfeljebb masodfoki polinom
h(R)-ra valé lesziikitése. Ezek utén a

W(2)*=P(h(z)) (v €Ry)
differencidlegyenlet integralassal megoldhaté. A lehetséges injektiv megoldasok R -on:
(z) = aosh(yoz + do) + Bo,
h(z) = ag ch(yoz + do) + Po,
()
()

ahol g, 8,70, € R, az els6 harom esetben oy, # 0, az utolsé esetben a3 + 32 > 0.
Megjegyezziik, hogy R -t6l szitkebb alkalmas intervallumon a h(z) = aq sin(vyoz+do)+ 5o
képlet is szolgdltat el nem t{iné injektiv megolddst (lasd [JMP]). A h fliggvény is-
meretében (2.105)-bdl szérmaztathaté G, abbdl pedig — (2.95) szerint — a g fliggvény,
amely f-t0l csak egy additiv fiiggvényben kiilonbozik. Végiil tehat — elemi szamoldsok
utén, amelyeket itt most melldziink — kapjuk f lehetséges (2.99) — (2.103) alakjait. [

A (2.99) — (2.103) egyenldségek jobboldaldn szerepld elemi fliggvények addicids
képleteinek koszonhetoen a baloldalon allé f fliggvénnyel képzett Cauchy differencidk
— amint azt latni fogjuk — mind kvazi-Osszegek. E kvézi-Gsszegek (b, b, a) generatorai
koziil elég meghatarozni egyet, a tobbi abbdl a 2.6. Lemma bizonyitasaban szerepld
modon szarmaztathato.

2.26 TETEL. ([JMP]) Legyen f : Ry — R a (2.99) — (2.103)-ban szerepld figgvények
valamelyike és F' az f-bol szdrmazo Cauchy differencia, azaz

(2.108) F(r,y) = f(x)+ fly) = flx+y)  (z,y € Ry).

Ekkor F kvdzi-osszeq (b, b, a) generatorral, aholb : R, — Riilletve a : (R, )+b(R,) — R
rendre az alabbi fligguények:

(M1) ha f a (2.99)-ben adott fiiggvény, akkor

e§;2q chy +1
chy

Y

b(x) = %hﬂchvth(ﬁx—l—’y) —shvy|+¢q, a(§) =0 —aln



(M2g)

(M3)

o8

ha f a (2.100) adott figguény és v # 0, akkor

£=2q
6pSh'y

b(x) = Lln]sh'yc‘ch(ﬁaj%—’y) —chyl+4¢q, a(§) =6 —aln

shy shy

ha f a (2.100) adott figguény és v = 0, akkor

b(x) =pcthfr+q, a(§)=0—aln

5—2q‘

ha f a (2.101)-ben adott figguény, akkor

ha f a (2.102)-ben adott figguény és v # 0, akkor

b(m):pTﬁln <1—|—%) +q, a(§)=0—aln

1 (1 — 6_6;2(1%)
Y

ha f a (2.102)-ben adott figguény és v =0, akkor

1§—2q
P

Y

br) = £ +4q, a(§)=d-aln

és végil, ha f a (2.103)-ban adott figguény, akkor

£-2q

b(x) =plhx+gq, a(l)=05§—2w0e 7,

ahol o, 3,7,0,p,q,€ R, afBp #0 és By > 0.

Bizonyitas. A bizonyitast csak a tipikus (M1) esetben végezziik el. Legyen tehat
f (2.99) szerint adott és ebbdl — (2.108) alapjan — szamoljuk ki az F(z,y) értéket, ha
€T,y € R+:

F(z,y) = aln

ch(Bz + ) ch(By + )
ch(B(x +y) +7)

ch(Bz +v+ By +v—7)
ch(Bx + ) ch(By +7)

nch(6x+'y+ﬁy+’y)ch’y—Sh(ﬁfv+’y+ﬁy+7)sh’y
ch(Bx + ) ch(by + )

= 6 —aln [(1+ th(Bz 4+ v) th(By + 7)) chy — (th(Bz + ) + th(By + 7)) sh7]

(chyth(Bz 4+ ) —shy)(chyth(By +7) —shvy) +1
ch~ '

+9

= d—aln

= 0—a«al

= 0—aln
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Mos mar szamolassal konnyen ellendrizhetd, hogy F' kvazi-Osszeg és egy generatora
(bo,bo,ao), ahol

(2.100) bo() = % In|chyth(Bz+7) —shy|  (x € R,)
és

h
(2.110) (@) =5 —alm ST (e e (R + bo(Ry)).

ch~y
Ha (b, b, a) is egy generatora F-nek, akkor az
ao(bo(7) +bo(y)) = a(b(x) +b(y)) (2,9 € Ry)
egyenlet az
o ag(u+v) = bobyl(w) +bo byl (v) (v € by(R,))

Pexider egyenletre vezet, amelyben C'M fiiggvények szerepelnek, igy a 2.5. Lemma fel-
haszndalasa utan

S+
—~
8
~—
I

pbo(z) + ¢ (x € Ry),

a(§) = ao (5 _qu) (€ € b(Ry) + (Ry))

kovetkezik valamilyen p # 0 és ¢ valés konstansokkal. Ebb6l pedig — (2.109) és (2.110)
figyelembevételével — megkapjuk (M1)-et. Hasonlé szamoldssal igazolhaté (M2)—(M5)
is. [

Megjegyezziik, hogy az (M2)-ban illetve (M4,)-ban megadott fliggvények az (M2)-
ben illetve (M4)-ben szereplé megfelel6 fiiggvényekb6l a v — 0 hatdratmenettel
megkaphatok.

A tétel alapjan vélasz adhato az e rész elején feltett kérdésre: pontosan azok az F
Cauchy differencidk kvézi-6sszegek R, x R, -on, amelyek (2.108) szerint képezhetok a
(2.99) — (2.103) képletekkel megadott f fiiggvénybol. Ezek explicit alakjanak felirdsa
helyett foglalkozzunk még az (LM ) egyenlet megoldasaival.

A 2.22. és 2.25. Tételek lehet6vé teszik, hogy meghatdrozzuk az (LM) egyenlet
v [0, K[— [0,+00[ (0 < K < +00), ¢(0) = 0 tulajdonsagi és (2.82)-nek eleget tevd
C'M megoldésait. A (2.83) egyenléség miatt ugyanis

(2.111) o(z) = f (—m ﬁ) (z €]0,zo[)

Zo

és p-vel egyiitt f is CM fiiggvény R -on. Ezért a (2.99) — (2.103) képletekben szerepld
A additiv fliggvény folytonos, azaz A(x) = ex, x € R, valamely ¢ € R mellett (lasd
példdul [Acz66]). Igy f végtelen sokszor differencidlhaté R, -on, kovetkezésképpen ¢ is
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a ]0, K[ intervallumon, ugyanis zo € ]0, K[ tetszbleges. Mésrészt f’ csak az e additiv
konstansban kiilonbozik a 2.23. Tételben szereplé ¢/ szigortian monoton fiiggvénytol,
igy f’ is szigorian monoton, tovabbd — (2.111) miatt — f is. Ezért f’ seholsem zéro6
R, -on. Ugyanakkor (2.111)-bél azt kapjuk, hogy

¢'(x) = —if’( — log(x/:co)) (:1: €]0, xg[).

Igy — mivel xy €]0, K| tetszbleges — ¢'(x) # 0, ha = €]0, K[. Ezért alkalmazhaté az
Aczél-Maksa [AMO1]-ben igazolt eredmény, ami alapjan vagy

o(x) = An(pz” + 1) (x € 10, K|)

vagy
o(x) = T2” (x € [0, K|)

a megoldasok, ahol A\, u,v,7 € R konstansok, v > 0, 7 > 0, Ap > 0, u > —K7%, ha
K eRés >0, ha K =4o00. Megjegyezziik, hogy nem veszitettiink megoldast azaltal,
hogy (2.81) helyett az erésebb (2.82) feltételt hasznaltuk. Megjegyezziik még azt is,
hogy egy masik lehetséges elegendé feltétele annak, hogy (2.81) fennélljon a

o(x2) + o(y) —e(yz) > p(z)  (0<y<z <K, zel0,1])

egyenldtlenség. Ekkor ¢ és 1 szigorian csokkend fiiggvények |0, K|-n illetve R -on, f
pedig szigorian novekvo és szigortian konkav. Minden gy megy, mint az el6zéekben
és megkaphatjuk (LM) ]0, K[-n nemnegativ és szigorian csokkené megoldasait (lasd
Aczél-Maksa [AMO1, Theorem 1}).
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3 ALTALANOSITOTT ASSZOCIATIVITAS
INTERVALLUMOKON

Valészintileg Abel [Abe26] volt az elsé, aki asszociativ fiiggvényeket tanulméanyozott
intervallumokon, de azdta is szamos matematikus foglalkozott ezzel. Az Aczél-konyvben
[Acz66] példdul tobb mint 140 hivatkozast taldlunk asszociativ fliggvényekrol szdlé
munkadkra, és a konyv megjelenése 6ta is tobben publikaltak a téméban: példaul Hosszui
[Hos67], Kimberling [Kim73|, Taylor [Tay73], [Tay75|, [Tay78], Eichhorn [Eic78], Frank
[Fra79], Darsow-Frank [DF83], Schweizer-Sklar [SA83], Alsina-Ger [AGS85], [AGSS],
Aczél [Acz87], Craigen-Pales [CP89], von Stengel [vS93], Maksa [Mak00], Alsina-
Frank-Schweizer [AFS03|, Boros [Bor04], Aczél [Acz04]. A témakdr legismertebb tétele
Aczél Jénostdl szarmazik ([Acz48bl), [Acz66]) és azt allitja, hogy ha I intervallum és
F:Ix1—1ICM figgvény, amelyre

(3.1) F(F(z,y),2) = F(z,F(y,2))  (z,y,2€1)
teljestil, akkor van olyan ¢ : I — R C'M fiiggvény, hogy
(32) F(z,y)=¢ (o) +oy) (vyel).

(Lésd az 1.7. Tételt.) Felvetédott tovabbi — asszociativ tipusi — egyenletek vizsgalata
is (14sd Hosszu [Hosb4]). Példaul

(3.3) F(F(z,u),v) = F(z,G(u,v)),
(3.4) F(F(z,u),v) = F(z,u+v),
(3:5) F(F(z,y),2) = Flz,F(zy)),
(3.6) F(z, Fly,2)) = F(z F(y,x)),
(3.7) Pz, F(y,2)) = F(F(z2).y),
(3.8) F(z,F(y,2)) = F(y,F(z,2)).

Ezeknek az egyenleteknek kiilon neviik is van: (3.3) a transzformécié egyenlet (sze-
repet jatszik a valdszintiségelmélet egyfajta matematikai megalapozasaban (ldsd Cox
[Cox61])), (3.4) a transzldcié egyenlet (valdszintileg az iteracidelméletben vetddott fel
el6szor), (3.5) a Tarski-féle asszociativ torvény, (3.6) a Grassmann-féle asszociativ
torvény, (3.7) a ciklikus asszociativ torvény, (3.8) pedig a Hosszu-féle asszociativ torvény.
Ezeknek az egyenleteknek kozos altalanositasa az

(3.9) F(G(x,y),2) = H(x, K(y, 2))

egyenlet, amelyet mar a 2. fejezetben szerepeltettiink ((2.2) egyenlet). Ezt is tobben
vizsgaltdk Aaltaldnos struktirdkon (kvézi-csoportokon, mint példaul Aczél-Belousov-
Hosszi [ABH60]-ban vagy altaldnositott grupoidokon, mint példdul Taylor [Tay78]-ban)
és az igy nyert eredményekbdl kovetkeztettek Aczél 1.7. Tétele segitségével a valds esetre
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(lasd példaul Aczél [Acz66], 31. oldal). A kvézi-csoport technikdnak koszonhetéen ezek-
ben a tételekben — azon kiviil, hogy a (3.9)-ben szereplé fiiggvények folytonossdga meg
van kovetelve — sziirjektivitasi feltételek is szerepelnek: egy (altaldanositott) kvazi-csoport
ugyanis egy (X,Y, Z, %) négyes, ahol X, Y, Z halmazok, * : X XY — Z és barmely
x € X,y €Y, z € Z esetén egyetlen olyan (2/,y') € X XY van, hogy 2’y = x*xy' = z
(Aczél-Dhombres [AD89]), ezek pedig szamos nevezetes lehetséges megolddst kizdrnak.
Ennek esett ,,dldozatul” (majdnem) a C'ES fiiggvény az 1. fejezetben, de az egyszerii
szamtani kozép is ki van zarva a megoldasok koziil korlatos intervallumok vagy példaul
a ]0, +-00[ esetén, ugyanis ilyen intervallumok Descartes szorzatan a szamtani kozép nem
gyengén sziirjektiv egyik valtozéjaban sem. (3.9) megoldasanak masik megkozelitési
médja a differencidlhatésag feltételezése volt (1dsd a 31 darab hivatkozast Aczél [Acz66]
327. oldalan), ezdltal (3.9)-bél parcidlis differencidlegyenletet lehetett levezetni. Ez az
eljards azonban csak lokdlis megoldédsokat szolgaltat ([Acz66], 329. oldal).

Ebben a fejezetben megadjuk a (3.9) egyenlet C'M megolddsait — nem tételezve fel
semmiféle sziirjektivitast vagy kvazi-csoport tulajdonsagot — Osszhangban azzal, amit
Aczél Janos a fiiggvényegyenletek elmélete néhany megoldatlan problémajardl irt negy-
ven évvel ezel6tt (1dsd [Acz64]). F6 eszkoziink a 2.13. Tétel lesz. Ennek alkalmazdsa-
hoz a 3.1. részben eloszor ,,lokalisan” megoldunk egy feltételes asszociativitasi egyen-
letet (lasd (3.10)). Ez az egyenlet azért feltételes, mert a valtozdk szébajové értékeire
maga az egyenlet ad korlatozast, ami nélkiil az egyenlet értelmetlen lenne. A 3.2.
részben bemutatjuk a kapcsolatot a lokalis kvazi-osszegek és az dltalanositott asszo-
ciativitasi egyenlet megoldasai kozott és megadjuk (3.9) C'M megoldasait (3.3. Tétel).
Végil a 3.3. részben ennek segitségével oldunk meg tovabbi asszociativ tipusi egyen-
leteket. E fejezet eredményei részben Maksa [Mak00]-ban jelentek meg, ahol von Sten-
gel [vS93] 21. Tételének egy kiévetkezményére alapoztunk. E tétel bizonyitdsa azon-
ban — véleményiink szerint — nem eléggé kidolgozott, igy Maksa [Mak04]-ben mar nem
hasznaljuk (3.9) CM megoldasainak meghatarozasakor. Itt ez utébbi véltozatot irjuk
majd le a 3.2. részben. A 3.3. rész eredményei Maksa [Mak]-ban varnak megjelenésre.

3.1 EGY FELTETELES ASSZOCIATIVITASI EGYENLET
LOKALIS MEGOLDASA

Ebben a részben csak egy tételt bizonyitunk. A bizonyitas soran felhasznaljuk Aczél
[Acz66] (54-57, 268. oldal) és von Stengel [vS93] (383-388 oldal) néhany gondolatét
és megkonstrudljuk egy ,.feltételesen asszociativ struktira” ,logaritmus fliggvényeit” —
legalabbis lokalisan. Ezt Ugy tessziik, hogy elébb lokalis ,,exponencialis fliggvényeket”
konstrualunk, amire az ad lehetéséget, hogy a feltételek miatt definidlhaté a raciondlis
kitevos, majd a valos kitevos ,,hatvanyozas”.

3.1 TETEL. ([Mak04]) Legyen J nyilt intervallum, e € J és x: J x J — R folytonos és
mindkét valtozojaban szigorian monoton novekvd fligguény. Tegyiik fel, hogy

(3.10) (uxv)xw=ux*(v*w) (ha u,v, w,uxv,v*xw € J)

s

es

(3.11) uxe=exu=u (uwelJ).
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Ekkor vannak olyan a,b € J szamok, hogy a < e < b és van olyan ® : [a,b] — [—1,1]
folytonos és szigoruan monoton novekvd fligguény, hogy

(3.12) O(u*xv)=d(u) + D(v) (ha u,v,u*v € [a,b])
(3.13) ®(a) = —1, o(b) =1.

Bizonyitas. (i) Elészor azt igazoljuk, hogy van olyan a,b € J, hogy a < e < b
és a x b = e, tovdbbd barmely u € [a,b] esetén egyetlen olyan u~! € [a, ] van, melyre
uxu~! =u"! xu = e. Ugyanis, mivel J nyilt és x folytonos az (e, e) pontban valamint
— (3.11) miatt e x e = e — van olyan a/,0 € J, hogy @’ < e <V ésda' %l € J. Ha
a xb = e, akkor a = a/, b = b/ megfelel6 valasztds. Ha a' x b’ < e, akkor (3.11) miatt
a'xb < e <l =exl ésigy x elsd valtozdjaban valo folytonossdgabol axb’ = e kovetkezik
valamely a’ < a < e mellett, ami b = V/-vel a kivant allitdas. Ha pedig e < a’ * b, akkor
— ismét (3.11) miatt — o’ xe = a’ < e < d' % és igy — * masodik véltozdjaban vald
folytonossdgabol — a’ x b = e valamely e < b < b’ mellett, ezért a = a’-vel teljestil az
allitas. Most megmutatjuk, hogy b+ a = e is igaz. Ugyanisa =exa <bxa < bxe =0,
gy bxa € [a,b] C J ésigy — (3.10) és (3.11) miatt —

(bxa)xb=>bx(axb)=bxe=>b=exb,

amibdl — x els6 valtozdjaban valé szigorian monotonitasa miatt — b * a = e kovetkezik.
Ezek utan (i) maradék része a kovetkezSképpen bizonyithaté: az unicitds a szigoru
monotonitds miatt nyilvanvald, az egzisztencia bizonyitasahoz legyen u € [a,b]. Az
u € {a,b} esetet mar vizsgaltuk, az u = e eset nyilvanvald, legyen tehat el6szor u € ]a, e].
Ekkor uxe = u < e, mdsrészt uxb > axb = e, igy valamely u™! € Je, b[ mellett uxu~! = e.
Hasonléan, ha u €le,b[, akkor uxe = u > eésu*xa < bxa =e¢, ezért uxu' =e
valamely u~! €]a, e[ esetén. Végil u™! * u = e is teljesiil, mert ha u < e, akkor u™! > e
ésigyu =exu < utxu<ul*xe=u! ha pedigu > e, akkor u™! < e, ezért
ul=ulxe<ul*u<exu=u Tehat mindkét esetben u™' xu € J, igy (3.10) és
(3.11) miatt

-1 1 1 -1 1

(wlsu)xut=utx(urxu ) =utxe=u = exul,

amibél — * masodik valtozdjdban valé szigori monotonitdsa miatt — u=! x u = e

kovetkezik.

(ii) Most megkonstrualjuk a tételben szereplé ® fiiggvény inverzét [—1, 1] racionélis
pontjaiban. Ehhez el6szor definidljuk a ¢, (0 <n € Z), (Z az egész szamok halmaza)
fiiggvényt az alabbiak szerint:

@o(t) = e (te Jy:=J),

(3.14)
on(t) = ppa(t)xt  (t€Jy:=¢, (J)NJu1, n €N).
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(pn(t) at € J, szam n-edik ,hatvdnya”, amelyet csak a fenti (korlatozott) koriilmények
kozott tudunk értelmezni.) Vildgos, hogy ¢, : J,, — R folytonos (ha n > 0) és szigorian
monoton novekvé is (ha n > 1), tovabbé e € J,,, J,, nyilt intervallum (ha n > 0) és

(3.15) Jo C Jur,  ha n>1.

Most megmutatjuk, hogy barmely n € N esetén egyetlen olyan z,, € |e, bjN.J,, van, melyre
on(xy) = b (2, b n-edik ,,gyoke”), és az (x,) sorozat szigorian monoton csokkend. Az
egyértelmiiség ¢, injektivitdsa miatt nyilvanvald, z,, 1étezését indukcioval bizonyitjuk.
Ha n = 1, akkor x; = b megfelel. Tegyiik fel, hogy n > 1 és igaz allitas n helyett
(n — 1)-re, azaz van olyan x,,_1 €le,b] N J,,_1, hogy ¢,_1(z,—1) = b. Mivel b € J, ezért
Tno1 € 1 (J) is teljesiil, igy 2, 1 € J,. Felhasznélva ¢, definciéjat, az indukcios
feltételt, (3.11)-et és * masodik valtozéjaban val6 szigori monoton névekedését kapjuk,

hogy
(pn('xn—l) = @n—l(l’n—l) *Tp—1 = b * Tp—1 > bxe=b.

Masrészt pn(e) = e < b, tehat ¢, felvesz b-bSl nagyobb és kisebb értékeket is az
le,xp—1] C J, intervallumon. Ezért ¢, (z,) = e valamely z, €le,z,_1[C J, mellett.
Ez azt is mutatja, hogy (z,) szigortian monoton csékkend.

A bizonyitds (i) része szerint egyetlen olyan x, ! € [a, e[ elem van, amelyre

(3.16) Toxx, =a kx, =e (n € N).

Mivel (z,,) szigorian monoton csokkend, (z,!) szigortian monoton névekvs. Valdban,
ha 2 <n € N, akkor

e:wn*xgl <xn,1*$;1 < Tp_1ke=x,_1<b,
igy ebbdl, (3.11)-bél, (3.10)-bél és (3.16)-bol
1 1 1

T, =T, ke < x;ll k(-1 * x;l) = (2,1 * Tp_1) * x !

kovetkezik.
Most indukciéval igazoljuk, hogy

(3.17) vt ed, és ou(z;)=a (neN).

(z;' abszam (—%) -edik ,,hatvanya”, azaz a n-edik ,,gyoke”.) Han = 1, akkor 21 = b és
a € [a,b] C J = Jy, igy a bizonyitas (i) része miatt ;' = a € J; és ¢, definiciéja miatt
o1(x7) = p1(a) = a. Tegyiik fel, hogy n > 1 és igaz (3.17) n helyett (n — 1)-re, azaz
:B,:il € J,_1 és gon_l(m,:il) = a. Mivel :v;il <z l<eébsee J, 1, ezért az :U;il € J,_1
indukciés feltétel miatt és azért mert .J,,_; intervallum azt kapjuk, hogy

(3.18) )t € Ju.
Ismét az indukcids feltétel miatt és mivel ¢,,_; szigorian monoton névekedo

a=pn-1(2,71) < Pn1(,7) < aale) =e,
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ezért on1(z,') €la,e[C J, gy ;' € ¢, 11 (J), ami (3.18)-cal egyiitt azt eredményezi,
hogy z,;! € J,.

Definidljuk ezek utdn a U fiiggvényt — amelyet ® inverzének szanunk — a [—1,1]
intervallum racionalis pontjaiban a kovetkezoképpen:

(3.19) T (T) = o(z,) & U (—T) = on(zZ)) (0<m<n, meZ neN).
n n
A definici6 korrektsége kovetkezik a

egyenl6ségekbol, ahol K € N, 0 <m € Z és m < n € N. (3.20) els6 felének belatasahoz

vegyiik észre, hogy b = @rm(Trm) = ©n(@k(Trn)), €2ért @p(Tr,) = Ty, tehdt pm(Tr,) =
O (0r(Thn)) = Pm(2,). (3.20) mésodik fele - (3.17) felhasznéldsaval — hasonléan lathatd
be.

(iii) A (3.19) definiciébdl és x,, definiciéjabdl rogton kévetkezik, hogy W(1) = b,
U(0) =e, U(—1) = a. Most megmutatjuk, hogy

(3.21) v <% + %/) —v (%) * U (%) :

han e N;m,m' € Z; Im| <n, |m'| <n, |m+m| <n, azaz
(3.22) U(r+s)=U(r)*x¥(s) (r,s,r+se[-1,1]NQ).

(Q a racionalis szamok halmaza.) Nézziik elészor azt az esetet, amikor m > 0, m’ > 0,
m +m’ < n. Ekkor — (3.15) miatt —
Tn € Jn C Joprme, €zért o, definiciéjabol adodik, hogy

Pm+m/ (xn) = (Pm(xn> * Om! (xn)u

ami (3.21)-et igazolja. Hasonlé a bizonyitds az m < 0, m’ <0, —m —m/ < n esetben is.
A maradék két ,,vegyes” eset koziil csak azt vizsgaljuk, amikor

!/

_ !
<1, —1<-"<p o< oy

— P Y

n n

(3.23) 0<

m
n

mert a masik hasonléan kezelhet6. Ha (3.23) teljesiil, akkor (3.21) felhasznéldsédhoz
— (3.19) alapjan — azt kell igazolni, hogy

Cm—m! (zn) = me(xn) * Om! (l’;l),

ez pedig kovetkezik a (3.14) definiciébdl valamint (3.17)-b6l, (3.16)-bdl, (3.10)-bél és
(3.11)-bdl.

Ebben a részben igazoljuk még azt is, hogy ¥ : [—1, 1]NQ — |[a, b] szigorian monoton
novekvé. Ehhez elég azt belatni, hogy

(3.24) v (%) <V (m;r 1> ;
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haneN meZ, -1 <7 és mTH < 1. Az ™ > 0 esetben (3.24) azzal ekvivalens, hogy
Om(Tn) < ©mi1(x,). Ez pedig igaz, mert z,, > e és igy — (3.14) miatt — @,1(x,) =
Om(Tn) * T > Om(T,) € = ep(x,). Az mT“ < 0 eset hasonléan kezelhetd, csak itt
azt kell felhaszndlni, hogy z,;! < e. Végiil, ha <0< mT“, akkor az eddigiek alapjan
\I'(%) < ¥(0) < \IJ(mT“) adddik és ebben a sorban mindkét egyenl6tlenség nem lehet
egyidejlileg egyenloség.

(iv) Most megadjuk ¥ szigoriian monoton névekvé és folytonos kiterjesztését a [—1, 1]
intervallumra. Legyen ugyanis

U(z) =sup{¥(r): -1 <r <z} (x € [-1,1])
(3.25) és
W(x) =inf{¥(s): 2 < s <1} (x € [-1,1]).

Nyilvdnvald, hogy ¥ és W a V¥ fiiggvény monoton novekvé kiterjesztései [—1,1] N Q-rdl
[—1, 1]-re, tovabba ¥ balrél, ¥ pedig jobbrél folytonos a | — 1, 1] illetve [—1, 1] interval-
lumon és ¥(x) < W(x) barmely = € [~1,1] esetén. Kimutatjuk, hogy ¥(z) = ¥(z), ha
x € [—1,1]. Ez nyilvdnval6, ha * = —1 vagy z = 1. Ha —1 < x < 1, akkor el6szor
valasszunk olyan (r,), (sn) : N — Q sorozatokat, amelyekre —1 < 7, < § < s, < 1,
—1<rp+s, <z (neN)ésr, — 5, s, — 5, majd olyan (1), (s},) : N — Q sorozatokat,
melyekre 1 <7, < 3 <s, <1l,z<r, +s,<1l(neN)ér, — 3, s, — 7 teljesiil. Fel-
hasznélva a (3.22) egyenletet, valamint ¥ baloldali, ¥ jobboldali folytonossagat 5-ben
és x folytonossagat azt kapjuk, hogy

W) = T i+ ) = T (B(r) ¢ U(s,)
- 9(2)5() - iy
= nh_)ngo U(r! +s) =V(z).

Ezért ¥ = U folytonos és monoton kiterjesztése W-nek [—1,1]NQ-1él [—1, 1]-re, amelyet
szintén W-vel jelolink. Nyilvan W : [—1,1] — [a, b] sziirjektiv és ¥ szigoriian monoton
novekvd, mert ha valamely —1 < z < y < 1 esetén V(z) = U(y) lenne, akkor valasszunk
olyan r, s € Q szdmokat, melyekre z < r < s < y teljesiil, amib6l ¥ [—1,1] N Q-n valé
szigori monotonitdsa és U [—1, 1]-en valé monoton novekedése miatt

V(z) <W(r) < W(s) < ¥(y)
kovetkezik, ami ellentmondds. W folytonossdgabdl és (3.22)-bdl
U(zx+y)=T(x)*U(y) (v,y, v +ye[-1,1])

adédik. Ezek utédn a ® = U1 definicidval a tétel allitasat kapjuk. O
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3.2 LOKALIS KVAZI-OSSZEGEK ES ALTALANOSITOTT
ASSZOCIATIVITAS

Ebben a részben el6szor azt mutatjuk meg, hogy kapcsolat van az
(3.9) F(G(2,y),2) = H(z, K(y,2))

altaldnositott asszociativitasi egyenlet és a 3.1. Tételben targyalt (3.10) feltételes asszo-
ciativitasi egyenlet kozott . Ehhez 1ényeges hozzajarulas a kovetkezo lemma.

3.2 LEMMA. ([Mak04]) Legyenek X, Y, Z intervallumok, G : X xY — R, K : Y x
Z >R F:GX,Y)XxZ —->Ré H:XxK(Y,Z) - R CM figguvények és tegyiik
fel, hogy (3.9) fenndll minden (z,y,z) € X XY X Z esetén. Definidljuk tovabbd az
f: X XY xZ — R figguényt és tetszblegesen riogzitett (xo, Yo, 20) € X XY X Z esetén
az fi: X =R, fo:Y =R és fs: Z — R figguényeket az alabbi képletekkel:

(3.26) flz,y,2) = F(G(x,y), Z) ( = H(z, K(y, z)),

(327) fl(x) = f(l',ym ZO)a fZ(y) = f(l'o,y,Zo), f3(z) = f(x07y072)'

Ekkor vannak olyan

f12 : fl(X) X f(x(],}/,Z) — R és f21 : f(X, Y, Zo> X f3<Z) — R

folytonos és mindkét valtozojukban szigoriian monoton novekvd fuggvények, hogy minden

(x,y,2) € X XY X Z esetén fenndllnak az aldbbi egyenléségek:

(3.28) [y, 2) = fiz(fi(2), f(z0,y,2)),

(3.29) f(@,y,2) = fa(f (2,9, 20), f3(2)),

(3.30) fr(fi(@), fa(f2(y), f5(2))) = fa(fr2(f1(2), f2(y)), f5(2)),
(3.31) fi(z) = fia(fi(2), f2(w0)),

(3.32) f3(2) = far(fa(o), f3(2)),

(3.33) fe(fi(@), f5(2)) = fa(fi(2), f3(2)).

Bizonyitas. Legyen p(t) = H(xo,t), t € K(Y,Z). Ekkor p CM fliggvény és
(3.26)-bdl az x = xq helyettesitéssel f(xg,y,z) = p(K(y, z)) kovetkezik, amibol

K(y,2)=p ' (f(z0,9,2))  ((y,2) €Y x 2)
adédik. Ezért ismét (3.26)-bdl kapjuk, hogy
(3.34) f(@,y,2) = H(z,p " (f (20,9, 2))) ((z,y,2) € X xY x Z),
amibdl az

(3.35) feEn) =H(7,p7 ()  (§€ filX), nep(K(Y,2))
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definicidval valamint (3.34) felhasznélasaval

fi2(fi(@), f(zo,y,2)) = H(f{'(Ai(@).p7"(f(z0,,2)))
= H(x,p ' (f(x0,,2)))
= f(x,y,z),

azaz (3.28) adédik. Vilagos, hogy fi1o C'M fiiggvény, sét — figyelembe véve a 2.2. Lemmat,
(3.35)-0t és (3.27)-et — mindkét valtozéjaban szigortian monoton noévekvd. Mivel
(3.9)-ben az x és z véltozdk ,egyenértékiick”, (3.29) hasonléan igazolhaté. (3.30) bi-
zonyitaséhoz legyen (3.28)-ban illetve (3.29)-ben z = z illetve = x¢. Igy

(3.36) f(x,y, 20) = fra(fi(2), f2(y)),
illetve
(3.37) f(x0,y,2) = far(fa(y), f3(2))

adédik minden (x,y,z) € X XY x Z esetén. Ezért (3.28) és (3.37) valamint (3.29) és
(3.36) miatt

f(x,y,2) = fia(fi(2), far(fay), f3(2))) = fa(fr2(fi(2), f2(v)), f3(2)),

amibdl (3.30) kovetkezik. (3.36)-bdl illetve (3.37)-bél az y = yo helyettesitéssel rogton
kapjuk (3.31)-et illetve (3.32)-t. Végiil (3.33) (3.30)-b6l az y = yo helyettesitéssel,
valamint (3.31) és (3.32) figyelembevételével adddik. O

A kovetkez6 tételben megadjuk (3.9) C'M megoldésait.

3.3 TETEL. ([Mak04], [Mak00]) Legyenek X, Y, Z intervallumok, G : X x Y — R,
K:YXxZ—-R F:GX,)Y)>Ré H: XxK(Y,Z)—RCM figgvények. Ekkor
(3.9) pontosan akkor teljesil minden (x,y,z) € X XY x Z esetén, ha vannak olyan
a: X =R, Y >R, ~v:Z->R,§:aX)+0Y) =R, 6:6Y)+vZ) — R és
v:a(X)+B(Y)+7v(Z) = R CM figgvények, hogy

(3.38) F(&2) = 90,18 +7(2)),
(3.39) G(x,y) = d&i(a(x)+ B(y)),
(3.40) H(z,n) = ola(z)+6"(n)
(3.41) K(y,2) = 62(B(y) +7(2))

teljesil minden (x,y,2) € X XY x Z és £ € G(X,Y), n € K(Y, Z) esetén.
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Bizonyitas. (i) Elészor azt mutatjuk meg, hogy G és K kvazi-Osszegek az X x Y,
illetve Y x Z téglalapokon, rdadésul specidlis (o, 3,6;) illetve (3,7, d2) generatorokkal,
azaz fennall (3.39) és (3.41). Legyen ehhez (xo,y0,20) € X° x Y% x ZY tetszOleges.
Igazolni fogjuk, hogy ha f a (3.26)-ban definiélt fliggvény, akkor f(-, - zg) és f(zo,-, *)
kvazi-osszegek (specidlis generdtorokkal) X x Y?-on illetve Y? x Z%on. Legyen ezért
[(X) =U, fL(Y) =V, f3(Z) = W, ahol fi1, fo, f3 a (3.27)-ben definidlt fliggvények,
legyen tovabba e = fi(zg). Ekkor U, V, W intervallumok és — mivel fi(zo) = fa(y0) =
fs(z0) =e € UNV NW, s6t e belsé pont, ezért U NV N W is intervallum és van olyan
J CcUNVNW nyilt intervallum, hogy e € J. A 3.2. Lemma szerint vannak olyan fio
és fo1 folytonos és mindkét valtozéjukban szigortian noévekvd fiiggvények, amelyekkel
teljesiilnek a (3.28) — (3.33) egyenléségek. Ezekbdl az

(3.42) uxv = fa(u,v) (u,v € J)

moédon definidlt folytonos és mindkét valtozdjaban szigorian monoton novekvo
x:J x J — R figgvényre kapjuk, hogy

(usv)*w=ux*(v*w) (u, v, w,uxv,v*w € J)
és
uxe=ekxu=u (ueJ).

fgy a 3.1. Tétel szerint van olyan [a,b] C J intervallum és ® : [a,b] — [—1,1] bijektiv
CM fiiggvény, hogy a < e < b és

(3.43) D(uxv)=®(u) + @(v) (u,v,u*xv € [a,bl]).
Ezért (3.42) és (3.43) miatt
(3.44) fra(u,v) = far(u,v) =uxv =" (0(u (v)),

ha u, v, f12(U>U) € [a,b}. Mivel fl(xo) = fz(yo) = fs(zo) = f(iU ,yo,Zo) = e és fi
xo-ban, fo yo-ban, f3 zp-ban, f('» '720) (a:o,yo)—ban és f(%» ) ) (%Jo)‘ban folytonos
fiiggvények, vannak olyan X x Yy C X? x Y0 és Yy x Zy C Y° x Z° nyilt téglalapok,
hogy

(70, %0) € Xo X Yo, (Y0,20) € Yo X Zoy & f1(2), fo(y), f3(2), frz(z,v), for(y, 2) € [a,b],

ha (z,y) € Xo x Yy és (y,2) € Yo x Zo. gy (3.28), (3.29) és (3.44), valamint (3.43)
kovetkeztében

O(f(x,y,20) = P(fr2(f1(2), f2(1))) = P(fi(x) * f2(y))
= O(fi(z)) + @(fa(y))

és

O(f(z0,y,2) = (I)(f21<f2(y)7 f3(2))) = ®(fa(y) * f3(2))
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ha (z,y) € Xo x Yo és (y, 2) € Yo x Zo. Erekbl az egyenléségekbél az

ap(z) = (fi(z)) (z € Xo),  Boly) = 2(f2(y)) (v € Yo), 70(2) = P(f3(2)) (2 € Zo),
010 =27 | (ao(Xo) + Bo(Y0)), b0 =27 | (Bo(Y0) + (%))

definiciokkal

f(x,y,20) = dio(ao(z) + Bo(y)) & f(0,y,2) = d20(Bo(y) + 70(2))

((x,y) € Xo x Yo, (y,2) € Yo X Zy) adédik. Mivel ag, 5o, Y0, 010 és d29 C'M fiiggvények
valamint (zg,y0) € X° x YO illetve (yo, 20) € Y x ZY tetsz6legesek, ezért f(-, -, zy) és
f(xg, ., .) lokdlis kvazi-osszegek X°x Y-on illetve Y9 x Z%on — specialis generatorokkal,
igy a 2.14. Tétel miatt f(-, -, 20) és f(zo,-,-) kvazi-Osszeg X x Y-on illetve Y x Z-
n specialis (o, 3,07) illetve (53,7,0d5) generdtorokkal. Mivel F(-,z) és H(xg, -) CM
fiiggvények, (3.26)-bdl kovetkezik, hogy fenndll (3.39) és (3.41) G illetve K alkalmas
(cv, B,01) illetve (5,7, d2) generatoraival.

(i) Trjuk most G és K (3.39) illetve (3.41) el6llitasait (3.9)-be. Ekkor azt kapjuk,
hogy

(3.45)  F(d(a(z)+ B(y)), z) = H(z,0:(8(y) + (=) ((z,y,2) € X XY x Z).
Ebbdl pedig
(3.46) F(01(u+w),y (w)) = H(a " (u),5(v + w))

kévetkezik minden (u,v,w) € a(X) x B(Y) x v(Z)) esetén. Definidljuk ezek utdn az A
és B fiiggvényeket az

(347)  Altw) = (0,47 w@) (b w) € (a(X) +5Y)) x 1(2)),
illetve a
(3.48) B(u,s) = H(a‘l(u), (52(3)) ((u, s) € a(X)x (B(Y)+ v(Z)))

képlettel. Ekkor A és B C'M fliggvények, amelyekre teljesiil, hogy

(2.30) Alu+v,w) = B(u,v +w) ((u,v,w) € a(X) x B(Y) xv(Z)).

Ezért a 2.15. Tétel miatt van olyan ¢ : a(X) + B(Y) +v(Z) — R CM fiiggvény, hogy
Alt,w) =p(t+w) és B(u,s) = p(u+s),

hate a(X)+8(Y), wey(Z),uea(X)éseBY)+~(Z). Igy (3.47) és (3.48) miatt
megkapjuk a (3.38) illetve (3.40) egyenléségeket is.

Az, hogy a (3.38) — (3.41) képletekkel definidlt F', G, H, K kvazi-Osszegek (3.9)
megoldésai, szamolassal ellendrizheto. O

E tétel néhany kovetkezményét a 3.3. és 3.4. részben targyaljuk. Itt most csak két
eredményt fogalmazunk meg, amelyek azonnal adédnak a 3.3. TételbSl. Az els6 (lasd
[vS93], Theorem 21-et is) a
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3.4 TETEL. ([Mak]) Legyenek X, Y, Z intervallumok, G: X xY - R, K : Y X Z — R,
F:GX,)Y)xZ —-Ré H:XxK(Y,Z)— R CM figguvények, amelyekre teljesiil
(3.9) minden (z,y,z) € X XY X Z esetén. Ekkor van olyan o : X — R, f:Y — R,
v:Z—-Résgp:a(X)+pY)+~v(Z)—RCM figguény, hogy

(3.49) F(G(z,y),2) = H(z, K(y, 2)) = p(a(z) + By) +(2)),
ha (z,y,z) € X XY x Z.

A maésodik eredmény egy pozitiv valasz Steinhaus azon kérdésére (lasd Ryll-
Nardzewski [RN5H5], és Aczél [Acz66], 329. oldal), hogy ha egy haromvaltozos f fliggvény
kétvaltozos fiiggvények segitségével elball

(3.50) fz,y,2) = F(G(z,y),2) és f(z,y,2) = H(z,K(y, 2))
alakban, akkor el6éll-e egy tovabbi lehetséges
(3.51) f(x,y,2) = L(M(z,7),y)

alakban is. A vélasz — amely itt teljesebb mint [RN55]-ben vagy [Acz66]-ban — a
kovetkezo:

3.5 TETEL. Ha X, Y, Z intervallumok, f : X xY xZ - R és G : X xY — R,
K:YXxZ—->R F:GX,)Y)YxZ —>Ré H:XxKY,Z) - RCM figgvények,
tovabbd fenndll (3.50) minden (x,y,2z) € X XY X Z esetén, akkor vannak olyan M :
IxX —-RésL:M(Z X)xY —RCM figguények is, melyekre (3.51) teljesil minden
(x,y,2) € X XY x Z mellett.

Bizonyitas. Alkalmazzuk a 3.4. Tételt és legyen

M(z,x) = y(2) + (), (z,2) € ZxX é L& y) =€+ B(y)),

EeM(Z,X),yeY,ahol a, 3, v és ¢ a 3.4. Tételben definidlt CM fliggvények. Ekkor
M és L is C'M fiiggvények és (3.50) miatt teljesiil (3.51) is. O

3.3 NEHANY TOVABBI ASSZOCIATIV TiPUSU EGYENLET

Negyven-otven évvel ezel6tt Hosszit Miklds vizsgalta (tobbek kozott) a (3.3) — (3.8)
asszociativ tipusu egyenleteket (lasd [Hosb4], [Hos67]). F6 eszkoze az

(31) F(F(l’,y),Z) = F(.T,F(y,Z))
egyenletre vonatkozo Aczél-féle 1.7. Tétel, a szintén Aczél Janostdl szarmazo és a
(3.52) B(B(z,y), B(u,v)) = B(B(x,u), B(y,v))

egyenletrél szol6 tétel ([Acz66], 287. oldal) valamint néhdny — a (3.9) egyenlet
folytonosan differencialhaté (lokalis) megoldasait megadd — sajat eredménye volt (ldsd
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Hossza [Hosb4], [Hos67], Aczél [Acz66], 329. oldal). Néhény esetben (példaul a (3.3),
(3.7) és (3.8) egyenletek esetében) megoldhatdsagi feltételeket is hasznalt. A 3.3. il-
letve 3.4. Tételeknek koszonhetGen itt most egységes mddszerrel tudjuk meghatarozni a
(3.3) — (3.8) egyenletek C'M megoldésait — mellézve mindenféle megoldhatésagi feltételt.
El6szor az

(3.3) F(F(z,u),0) = F(z, G(u,0))
ugynevezett transzformacio egyenlettel foglalkozunk.

3.6 TETEL. ([Mak]) Legyenek X és U intervallumok, F: X xU — X ésG : UxU — U
CM figgvények. Ekkor a (3.3) egyenlet pontosan akkor dll fenn minden x € X és
u,v € U esetén, ha vannak olyan o : X - R és 3: U — R CM figgvények, hogy

(3.53) F(x,u) = a a(r) + B(u)) ((z,u) € X x U)
(3.54) G(u,v) = 87 (B(u) + B(v)) ((u,v) €U x U)
teljesuil.

Bizonyitas. Szamolassal ellenérizhetd, hogy a (3.53) és (3.54) szerint definidlt F' és
G CM figgvényekre fennall (3.3), ezért csak a megforditds bizonyitasaval foglalkozunk.
A 3.4. Tétel szerint minden x € X és u,v € U esetén

(355) F(F(l‘, u))”) = F(ZL’, G(u’ U)) - (P(Oé(x) + ﬂl(u) + 62(1}))

valamilyen o : X — R, 31,0, : U — R és ¢ @ a(X) + 81(U) + fo(U) — R CM
fiiggvényekkel. Legyen v = vy € U rogzitett és definidljuk az F; és W fiiggvényeket az

Fi(z) = F(z,v) (x € X) és U(t)=F ' op(t+ Ba(vg)) (t € a(X)+ 5i(U))
képletekkel. Ekkor F} és W C'M fiiggvények és (3.55)-b6l a v = vy helyettesitéssel
(3.56) F(z,u) =Y(a(z) + fi(v)  ((z,u) € X xU)
adédik. gy ismét (3.55)-bdl

a(z) + 1o Gu,v) = ao¥(a(x) + fi(u) + filv)  (z€X, uvel)
kovetkezik. Ezért, minden p € a(X) , ¢,r, € (1(U) esetén azt kapjuk, hogy
aoW(p+q)=p+PBioG(B'(g), B (r) —r

Ez az egyenlet minden rogzitett r € 31(U) mellet egy Pexider egyenlet, amelynek a C'M
megoldasait a 2.5. Lemma szolgaltatja:

(3.57) aoU(t) =1+ by(r) (t € a(X) + Bi(U))



73

(3.58) BroG(B (q), B (r) —r = q+ba(r) (g,7 € B (V))

valamilyen by : 51(U) — R fiiggvénnyel, amely azért adédik mert a 2.5. Lemméban
szerepl6 by konstans fiigghet a rogzitett r-t6l. (3.57)-bdl azonban rogtén kovetkezik,
hogy by r-t6l nem fiigg, azaz by(r) = b valamilyen b € R és minden r € [31(U) esetén.
Igy (3.57) és (3.58) miatt

U(t) =a '(t+b) (t € a(X) + B:(U))
és
G(u,v) = B (Bi(w) + Bu(v) +b) (u,v € V).
Ezek utédn (3.53) és (3.54) a f(u) = f1(u)+b (u € U) definicidval kovetkezik (3.56)-
bol és ezekbol az egyenletekbdl. O

Megjegyezziik, hogy az U = X és G = F esetben a (3.3) egyenlet a (3.1) egyenletté
valik, igy tételiinkbdl kovetkezik Aczél Janos 1.7. Tétele.

3.7 KOVETKEZMENY. ([Mak]) Legyen X és U intervallum és tegyiik fel, hogy (U,+)
félcsoport. Ha az F': X x U — X CM fiuggvény eleget tesz az

(3.4) F(F(x,u),v) = F(z,u+v)

transzlacio egyenletnek minden v € X és u,v € U esetén, akkor van olyan v : X — R
CM figgvény, hogy

(3.59) F(z,u) =~y (y(x) +u) ((z,u) € X x U).

Bizonyitas. Alkalmazzuk a 3.6. Tételt a G(u,v) = u+v (u,v € U) specidlis
esetben. Ekkor léteznek oo : X — R és 5 : U — R C'M fliggvények, hogy fennall (3.53)
és (3.54). Ez utébbibdl rogton adddik, hogy [ eleget tesz a

Blu+v) = f(u) + B(v) (u,0 € U)

Cauchy egyenletnek, amely természetesen Pexider egyenlet is, igy a 2.5. Lemma mi-
att kapjuk, hogy fB(u) = cu, u € U valamilyen 0 # ¢ € R mellett. Ezért (3.59) a
v(z) = 2a(z), © € X definicidval kovetkezik (3.53)-bdl. O

3.8 KOVETKEZMENY. ([Mak]) Legyen X intervallum és tegyiik fel, hogy az

F: X x X — X figguény eleget tesz az

(3.5) F(F(2,y),2) = F(z, F(2,1)) ((2.5.2) € X x X x X)
Tarski-féle asszociativ torvénynek. Ekkor van olyan 5 : X — R CM figgvény, hogy

F(z,y) = 87 (B(x) + B(y)) ((z,y) € X x X).
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Bizonyitas Alkalmazzuk a 3.6. Tétel-t az U = X és G(y,z) = F(z,y),
(y,z) € X x X specidlis esetben. Ekkor az allitds azonnal addédik (3.53)-bol. O

A (3.3) — (3.8) asszociativ tipusi egyenletek koziil mar csak (3.6)-tal foglalkozunk
itt részletesen.

3.9 TETEL. ([Mak]) Legyen X intervallum és tegyiik fel hogy az F : X x X — X CM
fugguény eleget tesz az

(3.6) F(z,F(y,2)) = F(z, F(y,x)) ((z,y,2) € X x X x X)

Grassmann-féle asszociativ torvénynek. Ekkor van olyan 3 : X — R CM figguény és
vannak olyan A # 0 és u valds szamok, hogy

(3.60) F(z,y) =087'(NB@) + M6(y) + 1) ((z,y) € X x X).

Bizonyitas Alkalmazzuk ismét a 3.4. Tételt, mint a 3.6. Tétel bizonyitasaban.
Azt kapjuk, hogy

(3.61) F(z,y) = ¥(a(z) + 6(y)) (z,y € X)

alkalmas o, 3: X — R, ¥ : a(X) + 8(X) — R CM fiiggvényekkel. Ebbél és (3.6)-bol
a(z) + B o¥(aly) + B(2)) = a(z) + fo ¥(aly) + 5(z))

kévetkezik (z,y,z € X), ezért
BoW(g+r)=pFoW(g+Foa(p) —p+aocs(r),

ha p,q € a(X) és r € B(X). Ez az egyenlet minden rogzitett p € «(X) mellet egy
Pexider egyenlet C'M fliggvényekkel, ezért — a 2.5. Lemma miatt — az adédik, hogy

(3.62) BoW(t) =by(p)t+bi(p) +ba(p)  (t € (X)+B(X), p € (X))
(3.63) ao 371(r) = bo(p)r + ba(p) (re B(X), p€alX))

alkalmas by : «(X) — R\ {0} és by, by : a(X) — R fuggvényekkel. (A 2.5. Lemmaban
szerepld by, by, by konstansok fiigghetnek az atmenetileg rogzitett p € a(X)-t6l.) (3.62)-
bol azonban régton kapjuk, hogy by — és igy a by + by fliggvény is — konstans, ezért
— (3.63) miatt — by is, tehat by is konstans. Kovetkezésképpen (3.62)-bol és (3.63)-bol
kapjuk, hogy

BoW(t) =\t + (t € a(X) + (X))

ao BN w) = Aw + s (w € B(X))



5

alkalmas 0 # X\ és g, ps valés szamokkal. Végiil, ezekbél az egyenletekbdl és (3.61)-bél
kovetkezik, hogy

F(z,y) = B (Ma(z)+ B(y)) + m)
= B (NB(x) + MB(y) + Az + ) (z,y € X),

ahonnan a pu = A + py definiciéval adédik (3.60). O

Megjegyezziik, hogy ha még azt is feltessziik a tételben szereplé F-rél, hogy az
r— F(z, ) (x € X)

fiiggvény konstans, akkor (3.60)-bdl A = —1 kdvetkezik és igy szintén (3.60)-bdl a 6(x) =
B(z) — pu, € X definiciéval

F(z,y)=0""(0(z) = d(y))  (z,y€X)

adddik, azaz F' , kvazi-kivonas”.

A (3.7) és (3.8) egyenletek az elézdekhez hasonléan kezelhetok: elészor — felhasznalva
a 3.4. Tételt — megkapjuk az F C'M megoldas lehetséges alakjat, amit visszahe-
lyettesitve a (3.7) illetve (3.8) egyenletbe Pexider egyenletekhez jutunk. Ezeket megoldva
megkapjuk F' ,,pontos” alakjat. Az eredmény a kovetkezd:

3.10 TETEL. ([Mak]) Legyen X intervallum, F : X x X — X pedig CM fiiggvény.
Ekkor

(a) F akkor és csak akkor tesz eleget a
(3.7) F(x,F(y,2)) = F(F(z,2),y) (z,y,z € X)
ciklikus asszociativ torvénynek, ha van olyan 3 : X — R CM fugguény, hogy
F(z,y) =07 (B(2) + B(y)  (v,y € X)

és
(b) F akkor és csak akkor tesz eleget a
(3.8) F(x, F(y, 2)) = Fly, F(z,2)) (2,9 € X)

Hosszi-féle asszociativ torvények, ha vannak olyan o, 3 : X — R CM fiigguények,

hogy
F(z,y) = 8 (alz) + B(y) (z,y € X).

Megjegyezziik, hogy kiindulva az eredeti (1.7) asszociativitasi egyenletbél, a valtozdok
felcserélésével és a fiiggvénydsszetételek természetes médositdsaival (F' értékeit F' vagy
els6 vagy masodik véltozdja helyére irva) ijabb 15 darab asszociativitasi egyenlethez
juthatunk. fgy az egy ismeretlen fliggvényt tartalmazd asszociativitasi egyenletek:
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Ezeket mind vissza lehet vezetni a (3.6) — (3.8) és (1.7) egyenletek valamelyikére (ldsd

Hosszi [Hosb4)),

,,pexiderizalt” valtozataikat pedig a (3.9) egyenletre.
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4 ALTALANOSITOTT BISZIMMETRIA INTERVALLUMOKON

A biszimmetria fogalma a

(4.1) Bu(x1,...,x0) =

. <90(901)+---

n

+ w(xn))

kvdzi-arimetrikai illetve az altalanosabb

(4.2) Ly(xy,...,2,) = 8071()\180(1’1) + o+ ()

sulyozott kvazi-aritmetikai kézépértékek jellemzésének problémdajabdl ered (lasd Aczél

[AczAT], [Acz48al). Itt n € N rogzitett, az xy,...,x, valtozdk egy I C R intervallum

elemei, (A1, ..., \,) rogzitett sily, azaz A\ €]0,+o00[, k=1,...,nés Y Ay =1, tovabba
k=1

¢ : I — Regy CM fliggvény. A kvazi-aritmetikai kozépértéket — egymastol fliggetlentil —

Kolmogorov ([Kol30]) és Nagumo ([Nag30]) jellemezték. Tételiikben a kvézi-aritmetikai

kozépértéket egy (M,) fliggvénysorozatnak tekintették, ahol

M, :I"—=R (I C R intervallum)

folytonos, minden valtozdjaban szigoriian monoton novekvo, szimmetrikus fliggvény
minden n € N esetén, tovabba teljestil, hogy

(4.3) M, reflexiv, azaz M, (z,...,x) =z, hax € [ ésn €N
valamint
(4.4) My (Mi(z1, .. yxg), oo, Me(1, ooy @), Tty - ooy @) = My (2, ..., )

minden 1 < k <n, x1,...,x, € [ és2 <n € N esetén. Ilyen feltételek mellett igazoltak
(valamivel kés6bb de Finetti ([DF31]) is igazolta), hogy van olyan ¢ : I — R szigorian
monoton fiiggvény, hogy M,, = B, ["-en minden n € N-re, ahol B,, a ¢ segitségével
(4.1)-ben definialt fiiggvény.

Nyilvanvald, hogy (4.4) egy fliggvényegyenlet-rendszer, amely rdadasul végtelen sok
fliggvényegyenletbdl all, igy a Kolmogorov-Nagumo-de Finetti féle jellemzési tétel nem
alkalmas arra, hogy rogzitett n € N mellett jellemezze a B,, n-valtozés kvazi-aritmetikai
kozépértéket. Az is igaz, hogy a (4.2)-ben definidlt L, sulyozott kvazi-aritmetikai
kozépértékek altalaban nem elégitik ki (4.4)-et, igy azok jellemzési tételeiben (4.4)
nem szerepeltethetd. Ezeket a ,,szépséghibdkat” kiiszobolte ki Aczél Jénos ([Acz47],
[Acz48al), aki (4.4) helyett bevezette a
(4.5)

B(B(ZL‘H, ce ,[Eln), NN B(ZL‘nl, ce ,IL‘nn)) = B(B(l’ll, PN ,$n1)7 ey B(Iln, N 7xnn))

egyenletet. Ennek az egyenletnek minden rogzitett n mellett a (4.2)-ben definidlt L,
stlyozott kvazi-aritmetikai kozépérték is megoldasa. Val6jdban (4.5) C'M megoldasai

B(zy,...,z,) = ¢ Hayp(zy) + - - + anp(x,) + b)
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alakuak tetszéleges ¢ : I — R CM figgvény és aq,...,a, € R\ {0}, b € R mellett
([Acz48a]). Ennek az allitdsnak a bizonyitdsa csak B szimmetridja mellett volt pub-
likdlva ([Acz47]), a nem foltétleniil szimmetrikus esetre csak akkor volt bizonyitds, ha
n = 2 ([Acz48a]). A Fuchs [Fuch0]-ben és [Acz66]-ban ko6zolt eljardsokat nem létszott
reményteljesnek kiterjeszteni az n > 2 esetre (lasd Aczél [Acz97]). Az elsé bizonyitott
eredményt (4.5) folytonos, minden valtozéjaban szigorian monoton névekvo és reflexiv
megoldédsaira Miinnich, a szerzé és Mokken adtdk 2000-ben ([MMMO0]), egy egyszeriibb
bizonyitas pedig — amelyet itt is kozolni fogunk — Maksa [Mak02]-ben jelent meg. Mér
maganak a (4.4) egyenletnek is vannak kozgazdasigi interpretécidi (lasd Blackorby-
Donaldson [BD84], Diewert [Die93]). A (4.5) egyenletnek, illetve az altaldnosabb

G(Fl(flfll, . ,.’L'ln), e ,Fm(l'ml, . 7$mn))

= F(Gl(QZH, ce ,LIZ‘ml), . ,Gn(])ln, . ,J}mn))

egyenletnek még inkabb, hiszen ez ekvivalens a konzisztens aggregacio 1. fejezetben is
targyalt problémajaval. Ez a probléma akkor sziiletett, amikor a biszimmetria egyen-
letek probléméja is — 1946 koril, Aczél [Acz47] illetve Klein [Kle46], Pu [Pu46] és
Nataf [Nat48] munkdssdganak készonhetden, de a két témakor ,,egymésrol nem tudva”
— legfeljebb éppen érintkezve (ldasd Gorman [Gor68]) — terebélyesedett tovabb. A lényegi
osszetalalkozas Aczél Janos felismerésének koszonhetd, amelynek nyoman az Aczél-
Maksa [AM96b] és az Aczél-Maksa-Taylor [AMT97] dolgozatok alapjan, az 1. fejezetben
leirt médon, biszimmetria egyenletekre igazolt eredmények segitségével megoldasokat
lehetett adni a konzisztens aggregacié problémajara. Természetesen a megoldasok nem
teljesek, sot fontos fliggvények kimaradhatnak a megoldasok koziil, mert nem gyengén
sziirjektivek. Ezért maradt meg az igény arra, hogy — még az absztrakcio szintjé-
nek csokkentése aran is — megszabaduljunk a sziirjektivitasi és egyéb megoldhatosagi
feltételektdl (pl. elérhetd elem 1étezésétél). Amint azt ebben a fejezetben latni fogjuk,
ennek a kulcsa a

(1-2) G(Fl(l’n, 5512), F2(9521, 5522)) = F(Gl(xn, 1’21), G2($12, 1’22))

un. 2x 2-es altalanositott biszimmetria egyenlet C'M megoldasainak meghatarozasa lesz.
Ezzel az egyenlettel foglalkoztak differencidlhatéségi feltételek mellett (példaul Hosszu
[Hosb4]), de éltalanos algebrai stukturdkon is (példdul Aczél-Belousov-Hosszi [ABHG0],
Taylor [Tay73], [Tay78]). Ez utébbi esetben azonban megoldhatésagi feltételeket
hasznédltak. Megjegyezziik, hogy (1.2) kvézi-csoport tulajdonsdgok feltételezése nélkiili
megolddsa nyitott problémaként szerepel Aczél [Acz64]-ben.

E fejezet 1. részében megadjuk (1.2) C'M megoldésait, valamint az eredeti — a
kétvaltozos kvazi-aritmetikai kozépértékek Aczél-féle jellemzésében szerepet jatszd —

(4'6) M(M(,T,y),M(U,"U)) :M(M(x,u),M(y,v))

([Acz48a)-ban mar megoldott) egyenletét is. A maésodik részben a tobbvaltozds
kvazi-aritmetikai kozépértékek jellemzése kapcsan foglalkozunk a (4.5) egyenlet C'M
megoldasainak meghatarozasaval. Végiil a 3. és 4. részben megadjuk (1.1) CM
megoldasait, amivel egy ujabb valaszt adunk a konzisztens aggregacio kérdésére. Az
els6 valamint harmadik és negyedik rész eredményei Maksa [Mak99]-ben, a mésodiké
Maksa [Mak02]-ben jelentek meg.

(1.1)
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4.1 A 2 x 2-ES ALTALANOSITOTT BISZIMMETRIA EGYENLET
C'M MEGOLDASAI

4.1 TETEL. ([Mak99]) Legyenek X11, X12, Xo1, Xoo intervallumok, Fj : Xj3 X X — R,
Gk . XlkxXQk — R walamint F : Gl(Xll,Xgl)XGQ(Xlg,XQQ) —Rés G Fl(Xll,Xlg) X
Fy(Xo1, Xo9) = R CM fiigguények. Ekkor a

(1-2) G(Fl(In, $12), F2($21, 9522)) = F(G1($11, 9521), G2($12, 9522))

2 x 2-es biszimmetria egyenlet pontosan akkor dll fenn minden z;, € X, (4,k = 1,2)
esetén ha van olyan I intervallum és vannak olyan oy : Gip(Xig, Xow) — R, 75 ¢
Fi(Xj1,X50) = R, B+ Xjp = R (j,k =1,2) és o : I — R CM figgvények,
hogy

4.7)  F(z1, 2) Yo (21) + aa(22)) ((21722) € G1(Xi1, Xo1) X G2(X12,X22)),
4.8)  G(y1,92) 1(71(?/1) +72(y2)) ((y1,3/2) € F1(Xi1, Xp2) ¥ Fz(X21,X22)),
49)  Fy(xj,m5) =5 (Bin(r) + Bja(ei2)) (21, 752) € Xj1 x Xja),

4.10) G, xor) = o' (Bue(e) + Baw(@or))  ((w1k, w2) € X x Xop),

:gp_
:()0_

Bizonyitads Legyen 29, € X5 és 23, € Xy rogzitett. Az (1.2) egyenlet az
119 = 29, illetve az xo; = 29, helyettesitések utdn egy-egy — (3.9) alaku — 4ltaldnositott
asszociativitasi egyenletté valik. Alkalmazzuk ezekre a 3.4. Tételt. Azt kapjuk, hogy
vannak olyan aji,bi11 @ X113 — R, agp : Xoy — R, bg : X9 — R, a9, by : Xog — R
valamint

1 1 a1 (Xq1) + a1 (Xo1) + aa(Xa2) = R és o b1y (Xi1) + bia(Xi2) + baa (X)) — R
CM figgvények, hogy

G(F1<x117x(1)2)7 F2(55217 wzz)) = F(G1($11, x21)7 Gg(x(l]Q, wzz))

4.11
( ) = p1(a11(x11) + a9 (x21) + aga(x22))
és
G(F1(i€11>3312)> FQ(iUgl, 5622)) = F(G1($11, xgl)a G2($12, 5522))
(4.12)

= pa(b11(x11) + bia(x12) + boa(292))

teljesiil minden z;;, € X (7,k = 1,2) mellett. A fenti egyvaltozés CM fiiggvények
kozotti kapesolat megéllapitasdhoz legyen 19 = 29, (4.12)-ben és x9; = 29, (4.11)-ben.
Ekkor a baloldalak egyenl6ségébdl

(4.13) p1(an (1) + as1 (29)) + aze(22)) = @a(brr(w11) + bia(2y) + bao(22))

kovetkezik, ha zg, € Xgr (k= 1,2), amibdl pedig
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03! o pi(z1 + @2+ an(29,)) — bia(2Yy) = biy 0 agy (1) + bag 0 agy (2)

adédik minden xy € ap,(Xy) (K =1,2) esetén. Ez egy Pexider egyenlet ismeretlen C'M
fiiggvényekkel. Ezért a 2.5. Lemma szerint by, o a;,! (v1) = cxp + dy, ha x5 € ag(Xy)
valamilyen 0 # ¢ € R és d, € R (k = 1,2) mellett. Ezért by = cagp + di az Xgg
intervallumon (k = 1,2) és igy — (4.12) miatt —

G(F1($11,$12)> Fz(ﬂfgl, 3522)) = F(G1(3?117 35(2)1), Gz(ﬂflz, 3522))

(4'14) = gp3(a11(x11) + CL12(I12) + CL22(-T22))

minden T € X117 X192 € X12 és Too € X22 esetén, ahol

1 ,
ajp = E(bm +di +dy) Xion és p3(t) = @a(ct), ha

1
te E(bn(Xn) + b12(X12) + baa(x92)) = a11(X11) + a12(X12) + age(Xo2).

Nyilvdnvald, hogy aja és @3 CM fiiggvények. Rogzitett 2%, € Xpp (k = 1,2) mellett
definidljuk a K, Ly, K3, Lo fiiggvényeket az alabbi képletekkel:

K1<S) = G(FI(CL’?I, I?z), S) (8 S FQ(Xgl, XQQ)),

Ly (t) = F(t, Ga(x9y, 9,)) (t € Gi(X11, Xa1)),

Ka(t) = G(t, Fa(a;, 75,)) (t S Fl(Xn,Xn))
LQ(S) = F(G1(l’(1)1, l’(2)1>, S) (S S GQ(XlQ,XQQ)).

Ekkor (4.11)-bél illetve (4.14)-bél az x1; = 9, és wy = 29, helyettesitéssel

Ko Fy(x91,m90) = 901<a11(x?1) + a91(x91) + ag(xe2)),
LyoGi(z11,221) = @1(ann(x11) + agi(xer) + a22($82))

illetve

Ly 0 Go(212, T22) = p3(an (29)) + ar2(212) + aza(w22))
és

Ky 0 Fi(x11, 12) = w3(ari(z11) + a12(212) + a(w2))

adédik minden zj, € Xj; (4, k = 1,2) mellett. Mivel Ky Ly, Ky és Ly CM fiuggvények,
ezekbél az egyenlségekbdl megkapjuk (4.9)-et és (4.10)-et a kovetkezd definiciokkal:

Y1 =5 0 Ky Fi( X1, Xi2)n, 7v=¢ ok F5(X91, X92)-n,
ap =@ oLy G1(X11, Xo1)-en, g = ;' o Ly G2(Xi2, Xoo)-n,
Bi1 = ain + axn(zy,) Xi-en, Bi2 = a12 Xio-1,

Bo1 = ag Xg-en, Bag = a11($(1)1) +azp Xo-n.
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Hétravan még (4.7) és (4.8) igazoldsa. Ehhez hasznéljuk fel az (1.2) egyenletet és az
éppen most meghatarozott belsé fliggvények (4.9) — (4.10) alakjat. Az adédik, hogy

G (v (Bu(en) + Bra(212)), 75 (Bar (221) + Poa(2)))
= G(afl(ﬁll(%l) + Ba1(221)), a51(512($12) + 622(3622)))

minden z;;, € X (j,k = 1,2) esetén. Ez pedig az

X =Pu(Xn), YV = fio(X), U= Pu(Xa) ¢ V= 0n(Xy)
jelolésekkel, valamint a
(415)  Clp,g) = G2 (@) ((pg) e X +Y)x(U+V)),
(4.16)  D(s,t) = F(a7'(s).ax'(®)  ((s,t) e (X +U) x (Y +V))
definiciékkal éppen a
(2.37) Clr+y,u+v)=D(x+uy+v) (xeX, yeY, uelU vel)

egyenlet. Mivel C és D CM figgvények, a 2.16. Tétel szerint azt kapjuk, hogy van
olyan pg: X +Y +U +V — R CM fiiggvény amelyre

(4.17) Cp,q) =wo(p+q) é D(s,t) = po(s+1)

teljesiil, ha (p,q) € (X +Y) x (U+V) és (s,t) € (X +U) x (Y + V). Legyen végiil
I=po(X+Y+U+V)és p=¢;" I-n. Ekkora (4 7) egyenl6séghdl valamint a (4.15)

— (4.16) definici6kbol kovetkezik (4.8) és (4.7) is
A megforditas szamolassal igazolhato. m

Kovetkezményképpen igazoljuk Aczél Janos aldbbi tételét ([Acz48al, [Acz66]):

4.2 TETEL. Legyen I intervallum, M : I? — R folytonos és mindkét vdltozdjdaban
szigoruan novekvd figguény. Tegyiik fel tovabbd, hogy

(4.18) M reflexiv, azaz M (z,x) =z, hax € I
és
(4.19) M(M(z,y), M(u,v)) = M(M(z,u), M(y,v)) (x,y,u,v € I)

teljesil, azaz M biszimmetrikus. FEkkor van olyan ¢ : I — R CM fugguény és olyan
0 < A <1 szam, hogy

(4.20) M(z,y) =o' (Mp(2) + (1= Ne(y)  (z,y €1,

azaz M (kétvdltozds) sulyozott kvdzi-aritmetikai kézépérték.
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Bizonyitads. A (4.19) egyenletnek van értelme, mert a feltételek miatt, ha z,y € T
és v <y, akkor x = M(x,z) < M(z,y) < M(y,y) =y, ezért M(z,y) € I is teljesiil.
Alkalmazzuk a 4.1. Tételt arra az esetre, amikor (1.2)-ben X33 = Xj9 = Xo1 = Xog =1
ésG=F=F=F=G, =Gy=M. A (4.7) — (4.10)-ben szerepl6 egyvaltozés C' M
fiiggvényekre a kovetkezéket kapjuk: (4.7) és (4.8) miatt

(4.21) m(x) =ai(z) +e, 7(x)=a(x) —c (x el
valamilyen ¢ € R mellett, ezért (4.9)-bol és (4.10)-bél
(4.22) Ba1(x) = Pia(x) — ¢ (xel)

adédik. Felhasznalva (4.9)-ben azt, hogy Fy = Fy = M, tovabbéa (4.21)-et és (4.22)-t
kapjuk, hogy

ar (B () + Bra(y) — ¢) = ay ' (Bra(x) + Baa(y) — ©) (z,y€l),
ami viszont — a szokdsos médon — az
azoar (u+v—c)=Pizo Bi(u) + B o By (v) — ¢

(u € B11(I), v € P1a(I)) Pexider egyenletre vezet. Alkalmazhaté a 2.5. Lemma és igy —
tobbek kozott — az adédik, hogy Bia(z) = bofr1(x) + by valamilyen 0 # by € R és by € R
mellett. Ezért (4.9)-et j = 1-re alkalmazva, tovabba felhasznalva (4.21)-et is

M(z,y) = o7 (B (z) + Bi2(y) — ¢
= a7 (Bu(x) + bofuly) +b —¢) (v,y €l

kovetkezik. Ebbél a (4.18) reflexivitas miatt

(4.23)

061(1‘) = (1+b0)511($)+b1 —cC (JTE ])
adodik. Mivel oy CM fliggvény, 1+ by # 0, igy

1 C — b1

B () (xel).

Ezek utan (4.23)-bdl azt kapjuk, hogy

M) =ar* ( @)+ ) yeD,

T+ ! 1+ b,

Ebbdl — mivel M mindkét valtozdjaban szigorian monoton novekvé — A = ﬁ €10, 1]
-el és p = ay -gyel — adddik (4.20).
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4.2 TOBBVALTOZOS SULYOZOTT KVAZI-ARITMETIKAI
KOZEPERTEKEK JELLEMZESE

Ebben a részben a
(45) B(B(:l:ll,...,:zjln),...,B(:Bnl,...,:rnn))
= B(B(Z‘H, e ,ZL’n1>, N B(Iln, Ce ,l‘nn))

egyenlettel foglalkozunk. A révidség kedvéért azt a kifejezést hasznaljuk, hogy a (4.5)
egyenletet a B fliggvénynek az

r11 T12 ... T1n
To1 T2 ... Lon
Tnlt Tp2 ... Tnn

matrixra vald alkalmazasaval kapjuk. Ugyanis, ha B-be a fenti métrix soraiban all6
elemeket helyettesitjiik rendre, majd a kapott n darab szamot ismét B-be helyettesitjiik,
akkor (4.5) baloldalét kapjuk. Ha pedig ezt sorok helyett oszlopokkal tessziik, megkapjuk
a jobboldalt. Miel6tt e rész f6 eredményét bemutatnank, foglakozunk az

(4.24) fOu+ (1 =XNv)=Af(u)+ (1 =X)f(v)

ugynevezett Jensen egyenlettel, ahol A €]0,1[ rogzitett, f : J* — R az ismeretlen
fiiggvény (J intervallum, n € N rogzitett) és (4.24) barmely u,v € J" esetén
fennall. (4.24) folytonos, minden véltozdjaban szigorian monoton névekvo és reflexiv
megoldésaira lesz sziikségiink. Ezeket a megolddsokat megkaphatnank (4.24)-nek az
n = 1, 2 esetekben ismert (14sd Aczél [Acz66]) megoldasaibdl indukcidval, mint Miinnich-
Maksa-Mokken [MMMO00]-ban vagy altaldnos eredményekbdl (ldsd Kuczma [Kuc85]-6t
a = % esetben és Dardczy-Maksa [DM95]-6t a A # % esetben). Mi itt azonban egy —
indukciét nem haszndalé — kozveten bizonyitast adunk.

4.3 LEMMA. ([Mak02]) Legyen J intervallum, n € N és A €]0,1[. Tegyik fel, hogy
f:J" — R folytonos, minden vdltozojaban szigorian monoton novekvd fugguény, amely
reflexiv, azaz

(4.25) flz,....,x) =2 (x e J)

és fenndll (4.24) minden u,v € J" esetén. Ekkor vannak olyan \i,..., N\, €]0,400]

szamok, hogy > A\, =1 és
k=1

(4.26) Flun, ) =Y N ((un,... u,) € 7).
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Bizonyitads Legyen u= (up,...,u,), v = (vg,...,0,) € J" a,b € J, a <
bés k € {1,...,n} rogzitett. Integraljuk (4.24) mindkét oldalat [a,b]-n vy szerint.
Integréaltranszformacié utan

Aug+(1=X)b .

— / FOUL 4 (1= Nons ot A+ (1= Aoy dt

Aug+(1-N)a

b
:)\(b—a)f(ul,...,uk,...,un)+(1—)\)/f(vl,...,vk,...,vn)dvk,

adddik, amibél Oy f (f k-adik véaltozdja szerinti parcidlis derivélt fliggvénye) létezése
és folytonossaga kovetkezik. Ezért f folytonosan differencidlhaté. A (4.24) egyenlGség
mindkét oldalat uy, illetve vy, szerint differencidlva

OhfAu+ (1 —=XNv)A = A0 f(u) illetve Opf(Au+ (1 —N)v)(1 —A) = (1 — N)Opf(v)

adddik (u,v € J", 1 <k < n), ezekbél pedig f'(u) = f'(v) kovetkezik, azaz f’ konstans.
gy van olyan (Ao, A1, ..., \,) € R™™! hogy

f(u):Z)\kuk—i—/\o (u=(uy,...,u,) €Jm).
k=1

Ezek utan a (4.25) reflexivitdsbél \g = 0 és > Ay = 1 kovetkezik. Mivel f min-

k=1
den valtozdjaban szigorian monoton névekvd, Ay > 0 minden 1 < k < n esetén és
megkapjuk (4.26)-ot. O

Mivel a fenti lemma allitdsdnak a megforditasa is igaz (szamoldssal ellendrizhetd),
a 4.3. Lemma a silyozott szamtani kozépérték egy jellemzésének tekintheto. Most iga-
zoljuk ennek a résznek a {6 eredményét.

4.4 TETEL. ([Mak02]) Legyen I intervallum, 2 < n € N rogzitett és B : I" — R
folytonos és minden vdltozojaban szigorian monoton novekvd figgvény. Ekkor B pon-
tosan akkor

(4.27) reflexiv, azaz B(z,...,x) =x, hax € I és tesz eleget a
(45) B(B(JZH,...,l‘ln),...,B(l’nl,...,l’nn))

= B(B(.fl?ll, c. wrnl); c. 7B(.§U1n, . ,.ZCnn))
n X n-es biszimmetria egyenletnek minden v, € I (5, k € {1,...,n}) mellett, ha van
olyan ¢ : I — R CM figgvény és vannak olyan \i,..., N, €]0,400[ szamok, hogy
Z )\k =1 és
k=1

(4.28) B(zy,...,x,) = ¢_1<Z)\kgo(xk)) (1, ...,2n) €1M).
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Bizonyitas. Legyen x,y,u,v € I és alkalmazzuk B-t az

Ty Y
vo... W
u v v

n X n-es matrixra. Ekkor az

(4.29) M(z,y) = B(x,y,...,y)  ((x,y) € I?)
definiciéval (4.5)-bél az

(4.19) M(M(z,y), M(u,v)) = M(M(z,u), M(y,v)) (x,y,u,v € 1)

2 X 2-es biszimmetria egyenlet kovetkezik. Mivel M folytonos, mindkét valtozdjaban
szigorian monoton névekvé és M(z,z) = x , v € I ((4.29) és (4.27) miatt), ezért a
4.2. Tétel szerint van olyan ¢ : I — R CM fiiggvény és olyan 0 < \ < 1 szdm, hogy

(4.20) M(z,y) = ¢ ' (Ap(x) + (1= Ne(y)  (z,yel).

Legyen most (z1,...,2,), (y1,...,Yyn) € I™ és alkalmazzuk a B fliggvényt az

T Y1 - Y1
T2 Ya2 .. Y2
Tn Yn -+ Yn

méatrixra. Ekkor — (4.29) és (4.20) figyelembevételével — azt kapjuk, hogy
B ' Ap(z1) + (1 = Ne(u1)), -5 0 Ap(en) + (1= N (yn))

=0 (A@(B(x1, .. x0)) + (1= N@(Bys, -, Yn)))-

Legyen J = ¢(I). Ekkor J intervallum és barmely u = (uy,...,u,), v = (v1,...,v,) €
J" esetén az xp = o Hug), yr = ¢ *(vx) (k=1,...,n) helyettesitésekkel és a

(4.31) flur, ... ,u,) = 9o Bl (uy),...,0  (u,)) ((ug,...,u,) € J")

definiciéval (4.30)-bél a (4.24) Jensen egyenlet kovetkezik. Igy a 4.3. Lemma miatt

teljesiil (4.26) alkalmas Aq1,..., A, €]0,1[, >  Ax = 1 szdmokkal. Végiil (4.31)-bél és
k=1

(4.26)-bdl (4.28) adddik.
A megforditds szamolassal igazolhato. O

(4.30)

Az el6z6 tétel tehat rogzitett valtozdszam mellett jellemzi a sulyozott kvazi-
aritmetikai kozépértékeket.  Segitségével 1) bizonyitds adhaté a kvazi-aritmetikai
kozépértékeket jellemzo alabbi Kolmogorov-Nagumo-de Finetti-féle tételre.
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4.5 TETEL. ([Kol30], [Nag30], [DF31]) Legyen I intervallum. Az M, : I" — R (2 <

n € N) elemekbdl dllo és minden vdltozojaban szigorian monoton névekvd, (4.3) reflexiv

és szimmetrikus fligguények sorozata pontosan akkor azonos a (4.1) szerint definidlt

B, : I — R fiiggvényekbdl (n vdltozos kvdzi-aritmetikai kozépértékekbdl) dllo sorozattal

(2<neN), ahol p: I - R CM figgvény, ha barmely 2 <n € N, zy,...,x, € I és
k < n esetén teljestil, hogy

1<
(4.4) My (My(xy, ..o xr)y oo, M(21, oo ), Tty - o Tp) = My (21, .00 24).

Bizonyitas (i) El6szor megmutatjuk, hogy rogzitett 2 < n € N mellett a
feltételekbdl kovetkezik — B helyett M,-re — (4.5) minden x;, € I (j,k=1,...,n) mel-
lett. (A bizonyitasnak ez a része Aczél Janostol szarmazik, én Dardczy Zoltén és Péles
Zsolt kollégaimtol hallottam, de — tudomasom szerint — nyomtatasban eddig csak Maksa
[Mak02]-ben jelent meg.) Legyen y; = M, (zs1,...,Zm) , ¢ = 1,...,n és hasznaljuk fel
M,, szimmetrikussagat, tovdabba azt, hogy M, eleget tesz a (4.4) egyenletrendszernek,
valamint M, (4.3) reflexivitdsat. Ekkor
Mn2($117 ey X1, T21y -+ -5 X220y o ooy Ty e e s 7xnn)

= 712(3/17'"7y17y27"'7y27"‘7yn7"'7yn)

= Mn2(y1a"'7ynay17"'7yn7"'7y1a"'7yn)

= M2(Mp(y1,y - Yn)s Mo(Y1s -3 Un)y oo, My (Y1, oo )

= Mn(yla s ayn)

= Mn(Mn<x117 s wxln)a Mn<x217 s 7x2n)7 LR Mn(xnb s 7xnn))
Ebbél — M,2 szimmetrikussidga miatt — kovetkezik (B helyett M, -re) a (4.5) egyenlet.

(ii) Mivel M, folytonos, minden véltozdjaban szigorian monoton névekvé és reflexiv,
a 4.4. Tétel kovetkezményeként kapjuk, hogy van olyan ¢, : [ — R CM fiiggvény és

vannak olyan A, ... A% €10, 1] szémok, hogy > A =1 és
k=1

(4.32) anw%bgﬂ@}W%mO
k=1
minden 2 < n <€ Nés (z1,...,2,) € I" esetén. Mivel M,, szimmetrikus és ¢! injektiv,

ezért (4.32)-bSl barmely k, ¢ € {1,...,n} esetén kapjuk, hogy

M on(@r) + A 0n(we) = A on () + A n(r),

azZaZ
A = A" (pnr) = @ulze) =0 (a2 € 1),

Ebbél pedig az kovetkezik, hogy )\,(C") = )\ﬁn) = L minden k,¢ € {1,...,n} esetén. Igy
(4.32)-bé]

(4.33) My (1. 2,) = @, (% > gpn(xk)>
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adodik minden 2 < n € N és xq,...,x, € I mellett. Legyen ¢ = @ és hasznaljuk fel a
(4.4) egyenletet a k = 2 esetben, valamint (4.33)-at. Ekkor azt kapjuk, hogy

23071 o M2(1'1,$2) = Qpn(l’l) + Q0n<l'2) (.’L’l,xg € [, 2<ne N),

azaz

oot (%(Il) -QF %(xz)) _ ! (w) (z1,25 € I, 2<n eN).

Ebbdl

2
kovetkezik. Ez ismét egy Pexider egyenlet ismeretlen CM fiiggvényekkel, igy a
2.5. Lemma miatt ¢, o o (1) = bu + b, u € o(I) alkalmas 0 # b)Y € R és
b§”) € R (2 <n eN) szamokkal, azaz

Ym0t (“ - ) o (W) F o) (ww e p(I)

on(z) = b p(z) + o™ (xel, 2<neN).
Ezt felhaszndlva (4.33)-bdl szamolassal adédik, hogy

1 n
Mn<x17 s 7x'n,) = ¢_1 (ﬁ Z@(xk)> ((1’1, s 7xn) S ITL, 2 <né€ N>7
k=1

ami igazolja, hogy M,, n-valtozos kvazi-aritmetikai kozépérték.
A megforditas szamolassal bizonyithato. m

4.3 SPECIALIS BISZIMMETRIA EGYENLETEK

Ebben és a kovetkezo részben az a {6 célunk, hogy meghatarozzuk a
G(Fl(ZEH, e ,l‘ln), e ;Fm(xmla Ce ,Imn))
= F(G1($11, e ,.fL"ml), Ce ,Gn(.fEln, e ,.’Emn))

biszimmetria egyenlet C'M megoldasait. Ezt tigy tessziik, hogy el6szor megoldjuk (1.1)-
et alkalmas specidlis esetekben és a kapott eredményekbdl kovetkeztetiink (1.1) CM
megoldésaira. Megjegyezziik, hogy (1.1) néhany specidlis esetét mar kordbban megoldot-
tuk. Példaul az n = m = 2 esetet a 4.1. Tételben, kordbban egy még specialisabb esetet
(a (2.38) egyenletet) a 2.16. Tételben, valamint a (2.49) egyenletet (n = 2, Fi,..., F,
Osszeadds) a 2.17. Tételben. Természetesen a (4.5) egyenlet is specidlis esete (1.1)-nek.
Most el6szor az

(1.1)

(2.16) flu+v)=g(u)+ h(v)

Pexider egyenlet

(4.34) flur + - +un) = gi(ur) + -+ + gnlun)

altaldnositasaval foglalkozunk. Ez szintén (1.1) alakd egyenlet (m = 1, Fjés F

Osszeadas).
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4.6 LEMMA. Legyen 2 < n € N rogzitett, legyenek Uy, ..., U, intervallumok, gy : Uy —
R(k=1,....n)és f:U+---4+U, = R CM figgvények. Ekkor (4.34) pontosan akkor
dall fenn minden uy, € Uy mellett (k = 1,...,n), ha van olyan a € R\ {0} és vannak
olyan b, e R (k=1,...) szdmok, hogy

(4.35) F) =at+by+-4by  (tEU +-+U,) és
(436) gk(uk) = auy + by, (uk € Uk, k= 1,... ,n).

Bizonyitds. Legyeni € {1,...,n} rogzitett, [a,b] C U; (a < b) és integraljuk
(4.34) mindkét oldalat u; szerint [a, b]-n. Ekkor — transzformacié utén —

24
b+ Uk —Uj

b n
/ f(t)dt = / gi(us)du; + (b — a) (ngwk) - gi<uz->>

a-+ Uk —Us
k=1

adodik, ami azt mutatja, hogy g, folytonosan differencialhaté, ha k # 7. Mivel ¢
tetszéleges, igy az osszes g, (k= 1,...,n) folytonosan differencidlhato, ezért — (4.34)
miatt — f is. Ezek utdn (4.34) mindkét oldalat wy illetve u, szerint differencialva

gilur) = f'(ur + -+ un) = gylue)
(k, ¢ € {1,...,n}) adédik, amibél mar kovetkezik (4.36) és — (4.34)-et is figyelembe véve

— (4.35) is. A megforditds szamoldssal igazolhato. O]

Most megadjuk (1.1) CM megoldésait abban a specidlis esetben, amikor m = 2 és
minden belsé fliggvény Osszeadas.

4.7 LEMMA. ([Mak99]) Legyen 2 < n € N, Uj;, intervallum (j = 1,2; k = 1,...,n),
legyenek tovdbba

C: k)%l(Ulk + ng) —R ¢és D: <Z U1k> X (Z U2k> — R
- k=1 k=1

CM figguények és tegyiik fel, hogy

(4.37) Clury + gty -« oy Uty + Ugp) = D(ury 4+« - + Upp, Ugy + -+ - + Usp)

teljesil minden vy, € Uy, (7 = 1,2, k = 1,...,n) mellett. Ekkor van olyan ® :
i i Ujr — R CM figgvény, hogy

k=1j=1
(4.38) Cly,- ) =Pn +--+yn) Wi €U +Un, k=1,...,n)

és

(4.39) D(z1,2) =®(z1+2) (5 €Y Up, j=12).
k=
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Bizonyitas. Nyilvanval6, hogy (4.37) a (2.49) egyenlet speciélis esete és teljesiilnek
a 2.17. Tétel feltételei. Ezért alkalmas a, (3, ¢ CM fliggvényekkel és aq, ..., a, nem-
zér6 valds szamokkal fenndllnak a (2.50) — (2.53) egyenléségek, amelyek jelenlegi specidlis
esetiinkben az aldbbiak:

(4.40) Clyr,---yn) = @larys + -+ anyn),
(4.41) a(ugg + -+ Uu) = @i+ + Gplg,
(4.42) Bugy + -+ +Uzp) = argy + -+ anloy,
(4.43) D(z1,22) = ¢(a(z1) + 5(22))

<yk€U1k—|—U2k, UjkGUjk és ZjGZUjk, 3 =12 kZl,...,TL)‘

A (4.41) egyenlet egy specidlis alaku (4. 34) egyenlet ezért a 4.6. Lemma miatt

a; = -+ = ay, ezért a O(t) = p(ait), t € Z Z Uji, definiciéval (4.40)-b6l kovetkezik
k=1 j=1
(4.38), tovabbd (4.41) — (4.43)-bdl kovetkezik (4.39). O

Az (1.1) egyenlet C'M megoldasaira vonatkozé allitds bizonyitasat rogzitett n > 2
mellett 2 < m-szerinti indukciéval kezdjitk majd. Ezért kell ismerniink az (1.1) egyenlet
m =2

(444) G(Fl(l‘n, . 7$1n>, Fg([L’Ql, ce l’gn)) = F(Gl(l’u, ZL’Ql), ce (Gn<x1n7 ZEQn))
specialis esetének C'M megoldésait.

4.8 TETEL. ([Mak99]) Legyen 2 < n € N rigzitett, X, intervallum, F; : Xj X --+ X
Xin = R, Gy : X1 X Xop, = R CM figguény, F;(Xj1,...,Xn) = J;, Ge(Xag, Xog) =
Iy, j=1,2; k=1,...,n. Legyenek tovibba G : J; x Jo - R és F: I} x---x I, = R
szintén CM fiéggvények. FEkkor a (4.44) egyenldség pontosan akkor dll fenn minden
i € Xjr (7 =1,2; k =1,...,n) mellett, ha van olyan I intervallum és vannak olyan
o: Il =R, ap : [y =R, v+ J; = R és B+ Xj — R CM fiigguények (7 = 1,2;
k=1,...,n), hogy

(4.45) F(z1,...,20) = ¢! (Z ak(zk)) (21,0, 2n) € 1 X -+ - X 1),
(4.46) Glyy) = @ () +720%2) (41,92) € Ji X o),
(4AT) Fj(zj, .. wjn) = 75" (Z Bjk(:cjk))

k=1

(4.48) Gk, 2or) = o (Bur(@1r) + Bok(z2r)) (zjr € Xji)

minden j =1,2 ésk=1,...,n esetén.
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Bizonyitas Szimoldssal igazolhat6, hogy a (4.45) — (4.48)-ban definidlt
fiiggvények (4.44) C'M megoldasai, ha a definicidkban szereplé egyvaltozds fiiggvények
CM figgvények. Ezért csak a megforditassal foglalkozunk, amit n szerinti indukciéval
bizonyitunk. Az allitds az n = 2 esetben a 4.1. Tétel miatt igaz. Tegyiik fel, hogy n > 2
és igaz az allitas n helyett (n — 1)-re. Rogzitsiik elészor az (z1y,, 2,) € Xin X Xo, part
(4.44)-ben. Ekkor — az indukciés feltétel szerint — megkapjuk (4.48)-at az oy és Gy
(j =1,2; k =1,...,n) fiiggvények helyett az a; : Iy — R és bj, : Xj - R CM
fiiggvényekkel (j = 1,2; k =1,...,n — 1). Ezutdn rogzitsik az (x11,221) € X131 X Xog
part (4.44)-ben és alkalmazzuk ismét az indukciés feltételt. Ekkor megkapjuk (4.48)-
at a k = n esetben is az «ay,, (1, Pon fliggvények helyett alkalmas a, : I, — R és
bjn + Xjn — R CM fiiggvényekkel (j = 1,2). Helyettesitsitk a G fiiggvények ilyen
moédon megkapott alakjat (4.44)-be. Ekkor

G(Fi(x11,. .., x1n), Fa(zar, ..., Tan))
= F (a7 (b (z11) + bar(z21)), - - -, ay, ' (bin(@1n) + bon(2,)))

adédik. Legyen Uy, = bjp(Xji), j=1,2,k=1,...,n és

(4.49)

(4.50) flte, ..., ty) = Fla7'(th),...,a; (tn)) (tr € Uk + Usy),
(4.51) E = G,

(4.52) g(urt, .. ur,) = Fib(un),. .., b5 (u1,)) (ui, € Urr),
(4.53) R(us, ... ug,) = Fa(by (u1), ..., by (o)) (uar, € Uz),

(k=1,...,n). Ekkor f, E, g és h CM fluggvények, amelyekre — (4.49) miatt — teljesiil
(2.49) (m helyett n-re), ezért a 2.17. Tétel szerint

1

(4.54) flt1, .. tn) = @ (cits + -+ cuty) (tr € Urg + Uay),
(4.55) E(y,ye) = ¢ () +7(w) (v € 7)),

(4.56) g(urt, .. ur) = 5 Herun + - cptin,) (w1 € Upg),
(4.57) R(ugi, ... ugm) = Y5 (Crtor + -+ + Cplion (ugp € Uap)

alkalmas ¢ : I — R (/ intervallum), v; : J; — R CM fiiggvényekkel és ¢, € R\ {0}
szamokkal (7 = 1,2; k = 1,...,n). Definidljuk az oy, és () fiiggvényeket [;-n illetve
X1 az oy, = cpay, illetve a B, = cxbji képletekkel (j = 1,2; kK =1,...,n). Ekkor oy
és B, C'M fiiggvények, tovabba (4.50)-bol és (4.54)-bol kovetkezik (4.45), (4.51)-b6l és
(4.55)-bé1 kovetkezik (4.46), valamint (4.52) — (4.53)-b6l és (4.56) — (4.57)-bél kapjuk
(4.47)-et. Végiil az indukcids feltétel kétszeres alkalmazdsa utan kordbban nyert

Gr(Z1k, o) = a;zl(bug(ﬂfuc) + ok (war))

formulabdl (4.48) is adddik. O
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4.4 Az m X n TIPUSU ALTALANOSITOTT BISZIMMETRIA EGYENLET
C'M MEGOLDASAI

Folytatjuk az (1.1) egyenlet specidlis eseteinek térgyaldsat abbdl a célbdl, hogy
végiill megoldjuk magat (1.1)-et is a C'M fiiggvények korében. Elészor azzal az eset-
tel foglalkozunk, amikor (1.1)-ben az Gsszes belsé fliggvény Osszeadds. Létni fogjuk,
hogy ekkor a kiilso fliggvények csak valtozoik Osszegétol fiiggenek. Ennek igazolasahoz
sziikség lesz az aldbbi két egyszerli lemmara, amelyek allitasai hasonlitanak a kvazi-
Osszegek illesztési eredményeire (lasd a 2.2. részt). Az els§ lemma &ltaldnosabban
Maksa [Mak99]-ben taldlhaté (Lemma 9), itt egy specidlisabb, de a célnak megfelel
allitast kozliink.

4.9 LEMMA. Legyenek ay,bi,ti € R olyan szamok, melyekre teljesil, hogy 0 < t, <
bp —ag, ha k = 1,....n. Legyen tovabbd Xy = [ag,bx], Vi = Xx +tx, Kk =1,...,n,
(Xg x -+ xX,)UYy x---xY,) D CR"é B:D — R. Tegyik fel, hogy

w1: 2. Xk = R éspg: > Y — R olyan CM fiigguények, melyekre teljesiil, hogy
k=1 i=1
B(xl,...,xn)2901(1131+'--+1:n) ((xlu---wrn) eAXrl Xoee XXn)
és
By,....yn) = @2yt +ya) (W1, 00) €Y1 X x V).

Ekkor van olyan o3 : <Z Xk> U (Z Yk> — R CM figgvény, hogy
k=1 k=1

(4.58) Blot,...m) = sl ) (e 2m) € kfqu(xk UY)).

n

Bizonyitads. A feltételek miatt p1(§) = p2(§), ha & € > (Xx N Y%)
i=1

= (Z Xk) N (Z Yk) , ezért a w3 fliggvény a
k=1 k=1

¢1(§), ha é‘ekile

2(6), ha €€V,

k=1

p3(§) =

formuldaval jol van definidlva, teljesiil rd (4.58) és mivel (Z Xk) N (Z Yk) (pozitiv
k=1 k=1

hossziisdgi) intervallum, ezért p3 CM fliggvény. m

4.10 LEMMA. ([Mak99]) Legyen X; intervallum, Kf C X; kompakt intervallum és K} C
K minden i € {1,...,n} és £ € N esetén. Tegyiik fel tovdbbd, hogy X; = |J KY,
=1
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1t =1,...,n és B : )n( X; — R CM figgvény. Ha minden ¢ € N esetén van olyan
i=1

A éKf — R CM fiigguény, hogy

(4.59) B(:pl,...,mn):gog(xl—f—---—l—xn) ((xly---,ﬂﬂn)Gfo"'XKﬁ)
teljestil, akkor van olyan o : ﬁ:lXi — R CM fuggvény is hogy

(4.60) B(xy,...,x,) = @(x1 + -+ ) (z1,...,20) € X5 X -+- x X,,).

Bizonyitas. A feltételek miatt o*(&) = p*1(¢), ha € € 3° Kf minden ¢ € N mel-

=1

lett. Ezért a ¢ fiiggvény ¢ = U @' definiciéja korrekt, ¢ : X X; — R CM figgvény,
amelyre — (4.59) miatt — teljesul (4 60). O

A kovetkez6 tétel fontos szerepet jatszik (1.1) megolddsa sordn.

4.11 TETEL. ([Mak99]) Legyen 2 < m € N, 2 < n € N rogzitett, Ty intervallum

j=1....m k=1,...,n, C: zﬂili i — R ésD: }_(12 ik — R CM figguények.
Tegyiik fel, hogy e !

(4.61) C(tir+-+tin, st + - Ftmn) =D+ -+t tin + oo tin)
teljesiil minden tj;, € Ty, esetén (j = 1,...,m; k = 1,...,n). Ekkor van olyan ® :

Z Z ik — R CM fiigguény, hogy

=1 k=

(4.62) CPrs- s pm) = ®(pr+ - + pm) ((pl,...,pm) ejxlszk>
T k=1

€s

=1
k =1

(4.63) D(ty, ... t0) = Bt + -+ tn) ((tl,..., e X Zm:T )

Bizonyitas. (i) A 4.10. Lemma miatt elegendé a bizonyitast csak arra az esetre
elvégezni, amikor Tj; = [aj;, bjx] kompakt intervallum (j = 1,...,m; k = 1,...,n).
Rogzitett n mellett m-szerinti indukciéval bizonyitunk. A 4.7. Lemma szerint igaz az
allitas, ha m = 2. Tegyiik fel, hogy m > 2 és igaz az allitds m helyett (m — 1)-re

(i) Legyen t , € [amk, bmi] rOgzitett (kK =1,...,n),

m—1
Ol(plv""pm—l):C(pla"'>pm—17t;nl—l—"'+t,mn> <(p1""’p" 1) € .X Z )

=4



93
és
n m—1
(4.64) D'(ty,....;tn) =Dt +t,1, . tn + ) ((tl,...,tn) € X Tjk> :

Ekkor (4.61)-b8l a ¢, = t,,, helyettesitéssel kapjuk, hogy a (C”, D') pdrra is fendll (4.61)
m helyett (m — 1)-el. Igy az indukcids feltétel szerint

m—1
(465) D/(tl,...,tn) :(I)Qo(t1++tn) ((tl,..., € ) T )
j=1

Tﬁxi:

valamilyen ®go @ > Z ik — R CM fiuggvénnyel. Ennek segitségével definialjuk a @
k 7=1

I
—_

m

fliggvényt a > Tix + Z ' i intervallumon a
k=1 j=1 =1

<.

Dy (t) = oo (t — zn: t;nk>

képlettel. Ekkor @y nyilvan C'M fiiggvény és (4.64) valamint (4.65) miatt

m—1
Dty .. t,) = Bty +--- +1,, t, o t)) € X Ty -+t .
(ts ) ot + -+ tn) ((1 ) k§1<; Jk+mk)>

A @ fliggvény fiigghet (¢! ,...,t ) valasztasatol.

(iii) Legyen
Ay =ai+- -+ am_1x € By =0by+ -+ by,

tovabba valasszuk olyannak az [a],.,b...] C [@mk, bmi| intervallumot, hogy

teljesiiljén minden k € {1, ...,n} mellett. Alkalmazzuk elGszor a bizonyitds (ii) részét a

t e =a.,majdat . =a , esetben. Ekkor eloszor azt kapjuk, hogy

m—1
Dty ... t)) = Oyt +---+1, o t) € X T+ d
(t1 ) 1t + -+ ) ((1 ) k{%(; ]k+amk>>

valamilyen ®; : E ( Z ik +al k) — R CM fluggvénnyel, majd azt, hogy

D(ty, ... tn) = Po(t1 + -+ t,) ((tl,..., n) € X (i]},ﬁb ))

7j=1



94

n m—1
szintén valamilyen &5 : ) ( > T+ b;nk> — R CM figgvénnyel. Mivel (4.66) miatt

i=1 \ j=1

m—1 m—1
inf (Z Ty + @'mk> < inf (Z Ty + b;nk> = Ay +b , <Bp+ad,
j=1

j=1

m—1 -1
:sup<ZTjk+aﬁnk><sup< Tie + 0, )
j=1 j=1

minden k € {1,...,n} esetén, ezért alkalmazhat6 a 4.9. Lemma (az X = [Ax+a/
a ], te =0, —a . Valasztassal), igy

D(tl,...,tn) :(I)g(tl—i‘—i‘tn) ((t17~--; € X (Z mk? mk]))

3

B+

mk>

n m—1
valamilyen @3 : ( > Tie + [a;nk,b;nk]) — R CM fiiggvénnyel.

k=1
(iv) Vélasszunk ezek utdn olyan [a’,,b%.] C [amk, buk] részintervallumokat, ¢ =
1,..., N, hogy

(4.67) Cr<attl<df, <dtl  (k=1,....n; £=1,...,N—1),

valamint 0 < 0%, —a’, < B, — A, ha k € {1,...,n} és ¢ € {1,...,N} és
N

U [@b s bhe] = [@mk, bok] (K = 1,...,n) teljesiiljon. Rogzitett ¢ € {1,... N} mel-

lett alkalmazzuk a bizonyitas (iii) részét az [a’ ., b .| intervallum helyett az [a% 0% ]
intervallumra. Ekkor

m—1

=1
k =1

valamilyen @5 : Z ( Z Kt [ab o bfnkD — R CM figvényre. (4.67) miatt a 4.9. Lem-

=1

ma ismételten alkalmazhaté és végiil kapunk egy olyan & : > > T — R CM
k=1 j=1
fiiggvényt, amellyel fenndll (4.63). A (4.62) egyenldség igazoldsdhoz legyen (py,...,pm) €

}W& > T Ekkor p; =t;1 + - +t;, valamilyen t;, € Ty (j=1,....m; k=1,...,n)
J=lk=1
elemekkel, és igy (4.61) és (4.63) miatt
C<p17"'7pm) = C(t11++tln77tml++tmn)
- D(tll+"'+tm17'-~7t1n+"'+tmn)

= <I>((tn+~~-+tm1)+---+(t1n+---+tmn)>
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= <I><(t11+---+t1n)+---+(tm1+---+tmn)>
= O(pr+-+Dpm),

azaz (4.62) is fennall. O

Az (1.1) egyenlet megolddséhoz vezet6 1t utolsé el6tti allomaésa a kévetkezo tétel.

4.12 TETEL. ([Mak99]) Legyen 2 < n € N, 2 < m € N, Uy, intervallum minden
7=1,....mésk=1,...,n esetén,

A XZUJk—HR Cy : ;"ilUjk—m, ck(SElUjk) — I,
T k=1 J= J=
Ek=1,...,n, B: X I, — R. Tegyiik fel hogy A, C, és B CM fugguények minden

k=1,...,n mellett es

A(urs + -+ Uiy o Ut + o U

4.68
( ) :B(Cl(ulla-"7um1)7"'7Cn(uln7"-7umn))

fenndll minden w, € Uy, (j = 1,....m; k =1,...,
intervallum, vannak olyan ¥ : I — R, B : I, — R, (k
olyan a; € R\ {0} szamok (j =1,...,m), hogy

n) eseten Ekkor van olyan I
= n) CM figvények és

||:><3

a5

(469) A(yl7 cve ,ym) = \Ij_l(a/lyl + e + a’mym) ((yla LR 7yn 6 ]

(4.70) B(z1,...,2,) = U1 <Z ﬁk(zk)> ((z1,..-,20) € k)i(l Ir)

és
(471) Ck(ulk, P ,umk) = ﬁk_l(alulk + -+ amumk) (Ujk € U]k)
minden j =1,...,m ési=1,...,n esetén.

Bizonyitas. Rogzitett m mellett n szerinti indukciéval bizonyitunk. A 2.17. Tétel-
bol kovetkezik, hogy igaz az allitas, ha n = 2. Tegyiik fel, hogy n > 2 és igaz az éallitas n
helyett (n—1)-re. Elszor rogzitett uiy, - . . , Uy, mellett hasznaljuk az indukcids feltételt.
Ekkor (4.68)-bdl kapjuk, hogy (4.71) fenndll alkalmas ay,...,a, € R\ {0} szdmok és
B+ Iy = R CM figgvények mellett minden uj, € Uj, esetén, ha k € {1,...,n — 1}
és j € {1,...,m}. Legyen masodszor uiy, ..., un; rogzitett (4.68)-ban. Ekkor ismét az
indukcios feltétel miatt

(4.72) Cro(Uihy - i) = V5 (bruag + -+ - + by
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minden uj, € Uj, j = 1,...,m; k = 2,...,n esetén valamilyen v, : I, — R, (k =
2,...,n) CM figgvényekkel és by,...,b, € R\ {0} szdmokkal. A k = 2 esetben
(4.71)-bél és (4.72)-bél azt kapjuk, hogy

52_1(CL1U12 + - apUpe) = ’72_1(51U12 + - 4 b Uma),

azaz ,
Y2 © ﬁ;l(aluu + o Aplme) = a—l(alum) +-+ a—m(amumg)
1 m

minden by € Ujp (j = 1,...,m) esetén. Ez utébbi egy specidlis (4.34) alaki egyenlet,
amelyre alkalmazhaté a 4.6. Lemma, amibdl — tobbek kozott — kovetkezik, hogy b; = ca;
minden j € {1,...,m}-re valamilyen ¢ € R\ {0} mellett. Ezért (4.72)-b6l az i = n
esetben a (,(u) = 17, (u), u € I, definiciéval kovetkezik, hogy (4.71) fenndll ¢ = n-re is.
Helyettesitsiik ezek utédn a Cj, fliggvény (4.71) alakjat (k = 1,...,n) (4.68)-ba. Ekkor
azt kapjuk, hogy

Alugy + - A Uiy Ut + o U
= B (B; Harur + -+ + ), - ., B, (@1a1n + -+ + Qi) )

minden u;, € Uj, (j = 1,...,m; k = 1,...,n) mellett. Ez az egyenlet pedig a Tj;, =
ajUjk (jzl,,m, kzl,...,n),

1

(473)  C(prs-.,pm) :A(aipl,...,aipm> ((pl,...,pm) c >”%1an>
és a
(4.74) D(t1,....t,) = B (B (t1),.... 58, () ((tl, o ty) € k)EIZTjk)

definici6kkal éppen a (4.61) egyenletbe megy at, amelyre alkalmazhaté a 4.11. Tétel,

amely szerint van olyan ® : > > Tj, — R CM fiiggvény, amellyel fenndll (4.62) és
j=1 k=1

(4.63). Legyen most mar I = ® | > 3" Tj | és ¥(s) = @7(s), s € I. Ekkor ¥ CM

j=1 k=1
fiiggvény és (4.69) illetve (4.70) kévetkezik (4.62)-bél illetve (4.63)-bol, valamint a C' és
D fiiggvények (4.73) — (4.74) definiciéjabdl. O

Végil a kovetkezo tételben megadjuk

G(Fi(z11, -y T1n)s e ooy Fn(Tmty -+ o))

(1.1)
= F(Gl(ﬂlll, e ,.’L‘ml), Ce 7Gn(xln7 . ,xmn))

C'M megoldasait.
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4.13 TETEL. ([Mak99]) Legyen 2 < n € N, 2 < m € N rdgzitett, X, intervallum,
Gk . Xlk X oo X ka — R, Gk(X1k7...,ka) = ]Im P} : le Xoee XXjn — R,
Fi(X1,...,X,) = Jj, Gy és F; CM figgvuények minden k € {1,...,n} és j €
{1,...,m} esetén. Legyen tovibbda G : J; X -+ X J, = R és F : I x---x1I, - R
szintén CM fiigguény és tegyik fel, hogy (1.1) fenndll minden xj, € Xji, (j =1,...,m;
k =1,...,n) esetén. Ekkor van olyan I intervallum és vannak olyan ¢ : I — R,
ap: Iy, = R, v+ J; = R és By, Xj — R CM figgvények (k=1,...,n;5=1,...,m),
hogy

(4.75)  F(z1,...,2,) = ¢! (Zak(zk)) ((21,...,Zn) el x - X ]n),
k=1
@W)waw%):9ﬂ<2)mm> (W1, ym) € J1 X -+ X ),

(4.77) Fy(wjn, . wm) = 75 (Z ﬁjk(wﬁk))
k=1
(4.78) Gk, - Tk) = ;' (Z @'k(%‘k))

minden xj, € Xji és j € {1,...,m}, ke {1,...,n} esetén.

Bizonyitas. Rogzitett n mellett m szerinti indukciéval bizonyitunk. Ha m = 2,
akkor az (1.1) egyenlet éppen a (4.44) egyenlet és igy a 4.8. Tétel szerint igaz az éllitas.
Legyen most méar m > 2 és tegytik fel, hogy igaz az allitds m helyett (m—1)-re. Rogzitsiik
el6szor az Ty, - . . , Ty valtozdkat (1.1)-ben. Ekkor az indukeids feltétel miatt megkapjuk
(4.77)-et (de csak ha j € {1,...,m —1}) ~; és B helyett alkalmas 7; : J; — R és
B+ Xjr — R fliggvényekkel (k = 1,...,n). Ezt kéveten rogzitsik az x11,..., 21,
véltozokat (1.1)-ben és hasznaljuk fel az indukcids feltételt. Igy megkapjuk (4.77)-et a
Jj = m esetben is 7y, és B helyett alkalmas v/, : J,, = Rés B, : Xy = R CM
fiiggvényekkel (k =1,...,n). Helyettesitsiik most mar F; (j = 1,...,m) ismert alakjat
(1.1)-be. Ekkor

G (17 (Bl n) + -+ Bl @)+ G )+ + B ) )
= F(Gr(rr1, ), Gl )

(4.79)

adédik minden zj, € Xy, j=1,...,m; k=1,... ,nesetén. Az U = B, (Xjz),

k=1

(4.80)  A(yr, - ) = GO (Y1) 3  (Um) ((yh.~-,yn0 Gj%;jizle)
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és
(481) Ck<u1k, c. ,umk) = Gk (ﬂ;l(ulk), Cey 7’%—k1 (umk)) (’Lbjk € U]k)

(j=1,...,m; k=1,...,n) és B = F definiciéval (4.79) dtmegy a (4.68) egyenletbe és
a 4.12. Tétel alkalmazhato. Ezért van olyan [ intervallum és vannak olyan ¢ : I — R,
ag: I, = R, (k=1,...,n) CM figgvények és olyan ay,...,a,, € R\ {0} szamok, hogy

(482) AW, ym) = ¢ @y + - + amym) ((y1,~--,ym)€j¥1ZUy‘k>,
k=1

k=1

(4.83)B(z1,...,2m) = ¢ (Z ak(zk)> ((zl, o 2Zn) € X Ik)
k=1

és

(4.84) Ci(urk, - - Umk) = <Z ajujk> (ujk €Uy, j=1,....m; k=1,... ,n).

lgy a v(y) = aj7j(y), y € J (G = 1,...,m) é a B(x) = a;f(x), v € X (j =
1,...,m: k=1,...,n) definicickkal (4.82)-b81 és (4.80)-b6l kévetkezik (4.76), (4.81)-bdl
és (4.84)-b6l kovetkezik (4.78). Tovabba — mivel B = F — (4.83) azonos (4.75)-tel, végiil
egyszerll szamolas mutatja, hogy

Fi(aji, o ajn) =7 (Z B ) = (Z @'k(l‘jk))
k=1
(xjp € Xjg, j=1,....m; k=1,...,n), azaz (4.77) is fenndll. O

Szamoldssal igazolhatd a tétel megforditdsa, vagyis a (4.75) — (4.78)-ban definidlt
F, G, F; és G, CM fiiggvények (1.1) megolddsai. A 4.6. Lemma felhaszndlasaval
egyszerli megvizsgalni a megoldasok (4.75) — (4.78) eldéllitasainak egyértelmiiségét. A
megoldasok mindegyike ugyanis ,,tobbtagi kvazi-osszeg”. Ilyenek egyenloségérdl szél az
aldbbi lemma.

4.14 LEMMA. Legyenek Xi,...,X, intervallumok (n > 2), Ok, 0p : Xp — R CM
figguények (k=1,...,n) ésa: B1(X1)+ - +0.(Xn) = R, v: 61(X1)+ - +0,(X,) = R
tovabbi két C'M fugguény. A

(4.85) a(ﬁl(xl) 4+t ﬁn(mn)) = 7(51(:101) + 4 5n(a:n))

egyenldség pontosan akkor dall fenn minden z, € Xy (k = 1,...,n) esetén, ha vannak
olyan a,by, ... b, € R elemek, hogy a # 0 és

és

480 2@ =a(He-n—mh))  EE RGN+ 400X
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Bizonyitas Tegyik fel elészor, hogy fennall (4.85), amibél az uy = Fi(xy),
k=1,...,n helyettesités utan

vy loaluy + -+ uy) =6, 087 (uy) 4+ -+ 6, 0 B Huy)

kovetkezik minden uy, € Gp(Xy), k = 1,...,n esetén. Ez pedig egy (4.34) alaki egyen-
let, amelyre alkalmazva a 4.6. Lemmat konnyen adédik (4.86) és (4.87). A megforditds
szamolassal igazolhatd. O]

A 4.13. Tétel és a 4.14. Lemma segitségével ismét végezhetiink kompatibilitds-
vizsgalatokat, azaz vizsgélhatjuk, hogy konkrét termelési figgvényekhez (F, Fj, j =
1,...,m) milyen aggregdl6 fliggvényeket (G, Gi, k = 1,...,n) kell valasztani, ha azt
akarjuk, hogy az aggregécié konzisztens legyen, vagyis fennalljon (1.1). Az 1. fejezetben
lattuk, hogy C'D tipusu
(4.88) F(zi,...,20) = azi ...z (zr €]0,400[, k=1,...,n)

n

(0 <a€eR, ey...,c, € R\ {0} konstansok) termelési fliggvényekhez kizarélag C'D
tipusu aggregal6 fliggvények tartoznak, mig az eredeti

(4.89) F(z,...,z) = a(cr2b 4+ - + e, 22)VP (zr €10, 4+00[, 1 <k <n)

(a,c1y...,¢, €]0,400[, b € R\ {0} konstansok) CES fiiggvények esetében az ot-
tani eredmények alapjan nem volt lehetoség a kérdés targyalasara, csak a kiterjesztett
CES figgvényekre tudtunk eredményt megfogalmazni. Mivel a CES fiiggvények C'M
fiiggvények és az a(t) = at'/’, t €]0,+oo] valamint a By(z) = cpa’, = €]0, +oo]

(k=1,...,n) fuggvényekkel F

F(z1, .. 20) = a(B1(z1) + -+ Bulzn))

alakba irhatd, ezért a 4.14. Lemma alapjan meghatarozhaté az Gsszes (7,01,...,0,)
fiiggvény (n + 1)-es, amely C'M fliggvényekbdl &ll és amelyre

F(Zl, ey Zn) = "}/((51(21) +---+ (Sn(Zn))

teljesiil. Ezek utdn a 4.13. Tétel (4.76) illetve (4.78) képleteib6l megkaphatok az aggre-
galo fiiggvények. A részletszamitasokat mellozve kozoljiik, hogy ezek
(do + dya + - - + dptm) /"

alakuak, ahol dy > 0, dy,...,d,, €]0,+00[, b,by,...,b, € R\ {0} konstansok. Lathatd,
hogy ezek csak specidlis esetben (dy = 0, by = --- = b,, = b) CES fiiggvények.
Az eredmény Osszhangban van az 1. fejezetben a kiterjesztett C'ES fliggvényekre
kapott eredménnyel. Hasonldéan vizsgalhatok olyan aggregacidk is, amikor példaul a
(makrookondmiai) F termelési fliggvény C'D tipusi de a (mikrodkonémiai) F; termelési
fliggvények C'ES tipusiak. A fentiekhez hasonlé mddon kiszamolhatd, hogy ekkor az
aggregdlo (G, Gy) fuggvények

b1 bm
Cc1x T Cm T
ae 1Lq +- o tem T
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alakuak, ahol a > 0, ¢1,...,¢m,01,...,b0,, € R\ {0} konstansok. Ha pedig F
CES tipust, F; pedig CD tipusi (j = 1,...,m), akkor a hozzdjuk tartozé aggregdald
fliggvények

(do+dilnxy + -+ dp Inz,,)V°

alakuak, ahol dy € R, dy,...,d,, € R\ {0} és b € R\ {0} olyan konstansok
hogy a fenti kifejezés valds szam minden xq,...,x,, € R, esetén. FEkkor azon-
ban az aggregald fiiggvények negativ értékeket is felvehetnek, aminek nem biztos,
hogy tulajdonithaté kozgazdasagtani jelentés. Ijgy latszik tehat, hogy C'ES tipusu
makrookonémiai és C'D tipusi mikrookondémiai termelési fliggvényekkel nem valdsithaté
meg konzisztens aggregacié (legaldbbis korlatlanul, vagyis amikor a pozitiv valtozok
feliilrél nem korlatozottak).
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5 BISZIMMETRIA EGYENLETEK VEKTOR-ERTEKU
FUGGVENYEKKEL

Azt mondjuk, hogy az (R, S, P) hdrmas vdlasztdsi modell, ha R egy nem-iires halmaz,
S az R halmaz nem-iires véges részhalmazainak halmaza és P : R x S — [0,1]. Ha
e € Rés FE € S akkor a P(e, F) szamot (amelyre ugy lehet gondolni, mint annak
valésziniiségére, hogy az FE-beli véges sok lehetéség koziil az e lehetséget valasztjuk)
vdlasztasi valdszindiségnek nevezziik. Ha van olyan v : R — R, fiiggvény (skala), hogy

P(e,E) = _vle)
deE

ha e € E é Ple,F) = 0, ha e € R\ E, akkor kapjuk a Luce-féle vélasztasi
valészintiségeket (lasd [Luch9], [Luc77]), illetve az (R, S, P) Luce-féle valasztdsi mo-
dellt. Az Aczél-Maksa-Marley-Moszner [AMMMO97] dolgozatban (ldasd még Aczél-
Maksa [AMI7]-t is) elég természetes és gyenge feltételek mellett leirtuk vélasztdsi mo-
dellek egy széles korét és ennek eredményeképpen jellemeztiik — erdsebb feltételeket
hasznalva — a Luce-féle vélasztasi modellt is. E fejezet els6é részében felsoroljuk a
felhasznalt egyenleteket és egyenlGtlenségeket azok néhany egyszerii kovetkezményével
egyiitt, a masodik részben pedig bemutatjuk a megoldast. Az elsé rész eredményei
Aczél-Maksa-Marley-Moszner [AMMMO7]-ben jelentek meg, ezeket Maksa [Mak98]-
ban sikeriilt kiegésziteni. Ez utébbit kozoljiik a fejezet masodik részében. Meg-
jegyezzilk, hogy a kétdimenzids (illetve magasabb dimenzids) vélasztdsi modellek
fiiggvényegyenletekkel és egyenlotlenségekkel vald leirasat is elvégeztiik, az eredmények
Aczél-Gildnyi-Maksa-Marley [AGMMO00]-ban jelentek meg, ezekkel azonban e diszszer-
tacioban nem foglalkozunk.

5.1 EGY VALASZTASI MODELLEKET LEIRO RENDSZER ES REDUKCIOJA

Az alabbiakban felsoroljuk azokat az egyenlGtlenségeket és fiiggvényegyenleteket,
amelyeket vizsgdlatainkban hasznaltunk. Az egyenl6tlenségek a

Fn: {(pla"'7pn> eRizpkzl})
k=1
F=(R,...,F):R. —T,,  H=(H,....H,): " —T,

(2 <neN, 2<m e N rogzitettek) jelolésekben vannak elrejtve. Tovabbi fliggvények,
amelyek szerepelnek még a rendszerben:

G:RT_)R'F? M:RTHRJ'_, N:R+—>R+, éS @]071[771_)1&_’_

Az egységesebb irasméd kedvéért jeloljiilk W-vel I'), identikus fliggvényét. Ezek utan az
egyenletek:

F(G(IH, .. 7$m1)7 .. .,G(ZE'UL? v ,xmn))
(5.1) =H(F(x11,--,T1n), - F( @1y - ooy Tinn))

(xjr eRy, j=1,....m; k=1,...,n),
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F((I)(le, Ce ,Zml), Ce ,(I)(Zln, Ce 7Zmn))
(5.2) =HW(z11,- -, 210)s - s Y (Zmiy -« s Zmm))

((Zj1,--rzin) €L, 7=1,...,m),

(5.3)  G(aayr, - OmlYm) = M1, ..., )G (WY1, - - s Ym)
(g5 €Ry, j=1,...,m),
(5.4)  Flaz,...,az,) = N()F(z1,...,25) (zreRy, k=1,...,n; a €Ry)
és még két tovabbi feltétel:
(5.5) F|T, injektiv,
(5.6) G korlatos valamely R’ -beli gémbéon.

Az egyenletek részletes motivaciéja megtalalhaté Aczél-Maksa-Marley-Moszner
[AMMMO7]-ben és Aczél-Maksa [AM97]-ben, itt csak azt jegyezziikk meg, hogy F' ko-
ordinatafiiggvényeinek szanjuk a valasztasi valdsziniiségek szerepét.

Mivel > F; az azonosan 1 fiiggvény, (5.4)-b6l azonnal kovetkezik, hogy N

j=1
azonosan 1, ezért F' 0-ad fokd homogén fiiggvény, igy parcidlis fliggvényei nem lehetnek
injektivek. Az (5.1), (5.2) biszimmetria egyenletek kezelésére tehat sem az 1.3. Tétel
sem az 1.6. Tétel nem alkalmas. Masrészt vilagos, hogy F' nem is C'M fiiggvény, mert
nem valds értékii, ezért a 4.13. Tétel sem haszndlhaté. Masrészt viszont (5.3)-bdl és
(5.6)-bol kovetkezik, hogy

(5.7) G(Y1, -y Ym) =byi* .. yom (g1, .-, ym) ERTY)
valamilyen b > 0, a, ..., a, € R mellett, tovdbbd M a G fiiggvény konstansszorosa (lasd

Aczél [Acz87)). Igy az (5.1) és (5.2) biszimmetria egyenletekbdl — figyelembe véve, hogy
¥ T, identikus fliggvénye — kapjuk, hogy
F(G(l’ll, Ce 7$m1)7 ey G(wlny . ,.’L’mn))
= H(F(a:ll,...,xln),...,F(:le,...,xmn))
= H(F1(l‘11, s Tin)y s F(@un, o m1)s o FU (@, - T,
R ) A ,xmn))
= F((I)(Fl(xu, e ,Iln) e

) JFl(xmlw"7xmn>>7'"7¢(Fn(x117"‘7x1n)7
PR ) A ,xmn)))

Hasznéljuk most fel azt, hogy F' 0-ad fokd homogén fiiggvény és F'| T, injektiv. Ekkor

G, Tk) P(Fr(zin, - T10), o Fr(@mt, - i)

S G wme) S O(Emrr, )y Felmt, - o))
/=1 =1
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adédik minden z;, € Ry (j=1,...,m; k=1,...,n) esetén. Ebb6l végiil - (5.7) miatt
— kovetkezik, hogy

m

'

58) njnlmfk’ _ n\I/(Fk(xm...,xln),...,Fk(xml,...,a:mn))

> 11 a:?j STO(Fo(xry oy Zin)y o Fo(Tmy oo oy Tn))

=1 j=1 =1
minden k =1,....,nészjy e Ry (j=1,...,m; k=1,...,n) és valamely (a1,...,a,) €
R™ esetén.

Azt kapjuk tehat, hogy az (5.1) — (5.4) egyenletkebdl az (5.5) — (5.6) feltételek

mellett az (5.8) flugvényegyenlet-rendszer kovetkezik az Fi(zi,...,x,) vélasztési

valésziniiségekre. Célunk az, hogy (5.8)-bdl ,,;meghatarozzuk” Fi-t (k = 1,...,n). Ez
[AMMMO97]-ben illetve [AM97]-ben abban a két specidlis esetben tértént meg, amikor
Yoa;#0,azaz az y — G(y,...,y), y € Ry fliggvény nem konstans és y — ®(y,...,y),
j=1

y €10, 1] C'M fiiggvény, illetve amikor y — G(y, ... ,y), y € R, konstans, de G nem kons-
tans, viszont ® = G. A kovetkez6 részben megoldjuk az (5.8) rendszert azt feltételezve,
hogy van olyan 1 < p < m, hogy a, # 0 (azaz G nem konstans) és barmely rogzitett
y €0, 1] mellett az

P

(5.9) = Oy, .y, 2y, y) (v €]0,1)
fiiggvény folytonos és (y-tdl fliggetleniil) ugyanolyan értelemben szigorian monoton. Az

itt k6zolt eredmények a Maksa [Mak98]-ban megjelentek mddositasai.

5.2 VALASZTASI VALOSZINUSEGEK SZARMAZTATASA
Sziikséglink lesz a kovetkezo egyszert lemmara:

5.1 LEMMA. ([Mak98|) Legyen u,v :]0,1[™— R és

(5.10) w1,y ) = V(Y1y ey Ym)

minden olyan x;,y; €10,1] esetén, amelyre még x; +y; < 1 is teljesil, j = 1,...,m.
Ekkor van olyan ¢ € R, hogy

u(r) =v(y) =c (z,y €]0,1[™).

. , . - 1 1 . 1 1 ¢q ,
Bizonyitas. Legyen aq—v(ﬁ—l,...,ﬁ—l),qEN. Mlvelﬁ—l—kim < 1és

19 4 L <1 - kétszer alkalmazva (5.10)-et — azt kapjuk, hogy

2 qg+1 q+2
< 1 1 ) <1 1 1 q )
ag = v ey =u|lz— .., —
g+1 q+1 2qg+1 2q+1

1 1
= =a
qg+2 Tq+2 atl
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minden ¢ természetes szdma. Ezért a, = ¢ minden ¢-ra és valamely c valds szdmra.
Masrészt legyen © = (z1,...,x,) €]0,1[™ tetszdleges. Ekkor van olyan ¢ € N,
hogy x; + q%l <1l 7 =1,...,m Igy - (5.10) miatt — u(z) = a, = c¢. S6t, ha
Y= (Y1,---,Ym) €]0,1[™ tetszbleges, akkor van olyan = = (z1,...,z,) €]0,1[™, hogy

rj+y; <1(j=1,...,m), igy ismét (5.10) miatt v(y) = u(x) = c. O

A kovetkezo tétel lehetdséget ad vélasztasi valoszinliségek konstrualasara.

5.2 TETEL. ([Mak9g8]) Legyenek 2 < m és 2 < n rogztett természetes szamok,
(ay,...,am) € R™, a = Za], 1 < p < m olyanok, hogy a, # 0 és a ® :]0,1["— R

fliggvénnyel (5.9) szermt deﬁmalt figgvény bdarmely y €10,1] mellett folytonos és
ugyanolyan értelemben szigorian monoton. Legyen tovdbbd (Fi,...,F,) : RY — I'y.
Ekkor (5.8) pontosan akkor dll fenn minden 1 < k < n és minden xj, € Ry (1 <j <m;
1 < k < n) mellett, ha vannak olyan cy,..., ¢y, ¢ pozitiv szdimok és van olyan
v :10,1[— Ry CM figguény, hogy

(5.11) g =1 (k=1,...,n),
(5.12) Oy, ym) = c[[ew) (.. ym) €ERT)
j=1
és
(513) Fk(l‘lw"a'xn) :@_1(Ckl'kL({L’1,...,l'n)) ((371,...,1'”) GRZ)
minden 1 < k < n esetén, ahol x = L(x1,...,x,) bdrmely rogzitett (xq,...,x,) € R

mellett az egyetlen megolddsa a
(5.14) Zgo_l(cka:kx) =1
k=1

eqyenletnek.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy (5.8) fenndll. Legyen 1 < k < n és

1 p m

(5.15) or(t) = D(FL(1,. 1), 1, Fy(1,.. 1)  (te]o1]).

Ekkor ¢y, :10,1[ — Ry C'M fuggvény (1 < k < n), s6t — a feltételek miatt — @1, @o, ..., v,
ugyanolyan értelemben szigorian monoton fiiggvények. Masrészt legyen x1, ...z, € R,

tetszéleges és zj;, = 1, ha j # p valamint x,, = x;, (5.8)-ban. Ekkor — figyelembe véve
(5.15)-6t — kapjuk, hogy

ar Fulzn,. .. a0))™
(5.16) n __oelFil@, 7)) (k=1,...,n).

n

szp ZQOZ(FZ(xl?"'vzn))ap
(=1 (=1
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Ebbdl az

S ou(Fyln, ., x0))™
Lzy, ... x,) = | & ((z1,...,2,) € RY)

s a
>z
=1

definicioval
cpk(Fk(xl, e ,a:n)) =z L(zq, ..., 2p),
azaz
(5.17) Fi(xy,...,x,) = gplzl(ka(ﬁl,...,xn))
kovetkezik minden 1 < k < n és (21,...,2,) € R} esetén. Mivel ([1,..., F,) : R} —

Iy, ezért (5.17)-bdl azt kapjuk, hogy minden rogzitett (z1,...,2,) € R} esetén z =
L(zy,...,x,) megolddsa a

(5.18) > o () =1
k=1

egyenletnek, sét — a t — > ¢ ' (4t) fiiggvény szigorti monotonitdsa miatt — egyetlen
k=1

megoldésa. Nyilvanvald, hogy (5.17)-b8l adédéan

(5.19) o N (wpL(zy, .. 20)) >0 (k=1,...,n)

is teljesiil. Legyen most (y;1,...,Yjn) € I'y ( =1,...,m) tetszOleges. Ekkor

Z@;l(%(yjk) 1) = Zyjk =1,
k=1 k=1

ezért 1 az egyetlen megoldasa — rogzitett 1 < j < m és x = r(yjp), k = 1,...,n
mellett — (5.18)-nak. Igy L(p1(yj1),-- - on(yjn)) =1 és — (5.17) miatt —

Fk(@1(yj1)> cee @n(yjn)) = @El(@k(yjk)) = Yjk
(k = 1,...,n; j = 1,...,m). Ezt figyelembevéve, (5.8)-b6l az xy = r(yir)
helyettesitéssel
IT er(ysu)®
j=1 ’ _ Cb(ylkv- . 7ymk)
Z Z gpf(yjf)aj Z q)(ylfu cee 7ym€)
=1 j=1 =1

(5.20)

kovetkezik. Legyen 1 < r < n rogzitett egész, (x1,...,%m), (Y1, ..., Ym) € RT olyanok,
hogy z; +y; <1, ha 1l < j < m, legyen tovabba
1 — 2s — s
Yjr = Yj, Yj =x; €8 yjkILQyj, ha 1<k<n, k#r
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(Itt hasznéljuk azt a feltételt, hogy n > 2.) Ekkor (yj1,...,yjn) € I'n,haj=1,....,m
és (5.20)-bdl el6szor a k = r, majd a k = 1 esetben kapjuk, hogy

31;11 o)™ _ D(y1y- -y Ym) |
5 Hotmr S o om)
illetve .
]1;11 Prle;)” O(xy, ..., x0)

Z Z gpé(ng)aj Z q)(y1€7 cee 7ymf)
=1 j=1 =1
A fenti két egyenletbol — mivel a megfelelé nevezék azonosak — lathaté, hogy
) ey T D(y1,...,Ym
(5.21) Sfl’ Tm) _ fﬁ/l Ym)
H1 p1(5)% 21 er(y;)®
j:

J]=

Ebbdl az 5.1. Lemma felhasznalasaval kapjuk, hogy
(5.22) O(xr,.. . am) =[] erla;)®
j=1

minden (z1,...,2,) €]0,1[™ és valamely ¢ € R, esetén. Ezek utdn az (5.21) és (5.22)
egyenloségekbol

(5'23) H Sol(yj>aj = H @r(yj)aj ((yh cee aym) € ]07 1[m)

kévetkezik minden 1 < r < n mellett. Legyen ¢t €]0,1[, y; = %, hal<j<mdej#p
és y, =t (5.23)-ban. Ekkor

1 a—ap 1 a—ap
) a = ¥r t)er r| 5 ’
p1(t)" 1 (2) o ()™ (2)
azaz

(524) C'r'(pr(t) = <:Ol(t>7

ahol ¢, = (ZI%;)ﬁ > 0,7 =1,...,n. Legyen végil p = ;. Ekkor ¢ :]0,1[— R,
CM fuggvény, (5.10) és (5.11) kovetkezik (5.23) — (5.24)-bél illetve (5.22)-bél, tovabba
(5.18) és (5.24) miatt a

ng‘l(ckxkx) =1
k=1
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egyenlet egyetlen megoldasa (barmely rogzitett (xq,...,z,) € R’ esetén) =z =
L(zy,...,x,) ésigy — (5.17) és (5.24) miatt — teljesiil (5.12) is.
A megforditas (amely az n = 2 esetben is igaz) egyszerii szamoldssal bizonyithaté. [

Alkalmas pozitiv konstansokbdl és ¢ :10,1[— Ry CM fiiggvénybél kiindulva lehet
tehat (F,...,F,) vélasztési valdszintiséget konstrudlni, amelyek kielégitik az (5.1) —
(5.6) feltételeket.

Példaul, ha ¢(y) =y, y €]0, 1], akkor (5.14)-bdl

1

= n
> oy
/=1

r=L(xy,...,2,)

és igy (5.13) miatt a valasztasi valdszintiségek

(5.25) Fu(zy,. . xn) = -5 (2. 1) ERY, 1< k<)
> Ceme
=1
ahol (ci,...,¢,) € R} konstans. Ez a ,,8-modell” (lasd Luce [Luc9]),ac¢; =---=¢, =

1 speciélis esetben pedig az eredeti Luce-féle valasztédsi modell (illetve az ezekben szerepl
vélasztasi valoszintiségek (ldsd Luce [Luch9], [Luc77])). Szdmoldssal ellenérizhetd, hogy
ha ¢(y) =y, y €]0,1[, (c1,...,¢,) € R, c € Ry, b >0, (ay,...,an) € R™, a, #0
(valamely 1 < p < m esetén), teljesiil (5.11), ® (5.12) szerint van definidlva, G (5.7)
szerint van definidlva, akkor fenndll (5.1) — (5.6) is, ahol H (5.2) szerint adott, az M
fliggvény G alkalmas konstansszorosa és N = 1.

Egy mésik vélasztési modellt kapunk, ha példéul a ¢(y) = 3 (/1T + 4y — 1)2, y €10,1]
fiiggvénybol indulunk ki. Ekkor a valasztasi valészintiségek

Fr(zy, ... xn) = xpl(xy, ..o 20) + Vap Lz, .., 20) ((z1,...,2,) €RY)
(k=1,...,n), ahol

L(xy,...,x,) = — ((z1,...,2n) €RY)

és ez most a masodfoku egyenletre vezeto

Y e M) =1
k=1

egyenlet z megolddsa. (A részleteket ldsd Aczél-Maksa-Marley-Moszner [AMMM97]-
ben.)



108

IRODALOMJEGYZEK

[Abe26]

[ABH60]

[Acz47]

[Acz48a]
[Acz48D]

[Acz50]

[Acz64]

[Acz65]

[Acz66]

[Acz87]

[Acz97]

[Acz04]

[AD63]

[AD75]

[AD89)

N. H. Abel, Untersuchungen von Funktionen zweier unabhdngig verdnderlichen
Gréssen x und y, wie f(x,y), welche die Figenschaft haben, dass f(z, f(z,y))
eine symmetrische Funktion von x,y und z ist, J. Reine Angew. Math. 1 (1826),
11-15, Oeuvres completes de N.H. Abel, Vol. I, Grondahl & Son, Christiania,
1881, pp.61-65.

J. Aczél, V. D. Belousov, and M. Hosszi, Generalized associativity and bisymmetry
on quasigroups, Acta Math. Acad. Sci. Hungar. 11 (1960), 127-136.

J. Aczél, The notion of mean values, Norske Vid. Selsk. Forh., Trondhjem 19
(1947), no. 23, 83-86.

J. Aczél, On mean values, Bull. Amer. Math. Soc. 54 (1948), 392-400.

J. Aczél, Sur les opérations définies pour nombres réels, Bull. Soc. Math. France
76 (1948), 59-64.

J. Aczél, On quasi-linear functional operations, Publ. Math. Debrecen 1 (1950),
248-250.

J. Aczél, Some unsolved problems in the theory of functional equations, Arch.
Math. 15 (1964), 435-444.

J. Aczél, Quasigroups, nets, and nomograms, Advances in Math. 1 (1965), no. fasc.
3, 383450 (1965).

J. Aczél, Lectures on Functional Equations and Their Applications, Mathematics
in Science and Engineering, vol. 19, Academic Press, New York—London, 1966.

J. Aczél, A Short Course on Functional Equations (Based Upon Recent Applica-
tions to the Social and Behavioral Sciences), Reidel, Dordrecht, 1987.

J. Aczél, Bisimmetry and consistent aggregation: Historical review and recent
results, Choice, Decision and Measurement (A. A. J. Marley, ed.), Lawrence Erl-
baum Associates, New Jersey, 1997, pp. 225-233.

J. Aczél, The associativity equation re-revisited, Bayesian Inference and Maximum
Entropy Methods in Science and Engineering (G. Erikson and Y. Zhai, eds.),
American Institute of Physics, Melville-New York, 2004, pp. 195-203.

J. Aczél and Z. Dardczy, Uber verallgemeinerte quasilineare Mittelwerte, die mit
Gewichtsfunktionen gebildet sind, Publ. Math. Debrecen 10 (1963), 171-190.

J. Aczél and Z. Daréczy, On measures of information and their characterizations,
Academic Press [Harcourt Brace Jovanovich Publishers|, New York, 1975, Math-
ematics in Science and Engineering, Vol. 115.

J. Aczél and J. Dhombres, Functional Equations in Several Variables, Cambridge
University Press, Cambridge, 1989, With applications to mathematics, informa-
tion theory and to the natural and social sciences.



[AFS03]

[AGS5]

[AGSS)]

[AGMMO0]

[ALMO96]

[AM96a]

[AMO96b)]

[AMO7]

[AMO1]

[AMMMO97]

[AMNPO1]

[AMP99)

[AMPO1]

[AMT97]

109

C. Alsina, M. J. Frank, and B. Schweizer, Problems on associative functions,
Aequationes Math. 66 (2003), 128-140.

C. Alsina and R. Ger, Associative operations close to a given one, C. R. Math.
Rep. Acad. Sci. Canada 7 (1985), no. 3, 207-210.

C. Alsina and R. Ger, On associative copulas uniformly close, Internat. J. Math.
Math. Sci. 11 (1988), no. 3, 439-448.

J. Aczél, A. Gilanyi, Gy. Maksa, and A. A. J. Marley, Consistent aggregation of
simply scalable families of choice probabilities, Math. Social Sci. 39 (2000), no. 3,
241-262.

J. Aczél, R. D. Luce, and Gy. Maksa, Solutions to three functional equations
arising from different ways of measuring utility, J. Math. Anal. Appl. 204 (1996),
no. 2, 451-471.

J. Aczél and Gy. Maksa, Consistent aggregation and generalized bisymmetry, Con-
tributions to the Theory of Functional Equations, II (Zamardi, 1995) (D. Gronau
and Zs. Pales, eds.), Grazer Math. Berichte, vol. 327, Karl-Franzens-Univ. Graz,
Graz, 1996, pp. 1-4.

J. Aczél and Gy. Maksa, Solution of the rectangular m x n generalized bisymmetry
equation and of the problem of consistent aggregation, J. Math. Anal. Appl. 203
(1996), no. 1, 104-126.

J. Aczél and Gy. Maksa, Consistent aggregation and generalized bisymmetry,
Trans. Royal Soc. Canada 6 (1997), no. 6, 21-25.

J. Aczél and Gy. Maksa, A functional equation generated by event commutativity
in separable and additive utility theory, Aequationes Math. 62 (2001), no. 1-2,
160-174.

J. Aczél, Gy. Maksa, A. A. J. Marley, and Z. Moszner, Consistent aggregation of
scale families of selection probabilities, Math. Social Sci. 33 (1997), no. 3, 227-250.

J. Aczél, Gy. Maksa, C. T. Ng, and Zs. Péles, A functional equation arising from
ranked additive and separable utility, Proc. Amer. Math. Soc. 129 (2001), no. 4,
989-998.

J. Aczél, Gy. Maksa, and Zs. Pales, Solution to a functional equation arising
from different ways of measuring utility, J. Math. Anal. Appl. 233 (1999), no. 2,
740-748.

J. Aczél, Gy. Maksa, and Zs. Pales, Solution of a functional equation arising in
an axiomatization of the utility of binary gambles, Proc. Amer. Math. Soc. 129
(2001), no. 2, 483-493.

J. Aczél, Gy. Maksa, and M. Taylor, Equations of generalized bisymmetry and of
consistent aggregation: weakly surjective solutions which may be discontinuous at
places, J. Math. Anal. Appl. 214 (1997), no. 1, 22-35.



[Arn63]

[Baj58]

[BD84]

[Bor04]

[Cox61]

[CP8Y]

[DF31]

[DF83]

[Die93]

[DMO5]

[DMP]

[DMP04]

[Eba04]

[Eic78]

[EMS6]

[Erd59]

[For95]

[Fra79]

110

V. 1. Arnold, On functions of three variables, Amer. Math. Soc. Transl. 28 (1963),
51-54.

M. Bajraktarevi¢, Sur une équation fonctionelle aux valeurs moyennes, Glasnik
Mat—Fiz. Astr. 13 (1958), 243-248.

C. Blackorby and D. Donaldson, Social criteria for evaluating population change,
J. Public. Econ. 25 (1984), 13-33.

7. Boros, Systems of generalized translation equations on a restricted domain,
Aequationes Math. 67 (2004), 106-116.

R. T. Cox, The Algebra of Probable Inference, John Hopkins Press, Baltimore,
1961.

R. Craigen and Zs. Péles, The associativity equation revisited, Aequationes Math.
37 (1989), no. 2-3, 306-312.

B. De Finetti, Sul concetto di media, Giornale dell’ Instituto, Italiano degli At-
tuarii 2 (1931), 369-396.

W. F. Darsow and M. J. Frank, Associative functions and Abel-Schrider systems,
Publ. Math. Debrecen 30 (1983), 253-272.

W. Diewert, Symmetric means and choice under uncertanty, Essays on index
number theory, Elsevier, Amsterdam—New York, 1993, pp. 355-521.

Z. Daréczy and Gy. Maksa, Functional equations on convex sets, Acta Math.
Hungar. 68 (1995), no. 3, 187-195.

7. Daroczy, Gy. Maksa, and Zs. Pales, Functional equations involving means and
their Gauss composition, Proc. Amer. Math. Soc., bekiildve.

7. Daréczy, Gy. Maksa, and Zs. Pales, On two variable means weighted by weight
functions, Aequationes Math. 67 (2004), 154-159.

B. R. Ebanks, Generalized Cauchy difference functional equations, Aequationes
Math. (2004), megjelenés alatt.

W. Eichhorn, Functional equations in economics, Applied Mathematics and Com-
putation, vol. 11, Addison-Wesley Publishing Co., Reading, Mass., 1978.

B. Ebanks and Gy. Maksa, Measures of inset information on open domain I: Inset
entropies and information functions of all degrees, Aequationes Math. 30 (1986),
187-201.

J. Erdés, A remark on the paper ”On some functional equations by S. Kurepa”,
Glasnik Math.-Fiz. Astr. 14 (1959), 3-5.

G.-L. Forti, Hyers—Ulam stability of functional equations in several variables, Ae-
quationes Math. 50 (1995), 143-190.

M.J. Frank, On the simultaneous associativity of f(xz,y) and z +y — f(z,y),
Aequationes Math. 19 (1979), 194-226.



[Fuch0]

[Ger94]

[Gor68]

[Gre64]

[Hil00]

[HLP34]

[HosbH4]

[Hos67]

[HosT71]

[Hye41]

[J4r96]

[J4r99]

[Jar04]

[JKT68]

[JMP]

[IMPO3]

[Kim73]

111

L. Fuchs, On mean systems, Acta Math. Acad. Sci. Hungar. 1 (1950), 303-320.

R. Ger, A survey of recent results on stability of functional equations, Proc. of the
4th International Conference on Functional Equations and Inequalities (Cracow),
Pedagogical University of Cracow, 1994, pp. 5-36.

W. Gorman, The structure of utility functions, Rev. Econom. Stud. 35 (1968),
367-390.

H. Green, Aggregation in Economic Analysis, Princeton Univ. Press, Princeton,
1964.

D. Hilbert, Mathematische Probleme. Vortrag, gehalten auf dem internationalen
Mathematiker-Congress zu Paris, 1900, Gott. Nachr. (Vandenhoeck & Ruprecht,
Gottingen) (1900), 253-297, Translated for the Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.) 37
(1902), no. 4, 407-436.

G. H. Hardy, J. E. Littlewood, and G. Pdélya, Inequalities, Cambridge University
Press, Cambridge, 1934, (first edition), 1952 (second edition).

M. Hosszu, Some functional equations related with the associative law, Publ. Math.
Debrecen 3 (1954), 205-214.

M. Hosszi, Néhdny toébbudltozds figguényegyenlet dltaldnositdsa, Nehézipari
Miiszaki Egyetem Kozleményei, Miskolc 15 (1967), 47-60.

M. Hosszt, On the functional equation f(z+y,z)+ f(x,y) = f(z,y+2)+ f(y, 2),
Period. Math. Hungar. 1 (1971), 213-216.

D. H. Hyers, On the stability of the linear functional equation, Proc. Natl. Acad.
Sci. U.S.A. 27 (1941), 222-224.

A. Jarai, Regularity properties of functional equations, Leaflets in Mathematics,
vol. 4, Janus Pannonius University, Pécs, 1996.

A. Jérai, Tébbvdltozos fiigguényegyenletek reqularitdsi tulajdonsdgai, Akadémiai
doktori értekezés, Informatikai Intézet, Eotvos Lordand Tudoméanyegyetem, Bu-
dapest, 1999.

A. Jarai, Regularity properties of functional equations in several variables, Adv.
Math. (Dordrecht), Kluwer Acad. Publ., Dordrecht, 2004.

B. Jessen, J. Karpf, and A. Thorup, Some functional equations in groups and
rings, Math. Scand. 22 (1968), 257-265.

A. Jarai, Gy. Maksa, and Zs. Péles, On Cauchy-differences that are also quasi-
sums, Publ. Math. Debrecen, megjelenés alatt.

A. Jarai, Gy. Maksa, and Zs. Pdles, 24. Remark (To J. Aczél’s 3. Problem) (in
Report of Meeting), Aequationes Math. 65 (2003), 314-315.

C. H. Kimberling, On a class of associative functions, Publ. Math. Debrecen 20
(1973), 21-39.



[Kle46]
[Kol30]

[Kol63)]

[Kuc85]

[Laj74]

[Los99]

[Luch9]
[Luc77]

[Luc00]

[Mak]

[Mak77]

[Mak82]

[Mak97]

[Makosg]

[Mak99]

[Mak00]

[Mak01]

112

L. Klein, Remarks on the theory of aggregation, Econometrica 14 (1946), 303—-313.

A. Kolmogorov, Sur la notion de la moyenne, Rend. Accad. dei Lincei (6) 12
(1930), 388-391.

A. N. Kolmogorov, On the representation of continuous functions of many vari-
ables by superposition of continuous functions of one variable and addition, Amer.
Math. Soc. Transl. 28 (1963), 55-59.

M. Kuczma, An Introduction to the Theory of Functional Equations and In-
equalities, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe — Uniwersytet Slaski, Warszawa—
Krakow—Katowice, 1985.

K. Lajké, Special multiplicative deviations, Publ. Math. Debrecen 21 (1974), 39—
45.

L. Losonczi, Fquality of two variable weighted means: reduction to differential
equations, Aequationes Math. 58 (1999), no. 3, 223-241.

R.D. Luce, Individual choice behavior, Wiley, New York, 1959.

R.D. Luce, The choice axiom after twenty years, J. Math. Psychol. 15 (1977),
215-235.

R. D. Luce, Utility of Gains and Losses: Measurement-Theoretical and FExperi-
mantal Approaches, Lawrence Erlbaum Publishers, London-Mahwah—New Jersey,
2000.

Gy. Maksa, CM solutions of some functional equations of associative type, Ann.
Univ. Sci. Budapest, E6tvos Sect. Math., megjelenés alatt.

Gy. Maksa, On the functional equation f(x +y) + g(zy) = h(x) + h(y), Publ.
Math. Debrecen 24 (1977), no. 1-2, 25-29.

Gy. Maksa, Solution on the open triangle of the generalized fundamental equation
of information with four unknown functions, Utilitas Math. 21 (1982), 267-282.

Gy. Maksa, A konzisztens aggregdcio problémdja és a biszimmetria
figgvényegyenlete, KLTE MFK Tud. Kézl. 23 (1997), 80-84.

Gy. Maksa, The solution of a system of functional equations related to selection
probabilities, Publ. Math. Debrecen 52 (1998), no. 3-4, 547-557.

Gy. Maksa, Solution of generalized bisymmetry type equations without surjectivity
assumptions, Aequationes Math. 57 (1999), no. 1, 50-74.

Gy. Maksa, The generalized associativity equation revisited, Rocznik Nauk.-
Dydakt. Prace Mat. 17 (2000), 175-180, Dedicated to Professor Zenon Moszner
on his 70th birthday.

Gy. Maksa, Biszimmetria-egyenletek, Kozgytlési eléadasok, 2000. majus, vol. II,
Magyar Tudoméanyos Akadémia, Budapest, 2001, pp. 433-450.



[Mak02]

[Mak04]

[MMM99]

[MMMO00]

[MMPOO]

[MN&6]

[MP04]

[Nag30]

[Nat48]

[Ng87]

[P4194]

[P4198a

[P4198b)]

[P4199]

[P4102]

[P4103]

[Pex03]

113

Gy. Maksa, Jensen’s equation and bisymmetry, Publ. Math. Debrecen 61 (2002),
no. 3-4, 663-669.

Gy. Maksa, Quasisums and generalized associativity, Aequationes Math. (2004),
megjelenés alatt.

A. Miinnich, Gy. Maksa, and R. J. Mokken, Collective judgement: combining
individual value judgements, Math. Social Sci. 37 (1999), no. 3, 211-233.

A. Miinnich, Gy. Maksa, and R. J. Mokken, n-variable bisection, J. Math. Psychol.
44 (2000), no. 4, 569-581.

Gy. Maksa, A. A. J. Marley, and Zs. Péles, On a functional equation arising from
joint-receipt utility models, Aequationes Math. 59 (2000), no. 3, 273-286.

Gy. Maksa and C. T. Ng, The fundamental equation of information on open do-
main, Publ. Math. Debrecen 33 (1986), no. 1-2, 9-11.

Gy. Maksa and Zs. Péles, On a composite functional equation arising in utility
theory, Publ. Math. Debrecen 65 (204), no. 1-2, 215-220.

M. Nagumo, Uber eine Klasse der Mittelwerte, Jap. Jour. of Math. 7 (1930),
71-79.

A. Nataf, Sur la possibilité de la construction de certains macromodéles, Econo-
metrica 17 (1948), 232-244.

C. T. Ng, Functions generating Schur-conver sums, General Inequalities, 5 (Ober-
wolfach, 1986) (W. Walter, ed.), International Series of Numerical Mathematics,
vol. 80, Birkh&user, Basel-Boston, 1987, pp. 433-438.

Zs. Pales, Bounded solutions and stability of functional equations for two variable
functions, Results Math. 26 (1994), no. 3-4, 360-365.

Zs. Péles, 11. Remark (to 3. Problem of J. Aczél) (in Report of Meeting), Aequa-
tiones Math. 56 (1998), 306-307.

Zs. Péles, 23. Remark (Solution to a problem of J. Aczél) (in Report of Meeting),
Aequationes Math. 56 (1998), 312-314.

Zs. Péles, Ujabb modszerek a figguényegyenletek és a figguényegyenldtienségek
elméletében, Akadémiai doktori értekezés, Matematikai és Informatikai Intézet,
Kossuth L. Tudomanyegyetem, Debrecen, 1999.

Zs. Péles, Problems in the regqularity theory of functional equations, Aequationes
Math. 63 (2002), no. 1-2, 1-17.

Zs. Péles, A regularity theorem for composite functional equations, Acta Sci. Math.
(Szeged) 69 (2003), 591-604.

J. V. Pexider, Notiz iber funktionaltheoreme, Monatsh. Math. Phys. 14 (1903),
293-301.



[Pok78]

[Pu46]
[RB37]

[RIm76]

[RN55]

[RV73]

[SA83]

[Sie34]

[Sie58]

[Sz6k95]

[Tay73]

[Tay75]

[Tay78]

[vDMS7]

[vS93]

[Wri54]

114

F. Pokropp, The functional equation of aggregation, Functional Equations in Eco-
nomics (W. Eichhorn, ed.), Addison-Wesley, Reading, 1978, pp. 122-139.

S. S. Pu, A note on macroeconomics, Econometrica 14 (1946), 299-302.

F. Radé6 and J. A. Baker, Pezider’s equation and aggregation of allocations, Ae-
quationes Math. 32 (1987), no. 2-3, 227-239.

J. Riman, On an extension of Pexider’s equation, Zbornik Rad. Mat. Inst. Beograd
(N.S.) 1(9) (1976), 65-72, Symposium en Quasigroupes et Equations Fonction-
nelles (Belgrade-Novi Sad, 1974).

C. Ryll-Nardzewski, On superpositions of functions, Colloq. Math. 3 (1955), 185.

A. W. Roberts and D. E. Varberg, Convex Functions, Academic Press, New York—
London, 1973.

B. Schweizer and Sklar A., Probabilistic Metric Spaces, Nort-Holland, New York—
Amsterdam—Oxford, 1983.

W. Sierpiniski, Remarques sur les fonctions plusieurs variables réelles, Prace Mat.-
Fiz. 41 (1934), 171-175.

W. Sierpiniski, Cardinal and ordinal numbers, Monografie Matematiczne, vol. 34,
Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa, 1958.

L. Székelyhidi, Stability properties of functional equations in several variables,
Publ. Math. Debrecen 47 (1995), no. 1-2, 95-100.

M. Taylor, Certain functional equations on groupoids weaker than quasigroups,
Aequationes Math. 9 (1973), 23-29.

M. Taylor, R- and T- groupoids: A generalization of groups, Aequationes Math.
12 (1975), 242-248.

M. Taylor, On the generalized equation of associativity and bisymmetry, Aequa-
tiones Math. 17 (1978), 154-163.

J. van Daal and A. Merkies, The problem of aggregation of individual economic
relations: Consistency and representativity results in a historical perspective, Mea-
surement in Economics, Physica Verlag, Heidelberg, 1987, pp. 607-637.

B. von Stengel, Closure properties of independence concepte for continuous utili-
ties, Math. Oper. Res. 18 (1993), 346-389.

E. M. Wright, An inequality for convex functions, Amer. Math. Monthly 61
(1954), 620-622.



| NEV- BS TARGYMUTATO |

NEV- ES TARGYMUTATO

CD figgvény, 5, 19, 22

CES fuggvény, 5, 19, 62, 99

CM figgvény, 27, 28, 32, 33, 36, 38-43, 45,
51, 59, 61, 67-71, 73, 77, 95

C'M megoldas, 28, 39, 42, 43, 62, 68, 75

R-fuggvény, 15, 17, 18

Q a racionalis szamok halmaza, 15

R a valds szamok halmaza, 15

B-modell , 107

N a porzitiv egészek halmaza, 6

7 az egész szamok halmaza, 63

altaldnositott asszociativitasi egyenlet, 2, 5,
37, 62, 67, 79

altalanositott biszimmetria egyenlet, 1, 2,
78, 79

altaldnositott grupoid, 61

Abel, 1, 61

Abel csoport, 6, 9, 10, 12, 18, 21-25, 49

Abel félcsoport, 25

abszolut folytonos, 53, 56

Aczél Janos, 1, 3, 20, 27, 52, 61, 71, 77, 78,
81, 86

additiv figgvény, 53, 55, 59

aggregal6 fliggvény, 4, 19, 22, 26, 99, 100

Arnold, 27

asszociativ fiiggvény, 27, 61

asszociativ torvény, 61

asszociativitasi egyenlet, 1

automorfizmus, 6, 8, 11, 13, 20

Bajraktarevié, 44

belsé pont, 29

bijekcis, 811, 13, 18, 19, 21, 22, 24-26, 51

bijektiv, 6, 10, 12, 23

biszimmetria egyenlet, 1, 2, 42, 78, 85, 87,
101, 102

Cauchy, 1

Cauchy differencia, 2, 49, 51, 52, 57
Cauchy egyenlet, 53, 73

ciklikus asszociativ torvény, 61, 75
Cobb, 5

csoport, 15

D’Alembert, 1

115

Daréczy Zoltan, 3, 86
Darboux, 1

de Finetti, 2, 77
Descartes szorzat, 27, 62
Dirichlet, 15

Douglas, 5

elérhet6 elem, 14-16, 18, 78
endomorfizmus, 8

er6sen bijektiv, 6, 8, 9, 13, 19, 22

ertsen injektiv, 6, 8, 9, 15, 17, 18, 20, 24
erGsen szurjektiv, 6, 8-10, 14, 15, 18-20
Euler, 1

fliggbleges illesztés, 37
félcsoport, 22, 25
feltételes asszociativitasi egyenlet, 62, 67

Gauss, 1, 28

generator, 27, 31-38, 57, 58, 69, 70

Gorman, 5

Grassmann, 61

Grassmann-féle asszociativ torvény, 74

gyengén sziirjektiv, 14, 15, 18, 19, 22, 24,
62, 78

hasznossagelmélet, 2, 50
Hilbert, 1, 27
homeomorfizmus, 20, 21, 25
homogén fliggvény, 102
Hosszu Miklés, 61, 71

illesztés, 33

illesztési eredmény, 28
illesztési tétel, 37
injektiv, 6, 23, 54

Jarai Antal, 51
Jensen egyenlet, 83, 85

kozépérték, 2

kiterjesztési tétel, 31

Klein, 5

kociklus egyenlet, 49

Kolmogorov, 2, 27, 77
Kolmogorov-Nagumo-de Finetti, 85



NEV- ES TARGYMUTATO

kommutativ félcsoport, 49

kompatibilis, 26

kompatibilitas-vizsgédlat, 99

konzisztens aggregacio, 1, 2, 4, 5, 14, 19, 22,
78

kvazi-osszeg, 1, 2, 27, 28, 31-33, 35-38, 45,
50-53, 57, 58, 69, 70

kvazi-aritmetikai kozépérték, 2, 28, 44, 45,
48, 87

kvazi-csoport, 62

kvazi-kivonas, 75

Lebesgue tétel, 50, 53

lokalis kvazi-Gsszeg, 2, 27, 37, 38, 40, 62
lokalis megoldas, 62

Losonczi Laszlo, 44, 45, 47

Luce, 101

Luce-féle valasztdsi modell, 101
Luce-Marley egyenlet, 50

Miinnich Akos, 78

majdnem mindeniitt differencidlhato, 53
matematikai pszicholdgia, 2
megoldhatésagi feltétel, 2, 72

Mokken, 78

Nagumo, 2, 77
Nataf, 5
Ng, 53

Pales Zsolt, 3, 50, 86

parcialis fiiggvény, 6, 8, 102

Pexider egyenlet, 4, 33, 38, 40-43, 59, 72—
75, 80, 82, 87

reflexiv, 83, 86
reflexivitas, 82
regularitasi tétel, 45
Reidemeister, 15
Ryll-Nardzewski, 71

sulyfiiggvénnyel silyozott kvazi-aritmetikai
kozépérték, 44

sulyfiiggvény, 44

sulyozott kvazi-aritmetikai kozépérték, 77,
85

Sierpinski, 27

skala, 101

stabilitaselmélet, 50

Steinhaus, 71

sziirjekcio, 7, 9-11, 13, 15, 18-21, 26
sziirjektiv, 2, 6, 8, 10, 12, 14
sziirjektivitasi feltétel, 62
szamtani-mértani kozép, 28
szigorian konkav, 53

szigortian konvex, 53

tobbszoros illesztés, 36

tobbtagi kvézi-0sszeg, 98

Tarski, 61

Tarski-féle asszociativ torvény, 73
termelési fliggvény, 4, 22, 99
transzformacié egyenlet, 61, 72
transzlacié egyenlet, 61, 73

valasztasi modell, 101, 107

valasztési valészintiség, 2, 101-104, 107
varhato hasznossag, 50

vizszintes illesztés, 37

Weierstrass, 1
Wright konkav, 53
Wright konvex, 53

116



TARTALOM

BEVEZETES

1

2 KVAZI-OSSZEGEK
2.1 A CM FUGGVENYEK NEHANY TULAJDONSAGA . . . . . .. ....
2.2 ILLESZTESI EREDMENYEK KVAZI-OSSZEGEKRE . . . . . . . . . ..
2.3 NEHANY EGYSZERU ALKALMAZAS . . . . . . . . o v i i ..
2.4 SPECIALIS KVAZI-OSSZEGEK: SULYFUGGVENNYEL SULYOZOTT
KVAZI-ARITMETIKAI KOZEPERTEKEK . . .« o v v v oo e it
2.5  SPECIALIS KVAZI-OSSZEGEK: CAUCHY DIFFERENCIAK . . . . . . .
3  ALTALANOSITOTT ASSZOCIATIVITAS
INTERVALLUMOKON
3.1 EGY FELTETELES ASSZOCIATIVITASI EGYENLET
LOKALIS MEGOLDASA . . . . o o v o it it it e s,
3.2 LOKALIS KVAZI-OSSZEGEK ES ALTALANOSITOTT
ASSZOCIATIVITAS . . o v v v e e e e s s s
3.3 NEHANY TOVABBI ASSZOCIATIV TiPUSU EGYENLET . . . . . . . . .
4 ALTALANOSITOTT BISZIMMETRIA INTERVALLUMOKON
4.1 A 2 X 2-ES ALTALANOSITOTT BISZIMMETRIA EGYENLET
CM MEGOLDASAL . . o o v i e e e et s s e s
4.2 TOBBVALTOZOS SULYOZOTT KVAZI-ARITMETIKAI
KOZEPERTEKEK JELLEMZESE . . . .« o v v i i e e it
4.3 SPECIALIS BISZIMMETRIA EGYENLETEK . . . . . . o . o o . . . ..
4.4 Az m x n TiPUSU ALTALANOSITOTT BISZIMMETRIA EGYENLET
CM MEGOLDASAI . . . . o v oo i it e s s
5 BISZIMMETRIA EGYENLETEK VEKTOR-ERTEKU
FUGGVENYEKKEL
5.1 EQY VALASZTASI MODELLEKET LEIRO RENDSZER ES REDUKCIOJA
5.2 VALASZTASI VALOSZINUSEGEK SZARMAZTATASA . . . . . . . ...
IRODALOMJEGYZEK

KONZISZTENS AGGREGACIO ES ALTALANOSITOTT
BISZIMMETRIA
1.1 A KONZISZTENS AGGREGACIO PROBLEMAJANAK MEGOLDASA

EROS SZURJEKTIVITAS ES INJEKTIVITAS MELLETT . . . . . . . ..

1.2 A KONZISZTENS AGGREGACIO PROBLEMAJANAK MEGODASA

QGYENGE SZURJEKTIVITAS ES EROS INJEKTIVITAS MELLETT . . . .
1.3 EGYERTELMUSEG, KOVETKEZTETESEK A VALOS ESETRE . . . . . .

NEV- ES TARGYMUTATO

117

....... 14

....... 19

27
....... 28
....... 32
....... 39

....... 44

....... 49

61

....... 62

....... 67
....... 71

7

....... 79

....... 83
....... 87

....... 91

101
....... 101
....... 103

108

115



