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1. rész

Bevezetés






Motivacio

Két dimenzios kvantumtérelméletek a fizika szdmos teriiletén fontos szerepet jatszanak.
yJatékmodellnek” hasznalhatjuk 6ket elvi kérdések megértésére és megvalaszolasara. Se-
gitségiikkel 1j modszereket fejleszthetiink ki, vagy szokasos eljarasok alkalmazhatoésagi
korét vizsgalhatjuk egyszertsitett koriilmények kozott. Mindezen elméleti jelentGségek
mellett még kozvetlen fizikai relevanciajuk is van:

e Bizonyos, erfsen anizotrop szilard testekben a rendszer tényleges dimenzidja le-
csokken és a két, vagy esetleg egy dimenzios leiras jo kozelitésnek bizonyul. Az
is el6fordulhat, hogy a relevans fizikai jelenségek csak egy koordinatatol fiiggenek,
mert a rendszer eltolasinvarians a tobbi iranyban. Ilyen példaul a Casimir effektus
két végtelen lap kozott [20].

e Kritikus rendszerek univerzalis viselkedést mutatnak. Az egyes univerzalitasi oszta-
lyok sokszor tartalmaznak két dimenziés modelleket, igy az olyan univerzalis tulaj-
donséigok, mint a kritikus exponensek, vizsgalhatoak kétdimenzios konform invari-
ans kvantumtérelméletekben [29]. S6t, ennél tobbet is mondhatunk: a kritikus pont
kornyékén a rendszereket sok esetben a konform modell integralhatd perturbacioja
irja le.

e Integralhato két dimenziés modellek gyiimolesozé alkalmazési teriilete manapsag az
AdS/CFT megfeleltetés [56]. A megfeleltetés egy sejtés, mely az Anti de Sitter
gorbiilt téren mozgd szuperhir elméletét (beleértve a kvantumgravitaciot is) kap-
csolja Ossze a négy dimenzios maximalisan szuperszimmetrikus (konform) mértékel-
mélettel. A megfeleltetés jelentGsége abban all, hogy a hirelmélet egy kétdimenzios
integralhaté modellel irhato le, igy annak megoldasa lehetGséget teremt egyrészrél
a kvantumgravitacié vizsgélatara, masrészrél megérthetjiik segitségével az erésen
kolecsonhato négy dimenzios mértékelméleteket is. Ez azért is fontos, mivel az elemi
részecskék erds kolesonhatasat leird kvantumszindinamika is ilyen elmélet, melynek
kielégité megoldésa a mai napig varat magara.

Célunk tehat egyrészrél kétdimenzios integralhatdé modellek segitségével 1j modszereket
kifejleszteni és azokat magasabb dimenzioban alkalmazni. Masrészrél szeretnénk a va-
16s fizikai szituaciokban felmeriil6 modelleket egzaktul megoldani, és azokat alkalmazni
tobbek kozott az AdS/CFT megfeleltetés alatamasztasara.

A dolgozat el6zményei

Kétdimenzios integralhaté modellek megoldasénak maéara kikristalyosult modszere a ko-
vetkezd.

Elgszor a modell szorasmatrixat hatérozzuk meg [66]. A szorasmatrix az aszimptoti-
kus kezdeti és végsG sokrészecskés allapotokat kapcsolja 0ssze és matrixelemi hatarozzak
meg az adott szorasi folyamat valdszintiségi amplitidoit. A kvantumtérelméleti leirasbol
a szorasmatrix unitaritdsa és keresztezési szimmetridja kovetkezik. A modell integral-
hatosaga végtelen sok megmaradd mennyiség létezését jelenti, melynek kovetkeztében a
sokrészecskés szorasi folyamatok paronkénti kétrészecskés szorasok szorzatéara faktoriza-
lodnak. A szoérasmatrix osszes fizikai tartomanyba esd szingularitasadhoz fizikai folyamatok
kapcsolhatok (maximalis analitikussdg). Pl a szérasmatrix polusa vagy kotott allapot
ir le, vagy pedig egy anomalis kiiszobhoz tartozik. A kotott allapotok szorasmaétrixai az
Osszetevoik szorasmatrixaibol szamithatoak garantalva azok unitaritédsat és keresztezési



szimmetridjat. A maximalis analitikussagi kovetelmény viszont erds konzisztencia kény-
szereket 16 ki az Osszetevik szordsmétrixaira. Ezek sok esetben olyannyira megszoritoak,
hogy segitségiikkel szamos integralhaté modell megoldhatd. Az eljaréast melynek soran
kiils6 informéacioé nélkiil a szordsmétrixot csak annak tulajdonsagaibol és konzisztencidja-
bol hatérozzuk meg a szorasmatrix énmegoldo6 (bootstrap) programnak, vagy szorasmétrix
onmegoldonak is szokas nevezni.

A modell teljes megoldasa felé vezets uton a kévetkezd 1épés az alaktényezsé onmegoldod
eljaras, melyben lokalis operatorok aszimptotikus allapotok kozotti métrixelemét (alakté-
nyezGjét) hatarozzuk meg azok konzisztencia tulajdonsagaibol [61]. A lokalis operatorok
maétrixelemeinek analitikus szerkezetét a szordsmétrix hatarozza meg, igy annak ismerete
lehet6vé teszi az alaktényezé egyértelmid rogzitését. Végiil, harmadik 1épésként az alakté-
nyezdSket hasznaljuk fel a korrelacios fliggvények megalkotasahoz a spektrélis reprezentécio
segitségével. Ezen adatok, a szorasmatrix, az alaktényezsk és a korrelacios fiiggvények az
elméletet teljesen egészében leirjak végtelen térfogatban.

A véges térfogati modellek megoldasa ennél 1ényegesen bonyolultabb és maig sem meg-
oldott feladat. Még az energiaszintek térfogatfiiggésének meghatarozasa sem sorolhatoé az
egyszeri problémak kozé. Az energiaspektrum egy kozelité kiszamitésat a részecskék
kozotti szoras szisztematikus figyelembevételével valosithatjuk meg. A sokrészecske alla-
potok energidjanak vezets végesméret-korrekcioja az impulzusok kvantalodasabol fakad,
melyet a Bethe-Yang egyenleteken keresztiil a szorasmatrix hataroz meg [55]. Ez a térfogat
inverzében az 0sszes polinomiélis korrekciot tartalmazza. Ehhez jarulnak még a térfogat-
ban exponencialisan kicsi korrekciok is, melyek a vikuum polarizaciojabol erednek és egy
allo részecske esetén annak tomeget is modositjak [54]. Kis térfogat esetén a polarizacios
folyamatok dominanssa valnak és az egzakt leirashoz fel kell 6sszegezniink Gket. Erre az
alapallapot esetén lehetségiink is van egy nemlineéris integralegyenlet formajaban [64].

A dolgozat célkittizései

Célkitiizéseinket két csoportba lehet osztani, Ggymint periodikus integralhat6 rendszerek
vizsgalatara és peremmel rendelkez6 nem feltétleniil integralhaté rendszerek analizisére.

A periodikus esetben szeretnénk kiterjeszteni Liischer, a térfogatban exponencialisan
kicsi egy részecskére vonatkoz6 végesméret-korrekcioit tetszdleges multi-részecske alla-
potra és a kapott eredményeket felhasznalni az AdS/CFT megfeleltetés alatamasztasara.
Az integralhato hurelmélet sok-részecske éllapotainak energiaszintjei ugyanis a mértékel-
méleti oldalon mértékinvaridns operatorok anomalis dimenzidinak felelnek meg, melyek a
Feynman-féle perturbéacioszamitasban kozvetleniil szamolhatoak [41].

Mivel a gyakorlati alkalmazasokban a fizikai rendszerek peremmel rendelkeznek, igy
szeretnénk a fent, az integralhato rendszerek megoldasara véazolt 6nmegoldd programot
perem jelenlétére kiterjeszteni. Ehhez el6szor a peremes modellek kvantumtérelméleti
leirasat kell megalapozni. A perturbativ keretet felhasznéalva szeretnénk tetszGleges tér
dimenzi6 esetén feltarni a kapcsolatot a reflexios métrix, a peremallapot és a korrela-
cios fliggvények kozott. A reflexios matrix a szérdsmatrix peremes megfelelGje, mig a
peremet az Euklideszi leirasban a peremallapot jellemzi. A korrelacios fiiggvények szin-
gularitasanak szerkezete kapcsolatba hozhatd a reflexiés métrix szingularitasaival, mely
lehet6vé teszi annak énmegoldd programmal torténd meghatarozésat. Ezen eredménye-
ket aztan felhasznalhatjuk a reflexios matrix és a peremre lokalizalt kotott allapotok
spektrumanak meghatarozéasa a legaltalanosabb integralhaté peremfeltételd sine-Gordon
modellre. Szeretnénk a peremes alaktényezd 6nmegold6 programot megalapozni és egy-
szeriibb modellekre véghezvinni. Végiil célunk a peremes integralhaté modellek véges



térfogati spektrumanak vizsgalata kiilonos tekintettel olyan peremek vizsgélatéara melyek
virtualis részecskéket bocsajthatnak ki vagy nyelhetnek el.

A dolgozat koncepcidja és felépitése

A dolgozat elsGsorban ismerteti a szerzé alabbi, sajat hivatkozésokban felsorolt eredmé-
nyeit és egységes egészbe foglalja azokat. Tekintettel a teriilet specializalt voltara, mely
sok hattérismeretet igényel, a fogalmak és modszerek pedagogikus modon vannak beve-
zetve. A hangsily tobbnyire a koncepcionalis, elvi sszefiiggéseken van és a technikai
részletek vagy hianyoznak, vagy csak réviden vannak Osszefoglalva, de mindig az iroda-
lom pontos megjelolésével. A fogalmakat, modszereket és eljarasokat egyszerd modelleken
(sine-Gordon, sinh-Gordon, Lee-Yang) vezetjiik be és a bonyolultabb (AdS/CFT) esetben
csak alkalmazzuk az eredményeket.

A dolgozat két nagyobb részre oszthatd. Az els6 rész a kétdimenzios (integralhato)
modelleket periodikus peremfeltétellel vizsgalja. ElGszor, az 1. fejezetben a klasszikus
sine-Gordon elméletet hasznaljuk fel az olyan intuitiv fogalmak bevezetésére, mint az
aszimptotikus szoérasallapotok, a kolecsonhatas vagy az integralhatosag. A modellek kvan-
talasa soran kiilon hangsilyt fektetiink a Lagrange fiiggvényen alapulé perturbativ kvan-
talasra. Habar ez egy standard anyag mégis nagyon hasznos a fogalmak és modszerek
bemutatasara, nem beszélve arrél, hogy a peremes részben ezen eredményeket fogjuk al-
talanositani. Ha a Lagrange-i keretben kapott ismereteinket az integralhatésaggal kombi-
naljuk egy axiomatikus keretet kapunk, melyben a modellek definidlhatoak és sok esetben
meg is oldhatoak. Ezzel foglalkozik a 2. fejezet. A szérdsmatrix meghatarozasa utan a lo-
kélis operatorok alaktényezgit szamitjuk ki, melyeket a spektralis reprezentacion keresztiil
felhasznalunk a korrelécios fiiggvények meghatarozasara és a modell teljes megoldésara
végtelen térben. A véges térfogati spektrummal a 3. fejezetben foglalkozunk. A sokré-
szecske allapotok vezets végesméret-korrekcioja utan a vakuum Liischer korrekciojat irjuk
le. Ezt utédna kiterjesztjiik a vikuumenergia egzakt meghatarozasara egy integralegyenlet
segitségével. Az integral egyenlet analitikus elfolytatasaval a gerjesztett allapotokat is
leirjuk és az energia kifejezések nagy térfogatn szisztematikus kifejtésével meghatarozzuk
sokrészecske allapotok vezets végesméret-korrekciojat. Ezen végesmeéret-korrekcidt aztan
altalanositjuk és felhasznaljuk a 4. fejezetben az AdS/CFT megfeleltetésben annak alaté-
masztasara. Az AdS/CFT megfeleltetés, mint mar emlitettiik, egy hirelmélet és egy négy
dimenzids mértékelmélet ekvivalenciajat sejti meg. Jelen keretek kozott sajnos sem a hir-
elmélet sem pedig a mértékelmélet kimerits targyalasa nem lehetséges. Ebbdl kifolyolag
- egy rovid hurelméleti bevezets utan - az AdS/CFT kapcsolatot (réviden AdS/CFEFT-t)
mint kétdimenzios integralhaté modellt definialjuk. Az 6nmegoldd keretben konzisztens
mo6don meghatarozzuk széorasméatrixat és kotott allapotait, melyeket aztan felhasznalunk
sokrészecske allapotok végesméret-korrekcivinak kiszémitésara és a mértékelméleti sza-
molasokkal torténd osszehasonlitaséra.

A dolgozat masodik része peremes modellek vizsgalataval foglalkozik. Ismét a klasszi-
kus elméleten keresztiil vezetjiik be a 5. fejezetben az olyan alapfogalmakat, mint aszimp-
totikus peremes allapotok és reflexios matrix. Az peremes modellek kvantumelmélete a a 6
fejezet targya. Ezt a Lagrange-i kvantalassal kezdjiik, amely lehet&séget ad a nem integral-
hato modellek vizsgélatara és segitségével a reflexios matrixok a korrelacios fliggvényekkel
kifejezhetGek, szingularitasaik vizsgalhatoak. Az itt gytjtott informéaciokat aztan felhasz-
naljuk a peremes 6nmegold6 program kifejlesztésében és alkalmazasaban a sine-Gordon
modell megoldasara. A tovabbiakban a peremes operdtorok alaktényezGinek 6nmegoldo
programjat alapozzuk meg és hajtjuk végre egyszertibb modellek esetére. A reflexiés mat-
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rixok, peremes alaktényezdk a korrelacios fiiggvények a félvégtelen modellt teljesen leirjak.
A kovetkezs 7. fejezetben azutan ezen adatokat hasznéljuk fel a véges térfogati spektrum
elGszor kozelité majd egzakt leirdséra.

A dolgozatot az eredmények és azok hatasanak osszefoglalasa zérja, kiegészitve a tech-
nikai részleteket tartalmazo fiiggelékekkel és az irodalomjegyzékkel.

Hivatkozésokkal kapcsolatban megjegyezziik, hogy ahol lehetséges volt ott nem az
eredeti cikkeket, hanem inkabb a pedagogikus Gsszefoglalokat hivatkoztuk.

Megjegyzés a magyaritasokrol. Az angol fogalmak magyarra forditasa soran harom
elvet kovettiink. Ha a fogalomnak latin eredete van és mar honos a nyelvben (esetleg més
szovegkornyezetben) akkor a latin kifejezést hasznaltuk, pl. szituécio, axioma, spektrum,
rapiditas, transzfer (méatrix), fazis, .... Ha a fogalmat mar mas tudomany teriileteken
leforditottak, de mi még nem hasznéltuk akkor probaltuk a létezd magyar szo jelenté-
sét kiterjesztve azt hasznélni, pl form factor = alaktényezs (aramlastan), bulk = t6mb
(szilardtest fizika), trace = nyom (matematika). Ha a szakszoénak még nem volt alkalmas
magyar forditasa akkor arra javasoltunk egyet, pl. bootstrap = énmegold6, dressing phase
= fel6ltoztets fazis.

Ko6szonetnyilvanitas

Ezaton szeretnék koszonetet mondani mindazoknak, akik tudomanyos palyam soran eddig
segitettek:

Palla Laszlonak, aki annak idején elvéllalta diplomamunkam témavezetését, folyama-
tosan tamogatott, 0sztonzott, megtanitott kutatni és husz év kozos munkaja sordn sok
érdekes problémat oldottunk meg.

Takacs Gébornak, volt évfolyamtarsamnak a sok eszmecserét és okos gondolatot, me-
lyet a kozos munka soran kamatoztattunk.

Horvath Zalannak, hogy a kutatocsoport vezet§jeként stabil hatteret biztositott tudo-
ményos palyafutdsomhoz.

Az Elméleti Fizikai Tanszék és Kutatocsoport teljes garddjanak az inspirdlo légkorért.

Ko6szonom még mindazoknak, akikkel az évtizedek soran egyiitt dolgozhattam az ér-
tékes segitséget, disszkussziokat és a kozos munka élményét. Ugy érzem mindenkitsl ta-
nultam valamit. Hadd soroljam fel ket egyenként, kronologiai sorrendben: Palla Laszlo,
Takacs Gabor, Varga Dezs6, Wagner Ferenc, Nogradi Daniel, Bohm Gabriella, Toth Ga-
bor Zsolt, Clare Dunning, Alain George, Rafael Nepomechie, Changrim Ahn, Chaiho
Rim, Alyosha Zamolodchikov (sajnos 6 mar nincs kozottiink), Ladislav Samaj, Francesco
Ravanini, Simon Zsolt, Romuald Janik, Benjamin Basso, Gregorij Korchemsky, Balog
Janos, Tomasz Lukowski és Hegedtis Arpad.

Kiilon koszonet illeti csaladomat, a sok kellemes id&ért, amit velem toltottek, és azért,
hogy ennek ellénére elengedtek hosszabb kutato utakra.

Koszonom még az OTKA-nak az allandé palyazati tamogatast és a Bolyai Osztondij
Alapitvanynak a kétszeri anyagi és erkolcsi hozzajarulést.
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II. rész

Integralhat6é modellek periodikus
peremfeltétellel
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Ebben a részben az integralhatdé modellek megoldésara kifejlesztett modszereket mu-
tatjuk be a sinh-Gordon és a sine-Gordon modell kapcsan és alkalmazzuk eredményeinket
az AdS/CFT megfeleltetésre.

El6szor a modellek klasszikus verzioit definidljuk és integralhatosagukat bizonyitjuk.
Uténa az egzakt megoldasokat felhasznalva meghatarozzuk a multi-részecske kezdé és
elméleti szorasmatrix klasszikus megfelelgje. Ezutan a modellek kvantumvaltozatainak
lehetséges definicioit vizsgaljuk. Minden egyes kvantalasi médszer ugyanazon kvantum-
térelméletet hivatott leirni, csak mas néz6pontbol kiindulva. A szokéasos Lagrange-i per-
turbacidszamitas lehetévé teszi egyrészrél az aszimptotikus allapotok és az Sket 0sszekotd
szorasméatrix definidlasat, masrészrol a szorasmatrixot Osszekapcesolja a korrelacios fiigg-
vényekkel, melyek analitikus szerkezetét szintén megadja. Ez a keret lehet&séget teremt
az integralhatosag vizsgéalatara is. A onmegoldé megkozelités egy axiomatikus keretet
jelent a modell kvantumos megfelel6jének definidlaséra, melyhez a bemend adatokat az
el6z6 keretben kapott tulajdonsagok szolgaltatjik. Kihasznalva az integrélhatosagot a
Lagrange-i keret segitségével bevezetett szoras matrixra annak faktorizacidja kévetkezik:
minden sok-részecske szorési folyamat szétesik paronkénti kétrészecske-szorasok szorza-
tara. Kiaknazva még a szorasmatrix analitikus tulajdonsagait az sok esetben egzaktul
meghatarozhat6. Ezen adatokat aztan fel lehet hasznélni lokalis operatorok maétrixele-
meinek (alaktényezdinek) meghatarozasahoz, melyekbdl a korrelacios fiiggvényeket lehet
felépiteni. A modell diszperzios relacioja (mely a szimmetriabol kovetkezik), a szorasmét-
rix, az alaktényezsk a korrelacios fiiggvényekkel egyiitt teljesen leirjak a rendszer végtelen
térfogati viselkedését.

Integralhato modellek sajatossaga, hogy ezen adatok a véges térfogati spektrum teljes
leiraséat is lehetévé teszik. Nagy térfogatok esetén egy kozelits leirast kaphatunk, ha a
részecskék impulzusdnak kvantalasahoz a szabad modellben szokésos periodicitéasi felté-
telt a szorasok soran elszenvedett fazistolasokkal egészitjiik ki ( Bethe-Yang egyenletek).
Ezek minden polinomialis korrekciét tartalmaznak a térfogat inverzében. Vannak azonban
exponencialisan kicsi (Liischer) korrekciok is, melyek a véges térfogati vakuum polarizé-
civjabol adodnak. Nagyon kis térfogatok esetén ezen jarulékokat mind fel kell 6sszegezni,
melyre egy szokéasos eljaras a termodinamikai Bethe Ansatz (TBA). Egy alternativ el-
jaras lehet a modell integralhaté racs regularizacidjanak megtalalasa és megoldasa, és a
kontinuum hatareset elvégzése.

Az AdS/CFT megfeleltetést mint kétdimenzios integralhaté modellt fogjuk vizsgalni.
El6szor megkeressiik a szimmetriaval felcseréls és a fizikai kovetelményeknek (unitaritas,
keresztezési szimmetria, maximélis analitikussag) eleget tevs szorasmatrixot és a kotott
allapotokat. Végiil ezeket felhasznélva a mértékelméleti szamolassal kozvetleniil 6sszeha-
sonlithaté végesméret-korrekciokat szamitjuk ki.
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1. fejezet

Integralhaté modellek klasszikusan

Ebben a fejezetben a klasszikus sine-Gordon modellt vizsgaljuk. ElGszor egy mechani-
kai rendszer kontinuum hatareseteként allitjuk el6, majd megmutatjuk, hogy a gyenge
csatolast limesze a legegyszertibb relativisztikusan invarians téregyenlet: a Klein-Gordon
egyenlet. Ezutan a sztatikus megoldésokat hatarozzuk meg és részecskeként interpretaljuk
6ket. A Bécklund transzformacio felhasznalédsaval tobbrészecske megoldasokat generdlunk
és bevezetjiik az id6késés fogalmat. Végiil megmutatjuk, hogy a modell végtelen sok meg-
marado toltéssel rendelkezik [59].

1.1. A klasszikus sine-Gordon modell

Képzeljiink el egy radra egyenkoziien sorban fellogatott ingdkat melyek torzids rugdval
vannak a szomszédjaikhoz csatolva.

i+1

Legyen az i-edik inga kitérése ¢;, hossza [ tomege p. A szomszédos ingak tévolsaga a,
mig a torzios rugoallandé k. A rendszer Lagrange fiiggvénye: !

N 1

N

1 ..

L = Eyin — Epot = E {gul%? - §k(¢z - ¢i+1)2} - § pgl(1 — cos ¢;)
i—1 i1

Bevezetve a ¢((i — 1)a) = % : %2 = “Tgl

oo folytonos hatéresetet tigy, hogy kozben k — oo, ul? — 0 miga ul?872/a = kaB372 =1

folytonos valtozokat és elvégezve az a — 0, N —

LA peremfeltétel a széleken lehet periodikus, rogzitett vagy szabad.
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kombinaciokat fixen tartjuk a kovetkezs térelméleti modell Lagrange fliggvénye adodik:

1% v 1 m2
L= / Ldx = / {—(&30)2 — —(0,0)* — =5 (1 — cos By) | dz

0 0o 2 2 B
Ezen elmélet az tgynevezett sine-Gordon elmélet. A fenti formulaban ( a csatolasi al-
land6, m hatérozza meg a tomegskalat és a fénysebességet egynek normaltuk. Hadd
hangsilyozzuk, hogy ez egy jol definialt, véges, mechanikai rendszer szingularis limesze,
igy ne lepédjiink meg, ha késébb a folytonos térelméleti modell vizsgalata kapcsan vég-
telenekkel talalkozunk. Ha a felmerils végteleneket regularizalni szeretnénk a rendszert
a hatarérték el6tti véges rendszerrel helyettesithetjiik, majd az értelmes fizikai mennyi-
ség kiszdmolésa utan képezziik a folytonos hatarértéket. Egy alternativ megkozelités az
értelmes fizikai mennyiségek megkeresése és kozvetlen meghatarozasa a kozottiik fennallo
Osszefiiggések felhasznalasa altal.

1.1.1. A sinh-Gordon elmélet

A sine-Gordon (sG) elmélet Lagrange fliggvényében elvégezve a (5 — ib analitikus elfoly-
tatast a sinh-Gordon (shG) elmélet Lagrange fiiggvénye adodik:

1
2

2
(0i9)” — 2(0u0) — " (cosh by — 1)

£ 2 b?

A lényeges kiilonbség a két elmélet kozott, hogy amig a sG elmélet ¢ elemi tere a kompakt
koron veszi fel az értékeit ¢ € [0, %’r], addig a shG elméleté a nem kompakt valos egyenesen.

1.1.2. A Klein-Gordon egyenlet, mint a gyenge csatolast limesz

Barmely elméletben (sG vagy shG) is vagyunk a gyenge csatolast hataresetben (b — 0
vagy 3 — 0) a potencialt sorbafejthetjitk. A shG esetben a kovetkez6t kapjuk:

1 , 1 , m? 5, mi?
5—2(6‘ts0) 2((%:@) 5 ¥ AR

Ha torténetesen b = 0 akkor a legegyszeriibb relativisztikus téregyenletet a Klein-Gordon
egyenletet kapjuk:
(0} =2 +m*)p=0,0=0

A relativisztikus invariancidja azt jelenti, hogy az elmélet invarians a Lorentz transzfor-
maéciora (végtelen térfogatot feltételezve)

oo =09 ; g =(@x—vtyy , t=@C—vz)y , 7 l=v1-102

Erdemes bevezetni a sebesség helyett a rapiditas valtozot A, hiszen a Lorentz transzfor-
méci6 egy hiperbolikus forgatas A szoggel:

v=tanhA ; ¢ =z coshA —tsinhA , ¢ =t¢coshA — z sinh A
A fénykip koordinaték ezt a transzformaciot diagonalizaljak:

1 /
Ty = §(t + ) ; r, = ey
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1.1.3. A sine-Gordon egyenlet sztatikus megoldasai

A sine-Gordon modell

2
m

= @(1 — cos ()

(végtelen térfogatban, L = oo) szintén relativisztikusan invaridns. S6t ez igaz minden

V(¢) potencial esetén is. Véges térfogatban az id6 és tér irdnyu eltolasinvarianciabol

kovetkezik, hogy az energia és az impulzus megmaradd mennyiségek?

/OL B(@WV - %(89090)2 - V(s@)} dr 5 V(p)

L L

1 1

Bl = [ 3008+ p@er v o pld= [ away
0 0

A tovédbbiakban a sG egyenlet véges energias megoldésaira vagyunk kivancsiak. A vizs-

gélatot a sztatikus megoldasokkal kezdjiik. A téregyenlet ekkor:

dV m? v m?
2 — 2 - - = —__g] _ — 2 - — = —gj

Ez egy —V potencidlban mozgd témegpont Newton egyenlete, igy integralhato

_ di ,
x_/ v

mely egy elliptikus integralt hataroz meg. A végtelen térfogatu hatareset jelentGsen egy-
szertisodik. Az energia végessége ugyanis megkoveteli a térbeli végtelenekben (z — +00)
a kovetkezo feltételek teljesiilését: dp — 0, V(p) — 0. Ez a —V potencidlban mozgd
részecske energiajat nullaval teszi egyenlévé: € = 0, vagyis

B

T — Ty = = j:log(tan(z))

d dZe
+ / % 4 / —Zﬂqﬁ
V2V (@) msin 5
A kapott két megoldast szolitonnak és antiszolitonnak hivjuk:

4
o(x) = iE arctan (@)

Mindkettének az energidja E = %—@ = My, impulzusuk P = 0, energiasiirtiségeik meg-
egyeznek és jol lokalizaltak. Mivel a f — 0 gyenge csatolast hataresetben szingularisak
igy 6k nemperturbativ objektumok.

Az elmélet relativisztikus invarianciaja lehet6vé teszi, hogy az 4ll6 megoldasokbol moz-
got készitsiink:

4
oz, t) = iB arctan(e”m(—vt=0)

Ezek v sebességgel mozgo alakjukat megtartdé megoldasok, melyek energidja E(v) = Myy
és impulzusa P(v) = Myyv. Mivel teljesitik a relativisztikus részecskék diszperzios relé-

cigjat
E = /M2 + P?

2Periodikus peremfeltételt feltételezve
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tovabba alakjukat megtartjék és jol lokalizaltak részecskeként fogunk rajuk gondolni. Ket-
tejiik kozott a kiilonbség a topologiai toltésiikben van (£1), melyet a

Qrop = %” / Z Oup(, t)dz = %” [p(00) — p(—00)]

nem Noether-i megmarado6 toltéssel definidlunk. Vizsgéaljuk meg most, hogyan hatnak
koleson ezek a részecskék.

1.1.4. Tobbrészecskés megoldasok, idSkésések

Mivel a sine-Gordon téregyenlet nem linearis igy megoldasok 0sszege nem megoldas. Van
mégis egy modszer, ahogy egy egyrészecskés megoldasbol tobbrészecske megoldast készit-
hetiink: ez a Backlund transzformacio.

Backlund transzformaécio
Tegyiik fel, hogy ¢ megoldja a sine-Gordon egyenletet. Fénykup koordinatakban ez azt

jelenti, hogy:
2

0.0_p) = % sinfpr 3 0L =0,+0,

Erdekes médon ha ¢, kielégiti a

2
Orps = Orp1+ 77 sin (é(% + 902))

3 2
0_ps = —0_p1+ Z—T; sin (g(@l - @2))

egyenleteket, akkor (, a sine-Gordon egyenletet is megoldja.

Kétrészecske megoldasok

Kiindulva egy szoliton vagy antiszoliton megoldasbol és alkalmazva az elébbi Backlund
transzforméaciot kétrészecske megoldéasokat allithatunk el6. Specidlisan kaphatunk két

szoliton
4 v sinh ma-y
wss(T,t) = 3 arctan [ ——

cosh muty
vagy szoliton-antiszoliton megoldéast:

4 sinh muty
ss(x,t) = — arctan | ————
06 v cosh may

Vegyiik észre, hogy aszimptotikusan nagy idSkre ezek két nem kolcsonhatd szoliton és
antiszoliton 0sszegébe mennek at

emvt'y—logv o e—mvtv—logv)

4
Pss(w,t) = B arctan e ———

A tavoli multban (t — —o0) példaul

At At logv

wss(x,t) = @s((z +v(t + 7))7) + ps((z —v(t - S s A= Qmw
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mig a tavoli jovében (t — o)

pusl 1) % pul (i 0(t = S) + el — (e + S0))

Osszehasonlitva a szoliton szabad id6fejlédését az antiszoliton jelenlétében megvalosuld
id6fejlédéssel a At mennyiséget olyan idSkésésként interpretalhatjuk, melyet a szoliton
szenvedett el mikozben keresztiilhaladt az antiszoliton altal létrehozott potencidlban. Az
idGkésés elGjelébdl kovetkeztetiink arra, hogy ez a kdlesénhatés vonzo, tehat szamithatunk
a szoliton és antiszoliton kotott allapotéara is. Valoban, a sebességet elfolytatva (v — iu)
egy id6ben periodikus, helyben lokalizalt megoldast kapunk

(2.1) 4 ; sin mutry
x,t) = = arctan [ ————
P, 6] w cosh maxy

mely a szuszogd nevet viseli.
To6bbszor alkalmazva a Backlund transzformaciot multi-részecske allapotokat allitha-
tunk els. A teljesség kedvéért felirjuk az altalanos N részecske megoldés alakjat:

Im(1)
Re(T)

= — arctan
G

ahol
; N K -1 e RV o oe iR
T = Z e ;V:wjm gfzj:IT (kj+k; )at(ki—k; )t %}JFQEKJ'/”“J log ki+k;

wi=0,1

tovabbé €; el6jelek, melyek meghatarozzék, hogy a megoldasban j szoliton vagy antiszoli-
ton, ezek helye a; és sebességiik k;-nek fliggvénye. A megoldas a tavoli multban j6l szepa-
ralt nem kolcsonhato szolitonok, antiszolitonok és szuszogok oOsszegeként irhatd, melyek
mind kiilonbo6zd sebességgel mozognak. Sebességiik nagysaga szerint vannak rendezve: a
leggyorsabb van legbalra. A tévoli jovében a részecske-tartalom ugyanaz marad, a sebes-
ségek sem valtoztak, csupan a részecskék sorrendje cserél6dott fel, most a leggyorsabb van
legeldl. Az egyetlen kiilonbség a szabad mozgashoz képest, mely a kolcsonhatast tiikrozi
az Osszegytjtott idGkésés, mely érdekes moédon az egyes kétrészecske idGkésések Gsszege.
A teljes id6késés ilyen felbomlasa a rendszer integralhatosaganak a kovetkezménye.

1.1.5. Integralhatésag, megmarado toltések

Integralhatosag véges szabadsagi fokd rendszerekben a szabadsagi fokokkal megegyezd
szamu, egymassal involicioban allo, funkcionalisan fiiggetlen megmaradd mennyiség 1étét
jelenti. Mivel a sine-Gordon modell végtelen dimenziés (N — oo a mechanikai modell-
ben) igy integralhatosaganak kimutatasahoz végtelen sok megmaradd mennyiséget kell
keresniink. Egy szokasos modszer ezek generdlasara a kovetkezs. Definialjuk az

. A Soge . 1 [ cosBp —isinfByp
Al,(/\) =1 ( —§8+g0 Y ; At<)‘) - ﬁ iSiIlﬂQO —COSﬂQO

mértékteret, mely eleget tesz az

Foo = 0. A — 0 Ax + [As, A4) =0
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"lapossagi feltételnek”, amennyiben ¢ kielégiti a sine-Gordon egyenletet. Definidlva a
mértéktér utrendezett exponencialisat

2
T(\1,2) = Pexp/ A(z),dat
1

az - a lapossag miatt - nem valtozik a kivélasztott ut folytonos deforméacidira. Az utat a
periodikus peremfeltétellel definialt sG modell rogzitett t = 0 és t = t gorbéjére elvégezve
a kett6 egymésba transzformalhato T'(\,t) = GT'(\,0)G™!, ahol G az abran fiiggsleges
szakaszhoz tartozo ttrendezett exponencialis.

T
]

T®

T(0)

C
—

X

Ez azt jelenti, hogy a fent definialt T'(\) transzfer matrix nyoma idében &allando, igy azt

a A spektrélis paraméter szerint kifejtve végtelen sok megmaradé mennyiséget kapunk.

Megmutathat6, hogy ezek involucioban allnak egyméssal és fliggetlenek. Az elsé néhany
megmarad6é mennyiség explicit alakja a kovetkezs:

1 ,  m?

Quilel = Blgl £ Plel = [ {J0s02+ 7

7 (1 — cos ﬁ(p)} dx

1, 5 o 1 . m? 9
Quli = [ {50207 - {020 + T 0u(1 — cos i) b o

Az els6 Q1 par az eltolasinvarianciabol kovetkezs energia és impulzus jelen van minden
V() potenciallal definialt modellben. A masodik ()13 par viszont specialis, csak a sine-
Gordon elmélet sajatja. Természetesen a shG modellben is megmarad6 az analitikus
elfolytatassal kapott analég mennyiség.



2. fejezet

Integralhaté modellek kvantalasa

Ezt a fejezetet az id6késés kvantumos megfelelGjének, a szoérasi fazisnak a bevezetésével
kezdjiik. Megmutatjuk, hogy a szemiklasszikus kozelitésben a két mennyiség kapcsolat-
ban all egymassal, ezaltal 0sszekothetjiik a klasszikus és a kvantumos leirdst. Ezutan
a sinh-Gordon modell kvantalasahoz kezdiink. Lagrange-i perturbacioszéamitast haszné-
lunk: elgszor a szabad Klein-Gordon részt kvantaljuk, majd a kdlcsonhatast perturbéaci-
oként vessziik figyelembe a kolcsonhatasi képet hasznalva. Bevezetjiik az aszimptotikus
allapotokat és az Gket 0OsszekOts szordsmatrixot. Szarmaztatjuk a redukcids formulét,
mely a szérdsmatrixot és az alaktényezéket a korrelacios fiiggvényekkel fejezi ki. Ez le-
hetGséget teremt az unitaritas és a keresztezési szimmetria levezetésére, valamint segit a
szorasmatrix és az alaktényezGk analitikus szerkezetének megértésében.

2.1. Szemiklasszikus megfontolasok: fazistolas

Emlékezziink vissza, hogy a szolitonokat és antiszolitonokat részecskeként interpretal-
tuk. Azt is lattuk, hogy a szoliton az antiszoliton vonzo potencialjan valé athaladaskor
idGkésést szenvedett, melyet sikeriilt a sebesség fiiggvényeként meghataroznunk. Ez a
potencialrol hordoz lényeges informéaciot. Nézziik most meg, hogyan hatarozza meg a
potencial az idékésést. Képzeljlink el egy részecskét, mely egy véges tartdja potencialon
halad keresztiil:
o —
(.0 kezdet (.0 vég
V(x)

Az id6késést a szabad mozgashoz képest mérjiik:

At = (tkezdet - tvég)|V - (tkezdet - tvég)|szabad

és a v(z) = 2L () Hamilton egyenletbsl a kivetkezéképpen szamolhato:

Op
o dr v Op(x, E)
to—tr= | —=[ g
F /xk v(x) /w OF o

k

Osszegezve az id6késésre a potencial fiiggvényeként az adodik, hogy:

AH(E) = O / " (ple, B) — p(E))da

Tk

23
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Vizsgaljuk meg most a probléma kvantummechanikai megfelel6jét: témegpont Sch-
rodinger egyenlete a fenti potencidlban. Mivel nagy negativ és pozitiv x-re a potencial
elttinik, igy ott szabad hullam megoldést kell hasznalnunk és a kvantumos informaci6 a
potencidlrol a visszavert és tovabbhaladé hullam amplitidojaban van, melyeket reflexios
és transzmisszios egyiitthatoknak hivunk.

o~ R e—ipx
NN (lPX TePX s

Xkezdet _ Xvég
V(x)

Vegyiik észre, hogy a kvantumos szinten visszaverddésre is szamolnunk kell (R). S&t a
szoliton és antiszoliton kotott allapotaként el6alld szuszogd paraméterének kvantalodasara
is szamithatunk, vagyis csak véges sok szuszogd tipusu részecskénk lesz.

Az id6késés kvantumos megfelelGje a transzmisszios egyiitthatd, melyet a szemiklasszi-
kus kozelitésben hatéarozunk meg a tovabbiakban (A — 0). Ezen kozelités azt jelenti, hogy
a Schrodinger egyenlet megoldésanal

~

H(p,x)¥(z) = E¥Y(z) ; U(x,t) = A(%we%S(x,t)

feltételezziik, hogy a hullamfiiggvény gyorsan oszcillal: S(x,t) > h. A tovabbiakban i = 1
normalassal éliink. Konnyen megmutathatod, hogy vezetd rendben S(z,t) a klasszikus
hatéas

S(x,t) = / p(z', E)dx' + const

és a transzmisszio fazisa a szabad hullam fazistolasa:
ay
5E) = [ (bl E) - p(E))ds
Osszehasonlitva a klasszikus idékéséssel lathatjuk a kapcsolatot

0p0(E) = At(E)

Ezt a kotott allapotok energiajatol integralva

E E
I(E)=0(Ew)+ At(E")dE = npm + At(E")dE' (2.1)
By, Eqp
alakra hozhato, ahol ng a Bohr-Sommerfeld kvantalasbol szémolhatd kotott allapotok
szama.

2.2. Kvantalas a Klein-Gordon elméletre alapozva

A kvantummechanika és a kvantumtérelmélet kozott a leglényegesebb kiilonbség a sza-
badségi fokok szamaban van. Az el6bbi véges, mig az utobbi végtelen dimenzids. Ahhoz
tehét, hogy egy kvantumtérelmélet egyaltalan definialni tudjunk 6vatosan kell eljarnunk és
valasztanunk kell egy sémét. Jelen esetben a perturbativ sémat valasztjuk: levalasztjuk a
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szabad Klein Gordon elméletet, azt egzaktul kvantaljuk és a kolcsonhatéast perturbativen
vessziik figyelembe. Ezzel a megkozelitéssel hallgatolagosan feltételezziik, hogy a kdleson-
hatés nem valtoztatja meg a szabad modell spektrumét, igy a modszer csak a sinh-Gordon
elméletre mitkodhet. (A szoliton és antiszoliton nem perturbativ objektumok).
Valasszuk tehat szét a shG elméletet egy szabad és egy kdlesonhato rész dsszegére:

2 m2

_l 2_1 2 M~ 9 9 . _m 4
L=500w0) = 5(0m)" = 5¢" = UU(p) : Ulp)=Jr¢ +...

Ha b = 0 akkor csak a szabad Klein-Gordon modell van
(07 — 2 +m*)po = Oagpo = 0

melyet a kovetkezd részben kvantalunk és a shG potencialt a kdlesonhatési képben vessziik
figyelembe.

2.2.1. A szabad modell kvantalasa

A szabad bozonokat leir6 kvantumtérelméletet konnyd kvantalni. A téregyenletet kielégits
operator-megoldas

= dk —iw ikx W —ikx
SOO(xat) :/ m(a(k)e (k)t+ik +a+(l{?)€ (k)t—ik )

ahol a kelt6 és elttintetd operatorok kielégitik az alabbi felcserélési torvényeket:

’

la(k),at ()] = 2m2w(k)6(k — k) w(k) = VK2 +m2
A kelt6 operatorok épitik fel a sokrészecske Hilbert teret:
at(ky)...a"(k,)[0) = |ki, ... kn) a(k)|0) =

Minden egyes allapot energia és impulzus sajatallapot:

[ee) 1 ) 1 ) m2 ) (e%e]
Hy, = : 5(@@0) + —(0zp0)” + 7g00 s dx . P = 2 0200010 -

oo 2 o0

az alabbi sajatértékkel

Holk, ... ko) =Y wk)lkr, . ka) 5 Ple, k) =) kilka, . k)

7

Jelen esetben a vakuum energiajat és impulzusat nullanak vettiik, melyet a :: norméalren-
dezési operacioval értiink el (elttintetd operatorok a jobb oldalra). A szabad téroperatorok
id6rendezett szorzatanak vakuum varhatod értéke, az in. Feynman propagéitor kénnyen
kiszémolhato:

"t ko ¢ —1 —t' ) iky (z—2
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2.2.2. Perturbativ definicio

A kolcsonhato elméletet a legtermészetesebben a kolcsonhatasi képben definialhatjuk,
melyet az alabbiakban vezetiink be. Irjuk a teljes Hamiltont a szabad Hamilton és a
kolcsonhatéo Hamilton Osszegeként, ahol a kolcsonhatod rész a mar kvantalt terekkel van
kifejezve. Ahhoz, hogy operatoranak hatéasa jol definialt legyen normélrendezniink kell
Sket, ez a potencidlban szereplé paramétereket (jra-) re-norméalhatja:

H:H0+H]:Hg+62/dl’lU(g00)I

Az operétorok és allapotvektorok idéfejlédése a Heisenberg képben a kovetkezd:
o(x,t) = ez, 0)e : |1, knst) = |k1y .o ks 0)

Relativisztikus elméletekben ezt szoktuk hasznélni lévén ez manifeszt Lorentz invarians.
Mivel a szabad id&fejlédést a korabbiakban mar megértettiik levalaszthatjuk azt a teljes
idsfejlédésbsl. Ez azt jelenti, hogy az operatorok a szabad idéfejlédésnek tesznek eleget,
melyet H, general, viszont az allapotvektorokat az evoltucios operator fejleszti:

wo(m,t) = ety (z,0)eHot ; k1, .. knst) =U(t,0) |k, ..y by 0)

1Hot ,—1Ht

Ezt hivjuk a kolecsonhatasi képnek. Nem nehéz megmutatni, hogy U(t,0) = e*o'e :

mely a szabad terekkel és a kolcsonhatdé Hamiltonnal

U(t,0) = Texp {—z' /Ot Hl(gpo(t/))dt/} (2.2)

modon fejezhets ki. Itt T exp az id6rendezett exponencidlist jeloli.

A konstrukcié szerint a Heisenberg és a kolcsonhatasi kép egy referencia idében egy-
beesik. Természetes ezt a tavoli multban valasztani, hiszen ekkor a kolcsonhatasok tgyis
eltiinnek: a tomeges tobbrészecske allapotok jol szeparalt lokalizalt szabad részecskéket
tartalmaznak. A kvantumterekre nem kovetelhetjiik a teljes egyezést azok kanonikus nor-
maéalasa miatt, igy csak azt tessziik fel, hogy

lim ¢(z,t) ~ lim Z%%(:c,t)
t——0o0 t——00
ahol 0 < Z < 1 az tgynevezett hullamfiiggvény renormalizacios allando.

A kvantumtérelméletben a fizikailag relevans mennyiség a Heisenberg operatorok idé-
rendezett szorzatanak vakuum varhato értéke. A kolcsonhatasi képben ezek a kovetkezs-
képpen szamolhatoak:

(01T (o (@1, t1) - - po(@n; tn) exp {i [ d*2Li(po()) })]0)
(07 (exp {i [ d>zL1(p0(x)) })0)

Az exponencialis fliggvényeket kifejtve a kolesonhato kvantumtérelmélet perturbéciosza-
mitassal definialhatjuk. A Feynman szabalyok osszefoglaljak hogyan szamithatjuk ki
rendrdl rendre a korrelacios fliggvényeket. Impulzus térben a koévetkezd grafszabélyokat
kapjuk:

OIT(p(w1,t1) - - (n, t)|0) =

e Rajzoljunk fel minden topologialig kiilonb6z6 grafot az adott szamu kiils6 vonallal
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e minden bels6 vonalhoz tartozzon egy propagator m— >0

2b2n—2

e minden 2n labu vertexhez rendeljiink hozzé egy im szamszorzot és rojuk ki

az impulzus megmaradéast

e integraljunk minden olyan bels6é impulzusra, melyet a megmaradasi torvények nem
rogzitettek

e az eredményt osszuk le a graf szimmetria faktoraval

Ezek a szabalyok elvileg definialjak a modellt, igy hozzalathatunk a korrelacios fiiggvények
kiszdmolasahoz rendrél rendre.

A legegyszertibb nem trivialis mennyiség a propagator. Az egy hurok szamolasnal rog-
ton egy divergens integrallal talalkozunk, melyet impulzus levagéassal regularizalhatunk és
egy ellen tomeg taggal kompenzalhatunk. Erdekes modon magasabb pont fiiggvények
szamolasakor ugyanaz a divergencia bukkan fel, melyet ellentaggal kompenzalva az ellen-
tag Lagrange fliggvény az eredetivel azonos alaktunak adodik [59]. Ez azt jelenti, hogy a

divergenciak a tomegtag tjranormalasaba beledefinialhatoak:
m? m? — om
Vi) =t (coshibp — 1) := Vi(p) = Vor(y) = ——5—

Egy hurok szamolés esetén az ellentagra azt kapjuk, hogy

2
(coshbp — 1)

2 272 A dp

om m<b /0 \/m

Az, hogy a Lagrange fiiggvény alakja nem valtozik meg a kvantéilas soran csupan az
egyiitthatok renormalédnak azt is jelenti, hogy a mozgasegyenletek alakja sem valtozik,
vagyis a végtelen sok megmaradd mennyiség létére is szamithatunk. Kiszdmolva a tomeg
paraméter renormalasat rendrél rendre az elmélet végesnek adodik, igy hozzalathatunk a
véges tomeg, vagy a véges hullamfiiggvény renormaélas kiszadmolasahoz a perturbacioszé-
mitas minden rendjében.

2.2.3. Szoérasmatrix, redukcios formulak

Emlékezziink vissza, hogy aszimptotikusan nagy id6kre a részecske gerjesztések jol szepa-
raltak, igy lokélis elméletiinkben nem hatnak kolcson. Ezért is definidltuk a Heisenberg
és a kolcsonhatasi kép egybeesését a tavoli multban. Ez olyan, mintha nagy negativ vagy
pozitiv id6kre a kolesonhatast adiabatikusan kikapcsolnénk:

lim ¢(z,t) = lim Z%goge/ki(:z:,t)

t—JF oo t—Foo

ahol Z a kanonikus normalasért felelgs. Ezt az egyenletet csak gyenge értelemben (minden
méatrix elemre) koveteljiikk meg. Az aszimptotikus kezdd és végallapotok kelts-eltiintetd
operatorait definialhatjuk, mint

aas(k) — z/dx eiw(k)tiikxE)QDgS(x,t) : aas<k)+ — —’L/d.ZC e*iw(k)t+ikx<5t)(pgs($’t>

ahol AEB = A0,B — BO;A . Ezen operatorok keltik az aszimptotikus allapotokat

B, k)™ = a® (k)T - a® (ky)|0)
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melyek az energianak és impulzusnak sajatvektorai. Aszimptotikus teljességet tételeziink
fel, vagyis feltessziik, hogy mind az aszimptotikus kezdd, mind pedig a végallapotok a
multi-részecske Hilbert tér egy-egy bézisat adjak. A kettdt osszekapcesold transzformécio
a szorasmatrix, vagy roviden csak S-matrix:

Sy = (vég|kezdet)

Korabbi (2.2) definiciénk alapjan a szorasmatrix nem méas, mint az idéfejleszté operéator
a £oo idépontok kozott

S = U(oo, —00) = T exp {—i /Z Hl(cpo(t'))dt'} = T exp {i/d%ﬁf(cpo)} (2.3)

mely nyilvan unitér és felcserél a szimmetridkkal.
Az energia és impulzus megmaradasbol kovetkezik, hogy a legegyszertibb nem trivialis
S-matrix elem a kovetkezd:

]ﬂ'<k’3, k4|]{31, k2>be = S(kl, kz‘k’:g, k4)(27r)22w(k1)2w(/€2)5(k1 — k’3)(5(/€2 — I{Z4>

Egy relativisztikusan invaridns elméletben az S-matrix csak a Mandelstam valtozotol fiigg-
het: s = (k;+k)?. Magasabb dimenzioban szokasos még a t = (k; —k3)? és u = (ky —kq)?
relativisztikusan invarians valtozok hasznalata is, kétdimenziéban azonban ezek nem fiig-
getlenek s-t6l.

Az S-métrix kifejezhets a korrelacios fiiggvénnyel a redukcios formulak segitségével.
Ezeket ugy szarmaztathatjuk [46], hogy az aszimptotikus allapotokat kifejezziik az aszimp-
aszimptotikus tereket a —oo idében kicserélhetjiik a kolcsonhato térre és egy extra idé
integralas becsempészésével (f(—oo) = f(o0) — 72 0, f(t)) szétbonthatjuk Gsszefiiggs és
az f(oc0) tagokat tartalmazo szétess jarulékokra. Ezutan az Osszefiiggd jarulékokban az
w? = k* +m? diszperzios relacié kihasznalasa utan parcialis integralunk és a feliileti tago-
kat eldobjuk. Ha ezen eljarast minden részecskére megismételjiik a kovetkezs eredmény
adodik

ki<k3; k4’]€1, ]{fg)be = szétesl + Zi2D4ID3tD2,D1 <0‘T(()0(1>Q0(2)90(3)§0(4)) ’O>
ahol (i) a @(x;,t;) roviditése és

A D; operator fizikai jelentése a kbvetkez6. A korrelacios fliggvény szamolasa soran minden
térhez egy kiilsg lab tartozik. A D; operator a o(i)-hez tartozd labat amputalja, és az
impulzustérben szdmolt korrelacios fiiggvényt az impulzus valtozoba tomeghéjra teszi. Ez
onnan latszik, hogy [J; impulzustérben éppen a propagator polusanak reziduumét szedi
fel, mig az inverz Fourier transzforméacié az w? +k? = m? témeghéjra teszi a részecskét. A
kezdd allapotoknak a D; = — i 2z et Rtk operator felel meg. Osszehasonlitva a
kezd§ és végallapotok elGfordulaséanak kiilonbségét (w, k)-ban a szorasméatrix keresztezési
szimmetridja leolvashato

S(kb kQ‘k37 k4) - S(k17 lz:3|]_€27 k4)

ahol az antirészecske energia-impulzus vektora: k — (—w(k), —k)). Ezen Osszefiiggések
utan hozzafoghatunk a sinh-Gordon modell S-matrixanak rendrél rendre torténd megha-
tarozasahoz. Mivel ez egy nehézkes ut, ezért a kovetkezs fejezetben az integralhatosagon
alapulo6 alternativ megkozelités mutatunk be. De el6tte még sziikségiink lesz a szordsméat-
rix analitikus szerkezetére, igy most azt tekintjiik at.
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2.2.4. A szorasmatrix analitikus szerkezete

Az el6z6 fejezetben bevezetett Feynman szabélyok eléirjak, hogyan szamolhatjuk ki a kor-
relacios fiiggvényeket, melyeket aztén felhasznalhatunk a redukcios formulakon keresztiil
a szorasmatrix kiszamolasahoz. Most [46] nyoméan azt vizsgaljuk meg milyen szingula-
ritasai lehetnek a perturbécié egyes tagjainak és, hogy ezek hogyan Osszegzddnek fel a
korrelacios fliggvény és szérasméatrix szingularitasaiva.

Tekintsiink egy Feynam diagramot N kiils¢ labbal és kettGs impulzusokkal &y, ..., ky.
Az amplitidot a perturbacié szamitasban a kovetkezo kifejezés adja

2q ,
= H/ : l_I(pJ2 —m? 4 ie)
=1

ahol g; jeloli az L hurokintegral impulzusat, mig p; a J bels6 impulzus vonal valamelyikeét.
Mivel az elmélet Lorentz invarians igy az amplitido csak a k; - k; Lorentz invaridns kom-
binacioktol fiigghet, melyet explicitté tehetiink a Feynman parametrizacié bevezetésével

/H &g, H/ days (S a; - 1) [Z% i)

és a ¢; hurokimpulzusok kiintegralasaval. Az esetlegesen felleps UV divergencidkat az
ellentagok eltiintetik, igy a maradék integralok végesek amennyiben ¢ > 0. A fizikai
e — 0 hataresetben viszont az integrandus szingularitasai keresztezhetik az o hipertérbeli
integracids konturt, melyet a konttir deforméaciojaval keriilhetiink el. A konttur deforma-
civjanak modszere akkor nem miikddik ha a szingularitdsok becsipik a konturt, vagy ha
azok az integracios tartomany szélén jelentkeznek. Ezen feltételeket a kovetkezé modon

fogalmazhatjuk meg:

-1

=0 ey Rom=0 e 0,3 - m)=0

Ezen egyenletek irjak le a Feynman diagrammok szingularitasanak feltételét és Landau
egyenleteknek nevezziik Gket. Szemléletes jelentésiik a kdvetkezs. ElGszor is hiizzunk ossze
minden «; = 0 vonalat egy ponttd. Az igy kapott graf a redukalt graf, melyen most mar
minden vonal tomeghéjon van.

Képzeljiink el egy zart hurkot a redukélt grafban. A kiils6 impulzusokat jeldlje ;,
lasd a (2.1) abrat. Kihasznéalva minden csticsban az impulzus megmaradast minden belsd
impulzust kifejezhetiink p-el és a kiils6 impulzusokkal:

pp=pi+h; ps=p2tlh=p+h+i;... pA:P1+le (2.4)

A teljes impulzus természetesen megmarad ) . [; = 0. A Landau egyenlet most ¢; = p;-re

a kovetkezot jelenti
Z a;pi =0 (2.5)

barmely hurok
Ezen egyenletet Coleman és Norton a kévetkez6képpen interpretalta: A korrelacios fiiggvé-
nyek fizikai tartomanyba esd szingularitasai («; > 0) olyan téridé diagrammok létezéséhez
tartoznak, melyben klasszikus tomeghéjon 1év6 részecskék haladnak az idében elére és kol-
csonhatnak egymaéssal az egyes térid6pontokban, igy hogy kézben az energia és impulzus
megmarad.
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2.1. abra. Altalanos zart hurok

2.3. Az onmegoldé kvantalas

Most 0Osszefoglaljuk mit tanultunk a korabbi vizsgéalatainkbol. A kvantumelmélet Hil-
bert tere aszimptotikusan nagy id6kre nem kolcsénhatod szabad részecskéket tartalmaz.
A kezds és a végallapotot a szérasmatrix koti Ossze, mely unitér és teljesiti a keresz-
tezési szimmetriat. Szingularitasait orokli a korrelacios fliggvények szingularitésaibol,
vagyis minden fizikai tartoméanyba es6 polushoz egy Coleman-Norton tipusu téridé diag-
ram kapcsolhato!. Ezeket a tulajdonsagokat kiegészitjiik ebben a fejezetben a kvantumos
integralhatosdggal és megnézziik milyen extra megszoritasokat jelent ez a szérasmatrixra.
Feltételezziik tehat, hogy kvantumosan is van végtelen sok megmarad6é mennyiségiink.
Ezen feltevéseket tartalmazé axiomatizalt kvantalési keretet a onmegold6é megkozelités-
nek hivjuk.

2.3.1. Aszimptotikus allapotok, szérasmatrix

Az elmélet Hilbert tere stabil sokrészecske allapotokbol all. Az egyszertiség kedvéért
tételezziik most fel, hogy csak egy fajta részecskénk van (ezt varjuk torténetesen a kvantum
shG elmélettsl). Ha a részecske tomegét m-el jeloljiik, impulzusat pedig p-vel akkor a
relativisztikus invariancia miatt energidja

E(p) =w(p) =Vp*+m? ;  E(p)-p°=m’
Ezt a relativisztikus diszperzios relaciot a rapiditas valtozoval 6 egyszertd alakra hozhatjuk,
E(0) =w(0) =mcoshf ; p(f) = msinh 6

Emlékezziink vissza, hogy az energia és impulzus csak az els§ tagjai Q41 egy végtelen
sok megmarad6 mennyiséget alkoto sorozatnak );. Fénykup koordinatakban egyszertien
irhatjuk, hogy

(Exp)(0) =Q+1(0) = me®? : Qs(0) = gse®’

Aszimptotikus teljességet feltételezve mind a kezdd mind pedig a végéllapotok a Hilbert
tér egy-egy bazisat adjak. Bevezetve a részecske kelté operatorokat a sokrészecske alla-
potokat a kovetkezSképpen ifrhatjuk le:

'Ezeket szokas még Coleman-Thun diagrammoknak is nevezni
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Kezdsallapot: leggyorsabb részecske leghalra

AL (61) ... AL(0,)]0) = |61, .. . 0)pe 0 >--->0,
Végallapot: leggyorsabb részecske legjobbra

A (01) ... AL(0)]0) = |61, .. Omdki Oy > -+ >0

Feltételezziik, hogy mindkét allapot sajatallapota a végtelen sok megmaradé toltésnek

Qs’ela ce 6n>be = Z qses&' 917 o 9n>be
i=1

A szérasmétrix kapcesolja Ossze a kezdeti bejovs és a végallapoti kimend allapotokat
S =i (01, 0,101, ... 00)pe

és az adott matrix elem abszolat értékének négyzete | S, _,,|? adja meg annak valoszintisé-
gét, hogy a kezdeti allapot a végallapotba fejlédjon, mely szorés kisérletekben kézvetleniil
mérhets. Foglaljuk 6ssze milyen tulajdonsagokkal kell a szoras matrixnak rendelkeznie.

2.3.2. A szérasmatrix tulajdonsagai

A szordasméatrix a Hamilton fiiggvénybdl allithato els (2.3), igy annak a szimmetridkkal
fel kell cserélnie.

Szimmetria

Ez konkrétan azt jelenti, hogy az S-métrixnak kommutalnia kell az 0sszes megmaradd
toltéssel ()s. Vagyis ha leolvassuk barmely megmaradé6 toltés értékét a szoras elGtt és
utana, akkor ugyanazt az eredményt kell kapnunk:

n m ,
d g =) g
i=1 =1

Ezek funkcionélisan fiiggetlen egyenletek az s valtozo végtelen sok értékére, melyek csak
ugy teljesiilhetnek a véges sok kezdeti {6;} és végss {8;} rapiditasokra ha azok egybeesnek
{6;} = {9;} Ez persze azt is jelenti, hogy a részecskeszamok a szoras elején és a végén
megegyeznek n = m, vagyis a részecskekeltés a kvantumos integralhaté6 modellekben ki
van zarva.

Megmaradé toltések szimmetridkat generalnak: a H energia példaul egyenletes elto-
last general az id§ iranyban, mig az impulzus, P, egyenletes eltolast general a tér valtozo
iranyaba. Magasabb spini toltések ezzel szemben a részecskéken impulzusuktol fiiggs el-
tolast hajtanak végre. Hatva tehat egy sokrészecske szorasfolyamaton egy magasabb spinti
megmarado toltéssel a részecskék trajektoriait akarmennyire szeparalni tudjuk és a szorasi
folyamatot paronkénti kétrészecske szorasi folyamatok szorzatara tudjuk faktorizalni:

Snﬂn(ela cee 79n) = H S2~>2(‘9i7 6])
i,J
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1 2 3 1 2 3 1 2 3

2.2. abra. Haromrészecskés szoras faktorizacioja és a Yang Baxter egyenlet

A szérasméatrix meghatarozéasa tehat az So_o(6;, 02) két-részecske S-méatrix meghatarozé-
sara vezethets vissza. Mivel a Lorentz szimmetria a rapiditas valtozon eltolasként hat
0 — 0 + A és ez szimmetridja a szorasnak azt irhatjuk, hogy

Sy a(61,05) = S(61 — 6)

Vagyis az Osszes szoras leirasahoz csak az S(0; — 0) = S(612) fiiggvényt kell megha-
taroznunk. Ettsl elvarjuk, hogy teljesitse a Yang Baxter egyenletet, az unitaritast, a
keresztezési szimmetriat és a maximalis analitikussagot.

Yang-Baxter egyenlet

A multirészecskék szorasanak faktorizacidja azt is eredményezi, hogy egy haromrészecske
szorési folyamatot kétféleképpen is faktorizalhatunk. Tekintve a (2.2) abrat lathatjuk,
hogy a

S12(012)513(013)523(023) = Sa3(023) S13(013) S12(012)

Yang-Baxter egyenletnek fenn kell allnia?, ahol S;;(6; — 6;) jeloli az i és j indexszel jel-
lemzett részecske szorasanak matrixat.

Unitaritas
A szérdsmatrix unitaritasa a kétrészecskés esetben

S(0)S(—0) = 1

Keresztezési szimmetria

Mivel a részecske < anti-részecske transzformécio a rapiditas paraméteren a (w(f), p(6)) —
(—w(0),p(0)) = (w(imr—0), p(im —0)) modon hat, igy a keresztezési szimmetria azt jelenti,
hogy

S(0) = S(ir —0)

Maximalis analitikussag:

Az S(0) szoras matrix a rapiditas valtozoé meromorf fliggvénye a fizikai savban 0 <
Im(0) < 7 esetleges polusokkal a képzetes tengelyen. A poélusoknak azonban Coleman
Norton tipust diagrammokhoz kell tartozniuk. A széras matrix fizikai értéke lim, o .S(0+
i€) az eredeti szoras folyamatra Re(6) > 0 és lim._o S(0+i(m—¢) a keresztezett folyamatra

Re(9) < 0.

2Természetesen egy skalar elmélet esetén ez egy trivialisan teljesiils egyenlet. Nem diagonalis szoras
esetén (lasd sine-Gordon modell) viszont erds megszoritast jelent.
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2.3.3. A Zamolodchikov-Fateev algebra

Az integralhato szoérasok egyszertien megfogalmazhatoak a Zamolodchikov-Fateev algebra
nyelvén. Olyan absztrakt keltd és elttinteté operatorokat vezetiink be, melyek a

AT(0)AT(0,) = S(0y — 02) AT (02) AT(01) + 278(0; — 0o —im)  ; A(0) = AT(0 + im)

felcserélési torvénynek tesznek eleget. Ekkor az unitaritas és keresztezési relaciok auto-
matikusan teljestilnek. Egy kezd§ allapot

At(0,)AT(0,) ... AT(60,)|0)
alakba irhato, ahol ; > 6y > --- > 6, mig a végallapot egyszerten.
A*(0,) ... AT(0) AT (0,)|0)

Az algebra relaciok miatt az egyik a mésikkal éppen a sokrészecske szorasi méatrix-szal
fejezhetd ki: S, _.,.

2.3.4. Egyszerd modellek az 6nmegold6 programboél

Keressiink a fenti kdvetelményeknek eleget tevd fliggvényeket és probéljuk szordsmétrix-
ként interpretélni ¢ket.
A legegyszeriibb megoldas
S0) =1

Ez a szabad bozon (Klein-Gordon) elmélet szoras matrixa.
A kovetkezd legegyszeriibb megoldas

sinh @ — 7 sin «

S(6) a>0 (2.6)

~ sinhf +isina
ahol a felléps tetszleges allandonal az o > 0 feltételezéssel éltiink, hogy elkeriiljiik a
szingularitasokat a 0 < Qm(f) < 7 fizikai savban. Igy ez egy konzisztens elméletet
definiél, melyben csak egy tipusi részecske van. Azt allitjuk, hogy ez a sinh-Gordon
elmélet szoras métrixa ha az aldbbi azonositassal éliink:

wb?

a:87r+b2

Ezt le is ellendrizhetjiik a harmadrendd perturbéci6 szamitasban kapott eredménnyel [3]
torténd osszehasonlitassal.

Az igazi ellenérzés, mely nem csak a perturbativ kifejtés véges sok egytitthatdjat tar-
talmazza a sine-Gordon elméleten keresztiil valosithaté meg. Ehhez a csatolasi allandot
b — i modon kell elfolytatnunk és ekkor a szordasmétrixnak a szuszogé részecske szoras-
matrixava kell valnia. Jeloljiik ezen részecskét kelts operatort a ZF algebraban By (6)-vel.
Mivel ekkor o < 0 a szorasmatrixnak polusa van a fizikai savban a képzetes tengelyen
a # = —ia pontban. A poélus fizikai interpreticidja egy ujabb részecske, mely két B
részecske kotott allapotaként jon létre. Hivjuk ezen részecskét a masodik szuszogénak
és az 6t kelt6 ZF operatort jelolje Ba(6). Mivel ez két B; Osszetevésébdl keletkezett igy
irhatjuk, hogy N
=

B0~

B (6+i5)10) = B3 (6)|0)
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ahol fi! a szérdsmatrix polusédnak reziduuméval fejezhets ki. Ez lehet&séget teremt a
mésodik szuszogod s spini megmaradé toltésének meghatarozasara:

Nej
— 11—

(Qu, B (6)] = [Qu BY (6 — i5) B (6 +i5)] = 24, cos B3 ()

2
Konkrétan s = 1 esetén a témeget kapjuk: mp, = 2mp, cos 5. A ZF algebrdbol a B, B,
szoras matrixa is meghatéarozhato

e’ e’
53132(91 — 02) = 53131(91 — QQ + 25)33131<91 — ‘92 — 25)

Hasonlé médon

Spasn (61— 02) = Spop, (61 — 0 +15) S, (61 — 62 — i)

Felmeriil a kérdés, hogy ez valéban egy 1j részecske-e? Ha torténetesen Sp, g, = Sp, 5,
akkor semmi sziikség egy j By részecske bevezetésére azonosithatjuk azt Bi-el. Ez az elvi
lehetGség meg is valosul az a = —%’r esetben. Ekkor a maximalis analitikussag teljestil,
hiszen a szorasmatrix Osszes polusat megmagyaraztuk kotott allapot bevezetésével. Ezen
modellt skalazoé Lee-Yang modellnek (vagy réviden csak Lee-Yang modellnek) nevezziik.

Ha a csatolasra a # —%’T teljesiil, akkor a By részecskét nem azonosithatjuk Bi-el
és Bo-t egy ujabb lehetséges aszimptotikus allapotként kell figyelembe venniink. Ekkor
ugyan megmagyaraztuk az eredeti S-matrix polus szerkezetét, de bevezetve az tjabb ré-
szecskét annak Sp, g, és Sp,p, szordsmatrixait is meg kell vizsgalnunk. A konstrukciokbol
kifolyolag az unitaritasi és keresztezési egyenletek teljesiilnek, viszont a maximalis anali-
tikussaghoz a fizikai savbeli polusokat kell vizsgalnunk és azokat kell megmagyaraznunk.
Az deril ki, hogy tovabbi részecskék bevezetése sziikséges és a végén ellentmondasra ju-
tunk vagyis az énmegoldd program nem jart eredménnyel. Ha mégis sikeriilne az Gsszes
S matrix Osszes polusat megmagyardznunk, akkor az S métrix énmegoldd programot vég-
rehajtottuk volna. Annak oka, hogy a fenti széras méatrix esetén az énmegoldd program
nem jart sikerrel a feltételezett részecske spektrum sziik voltaban rejlik. Megfontolasaink
soran ugyanis csak olyan részecskéket vizsgaltunk, melyek elGallnak a B; szuszogd kotott
allapotaiként. Tudjuk viszont, hogy a sG modellben a szoliton és antiszoliton is benne
van, melyek nem szuszogd kotott allapotok. A modell teljes 6nmegoldd kvantélasahoz
tehat a szoliton és antiszoliton allapotokkal kell kezdentink.

2.3.5. A sine-Gordon modell S-matrixa

Most az el6z6 fejezetben vazolt énmegold6é programot probéljuk végrehajtani a sine-
Gordon modellre. A klasszikus modellbsl megtanultuk, hogy van két részecskénk azonos
tomeggel: a szoliton és az anti-szoliton, melyek ellentétes topologikus toltéssel rendel-
keznek. A ZF algebrédban az Sket keltd operatorokat jeldlje Af, i = +. Mivel azonos
magasabb spinii megmarado6 toltésekkel rendelkeznek ezért a szorddéas soran Osszekeve-
redhetnek, melyet a ZF algebréaban a szérdsmatrixszal irunk le:

AT (01) AT (6) = Sff(gl—92)A$(92)A7(91)+27T5ij5(91—92—i7T) ; Ap(0) = Af(0+im)

Jelen esetben ez tényleg egy matrix, mégpedig 4x4-es. A szérdsmatrix unitaritisa az
algebra relaci6ibol kovetkezik:

Slkjl(& — 02) S (0 — 0,) = 5:”5;
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A keresztezési szimmetria kirovasanal kihasznéljuk, hogy az antiszoliton a szoliton anti-
részecskéje, ahogy ezt a neve is sugallja:

SEN(01 — b2) = Sif (i — 0 + 02)

Elvarjuk kvantumos szinten is, hogy a topologikus toltés megmaradjon. Ez azt jelenti,
hogy a Qiop|E) = £|£) toltés a kovetkezSképpen cserél fel a ZF generatorokkal:

(Qrops AT(0)] = jAL(0) 5 j=+

Ezen Osszefliggés a ZF algebra definialo relacioival garantéalja, hogy a szoérasmétrix kom-
mutaljon a megmarado toltéssel:

[QtopaA;r(el)A;r(92)] = (i +j)Ai+<01)A;r(92>
S (01, 02) [ Quop, Af (B2) AT (601)] = ( + 1)SIF (61, 02) AL (62) AT (61)
= (k+ 1A (61)A] (62)

vagyis (i +j) = (k+1). A |£) < |F) paritasszimmetriat kihasznalva a szorasmatrix

a(@) 0 0 0

B 0 bB) c@) 0
SO =p0) | c(f) b@) 0
0 0 0 a(f)

alakra redukalhat6. Végiil nem nehéz megmutatni a ZF algebra asszociativitasa alapjan,
hogy a Af(@l)Aj (62) A (63) kifejezés kétféleképpen is tGijrarendezhetd, melyek azonossaga
a

Sy (01— 02)3%(91 —03) 57" (02 — 03) = S;’,Z(Qg —03)ST" (0, — 93)551?(6’1 —6s)

tgynevezett Yang-Baxter (YB) egyenletre vezet. Ez egy tulhatarozott rendszer, melynek
meglepé moédon van egy tetszéleges A paramétert tartalmazé megoldasa:

sin(iA0)

. _ sin(Am)
CsinA(m +i6) o(6)

a@)=1 ; bo) = ~ sinA(m +if)

Nyilvan ezen egyenlet csak szamszorzo erejéig hatarozza meg a megoldast, melyet az
unitaritasi és keresztezési egyenletekbdl rogzithetiink [66]:

> (A2 —2) + 2O0(1 + A21 + 29)

o6) = E T(A2L — 1) + 201 (1+ A2 — 1) + 24

/(6 — —6)

egy u.n. CDD faktor erejéig. Vagyis a megoldast megszorozhatjuk barmely f(0)f(—0) = 1
és f(im—0) = f(0) egyenleteket kielégits fiiggvénnyel. Mivel minden ilyen fliggvény vagy
legalabb egy polust vagy egy zérust vezet be a fizikai sdvban, igy mi most a minimélis
valasztéassal élve ezen faktort egynek valasztjuk.

A kovetkezd fizikai feltételliink a maximalis analitikussag, vagyis meg kell vizsgalnunk
a szorasméatrix polusait a fizikai sdvban. A szoliton és antiszoliton szorasban (S{Z(6) =
p(0)b(0) és STT(0) = p(B)c(f)) polusokat talalunk a képzetes tengelyen im(1 — %) pon-
tokban. Ezek a fizikai sdavba esnek n = 1,... [\] esetén. Ez azt jelenti, hogy A > 1
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esetén a szoliton és az antiszoliton kétott allapotokat hoz létre. Nyilvan a legkénnyebb-
nek a szuszogohoz kell tartoznia. Kiszamolva a kotott allapot szordsmatrixat a shG szoras
matrixanak elfolytatottja adédik amennyiben

8T
Tovabbi ellenérzéseket is végezhetiink a sine-Gordon szérdsmatrixan a szemiklasszikus
hataresetben (8 — 0). Korabbi levezetésiinknek megfelelSen a szoras szemiklasszikus
hataresetet a klasszikus idGkéséssel hasonlithatjuk Ossze. Az konkrét analizisek teljes
egyezést adnak [47].

2.4. Korrelaciés fliggvények

Az integralhatosag kihasznélasa lehetGséget teremtett az S-méatrix onmegoldasara. Ez-
zel megkeriiltiik a faradsagos utat, melyben a szérasmaéatrixot a korrelacios fliggvényeken
keresztiil hatarozzuk meg. Felmeriil a kérdés, hogy az elmélet teljes megoldasat jelenté
korrelacios fliggvényeket nem lehetne-e az integralhatosag kihasznalasaval kiszamitani.
A valasz részben igen. Ennek szokasos modja a spektralis felbontas, mely a korrelacios
fiiggvényeket az operatorok alaktényezdivel fejezi ki. Konkrétan valamely O operator két-
pontfiiggvénye esetén ez a kovetkezGt jelenti. Az eltolds invariancia kihasznaldsa utéan
alkalmazzuk az energia és impulzus sajatallapotok egy teljes rendszerét {|n)}:

(O(x,)0(0,0)) = Y (0|0(x, 1)|n) {n]O(0,0)[0) = Y [{0]O(0, 0)[n) [P (2.7)

n

Itt kihasznaltuk, hogy az energia és impulzus az eltolés generatorai
ete™Pr0(0,0)e T et = O(a,t) (2.8)

A korrelacios fliggvény meghatéarozasat ezzel visszavezettiik az operatorok 0sszes métrix-
elemének meghatarozasara. Ezeket az operator alaktényezsinek nevezziik és a kdvetkezd
fejezetben megmutatjuk, hogyan hasznalhatjuk az integralhatosagot kiszamitasukra.

2.5. Az operatorok alaktényez6inek onmegoldé prog-
ramja

Ebben a fejezetben lokalis operatorok méatrixelemeit szamitjuk ki aszimptotikus allapotok
kozott. Az alaktényezdk analitikus tulajdonsagait elGszor egyszerti modellekben szarmaz-
tatjuk, majd a modellek teljes osztalyara azokat axidmaként rogzitjiik. Végiil az axioma-
kat kielégit alaktényezdket irjuk fel a shG és a Lee-Yang modell esetére.

2.5.1. Az alaktényez6k definicidja

Definici6 szerint az O operator alaktényezGje aszimptotikus allapotok kozott vett métrix-
eleme, mely kifejezhets a redukcids eljaréas segitségével a korrelacios fiiggvénnyel

ki{knt1s s knpm|O(0,0)] k1, . . ., kn)pe = szétesd jarulakok +

n+

Z7"" Dy ... Dpy1 Dy ... D1{0]T(O(0,0)p(1) ... o(n +m))|0)
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s,

szamolhatoak. Mivel a korrelacios fiiggvénnyel vannak kifejezve, igy a szérasmétrixhoz
hasonloan az alaktényezdk is 6roklik a korrelacios fliggvények szingularitas szerkezetét.

Integralhato rendszerek esetén a szorasmatrixra olyan sikeresen alkalmazott 6nmegoldo
modszert altalanosithatjuk az alaktényez6k meghatarozésara is. Integralhatéd keretben
definidlhatjuk az alaktényezSket a ZF algebra segitségével

O (O O O, 01) = (0] A(0) .. A(6r:1)O(0,0) AT (6,) ... A*(61)[0)

A ZF operatorok keresztezési szimmetriaja A(0) = A1 (0 + im) és az operator lokalitasa
[0(0,0), A(0)] = 0 lehet&veé teszi, hogy mindenkit kifejezziink az egy oldali alaktényezskkel

FQ Oy Oni13 0, 01) = For o (O 4im, o Oy +im, 0, 01) F? =Fy,

melyet roviden csak Fj,-el jeloltiink. Az algebra definialé relacioibol a kovetkezs axiomakat
vezethetjiik le.

2.5.2. Az alaktényezs axiomak

Az alaktényezdk kielégitik az alabbi axiémaéakat:
I. Felcserélési axioma:

FOOy,...0:,0i41,...,0,) = S(0; —0,1)FP(01,...001,0;,...,0,)

6 o,

8 B

Bi+1 Bi+1

II. Periodicitési axidémas:

FO(0,,0,,...,0,) =

8,

8

B+1
B

A szingularitasi axiomak

ITI. Kinematikai szingularitasi axiéma:

—iResg_g FC,(0 + im, 0,01, ... 0,) = (1 ~T] s~ @)) FO6,,...,0,)
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0 0 0
-i Res / p— / -
9’ 0 0
n n n

IV. Dinamikai szingularitési axiéma:

—iResg_gFO.(0/ + %T 6 — %T 01,....0,) =TFC,(0.6,,....6,)
o 8
-i Res o o 6+ 0 @
8-w 8-
91 6 91 6

ahol I' a 3 részecske csatolasi egyiitthato, mely a szoras matrix pélusanak reziduumaéaval
kapcsolatos.

2.5.3. Megoldasok alaktényezdkre

A fenti axiomaknak az elmélet Gsszes lokalis operatoranak alaktényezdire fenn kell allniuk.
Az axiomakat kielégits alaktényezdk vizsgalata tehat lehetGséget teremt az elmélet lokalis
operatorainak osztalyozasara. A tovabbiakban megkeressiik a legaltalanosabb megoldaso-
kat, kiilonvéalasztva a minden operatorra jelenlevs altaldnos faktorokat az operéator speci-
fikus faktoroktol. Tessziik ezt névekvs részecskeszamok esetén. Az egyszertiség kedvéért
tekintsiink skalar (Lorentz invarians) operatort.

A legegyszertibb alaktényez6 az operator vikuum varhato értéke, mely lényegében a
normaélasat definialja:

(010(0,0)|0) = Fy’ = (O)

Az egyrészecske alaktényezd a Lorentz invariancia miatt nem fiigghet a rapiditastol:
(010(0,0)[6) = F

A kétrészecske alaktényezs a Lorentz szimmetria miatt csak a rapiditasok kiilonbségétsl
fiigghet és a kovetkezd alakba irhato

F2(01,02) = frnin(01 — 02)QF (1, w2)

ahol fin(0) az tgynevezett minimalis kétrészecske alaktényezs, mely minden operator
alaktényezGjében jelen van és kielégiti az alabbi egyenleteket:

fmm(e) = S(9>fmm(_6) ) fmm(lﬂ- - 0) = fmm(”r + 9)

Elvarjuk még téle, hogy polusa legyen a dinamikai szingularitdsnal. Koénnyen lathato,
hogy QY szimmetrikus fiiggvénye az z; = e’ véltozoinak és ez a faktor hordozza az
alaktényez6 operator fiiggését.
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Az n-részecskés alaktényezdk altalanos paraméterezése

FO 00 = 1, [T O B o, )

1<J

ahol az x; + ; nevezd a kinematikai szingularitasért felel6s, H, normélasi allando. A fel-
cserélési és periodicitasi tulajdonsdgokat kihasznalva lathato, hogy Q9 az x valtozoknak
szimmetrikus fiiggvénye (tobbnyire polinomja). A kinematikai és dinamikai szingularitasi
axioma (operatorfiiggetlen modon) rekurziv egyenletekkel kapcsolja Gssze az alakténye-
z6ket Kin:QQ,, 10 — @, és Din:Q,.1 — @Q,, mely lehetGséget teremt a @) fiiggvények
szisztematikus meghatérozésara. Ezt a kovetkezs fejezetben konkrétan is megnézziik a
sinh-Gordon és Lee-Yang modell esetére.

2.5.4. A sinh-Gordon és Lee-Yang modellek alaktényez&i

A sinh-Gordon és a Lee-Yang modell S-méatrixa hasonlo alaki (2.6)

S(0) =

sinh @ — ¢ sin 7p

sinh 6 + isin7p

A sinh-Gordon modellre p = & erg > (0 mig a Lee-Yang modell esetén p = —= < 0. A
legegyszertibb nemtrivialis a kétrészecskés alaktényezs, melyet a két modellre egyldejuleg
konstrualunk meg. Felhasznéaljuk a kovetkezs matematikai tételt [49)]:

Ha az f(0) fiiggvény kielégiti az

f(0) =5(0)f(=0); flimr —0) = f(im +0);

egyenletet ahol az S-méatrix

st - o [ antoion (1))

alakba irhato, tovabba f meromorf a fizikai savban 0 < m(f) < 7 esetleges polusokkal
tag, ..., 1oy és nullakkal 6y, ... i0; a képzetes tengelyen és nem né gyorsabban mint
exp(|f|) polinomja a végtelenben, akkor egyértelmten eléallithaté mint

_ TI;_sinh (50 — i;)) sinh (3(0 + if3;)) [ sin? (15=01)
1= [T, sinh (50 — iay)) sinh (50 + i) {/0 di h(t)—— ==~ (2.9)

Jelen esetben a szordasmatrix kifejezhetd elemi blokkok szorzataként

SO) = ()(1—p): (o) = sinh(3 +i%) __ {z/oooﬂw sinh (te)
(2.

sinh(§ — iZ2) t  sinht im

10)
igy a minimalis alaktényez6k kénnyedén megkonstrualhatoak.

A sinh-Gordon modell alaktényezé6i

A minimalis alaktényezé az el6bbiek alapjan

> d T — 6 inh 22 sinh(1 — p)% sinh Z
fmm(e) = exp {8/ _xSmQ (x(MT )) smh 5 Sln.( i p)281n 5 (2'11)
0 sinh® x

T 2T
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Mivel az elmélet paritasinvarians (¢ < —¢, 0 < —0), igy az operatorokat is szétvalaszt-
hatjuk paros és paratlanokra tgy, hogy a paros operatoroknak csak paros, a paratlanoknak
viszont csak paratlan matrixelemeik legyenek. A normaléasaikat is kiilon megvélaszthatjuk

sin p

Hopr = Hip™" Hs, = Hop® % p=2 ol (im)

A @Q,, szimmetrikus polinomok sem keverednek a rekurzié altal. A kinematikai szingula-
ritdsi axidma ugyanis a kovetkezSképpen kapcsolja 6ssze Q1 0-t @Q,-€l:

(=1)"Qua2(—x,2,21,...,2,) = xDp(x, 21, ..., 2,)Qn(x1, ..., Tp) (2.12)
ahol
" i sinmp
D o — -1 k+1 2(n—k)+m B i _
n(xa xy, ) xn) Z ( ) [m]x Ok0k—m [m] sinp
k=1 =1,0dd

Itt felhasznaltuk a szimmetrikus polinomok egy bazisat:

n

kg
Hm%—xz E " Pop(xy, ..., 1)
i=1

A rekurzios egyenletek megoldasa fiigg attol milyen Q1 vagy (o polinommal inditjuk a
rekurziot. Ez tesz kiilonbséget az operatorok kozott és lehetGséget ad azok osztalyozasara.
Magasabb hatvanyu polinomot vélasztva a megoldésok 6 — oo aszimptotikaja megvalto-
zik és a konform térelméleti hataresetben magasabb skaladimenzié rendelheté hozzéajuk.
Ilyen operdtorok példaul egy kivélasztott O operator derivalt operatorai 07 O, melyek az

operatorok ismert (2.8) helyfiiggése miatt csak extra faktorokat kapnak: For® = FOomm.

Erdemes tehat az elemi terek alaktényezsire fokuszalnunk. Az ilyen operatorok alakté-
nyezdinek egy altalanos megoldasa egy matrix determinansabol szarmaztathato

Qn(k) = det| My (k)| 5 Mi(k) = o9ili — j + K]

és az : ef¥ : tipust operatorok matrixelemeit adja meg [42, 51]. Ezekbdl a megoldasok-
bol, mind az elemi térnek, mind pedig annak Gsszes derivalt operatordnak alaktényezéje
szarmaztathato.

A Lee-Yang modell alaktényezdsi

A Lee-Yang modellben a paritas szimmetria sériil, igy a paros és paratlan alaktényezk
nem fliggetlenek egyméstol. Ez a dinamikai szingularitasi axiomabdl is latszik, mely a
paros és paratlan alaktényezdket kapcsolja 6ssze. A dinamikai szingularitas az 6nflazios
polus eredménye

S0+ 3)5(9—%)25(9) ; —Z'Resezi%wS(Q):FQ:—%@

Ennek a poélusnak a minimalis két-részecske alaktényezében is tiikrozédnie kell:

x4+ =2

Frinl0) =

v(im — Q)v(—im + 0)
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ahol

t sinh?t

Tm? 3i "
n==17 (m( ))

alakba véalasztani. Ekkor a kinematikai rekurzios egyenlet megegyezik a shG egyenletével
(2.12) a nem fizikai p = —% pontban mig a dinamikai szingularitasi egyenlet a kovetke-
zének adodik.

© dtsinh £ sinh £ sinh &,
v(f) = exp {2/ — A — 6 GZGW:|
0

A normalast célszerd

Quir(@1,.. xp,x) 5 w=es

n
Qniz(T1,. .., T, wr,w ) [xH T+ ;)
7=1

A mindkét rekurzionak eleget tevs legelemibb megoldas ismét csak determinans alakba
irhato

Qn(xlv s >$Un) = Ulo—n—ldet‘Mi]’l ; Mij = 03i—2j+1

Ezek a Lee-Yang modell egyetlen fundamentélis terének alaktényezsi, melyekbdl a leszar-
maztatott terek alaktényez6i mar mind meghatarozhatoak [61, 65].

2.5.5. Korrelacios fiiggvények

Az el6z6 fejezetben egzaktul meghatarozott alaktényezéket felhasznalhatjuk a korrela-
cios fiiggvények sor alakban torténd elGallitasara. A (2.7) egyenletbe a multi-részecske
aszimptotikus bazist helyettesitve az Euklideszi korrelacios fiiggvényére azt kapjuk, hogy

(0|0(z,)0(0,0)[0) =
an/ i / ) (91,...,Qn)Fn(Qn,,,,’Ql)e*m\/mzicosh@

Ez nagy térfogatokra egy nagyon jol konvergal6 sor és a gyakorlati alkalmazasokban elég
véges sok tagot megtartani.

A szordsmétrixok, alaktényezdk és korrelacios fiiggvények meghatarozasaval az integ-
ralhato modelleket végtelen térfogatban egzaktul megoldottuk. A tovabbiakban a véges
térfogati spektrummal fogunk foglalkozni.
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3. fejezet

Kvantumtérelméletek véges térfogatban

A korabbi fejezetekben meghataroztuk kétdimenzios integralhaté modellek részecsketar-
talmat és azok szoérdasmaétrixat végtelen térfogatban. Jelen fejezetben ezeket a mennyi-
ségeket hasznaljuk a véges térfogati spektrum meghatérozasahoz. FElGszor a térfogat
inverzét polinomialisan tartalmazo korrekcidkat vessziik figyelembe, majd a térfogatban
exponencialis kicsi korrekciokat vizsgéljuk, végiil mindezeket egy iigyes eljarassal, mely a
termodinamika Bethe Ansatz (TBA) nevet viseli felosszegezziik.

Vizsgalodasainkat egy csak egy részecsketipust tartalmazé modellel kezdjiik. Ez ko-
rabbi vizsgalataink szerint lehet a sinh-Gordon vagy a Lee-Yang modell. Végtelen térfo-
gatban az energiaspektrum sokszorosan degeneralt és folytonos: egy sokrészecske allapot
esetén mely a 04, . .., 0, rapiditasokkal jellemezhets az energia egyszertien

E(6y,...,0,) =Y _ mcosho,

Mivel a rapiditasok/impulzusok tetszéleges értéket vehetnek fel, lathatjuk, hogy m fe-
lett folytonos energia eloszlassal van dolgunk. Ez a folytonos spektrum valik kvantalta
véges térfogatban és ezt szeretnénk megérteni a kdvetkezs fejezetben. ElGszor a szabad
modellt vizsgaljuk meg, aztan vessziik csak figyelembe a részecskék kozotti kdlesonhatés
megnyilvanulésat.

3.1. Szabad spektrum véges térfogatban

Tegyiik fel, hogy egy szabad modell energiaszintjeit vizsgaljuk L véges térfogatban pe-
riodikus peremfeltétellel. Ez azt jelenti, hogy minden tér periodikus L periddussal:
o(z+L) = ¢(x). Mivel az eltolas generdtora a P impulzus: e~ FLp(x,t)elf’l = p(z+ L, t)
igy P spektruménak kvantéltnak kell lennie e/* = 1. Ez egy p impulzusi egy részecske
allapotra a kovetkezét jelenti:

27
) Pn = —F/T1

L

Vagyis egy szabad rendszer sokrészecske allapotanak energidja a térfogat barmilyen értéke
esetén egzaktul

esz — esz sinh 0 -1

2
E(n17"'7nk)zz m2+(_ﬂ-nl)2

Ez szembeszokGen diszkrét spektrumot eredményez. Nyilvan, ahogy a térfogattal végte-
lenbe tartunk, L — oo a spektrum egyre stirtibb lesz és végiil elGall a végtelen térfogati

43
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folytonos spektrum. Vizsgédljuk most meg, hogyan vehetd figyelembe a részecskék kol-
csOnhatasa.

3.2. Bethe-Yang egyenletek

Ha egy kvantummechanikai rendszer energiaszintjeit vizsgaljuk a koron valamely kompakt
tartoju potencial esetén akkor a hullamfiliggvénynek a korén korbemenve nem csak az elto-
lasbol adodo e fazist kell felszednie, hanem még a potencialon valo athaladaskor fellépd
transzmisszios T (p) fazist is. A periodikussagi feltevés kolesonhato esetben ePLT(p) = 1
modon valtozik. Ezt azt észrevételt hasznaljuk fel most a kvantumtérelméletben.

3.2.1. A sinh-Gordon elmélet

Emlékezziink vissza, hogy a kvantumtér lokalizalt gerjesztéseit részecskéknek gondoljuk,
de az csak addig elfogadhaté amig méretiik (m 1) sokkal kisebb mint a térfogat L. Ha
a részecskekép helyes, hasznélhatjuk az elébbi kvantummechanikai érvelést. Mivel egy
integralhatd kvantumtérelméletben nincs részecskekeltés, igy a részecskeszam jo kvan-
tumvaltozo és a szords soran csak fazist szednek fel a részecskék, mint egy potencidlon
torténd athaladaskor.

Az egyrészecske kvantalési feltételek nem valtoznak, hiszen nincs kin szérédni:

o ) 2m
emsinhOL — 1 yginh 6, = ——n

L

Vagyis az egyrészecske energia:
E(n) = mcosh#,

Ezzel szemben a kétrészecskés allapot energiajanal figyelembe kell venniink a kolecsonhata-
sukat. Legyen a két részecske impulzusa pq, po. A kolesonhatast ugy vessziik figyelembe,
hogy a kéron kérbemenve nem csak az eltolasbodl szarmazo et fazist szedjiik fel, hanem
a masik részecskén torténd szordédasbol szarmazo fazist is:

eszsmh 01 S(@l . 92) _ esz sinh 61 615(91 —02) -1

ahol bevezettiik a szoras fazisat
S(01 — ) = 070
Logaritmust véve az adodik, hogy
mLsinh 6, + 6(0; — 05) = 2704
Megbecsiilhetjiik a szabad kvantalashoz képesti kiillonbséget

ree 5p1ap2
pn = pire 0N 7 )

Latjuk, hogy ennek nagysagrendje O(L™!), igy eltiinik midén L — oo. Hasonlé médon a
masik részecskére is felirhatjuk a kvantalasi egyenletet

mLsinh 0y + (0 — 61) = 27ny
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Kihasznéalva az szorasmatrix unitaritasat S(6)S(—6) =1 (a fazisokra 6(0) + d(—0) = 0) a
két egyenlet kombinaciojabol

mL(py + p2) = 2m(ny + na)

lathatjuk, hogy a teljes impulzus 27/L egységeiben kvantalodik. Ez az elvarasainkkal
Osszhangban van, mivel a megmaradé impulzus generalja a térbeli eltolast, igy et = 1.
A kétrészecske allapot energidja

E(ny1,ny) = mcosh0y(ny,ng) + mcosh by(ny, ns)
Egy N-részecske allapot esetén a kvantalasi feltétel ez elsd részecskére [55]
eSO g9 — 9,)S(0, — 63)...S(0, — 6,) =1 (3.1)

mely természetes modon terjeszthets ki a tobbire 6;-re is. Ezen egyenleteket az in. Bethe-
Yang (BY) egyenletek, melyek meghatéarozzak az impulzusok kvantalasat véges térfogat-
ban. Ha az impulzusokat (rapiditasokat) méar meghataroztuk az allapot energiaja

E0y,...,0,) = chosh&i

Hadd hangsulyozzuk még egyszer, hogy a részecskekozelités csak akkor jogos, ha
m~! < L. A tovabbiakban megmutatjuk, hogy a kovetkezd rend korrekcié e~ nagysag-
rendjébe esik. Miel6tt azonban az ilyen exponenciélis kicsi korrekciokat megvizsgalnank,
terjessziik ki a BY egyenleteket nem diagonélis szoréas esetére.

3.2.2. A sine-Gordon elmélet és kapcsolata az XXZ spinlanccal

A sine-Gordon elméletet a taszito A < 1 tartomanyban fogjuk vizsgalni. Ekkor nincsenek
kvantumos szuszogd kotott allapotok csak a szoliton és az antiszoliton, melyet a korabbi
modon jeloliink: |£). Periodikus peremfeltétel esetén az egyrészecske éallapotok nem
részei a spektrumnak. Ha az L térfogatt periodikus peremfeltételdi modellben az L — oo
hataresetet elvégeznénk, akkor csak a @) = 0 topoldgiai szektor allapotait kapnank meg.
Ha a @ toltést szektor allapotait szeretnénk véges térfogatban leirni, akkor a p(x+ L, t) =
o(z,t) + % peremfeltételt kellene megkovetelniink.

Példaul a @Q = +1 allapotokat tartalmazo szektorban léteznek egyrészecske allapotok,
melyek a szabad egyrészecske kvantélasi feltételnek tesznek eleget:

) ) 2
MEsinh0 — 1 s VT, sinh6 = —Wn

ahol a szoliton és antiszoliton tomegét M-el jeloltiik.

Ha a () = 2 szektorban kétrészecske allapotot keresiink, akkor két szolitont kell a korre
raknunk. Mivel ezek egymason diagonalisan szorodnak ST (0)-val, igy korabbi diagonalis
BY egyenletiinket hasznalhatjuk:

eiMLsinhelsti—i-(el o 92) -1

A paritas szimmetriat kihasznéalva két antiszolitont ugyanezzel az egyenlettel irhatunk le a
@ = —2 szektorban. A @ = 0 szektor kétrészecske allapota ennél lényegesen bonyolultabb
mivel a szoérasok Osszekeverik a szolitont az antiszolitonnal. Feladatunk olyan allapot
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talalasa, mely invarians a szorodésokra. Mivel a paritas véges térfogatban is megmarad
hasznalhatjuk sajatfliggvényeit, a paros és a paratlan kombinaciokat: A7 (6;)AT(6y) +
AT (0,)AL(0,). Ezek diagonalizaljak a szorast SsUm/asvm(9) sajatértékekkel. A hozzajuk
tartozo BY egyenletek tehat

6iMLsinho91 Ssym/asym(91 — 92) =1

Ha most olyan modellt vizsgalunk véges térfogatban, mely egyszerre tartalmazza az 0sszes
topologiai szektort, akkor a két-részecskés BY egyenleteket a kovetkezd modon foglalhat-
juk Ossze:

ezMLsmh91 SZZ(el . 92>qjkl — \Ijij

ahol W;; azon egyiitthatok métrixa, melyek diagonalizaljak a szorast W;; Af (1) A (65).
Az altalanos n-részecskés esetben a diagonalizalandd maéatrixot gy kaphatjuk meg,
ha az els6 dublett részecskét korbevissziik a koron, kozben nemdiagonéalisan szérdédva az
Osszes tobbi részecske dubletten:
ezMLsmh91LSk’1]2 (917 92)5 273 (91’ 93) Sh]n (917 0 ) e = \Ijil...in

1112 k1is
Vagyis a

Ty (015 0a, ..., 0,) 1200 = SE2(0,,05) 5120 (01, 05) ... SP (64, 6,,)

9119...1n 1112 kiis
matrixot kell diagonalizalnunk. Ha az [-edik részecskét vittiik volna korbe akkor a dia-
gonalizaland6 maétrix a

Ti(61,0s, .5 60 ..., 0, ) 102w0n = SFUL(g, g \GEFT2(g, 9, o) S (g g, )

211%2...1n 241 klll+2 kl*l”*l

matrix lenne. Lehet-e vajon egyszerre diagonalizalni ezen matrixokat? A valasz igen és a
kovetkezSképpen mutathatdé meg. Definialjuk a

T(0161,...,0,) /I = SEI(0,0,)S22(0,00) ... Sp2m L, (0,6, (3.2)

11,12, ©11 1in

transzfer matrixot. Mivel a kétrészecske szérdsmatrix zérus rapiditas kiilonbségnél a per-
mutaciés matrixra redukalodik, igy nem nehéz latni, hogy 6 = 6; esetén éppen a fenti
diagonalizaland6 matrixsereget kapjuk. Mivel ezen transzfer métrixok kiilonb6z6 6 argu-
mentumokra felcserélnek, igy a kivant tulajdonsag kovetkezik. Itt jegyezziik meg, hogy
ezen matrix megegyezik az inhomogén XX7 Heisenberg spinldnc transzfer matrixaval.

Felhasznalva tehat az XXZ spinlanc diagonalizalo egyenleteit a sine-Gordon modell
vezetd végesmeéret-korrekeidit meg tudjuk hatérozni. Jeloljiik roviden a transzfer matrix
sajatertekét T(0) = T(6)Sy()-val, ahol T() az XXZ lanc transzfer matrixanak sajatér-
téke, mely a sG szérasméatrixanak méatrix részéhez kapcsolhato, mig Sy a skalar részébdl
jon. A diagonalizaléas a Baxter-féle T(Q relacio segitségével hajthato végre. Talalhatoak
ugyanis olyan wg ugynevezett Bethe gyokok, hogy a

= [ [ sinh A6 — wp)
B
fiiggvény kielégiti a

T(G)Q<9):Q<9+iw>To(0—%T)+Q<e—m)T0(e+%T) : TO(Q):Hsinh)\(QJr%T—Qj)
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egyenleteket. A T(G) transzfer matrix regularis wg-nal, mely lehet&séget teremt wg meg-
hatérozasara. Tekintve ugyanis a transzfer matrixot, Q(6) zérushelyénél az egyenlet jobb
oldalédnak is el kell tlinnie, mely a kévetkezd

To(ws — §)Q(wa +1im)
To(ws + F)Q(we — im)
tgynevezett Bethe Ansatz (BA) egyenleteket eredményezi. Az XXZ modell sajatértékeire

ezek utan T(6;) = Q(gﬂ(';ji)“) To(0; + Z) teljesiil és a BY egyenleteket a kdvetkezs alakba
irhatjuk:

6iMLsinh9jLSO(9j)T(9j) -1
Vagyis a sine-Gordon modell nagy térfogatu kozelitd spektrumét meghataroztuk az XXZ
modell megoldasanak felhasznalasaval. Altalaban is allithatjuk, hogy egy nemdiagoné-
lis elmélet véges térfogati spektruma vezeté rendben a BY egyenleteken keresztiil egy
inhomogén spinlanc spektruménak meghatarozasara vezethetd vissza.

Ne felejtsiik el azonban, hogy az energiaszintek meghatéirozasa a BY egyenleteken ke-
resztil csupan a spinlancban egzakt és nem a kis térfogati kvantumtérelméletben, amikor
a részecskék mérete mar a térfogat nagysigrendjébe esik. Ekkor ugyanis a kvantumtérel-
méletben vakuum polarizécios effektusok lépnek fel, amelyek szisztematikus kiszdmolésa-
hoz a kovetkezs fejezetben fogunk hozza.

3.3. Az alapallapot Liischer korrekci6ja

A leglényegesebb kiilonbség egy kvantummechanikai és egy kvantumtérelméleti rendszer
véges méretd spektrumaban a vakuum polarizacios effektusokban rejlik, melyet megért-
hetiink a vikuum allapot vizsgélatan keresztiil. Egyszertiség kedvéért tekintsiink egy csak
egy részecsketipust tartalmazo elméletet, melynek alapallapoti energidjat L térfogatban
jelolje Eo(L). Mivel ez az id6 generatoranak a H (L) Hamilton operatornak a legkisebb sa-
jatértéke, igy aszimptotikusan nagy y = R Euklideszi idéfejlédésre (¢ — iy) ez dominalja
a rendszer allapotét:

1 1 1
Ep(L) = — lim Eloge’Eo(L)R = — lim Elog(Tr(e’H(L)R)) = — Jim —log Z(L, R)

A masodik egyenl@ségnél feltételeztiik, hogy az elsé gerjesztett allapot és a vakuum ko-
zOtt egy rés van, vagyis az elmélet tomeges. Vegyiik észre, hogy az el6allé mennyiség a
rendszer Euklideszi particios fiiggvénye (az Euklideszi id6 irdanyaban periodikus perem-
feltétellel). Mivel a relativisztikus szimmetria az idelfolytatott Euklideszi rendszerben
forgasszimmetriaként jelentkezik az (x,y) térben, igy ekvivalens modon tekinthetjiik z-et
az elfolytatott idének x = it és y-t a tér koordinatanak. FEkkor a korabbi Euklideszi
momentum lesz az R térfogati rendszer H(R), energidja mellyel a particios fiiggvény a
korabbival analég modon fejezhets ki. Ezt a rendszert az el6z6 tiikormodelljének is szokas
nevezni. Osszességében tehat egy hasonlé formulank van Ey(L)-ra

1 1
Ey(L) = —}%Erolo Elog Z(L,R) = —R]j_Igoﬁlog(Tr(e—H(R)L))

csak most nem az Euklideszi idével, hanem a tiikormodell térfogatéval kell végtelenhez
tartanunk. A tiikormodell teljes allopotrendszerét (|n) € H) felhasznélva

Tl”(e_H(R)L) _ Z <n|e—H(R)L|n> _ Z e—En(R)L

[nyeH In)yeH
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Ha Fy(L)-ra csak a térfogatban vezetd rendben vagyunk kivancsiak, akkor feltételezhetjiik,
hogy L is nagy és megelégedhetiink az egyrészecskés tag megtartésaval:

Ze n —1+ZeE(pn

In)eH

—2mL (

a korrekciok nagységrendje ekkor e ha a részecskék tomege m). Nagy térfogatban a

részecske impulzusa

mely a szamunkra fontos R — oo hataresetben folytonossa valik, igy az Osszegzést integ-

ralla alakithatjuk
S
~ 27 b

Az alapéllapoti energia Fy(L) formulajat felhasznalval a kovetkezot kapjuk

By(L) = — [ Lo w4 o)
2m
Mivel a relativisztikus elmélet diszperzios relacidja E(p) = /m? + p?> > m, igy a vikuum
energia végesméret korrekcidja exponencidlis kicsi e™™! nagy L térfogatok esetén.

Az eredmény fizikai interpretacidja a kovetkezd: egy kvantumtérelméletben mindig
jelen vannak virtualis részecske-antirészecske parok és ezek keletkezése-eltiinése alakitja ki
az alapallapoti energiajat. Véges térfogatban a végtelen térfogatu virtualis folyamatokhoz
képest még azzal is szamolnunk kell, hogy egy virtualis (tiikor) részecske-antirészecske par
keletkezik a vakuumbol, aztan a egyikiik elészor kérbemegy a vilagon (L keriiletti koron
e~PWL virtualis propagétorral) és csak aztan, egyesiilve tiinnek el a vakuumban.

Természetesen ha n kiilonbo6z§ tipusi részecskénk van m,, tomeggel, akkor azok bar-
melyikének virtualis jarulékat figyelembe kell venniink, igy egy Osszeg jelenik meg az alta-
lanos kifejezésben a részecske tipusra. Arra kell csak vigyazni, hogy ha m; > 2m, akkor
a legkonnyebb részecske mostanaig elhanyagolt két-részecskés korrekcioja nagyobb nagy-
sagrendii lesz, mint m; egy-részecskés korrekcidja. A kovetkezs alfejezetben egy alkalmas
triikkel felosszegezziik az Gsszes magasabb részecskés korrekciot és a vakuum allapot egy
egzakt lefrasat adjuk meg véges térfogatban [64].

3.4. Az alapallapot egzakt leirasa

Emlékezziink vissza, hogy a alapéllapoti energiat az Euklideszi particios fiiggvénybdl sza-
moljuk

Ey(L) = — lim E log Z(L, R)) = — lim % log(Tr (e HHILY)
aszimptotikusan nagy R (tiikor) térfogatokra. Mivel tetszSleges L -re szeretnénk megha-
tarozni az alapallapoti energiat, igy a korabbiakhoz képest most figyelembe kell venniink
a tobb-részecskés tagok jarulékat is

Tr(efH(R)L> _ Z <n‘€fH(R)L|n Z e —E,(R)L

In)eH In)eH

Ttt igazabol a tobb-részecskés jarulékokat is figyelembe vettiik. Csak azok egyméson vald szorasat
hanyagoltuk el, melyre a kovetkezs alfejezetben tértink ki.
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Ahol |n) egy multi-részecske allapotot jelol. Példaul egy N részecskés allapot nagy R tér-
fogatokra jellemezhets az n = (ny, ..., ny) kvantumszamokkal melyek a BY egyenleteken
keresztiil ((3.1) logaritmusat véve) irjak le az allapotokat

N
mRsinh 0; + Z §(0; — 0) = 2mn;
kik£j

Ezen multi-részecske allapot energiaja

E(On,, -, 0ny) = > mcoshb
k

Emlékezziink vissza, hogy nagy R -ek esetén a lehetséges rapiditasok R™! stiriiséggel
helyezkednek el. Erdemes tehat a multi-részecske allapotok |n) = (ny,...,ny) jellemzése
helyett azok p(f) stirtiségét bevezetni. Ez azért is fontos, mert a particios fiiggvényt,
ahogy majd latni fogjuk a véges siirtiségii allapotok dominaljak. Definicio szerint p(6)d6
mondja meg a (0, 0+ 60) intervallumban betoltott kvantalasi helyek szaméat. Vagyis a BY
egyenlet nagy R térfogatokra

mRsinh 6; + /d@p(@)é(ej —0) = 2mn;
alakba irhat6, mig az energia

Elp] = /d@p(@) cosh ¢

Itt jegyezziik meg, hogy a BY egyenletek nem csak a p(6)-val betoltott (nq, ..., ny) kvan-
tumszamokra teljesiilnek, hanem méas végtelen sok kvantumszamra is. Jelolje ezen betol-
tetlen kvantumszamok stirtségét p(f). Nyilvan p(0) és p(0) nem fiiggetlenek egyméstol
hiszen a BY egyenlet mondja meg az 6sszes lehetséges kvantumszam striiségének noveke-
dését 0; rapiditas kornyékén. Ez azt jelenti, hogy

mR cosh 6 + /dﬁ/p(e’)¢(9 —0") =2m(p(0) + p(0)) ; P(0) = —idylog S(0)

A particios fliggvényben Gsszegezniink kell az 6sszes multi-részecske allapotra {n;, ..., ny}.
A p(0) részecske strtiség nem jellemzi magaban kielégitGen az allapotot, hiszen tébb
{n1,...,nn} egész halmaz is vezethet ugyanahhoz a stirtiséghez. Ezt a degeneraciot a
nagy térfogatu hatéaresetben leirhatjuk p(0) és p(0) segitségével az entropia faktoron ke-
resztiil

slp, p] = /d9 [(p+ p)log(p + p) — plog p — plog p]

A particios fiiggvény tehét a stirtiségekkel kifejezve az alabbi alakot olti

2(L.R) = | dlplexp{~LElp] + slp. i}

Ezt nyeregpont kozelitéssel szamoljuk a p strtiségben. Figyelembe véve, hogy

o
dbptop=dxp 5 ¢xpl)= [ 508 —8)p()
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a nyeregponti egyenletet a

:66

D

ugynevezett pszeudo energia valtozoban kapjuk
e =mcoshOL — ¢ xlog(1l 4 e™)

Ezen nemlinearis integralegyenlet megoldasaval a keresett alapallapoti energia (melyet a
nyeregponti helyen vett értékbsl kapunk)

do
Eo(L) = — / %coshelog(l +e79) (3.3)

Megjegyezziik, hogy nagy L térfogatok esetén egy szisztematikus iterativ kifejtés adhato,
melynek vezetd rendjében € = —mL cosh @ és igy visszakapjuk a korabbi fejezetben leve-
zetett Liischer korrekciot.

3.5. Gerjesztett aAllapotok egzakt leirasa analitikus el-
folytatassal

Ebben a fejezetben gerjesztett, sokrészecske allapotok egzakt véges térfogati spektrumét
hatarozzuk meg az analitikus elfolytatas modszerével [38, 39]. A modszer lényege, hogy a
Hamilton operator kiilonb6z6 sajatértékei a komplex (térfogat) sikon Gssze vannak kétve,
igy analitikusan elfolytatva a térfogatban és egy nem trivialis ciklus utan visszatérve egyik
sajatértékrol egy masikra érkezhetiink meg. Az elagazési pontok az (1+e~¢) fiiggvény nul-
lajanél jelentkeznek. Ha ugyanis egy ilyen szingularitas keresztezi az integracios konturt
akkor annak jarulékat a reziduummal kell figyelembe venniink. Legyenek a szingularitasok
at;+ % pontokban

e 0it3) — ] (3.4)

és tekintstik az (3.3) energia kifejezés parcialis integraltjat. Mivel log(1+e~¢) gyorsabban
tinik el a végtelenben mint cosh 6, igy irhatjuk:

Eo(L) = /% sinh 00y log(1 + e™)

A logaritmus nullai most polusként jelentkeznek, melynek reziduumait Gsszegytjtve a
gerjesztett allapot energiaja

N
de
E(L) = E coshﬁj—/Q—coshelog(1+e€)
T
j=1

ahol € az elfolytatott egyenletet elégiti ki

N .
e =mcosh L+ logS(6 —; - %r) — pxlog(l+ e (3.5)

j=1
A (3.4) egyenlet logaritmusat véve
LT

6(9j + 9

) =imLsinh §; + Z log S(0; — 6k) — ¢ *log(1 + e’e)\aﬁ% = 27in;
k#j
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a Bethe Yang egyenlet minden térfogaton érvényes kiterjesztését kapjuk. Megjegyezziik,
hogy ezen egyenletek csak a sinh-Gordon modellre érvényesek. A Lee Yang modell esetén
ugyanis az S-matrixnak szingularitasa van a fizikai sdvban, mely az analitikus elfolytatas
soran el6bb keresztezi a konturt mint a logaritmus nullaja [38].

3.6. Sokrészecskés allapotok Liischer korrekci6ja

Az egzakt sok részecskés allapotokat leird egyenleteket iterativen megoldva meghatéaroz-
hatjuk multi-részecske allapotok Liischer korrekciojat. Csak az O(e™™) nagysagrendi
tagokat tartjuk meg (3.5)-ban, igy

N
IOg(l —+ 6_6( ~ 6_6(9) H 9 + - 0) —mJL cosh 6

A j -edik BY egyenlet (BY;) modosulasa

imLsinh 6; + Zlog S(0; — 0y) — 2mwin; = BY; = 6,
oy

ahol
) _ d@ o —mJL cosh 0
5®;(0y,...,0x) = —id, | | S0, + 2 — g)e

Ebbdl a rapiditasok véltozasa vezetd rendben
00; = (0;BYy) " 6y,

és az energia korrekcioja
ZCOShQ aBYk 5(I)k_/_COSh9HS 9_|___9) —mL cosh §

Az els6 tag a részecskék rapiditas valtozasabol jon, mely a kvantumtérelméleti vikuum
polarizacié megnyilvanulédsa. A BY egyenletben ugyanis a koréon korbemenve nem csak a
tobbi részecskén torténd szorodas fazisat kell felszedniink, hanem a tobbi részecske altal
polarizalt tengeren torténd szorodast is. A polarizélt tenger kozvetleniil is jarulékot ad az
energiahoz: elészor virtualis részecske-antirészecske par keletkezik a vakuumbol, majd a
virtualis részecske a koron korbehalad és a sokrészecskés allapot minden részecskéjén szo-
rodik, végiil a vilag masik oldalan talalkozva antirészecske parjaval elttinik a vakuumban.
Ez a fizikai jelentése a méasodik tagnak az energia formuldban. Az itt levezetett formula a
kotott allapottal nem rendelkez sinh-Gordon modell egzakt megoldasénak nagy térfogati
kifejtésével adodott. Az eredmény helyes minden olyan modellben, ahol a szérasmatrix-
nak nincsen poélusa a fizikai savban. Ebbdl kifolyolag az nem tartalmazza a Lee-Yang
modellben felléps tgynevezett u tagokat. Liischer eredeti levezetésébdl tudjuk [54], hogy
a i tagok a fenti integral tagokbol az integracios kontur eltolasaval megkaphatoak. A Lee-
Yang modell megsejtett gerjesztett TBA egyenleteinek vizsgalata azt mutatta [38], hogy
a végesméret korrekcio integrél tagjat a fenti formulénk elGallitotta és a kontur eltolasaval
bel6le a u tag is megkaphato volt [26].
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3.6.1. A nemdiagonalis modellek sokrészecskés allapotainak Lii-
scher korrekcidja

Vizsgaljunk egy olyan modellt, melyben az m tomegi részecskék a szimmetria egy multip-
lettjébe rendezhetdek, melyet a szorasméatrix osszekever. (Gondolhatunk a sine-Gordon
modellre). A modell nagy térfogatu spektrumat a BY egyenletek megoldasaval kaphat-
juk. Tekintsiink egy N-részecskés allapotot, 8 = {6y, ..., 0y} rapiditasokkal. A sorozatos
szorodasok a sokrészecskés édllapot multi-indexét a = {ay,...,ay} megvaltoztatjak és a
BY egyenleteket a sokrészecske szordsmatrix diagonalizalédsa altal kaphatjuk meg. Fzt
mint lattuk, a transzfer matrix segitségével lehet megfogalmazni:

eimL sinh@kTogle)g‘Ijb — eimL sinh9k€i6(9k\ﬁ) \I/g — ‘Pg vk (36)

ahol a transzfer matrixra a kovetkezs jelolést vezettiik be:

T(010)s = Szt (0,61)S:2:2(0,65) ... SEUN (6, 0x) (3.7)
mely 6 = 0 esetén az S¢(0) = —d55¢ unitaritdsi egyenlet kovetkezményeként a sokré-

szecske szordsmétrixra redukalodik. A T'(0;|0)% matrixok kiilonbozs 0y, esetén egymassal
felcserélnek és egyszerre diagonalizalhatoak. Minden W, sajatvektor egy sokrészecske &l-
lapotnak felel, melynek rapiditésait a diagonalizalt BY egyenletbdl kaphatjuk

2npm = mLsinh 0y + 0(0x|0) = BY(0) (3.8)

Ezen egyenletetek szeretnénk most a vezets végesméret-korrekciojat megsejteni. A diago-
nalis modellre kapott levezetésiink alapjan a BY egyenlet vezeté modosulasara azt varjuk,

hogy

©d0 d g0 _ui
20y = BYj(0) — 0@y ; 0P = — / %d—%elé<elﬁ>e—€<9>L (3.9)

ahol bevezettiik a 6 = 6 + 2 tiikorrapiditas és €(0) = —ip(0) = —imsinh(6) tiikdrenergia
jelolést. A 0@, korrekcié exponenciélisan kicsi, amely a nagy térfogati impulzusok ugyan-

-1
ilyen rendd 060, = <5fg’“> 0®; modosulasat vonja maga utan. Vagyis a sokrészecske
J

allapot energidja

: de(0y,) (6BY;\ " /°° A0 dp 5500 —ed
E’(L) = E E b, — v ap Lis(919) ,~e(O)L 1
( ) - 6(916) + ~ dek ( 59] > 0 J . ot dﬁe e (3 0)

ahol bevezettiik p = m sinh 6 tiikorimpulzus jelolést. Ha a modellben kotott allapotok
is vannak akkor a korrekcié p tagjait az integracios kontir eltolaséval kaphatjuk meg.
Az itt megsejtett végesméret korrekciokat leellendriztiik a sine-Gordon modell egyszertibb
sokrészecske allapotaira, melyeket a racs regularizacioboél kapott egzakt megoldasbol vet-
tiink. A végesméret-korrekcié szamunkra azért lesz fontos, mert ennek nemrelativiszti-
kus altalanositasat fogjuk az AdS/CFT megfelelésben hasznalni sokrészecske allapotok
végesméret-korrekcidinak szamoléasara.



4. fejezet

AdS/CFT, mint integralhaté modell

Az AdS/CFT megfeleltetés szerint a IIB tipust szuperhiar elmélet az allandé gorbiiletii
AdSs x S° hattéren ekvivalens a maximéalis AV = 4 szuperszimmetriaval rendelkez6 négy
dimenzios SU(N.) mértékelmélettel [56]. A mértékelmélet lokalis mértékinvarians opera-
torai felelnek meg a hurelmélet allapotainak. A planaris hataresetben ( IV, szinek szama
végtelen nagy) a mértékinvaridns operatorok fiiggetlen, csak operatorok szorzatéanak nyo-
mat tartalmazo kifejezésekre bonthatdak, melyek a hir oldalon nem koélesénhaté hurok-
nak felelnek meg. Ebben a hatiresetben a hurelmélet energiaspektruma egy-egy értelmi
kapcsolatban van az operatorok anomalis dimenzidival. Ez a megfeleltetés a csatolas
minden értékére fennall. Ha torténetesen a csatolas és a kérdéses operator toltése nagy
akkor a hurelmélet klasszikussé, (vagy szemiklasszikussa) vélik és a szokasos modszerek-
kel vizsgalhato. Ezzel szemben ha révid operatorokat vizsgalunk vagy a csatolas kicsi,
a szuperhur elmélet mélyen kvantumos tartomanyaban kell vizsgalodnunk. Ha speciali-
san eredményeinket perturbativ mértékelméleti szamitasokkal kivanjuk 6sszehasonlitani,
hogy az AdS/CFT dualitast ellendrizni tudjuk, vagy csak egy révid operatort kivanunk
leirni minden csatolasi értékre, akkor a szuperhturelméletet egzaktul kell kvantalnunk,
mely egy erésen nemlineéris elmélet. Szerencsére az AdSs x S® hattéren mozgd szuperhur
klasszikusan integralhato és a kvantumos integralhatosagot feltételezve (melyre most mar
tengernyi tapasztalat van) felhasznalhatjuk a kétdimenzios integralhaté modellek elméle-
tét a kvantumos hurelmélet definiciojara. Az AdS/CFT megfeleltetés tehat lehetGséget
teremt kétdimenzios integralhaté modszerek hasznélataval négy dimenzios N =4 szuper-
szimmetrikus mértékelméletek tanulmanyozasara.

Ebben a részben az AdS/CFT megfeleltetést mint kétdimenzios integralhatd modellt
tekintjiik. A klasszikus integralhatésédgot a sine-Gordon modellhez hasonléan a monod-
romia méatrix megkonstrualasaval bizonyithatjuk. A kvantumos modell Lagrange-i defi-
niciéjahoz fénykup rogzitést kell hasznélni, mely meghatarozza a rendszer szimmetriajat
és az aszimptotikus (végtelen térfogati) gerjesztések diszperzios relaciojat. Mivel ezen
rész pedagogikusan és kimeritGen van targyalva [7]-ban, igy mi csak a szamunkra fontos
eredményeket fogjuk idézni. A modellre ezutan hasznaljuk az 6nmegoldé modszert, meg-
keressiik a szimmetriaval felcseréls és a fizikai kovetelményeknek (unitaritas, keresztezés,
maximaélis analitikussag) eleget tevs szorasmatrixot és a kotott allapotokat. Végiil sajat
munkaim nyoman [11, 27, 25| a mértékelméleti szamolassal kozvetleniil 6sszehasonlithato

végesméret korrekciokat analizéljuk.

23
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4.1. Klasszikus integralhatésag

Az AdSs x S® hattéren mozgd hir dinamikajat az altala végigsoport vilaglepeds segitsé-
gével definidlhatjuk. Ehhez elGszor a hatteret kell paraméterezniink, melyen a htur mozog.
Az R sugara S° gomb beagyazhato R%-ba

YMYM:}/12+S/22+5/;32+n2+}/52+}/62:R2

Hasonl6 moédon a —R gorbiiletd AdSs teret a hat dimenzios (2,4) szignaturaju térbe
agyazhatjuk
Xy XM = =X§ - X7+ X3+ X5 + X§+ X7 = —R°
Mivel a planéris hataresetben nincsenek hir kolecsonhatasok, igy a hurelmélet bozoni-
kus részének hatasit a végtelen henger AdSs x S° héttérbe torténd (o,7) — (Xar, Yar)
leképezésével definialjuk. A vilaglepeds felszine a kovetkezd alakba irhato
R2

S =g’ / drdo(9,XM0" Xy + 9,YM0"Yyr + fermionok) 9 =—
a

Itt o a huarfesziiltséget jeloli, a vilagsikon a metrika pedig (—1,1). A fermion hatasnak
nincs ilyen szép geometriai jelentése. Van viszont egy alternativ leiras, mely egyesiti a
fermionokat és a bozonokat. Ez azon az észrevételen alapul, mely szerint mind az S°
gomb, mind pedig az AdSs Anti-de Sitter tér elGall egy-egy hanyadostérként:
5_ SO(6) _ SU(4) ' SO(4,2) _ SU(2,2)

SO(5)  SO(5) ’ SO(4,1)  SO(4,1)
A fermionok és bozonok k6zos hanyadostérbeli leirasa

PSU(2,2[4)
SO(4,1) x SO(5)
ahol PSU(2,2]4) azt a szupercsoportot jeloli, melynek maximaélis bozonikus részcsoportja
SU(2,2) x SU(4). A huarelmélet hatasa ekkor egy nemlineéris szuper szigma modell
hatas, melyet a kdvetkezSképpen konstrualhatunk meg. Vegyiik a csoport elemhez tartozo
Mauer-Cartan format és bontsuk fel a hanyadosfelbontés szerint:
PSU(2,2/4)
SO(4,1) x SO(5)

A fizikai altér tovabb bonthato egy Z, gradaléas segitségével J, — Jp, Jo, J3, rdadasul a

mértéktranszforméciot generdlé dramok a nulladik komponenshez tartoznak J = Jy
. A fermionokat is tartalmaz6 hanyadoshatas ezek utan

L oc Str(Jy A xJy) — Str(Jp A Js)

S Ad55 =

AdSs x S° 4 fermionok =

Sh—J=h""dh=Jy+J.

mely mar csak a fizikai tereket tartalmazza A szupernyom (Str) a fermionikus (péaratlan)
altereken egy extra -1-es faktort tartalmaz. A modell integralhatésédga egy lapos konnexio

létezésébdl kovetkezik
2 —2

+ 1

dA—ANA=0 A(u)=Jo+u‘1J1+“T(J2+*Jz)+uJ3

Ugyanis ekkor a sine-Gordon modellhez hasonléan a
T(p) =Pexp 55 A, (z)dz”

monodrémia matrix nyomat a p paraméter szerint sorba fejtve végtelen sok egyméassal
involicioban all6 megmarad6é mennyiséget kaphatunk.
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4.2. Kvantumelmélet végtelen térfogatban

ElGszor a modellt az L — oo hataresetben vizsgaljuk. A kvantumelmélet definici6ja-
hoz el6szor felelevenitjiik a Lagrange-i tipust kvantalasban belathato tulajdonsagokat [7],
majd ezeket feltételezve és kiegészitve az integralhatdsdgbol jové megszoritasokkal axio-
matikus keretek kozott targyaljuk az elméletet.

4.2.1. Lagrange-i kvantalasi keret

Az integralhato modellek Lagrange-i kvantalasanak megfelelGje a kovetkezs [7]. A hurel-
mélet diffeomorfizmus szabadsagatol fénykup mérték rogzitésével szabadulhatunk meg. A
kétdimenzios szigma modell térfogata ekkor a fénykap impulzussal azonosithatdé L = P+,
mely csak egész értékeket vehet fel. Tovabba a mértékrogzités lesérti a teljes PSU(2,2(4)
szimmetriat a két centralis toltéssel kiterjesztett SU(2(2) ® SU(2|2) szupercsoportra. A
modell diszperzios relacidja pedig

E(p) = \/1 + 1692 sin® g

Az aszimptotikus allapotok a szimmetria fundamentalis abrazolasa szerint transzfor-
malodnak és az 6ket 6sszekots szorasmatrix unitér, és felcserél a szimmetridkkal.

4.2.2. Az onmegoldé keret

A szokasos eljarasunknak megfelelen azokat az altalanos tulajdonsagokat, melyeket a
Lagrange-i keretben megkaptunk most posztulaljuk, kiegészitve még a kvantumos integ-
ralhatosag kovetelményével.

Az aszimptotikus részecskeéllapotok a centrélisan kiterjesztett su(2|2) algebra bifun-
damentalis dbrazolésa szerint transzformalédnak. Ezért a tovabbiakban a szimmetria
algebra szerkezetét vizsgaljuk meg.

Az su(2]2) algebra

Az algebra sematikusan

u oo o
2 L 2 2

Qy Q3 R I

Qi Qi R} R

J:

alakba rendezhetd, ahol L] + L3 = 0 = R} + R3. A szuperalgebra maximélis bozonikus
része su(2) ® su(2) (melyeket az L és R elemek generdlnak). Az algebra a kovetkezd
csererelaciokkal van definialva

1 1

(L, J] =%, — §6ZJC (L, J9) = —0¢J" + 55;‘,]0
1 1

(RS, J,) =67 Jq — E(sgj7 (R, J = —62J° + iagﬁ

{Q5, Q5} = €ape™C {Q1, Q") = ewe™’C*

1
{Q4 Q)" = R + 00L + 50300 H
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ahol a centralis toltések az impulzussal, a csatoléasi allandoval és az dbrazolasok jellemzé
¢ paraméterrel

C =ig(e’” —1)e*® Ct = —igle™ —1)e ¢ (4.1)

modon vannak kifejezve. A fenti képletekben a latin betiik lehetséges értékei 1,2 mig a
gorogoké 3, 4.

Az abrazolasokat legtermészetesebben szuperterekkel irhatjuk le. A fundamentalis
abrazolast példaul a (wq,wy) bozonikus és a (03, 64) fermionikus (Grassman) koordinatak
linearis kifejezései adjak. A tovabbiakban sziikségiink lesz még a teljesen szimmetrikus @)
toltést abrazolasra, melynek dimenzidja 4(Q) és amely a szupertér nyelven a () hosszusagi
polinomokat tartalmazza. Ezen abrézolds jele V¥(p,€) és a bozonikus su(2) @ su(2)
részalgebra szerint

Ve=VERVI+ VT @V '+ VT @Vt
modon bomlik fel. A V¥ abrazolés dimenzio ja Q+1. A bazist a kévetkez6képpen irhatjuk

Q+1—|1+j)=  wi/w] D j=0,1,...,Q
Q-1—|Q+2+j) = w¥ T wihs0, : i=0,1,...,Q -2 (4.2)
Q—|(a—1DQ+1+75) = w " uwie, : j=0,1,....,0-1, a=3,4

Természetesen a bozonikus allapotok @@ + 1 és (Q — 1 valamint a fermionikus allapotok
Osszes 2() szdma megegyezik. A szimmetria generatorok hatéasa differencial operatorokkal
definialhatoak

0 1 0 0 1 0
Lb — - Zgb 7 8 _ 5By
0 = e T 20 gy, e =bag. — 3% 5g
a __ 8 ab a +a a af a
Qs =al, o + be Eaﬁwbé)ﬁg QI =dw, a0, + ceewls D

ahol egy nagyon hasznos parametrizacio

ei26 o+ —2i¢ + -
g g 1ets z g ne gz z
= JZn:b=,]% Z ) e=—,/2 cd= /201 -2) (4
a Qn ? b Q 17 (Z, ) Y c Q Z+ ? d Q /”7 ( Z+) ( 3)

és a legtermészetesebb valasztas n = e®eiPy/iz— —izT. Az algebra csererelaci6ibol

ab—cd=1— 24+ — — 77 — — ==

Mivel mind a P impulzus, mind az H energia centralis toltéseként szerepel az algebraban
Igy
p_ 2 ' ' 2 2 I
e =— H=Q+——— ; H* = Q"+ 16¢g sin” (4.4)
pom

Vagyis a diszperzios relacié kovetkezik az algebra relacioibol. Az algebra egy maésik sajatos
tulajdonsaga, hogy irreducibilis dbrazolasok szorzata lehet irreducibilis. Konkrétan ez
torténik a fundamentéalis és a () toltésti abrazolas szorzata esetén

Vg Ve = Wwert (4.5)

A tiikkérmodell szempontjabol fontosak még a teljesen antiszimmetrikus abrézolédsok, me-
lyek a 1 «+» 3 és 2 <= 4 indexcserével kaphatoak meg a teljesen szimmetrikus abrazolasbol.
A generatorok differencial operatoros alakja nem valtozik.
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A szOorasmatrix

A szorasmatrixrél meg fogjuk kovetelni, hogy cseréljen fel a szimmetriaval. Mivel a szim-
metria két su(2]2) direkt szorzata, igy a szorasmatrix is tenzor szorzat alaki lesz. Kezdjiik
vizsgalatainkat egy su(2|2) tényezd analizisével. Az integralhatosag miatt a sokrészecske
szorasi folyamatok kétrészecske szorasok szorzatara bomlanak, igy tekintsiink két aszimp-
totikus részecskét p; és p, impulzusokkal. A szérasmétrix a kovetkezdképpen kapcsolja
Ossze az abrazolasokat [6]:

5’171(171,]?2) D VHpLeP?) @ V(pa, 1) — Vipi, 1) @ V(pe, e™) (4.6)
és felcserél a szimmetria toltéseivel (J):

Sic1(pips) [J(pr, €72) + J(p2, V)] = [J(p1, 1) + J(p2, €™)] Sica(pr,p2)  (47)

Az algebra egy érdekes tulajdonsiaga, hogy a fundamentéalis abrazolds énmagaval vett
tenzor szorzata irreducibilis V! @ V! = W?2. Ez azt jelenti, hogy az S-matrix invarianciaja
normalés erejéig egyértelmiien rogziti értékét. Roviden foglaljuk 6ssze, hogyan szamolhato
ki expliciten az S-matrix alakja. Dekomponaljuk az dbrazolasokat a bozonikus su(2) x
su(2) részalgebréak szerint

(VexVO4VoxVa)@(Vex VOt VoixVe) = Vix Vo2V x VOt2Va x Ve + VOx V!

Az egyes alterek bazisa és a rajuk vetit6 su(2) kovarians differencialis operéatorok legyenek

2
Vl % VO — U = %(w;wg + Wng) 3 Dl - ﬁ
OWy
0 0 1 , ) ) 52 02
VOix VY = vy = 5(“&“’2 — wywy) ; b= dw; w3 - OwiOws
0 0 1/pn1p2 192 3 > A
VEX VY — vy = 5(0507 — 0,03) ; b= 063063 06306
1 1 82
VzxVz2 — vy = wyb?, ) D' = 0020w}
[e% wa
1 1 82
VaxVe — v5 = O w? ; D= 00} 0wy,
a wa
5> 0
VOx VY g = %(Qéﬁ% + %03) ; DS —

00200%, 06200}

Ezek segitségével az invarians projektorok A = v; D7 alakba frhatoak, ahol az azonos
indexekre Gsszegzés értendS. A bozonikus részre invarians S-matrix alakja tehat

S = a?Ag = a1 A} + a3A3 + a3A; + @A + a3A} + ajAy + aiAS + asA] + aZAD + afAS

A normalast tetszélegesen valaszthatjuk: al = 1. Megkovetelve a fermionikus toltések
(Q,QT) altal generalt szimmetridkra valé invarianciat az S-méatrix komponensek értékére
azt kapjuk, hogy |9, 6]

Al =1 . o2 = 2@? - x;)(l - $1_$;)552_
1 ) 2

£ —= —1
(ﬁr — x5 )(1 — 23 552)33;
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T —ad) e - afap)er ] v
3 = — —
(mf —x3) (ﬂL — x5 )(1 =) xz)% mmne
o i e iy — e — o) - o)
2 — [ ’ 3 — —
(IIL - xz)(l — Iy I2)IIL$; (IIL - xz)( — Iy %)771772
4_(551__952_>772 5 (xl__flf;r)% ) 4_( — 25 )T
Uy = —F————— Ay = —7—F/——— as =
(27 — 25 )0 (7 — 25 )m ( — Ty )2
5 (zf — a3)m ) ¢ (] — x3 )17
ag = Y g = -
('171 Lo )771 (z Ty )M
ahol a fazisok a kovetkezGképpen vannak valasztva
_ Z’& ~ iL . _ ~ iL
o=t ilay —2t) 5 m=é&Em o m=eityfilay —af) 5 =T

Az x* paraméterezése expliciten

tL 44
rE(p) = % (1 + \/1 + 16g2 sin? g) (4.8)

A szérasmétrix a szimmetria tulajdonsagokon feliil kielégiti az unitaritési
S(p1,p2)S(p2,p1) =1
és keresztezési egyenleteket [48]
S pp2)S(=pr,p2) =1 5 S%(p1,p2)S(pr, —p2) =1

ahol a toltéstiikrozés hatasa w, — empwy, 0, — i€4303.
A teljes szorasmaétrixot tenzorszorzat alakba irjuk

S(pr.p2) = So(p1,p2)5 (21, 22) @ S(x1, 72)
ahol a skalar tényezének ki kell elégitenie az

So(p1,p2)So(p2, 1) = 1

és

(F —a3)(af —a3)]
=T

(% -y ) (2] — 73

SO(plap2)SO(_plap2) = 50(?17])2)50(291; —pz) = [

egyenleteket. A fizikailag relevans (minimalis) megoldas [63]

F—x)(1 -
. (27 — 25 )( $1+1m; 2i0(x1,22)

ahol 6 az tgynevezett feloltoztets fazis, mely a kovetkezs alakba irhato

0(1‘17‘@2) = X(mi—a l’;) - X(xi_wrg) - X(‘Tl y Lo ) + X(xl 7‘7;2 )

A gyenge csatolasu hataresetben (g — 0) az adodik, hogy

7,5 1 1
33’1,1172 er_cl S_1>|:r151_51r1

r=2 s>r L2 L1 Ly
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ahol egy konvergens elgallitas

cralg) = 2eos(5(s = r =)= s —1) [ dtJT_l(tQ(gei)iSS@gt) (49)

0

A feloltoztets fazisnak van egy analitikus elfolytatasra alkalmas integral reprezentacioja

is [34]

, dwn dws 1 L(1+ig(w; +wy' — wy —
X(T1,29) =i log : -
o, 2T Jo, 2mi wy — X wa — Ty ['(1—idg(wy +w] —wy —

BN
[ay —_

7 — | —
_ph\_/ ~—

ahol az integralasokat az egységkorre kell elvégezni.

Kotott allapotok

A szorasmétrixnak polusa van
+

Ty = Xy
esetén, mely a fizikai sivba esik és a polus reziduuma egy projektor mely a @) = 2 szim-
metrikus abrazolasra vetit (S matrix faktornak nullai vannak az antiszimmetrikus abra-
zolasnak megfelels altéren). Ezt a polust kotott allapotként fogjuk interpretéalni [35, 34].
A multiplett dimenzidja 82 és paraméterei

melyek az (4.4) egyenleteknek tesznek eleget Q) = 2 -re.

Az S-matrixnak polusa van még x; = x%r esetén, mely az el6z6 kotott allapot ke-
resztezett csatorndban felléps polusanak fele21 meg, tehat a kotott allapot a polus egy
diagrammal magyarazza meg, nincs sziikség mas kotott allapot bevezetésére.

Az S, skalar faktornak egyszeres nulldja van az

pontban, viszont mindkét S matrix faktornak polusa van itt az antiszimmetrikus abra-
zolasnak megfeleld altéren, igy a polus reziduuma a ) = 2 antiszimmetrikus dbrézolésra
vetit. Ez a polus viszont nincs az fizikai tartomanyban igy nem tartozik kotott allapot
hozza. Més a helyzet a modell tiikor megfelelgjével [5]. Annél ugyanis az antiszimmetri-
kus abrazolasban 1évé polus van a fizikai tartomanyban és a szimmetrikus dbrézoldsban
1év6 nincs. Megjegyezziik még, hogy a feloltoztets fazisnak kettds polusai vannak, melyek
természetesen nem tartoznak kotott allapotokhoz, viszont Coleman-Thun diagrammokkal
magyarazhatoak [34].

Most, hogy az S;_; szérasmatrix dsszes polusat megmagyaraztuk, meg kell konstrual-
nunk az S7_s és Sy_o szordsmétrixokat és azok Osszes polusat is meg kell magyaraznunk.
Mar az S;_; szoras esetén is lattuk, hogy a kotott allapotoknak megfelel§ polusok az S
skalar faktorban jelennek meg, igy elGszor azok meghatarozasara fokuszalunk. Mivel a
feloltoztets fazisnak nincsenek egyszert polusai, igy a kotott allapotok feltérképezésének
szempontjabol vizsgalhatjuk a redukalt skalar faktort

_ (v —23)(1 = =) wy—up+ 2
Sll(plap2) = 112 = 4
(xf—ﬁ)(l—ml—x;) Uy —uy —
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ahol bevezettiik a rapiditas valtozot

++1 +z’ _ 1 0
x — =u+ — ; U— —
xt 2g x~ 2g

A rapiditas valtozoban a kotott allapoti polusfeltétel u; = ug + é. Alljon el6 a Q = 2

toltési és u rapiditasu részecske mint két u + ﬁ rapiditasa ) = 1 toltést részecske kotott
allapota. Ekkor a faziobol az 1 — 2 szoéras skalar tényezGjére

i 3
~ U — U 5 Ul — U >
S - 1 2t 5, W 2+ 35,
12\P1,P2) = 3 -

Ul—UQ—g U1 — U —

i
29
adodik. A kifejezésnek polusa van u; = ug+ ﬁ esetén mely a () = 1 részecskéhez tartozik.

Az up = ug + = polushoz egy 1j részecskét kell bevezetniink. Az energia kiszamitésa

3i
2g
Bu(u— 1) 4 Ba(ut o) = By(u— 2) + By(u) + Ba(u+ 2 = Ey(u)

1w — - 2T o) = LU — — 1\u 1\U T —)= L3(u

g 29 g g

ravilagit arra, hogy a kotott allapot toltése @@ = 3. Innen indukcioval lathato, hogy
minden @ esetén talalhatunk kotott allapotokat és, hogy ezek @ darab (u+ ﬁ(Q —1),u+
%(Q —3)..,u— ﬁ(@ —3),u— ﬁ(@ — 1)) rapiditasu részecske kotott allapotai. Ennek
megfelelGen a szorasmatrix skalar része

Q . i(Q+1) i(Q—1)
~ ~ 7 Up — Uy + =5~ U — Uz + —5
Sio(u1,us) = | |511(U1,U2+—(Q+1—2j)): e 2
N o 29 w — 1y — B2y, 19D

melynek poélusai a @ + 1 és () — 1 kotott allapotokhoz tartoznak.
A tovabbiakban kiszamoljuk az Siqp szoéras Sy matrix részét. Altalaban az Sy_
szoras az alabbi tereket kapcsolja Ossze

Svom(prp) YV (p1,e?) @ VY (po, 1) — VN (p1,1) @ VY (pg, ™)
és feleserél a szimmetria toltéseivel (J):

Sn-y(p1p2) [J(p1, €™2) + J(p2,1)] = [J(p1, 1) + J (P2, €™)] Sn—ns(p1, p2) (4.11)

A szamunkra érdekes N = 1 és M = () esetben a tenzor szorzat irreducibilis
Vg Ve = Wet! (4.12)

Vagyis a szimmetriara torténé kovariancia skalar szorzo erejéig rogziti a szérasmatrixot.
Ezt a skalar tényezdt kiillonben mar meghataroztuk a fuzios modszerrel. Az S-matrix
konstrukcidja koveti a fundamentéalis S-métrix meghatarozasdnak modjat. ElGszor a bo-
zonikus su(2) ® su(2) részalgebrak szerint dekomponaljuk az dbrazolasokat

ViV + Ve VH(VEQV + VT @Vi+ VT @ V0) =
=V @V +3VIE @V 1 2vE@Vi4 2V T @Vt
Q-1 1 Q=3 0
+VZ eV +V 2 eV
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Majd az S-méatrixot invarians differencial operatorok segitségével irjuk le

4 6 8
Sicg=a1A + > @l + Y alAl+ > al AL+ adAd + aigAL (4.13)

1,j=2 1,j=5 1,J=T7

ahol a projektorok konkrét alakja a mellékletben talalhato. A fizidban meghatéarozott
normalasnak

a; =1 (4.14)

felel meg. Megkovetelve az invarianciat a fermionikus toltésekre is az egytitthatok egyér-
telmten rogzitve vannak. Eredményeinket a mellékletben foglaltuk Gssze.

Az S métrix unitaritasa osszekapcsolja az Sg_1 és Si_g matrix elemeket. Ez a konkrét
egyiitthatok esetén az 7 < 2~ és 27 « 2~ cserét koveteli meg, ahol 2% a fundamentalis
mig 2T a Q toltést dbrazolas paraméterei.

Az altalanos Sy_j; matrixelem meghatarozasa sokkal koriilményesebb mivel a VY @ VM
tenzorszorzat nem irreducibilis. Ilyenkor a rendszer su(2|2) nél nagyobb Yangian szimmet-
ridjat lehet hasznélni [4]. Mivel a végesméret-effektusoknal ezen altalanos matrixelemekre
nem lesz sziikségiink, igy azokat itt nem targyaljuk.

Osszefoglalva viszont allithatjuk, hogy a @ toltést teljesen szimmetrikus abrazolasok
a modell teljes spektrumat adjak.

Végiil megjegyezziik, hogy a tiikormodell szempontjabol relevans teljesen antiszim-
metrikus abrézolasbeli ) toltéstd részecskék szorasmatrixat a teljesen szimmetrikus szo-
rasmatrixbol megkaphatjuk. Mivel a szimmetrikus és az antiszimmetrikus dbrazolas 1 < 3
és 2 < 4 modon van sszekapcsolva, gy lényegében a Q és Q' operatorok hatasat kell
felcserélniink. Nem nehéz latni, hogy ez az 7 «<» 2~ és 2T < 2z~ cserének felel meg.

4.3. AdS/CFT véges térfogatban

Az el6z6 fejezetben meghataroztuk a modell részecske spektrumat végtelen térfogatban
a részecskék szorasmatrixaval egyetemben. Ezen informéciok birtokdban most a véges
térfogatii spektrumot vizsgaljuk. ElGszor a BY egyenleteket hatarozzuk meg, melyek
a polinomialis korrekcidkat tartalmazzak, majd az exponencidlisan kicsi Liischer tipust
korrekciokat vizsgaljuk.

Emlékezziink vissza, hogy ha egy nemdiagonélis szordselméletben a multi-részecske
allapotok vezetd korrekcidjat akarjuk meghatarozni, akkor a transzfer matrixot kell dia-
gonalizalnunk. Mivel jelen esetben a szoérasmatrix tenzor szorzat szerkezetd

S(p1,p2) = 50(p1,p2)5'(9517$2) & 5'(3131,3'32)

igy a transzfer matrix is szorzat alaku lesz. Koncentraljuk csak fundamentalis részecskéket
tartalmazé sokrészecske allapotra L térfogat esetén. Ha kivételesen ezen részecskék csak
11 vagy 33 tipustuak akkor szoérasaik diagonéalisak és ezen allapotok vezetd végesméret
korrekciojat mint diagonalis szoraselméletét kezelhetjiik. Ha a részecskék tipusa 11 akkor
su(2) szektorrol beszéliink és BY egyenletiink

e 1T So(pr,ps) =1

jiik
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alakot Olt. Ha az Osszes részecske tipusa 33 akkor az sl(2) szektorban vagyunk és BY
egyenletiink

o (27 —5)(1 — x;ﬂg)
e'Pr H Sae)(pesp;) =1 ; Sa)(p1,p2) = ——— 1
itk (x7 —a3)(1 - oz,

Altalanos allapot esetén az egyenlet

ePE T So(ks )M @elpr, - ) Xa(pelprs - pw) = 1
jiith

ahol A\j 2 a

T(lprs- o p)idl = (0FSE 0,p0) S22 (0,02) - S0 (9 n)

transzfer matrix egy-egy sajatértéke. Mint mar a sine-Gordon modellnél emlitettiik a
transzfer matrix interpretalhat6, mint egy inhomogén spinlénc transzfer métrixa. A sine-
Gordon modell esetén a spinlanc az X X Z Heisenberg lanc volt, igy az ottani ismereteinket
felhasznalva azt diagonalizalni tudtuk. Jelen esetben a spinldnc az inhomogén Hubbard
modell, igy a Hubbard modell megoldasait fogjuk felhasznalni [8].

A Hubbard lanc az y, (fermion) és ws magnonikus gerjesztéseket tartalmazza tetszo-
leges szamban és ezek kielégitik az alabbi BA egyenleteket

1 = Hya:x;{ @Hya

i .
o Yo = Ty | Ty 6ya+y_a_wﬁ_i

1 7
+y_a_w18+ﬁ

1

W5~ Yo~ 5~ 3
V=l ———11
a B~ Yo Ya 29 g4

wﬁ—wﬁ/+§

Az ezen megoldasoknak eleget tevd y,({p:}) , ws({p:}) gyokok segitségével a transzfer
matrix sajatértéke a kovetkezSképpen fejezhets ki

- +

Ty — Ya T
M(p|p1y -y pn) = | | ﬁ /I_li
« k a k

Ezzel az Osszes, a térfogatban inverzében polinomialis impulzus korrekciot meghatéroztuk.
Ha az impulzusok mar meg vannak az energia egyszertien

E(pi,...,pn) = ZE(pk) = Z\/l + 16928in2%
k k

A kovetkez§ fejezetben az ezekhez jaruld exponenciélisan kicsi, Liischer tipusi korrekcio-
kat vizsgaljuk.

4.3.1. Sokrészecskés allapotok Liischer korrekci6ja

Ebben a fejezetben az sl(2) szektorbeli multi-részecske éllapotok vezetd, BY egyenleten
tali korrekcidit fogjuk vizsgalni. A relativisztikus kinematikara megsejtett Osszefiiggé-
siinket fogjuk altalanositani. A leglényegesebb kiilénbségek, hogy a diszperziés relacid
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nem relativisztikusan invaridns, valamint, hogy a szoérasmétrix nem csak a rapiditasok
kiilonbségétsl fligg.

Jelolje az sl(2) szektorbeli 33 részecske indexét a. Mivel ezen gerjesztések egymason
diagonalisan szorodnak igy a csak a tipusi részecskéket tartalmazo allapot a transzfer
méatrix sajat vektora

e PPry) = N (1) 5920 (5, py) SE (B, o) . 5B (B pw)]

ai,...,an

A fenti kifejezésben minden a; indexre 6sszegezniink kell (a-ra nem). Az ai-re vald dsszeg-
zés egy nyomot definial. Mivel fermionikus gerjesztéseink is vannak igy a szupernyomot
kell hasznalnunk ezért vezettiik be a (—1)f-t, ahol F' a fermionszam operator. Az elmé-
letiinkben minden () toltésre léteznek kotott allapotok, igy a fenti transzfer matrixot a
kotott allapotokra is kiterjeszthetjiik. Ez annak felel meg, hogy az a; indexek a () toltéstd
abrazolas (4Q)? dimenzi6s index készletében veszik fel az értékeiket.

A csak a tipusu részecskéket tartalmazo allapot BY egyenletének korrekcidja

2nk7r = BYk(pl, .. .pn) + 5(I)k = pkL — ilOg H S‘m(pk,pj) + 5q)k
k#j
ahol a korrekcios tag sejtésiink szerint
asa aSgII:&Lla( pk) ara [~ —éa, (D)L
(S(I)k Z / |:Sa1a( >p1) . T SaNa(p7pN) e 1P

ai,..,aN

ahol é,,(p) az a; tipusu (akar kotott allapoti) részecske tiikor diszperzios relacioja. Ezen
egyenletek megoldésaval az impulzusok korrekciojat kifejezhetjiik 0 Py-val és igy a korrigélt
energia

EBi(L) = Z +2}; - (5BYk) 5D,

s

=S / PS50 (5, p1)S% (5, p) ... 5% (p, pa)] e PP (4.15)

ai,...,aN

alakot olt. Vegylik észre, hogy az energia vikuum polarizacios korrekciojat ki tudjuk
fejezni a transzfer matrix segitségével, de a BY egyenletek modosulasat mar nem.

A kovetkezs alfejezetekben ezen formulakat fogjuk ellendrizni a vezets rendben el&szor
a legegyszeribb kétrészecske allapotra, majd tetszdleges multi-részecske éllapotra. Végiil
a legegyszertibb esetben a vezetd utani rendd korrekciot szamoljuk Kki.

Konishi operator a BY egyenletbél

A legegyszeriibb sokrészecske éllapot, melynek nemtrivialis végesméret korrekcidja van
egy két-részecske allapot (p, —p) impulzusokkal. A mértékelméleti leirdsban operatorok
nyomanak anomalis dimenziojat irjuk le, melyek igy invaridnsak az operatorok ciklikus
permutéacidira. A részecskeképben ez a teljes impulzus eltiinését jelenti. Torténetesen egy
egyrészecske allapotra ez a p = 0 feltételt vonja maga utan, amely a szuperszimmetria
miatt minden térfogat esetén megmarad, igy szdmunkra az allapot nem érdekes.
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A két-részecske allapot BY egyenletei az sl(2) szektorban

, , (2] —23)(1 = =)
eszSsl(Q) (p’ _p)GQZG(ﬂE(I))ax(_p)) =1 : Ssl(2) (pl’ p2) = — T L

(z7 —23)(1 = 7=
1 %2

Ezeket a g = 0 pont koriil sorbafejtve rendrél rendre hatarozhatjuk meg a lehetséges
momentum értékeket. Tekintsiik elGszor a feloltoztets tazis g = 0 koriili sorfejtését. Ehhez
elgszor kifejtjiik a Bessel fliggvényeket

gntn B t292

+.)

és elvégezziik az integralokat c, s(g)-ben, melynek eredménye

2(2(;8%2()8'(_3 1_2)1!»9’"“‘2 (rts=3)Cr+s=2)+... (410

2

—i—s(r—i—s)(r—ks—1)!C(r+s)+...

Cr,s (g) =

Mivel g — 0 esetén z15 = a; 29~ + O(g) modon viselkedik, igy

X1, 22) = =26°(C(3) = 104C(3)) s + 0(9) (4.17)
143
Vagyis a fel6ltoztetd fazis jaruléka harmadrendben jelentkezik eldszor (g8, mert csak péros
hatvanyok vannak).
Az egyszertiség kedvéért tovabbi vizsgalatainkat az L = 2 térfogat értékre specifikaljuk.
Az impulzust p = >, p g% modon paraméterezve és a BY egyenletet iterativen megoldva,
azt kapjuk, hogy

p = %ﬁ +/3¢% + %ﬁ — 24V/3(1 + ¢(3))¢° (4.18)

Y3 (6714 960(C(3) + (51" + Os™)

Ezen impulzus értéket a diszperzios relacioba irva a kétrészecske allapot energiaja

Apy(g) = 2E(p) =4+ 129> — 48¢* 4 3364° — (2820 + 288((3))g®
+(26508 + 4320¢(3) + 2880¢(5))g" + O(g'?)

amely az AdS/CFT megfeleltetés értelmében a Konishi operdtor Tr(®?) anomélis dimen-
zi6jat hivatott lefrni. Vegyiik észre, hogy az impulzusban ¢*" rendben jelentkezd tagok
az energiaban csak egy renddel késébb ¢*"*2 rendben adnak jarulékot, mely a diszperzios
relacio speciélis tulajdonsaga. Osszehasonlitva az eredmény a mértékelméleti szamolassal
[41] allithatjuk, hogy az mar negyed rendben eltér. A tovabbiakban megmutatjuk, hogy
a két-részecske allapot Liischer korrekcidja éppen helyreteszi ezt a diszkrepanciat.

A Konishi operator vezets rendi Liischer korrekci6ja

A kétrészecske allapot energidjanak Liischer korrekcidja két forrasbol szarmazik. Egyrészt
a BY egyenletet kell moédositanunk

21 = pL — ilog [S2%(p, — Z / 3 (055224, p)) S (B, —p)] o~ Eay (H)L

ai,a2
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majd a modosult p + dp impulzus kifejezést kell a vakuum polarizaciokat is tartalmazo
energia formulaba befrni

B =28+ - Y [ )" S pS )] e P

al,a2

Mint késébb latni fogjuk mindkét integraltag nagysagrendje azonos (¢®). Korabbi meg-
jegyzésiinknek megfelelGen ez azt jelenti, hogy az impulzus vezets rendd korrekcidja csak
a vezetd utani rendben jelenik meg az energidban. Ezért a fejezet héatralevs részében csak
az energia vakuum polarizacios korrekcidjara koncentralunk.

Konkretizaljunk a fenti formulét a Konishi operator esetére. Az eredeti modell disz-
perzios relacidja egy @ toltést részecskére az Fuklideszi propagator

E2 + 1642 sin? % +Q*=0

polusfeltételébdl az Ep — —iE és pg — p elfolytatassal szarmaztathato. A tiitkormodell

diszperzios relacidja ezzel szemben az Ep — p és pgp — iE elfolytatéassal az aldbbinak
adodik [5]

B 1
Eqg(p) = 2arcsinh (Zm)
g

Mivel az eredeti ¢és a tiikormodell E < ip és p < i E kapcsolatban van igy

ahol 2% a tiikdrrészecske paraméterei mint a tiikérimpulzus fiiggvényei

zi:(ﬁz—;@< 1+Qiﬁ2 il)

A Konishi operator vezetd rendt Liischer korrekcioja ezekkel a paraméterekkel

%a.z/,A L) S0 o ) S ()

ahol a @) -ra torténé Osszegzést a tiikor kotott allapotokra, mig a b-re torténs Osszeg-
zést azok szabadsagi fokaira kell elvégezniink. A szérasmaétrix a tiikkor részecskék és az
eredeti részecskék szorasmatrixa. Az eléreszoras amplitudoja skalar és matrix részre fak-
torizalodik. A matrix részét a mellékletben szamoljuk ki. A skalar részt a szimmetrikus
abrazolashoz hasonloan a fuzidés modszerrel allitjuk elg. A tiikor kotott allapot (@ darab
elemi részecskét tartalmaz melyek a 2, = 2, kétési feltételnek tesznek eleget. A kotott
allapot paraméterei ezek utan z= = 27 és 27 = Q Ismert z* esetén z~-bol indulva a
komponensek paraméterei a

IR O S T A
a=glat =t oty (m =ty —4 (4.19)
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tomeghéj feltételbdl szarmaztathatoak. A szorés skalar része a fizios egyenletbdl kaphato

Q — + 1
sl sl sl 2T —xt 1l - o
Szt at) = [[s10GE ) o st et = T ()
i=1 z—xt
Vezets rendben szamolva a skalar részre
Sscalar,sl(Z) _3(]2 - 62@9 + 6261 - 3Q2 + 6Q — 4
Q-1 3¢2 + 6iQq — 6ig — 3Q% +6Q — 4
10 (4.21)
9¢* + 6(3Q(Q +2) +2)¢> + 3Q(Q + 2) + 4)? ’
a matrix részre pedig
Smatrix,sl(Z) _ 5184Q2(3q2 + SQQ - 4)294 (4 22)
o (¢* +Q*)*((3¢ — 3iQ + 31)* — 3)? '

adodik (lasd a mellékletet, ahol a tiikdrimpulzus p = ¢ val helyettesitettiik tipografiai
okokbol). Az exponenciélis faktor vezetd rendje

-\’ 164"
(zj) :m—F... (4.23)

az eredményeket Osszerakva és az integralt reziduum tétellel elvégezve azt kapjuk, hogy

num(Q) 864 1440
(9Q% — 3Q2 + 1)" (27Q°¢ — 27Q4 + 36Q2 + 16) @ Q
ahol num(Q) egy Q-beli polinom:
num(Q) =7776Q(19683Q" — 78732Q"° + 150903Q™* — 134865Q"*+
+ 1458Q" + 48357Q° — 13311Q° — 1053Q* + 369Q* — 10) (4.25)

Ezen kifejezést kell felosszegezniink a tiikor kotott allapotok @ toltésére egytsl végtelenig.
A két utolso faktor eredménye 864¢(3) —1440¢(5), mig a maradék egy egésszé Gsszegzddik
fel. Vagyis a teljes vezetd rendt Liischer korrekcio

AgE = (324 + 864¢(3) — 1440¢(5))g® (4.26)

amely méar megegyezik a mértékelméleti szamitasokkal.

4.3.2. Altalanos allapot vezetd Liischer korrekcidja

Ebben a fejezetben az sl(2) szektor altalanos 2M részecske allapotanak vezetd Liischer
korrekciojat szamitjuk ki, kiterjesztve el6zé fejezetbeli eredményeinket M = 1 -r6l. Ere-
detileg csak paros részecske szamu allapotokra szoritkozunk, hiszen erre kényszerit minket
az teljes impulzus elttinésének kényszere.
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BY egyenletek

A véges térfogatbol adodd BY egyenletek

2M
2 =

Ezek vezet6 rendid megoldésa a rapiditas paraméterrel irhato le a legtermészetesebben

1
u(p) = = cot 2\/1 + 1642 sin? g

2 2
ugyanis a ¢ — 0 limeszben a BY egyenletek uq, ..., us) megoldasait egy
M
P(u) = H(u —ug)(u+ug) = (u—u)(u+uy) ... (u—up)(u+un) (4.27)
k=1

ugynevezett Baxter polinomba rendezhetjiik, mely expliciten meghatarozhato és kifejez-
hetd egy hipergeometrikus fliggvény segitségével [50]

1
Az 6sszimpulzus elttinése miatt a részecskék (u;, —u;) rapiditas parokba rendezédnek.

Lischer korrekcid

Emlékezziink ré, hogy az energia végesméret-korrekciojanak két forrasa van, és hogy a BY
egyenletek modosulasabol szarmazo korrekcié csak a vezetd utani rendben ad jarulékot
az energidhoz. Vagyis a vezetd rendt korrekcié csupan a vakuumpolarizacios hatasokbol
jon. Ezek a 2M részecske esetén

= dp ~ 3a(> aia [~ —Eo, (P
ASE(L) = _/ _pSTral [Safg(p’ ul)saja (p7 u2) ce Salea(pv UQM)} € Ea (D)L (428)

a as
oo 2m

Ezen formula a korabbi két-részecskés formulank altalanositasa. Vezetd rendben az wuy
rapiditasokat a Baxter polinom gyokei adjak.

Most egyenként végignézziik a felmeriils tagokat. Az exponencialis faktor vezetd
rendje, mint korabban

= N\ L
e_EQ(ﬁ)L — e*?Larcsinh@ _ Z_ _ i L
zt (P2 + Q)L

A szoérasmatrix szamolasandl ¥ paramétereket a rapiditasokkal fejezziik ki.

2u + i 1642
+
— 11—
v == ( - (2u + @')2>

Minden egyes szérasmatrix faktorizalodik egy skalar részre és két kommutalo su(2|2)
kovarians rész szorzatara. A szoras matrix skalar része a fuzioval szamolhato. Korabbi
szamolasaink eredményét a rapiditasban kifejezve
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_ (p—i(Q — 1) — 2u)(2u +7)?
(P—i(Q@+1) —2u)(p+i(Q —1) —2u)(p+i(Q + 1) — 2u)

adodik.

A matrix rész szamolasanal kihasznaljuk, hogy a két su(2|2) rész faktorizalodik, igy
elégséges csak egyet kiszdmolni. A Liischer korrekcié szdmolasahoz csak a Sif, I,J =
1,...4Q matrixelemekre van sziikségiink, melyet ( mivel a szorasban az 1 index rogzitett)
4() dimenzios téren hatd méatrixként fogunk interpretalni és Sggitrm (u, g = p) -val jeloljiik.
Ennek bozonikus részét S B0, SB, S BQ-val mig fermionikus részét S F-el jeloljiik. Nézziik
végig szisztematikusan az O0sszes matrixelemet.

Az I = 1 bozonikus vektor csak énmagara szérodhat

SB0(g, u) := S1i(q,u) = a;(q,v)

Az I =35, 5 = 2,...,Q vektorok vagy énmagukra szérédnak, vagy a masik bozonikus
altér J = j + @ vektorara. Hasonlé modon a masik bozonikus altér J = j + Q) vektora
vagy onmagaba vagy I = j-be szorodik. Vagyis j = 2,...,(Q) esetén ezen szorasok egy
2 X 2-es méatrixot adnak

137 . 154Q .
SB(q,u,j+1) = ( Sij(gu.5) 5y (%%J))

1 . 15 .
S1;+Q(Q7uaj) 51}718((1,“,])
[ LHal(gw) + Lad(q, ) 199 02 (g, u)
= (O 7
e, ) 2920) 08 (g, u) + S5al3 g, )

Az I = @ + 1 indext bozon csak énmagéara szorédhat

1
g ok + Saaw

A fermionikus részek egyszeriibbek, csak onmagukra széorédhatnak

SBQ(q,u) = S; 811 (q,u) =

. : : Q-J J

Ezen valtozok bevezetése utéan a Lischer korrekeio a
00 2M 2M
* dq sl(2) si(2) 2 16g*
AE =— C; /_OO % g SQ—l (Q7 uk) <STr(l£[1 SQmatriz(Qv uk))) m

alakot 0lti, ahol a méatrix részt tovabb bonthatjuk

2M 2M 2M
STe([] 8% (@, un)) = ] SBO(g, w) + ] SBQg, ui)
k=1 k=1 k=1
Q—12M Q-1 2M
ST SFm ) + S (H SB(a uk,ﬁ) (1.29)
j=0 k=1 j=1 k=1

Mivel a teljes Liischer korrekcié csak ¢® nagysagrendben ad jarulékot és az exponencialis
faktor nagysagrendje g%, igy a matrix rész vezetS rendjének el kell ttinnie. ElSszor ezt
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ellenérizziik, majd minden mennyiséget kifejtiink masodrendig f(g) = fo(1+4g%0 f+O(g*)).
A kétdimenzios matrix diagonalizalasanal észrevehetjiik, hogy a vezets rend SB(q, u,k , 7)o
diagonalizalasa nem fiigg a rapiditasoktol uy. Ez lehet&vé teszi, hogy a bozonikus jarulékot
az [, SB*(q, uk, j)o egyes sajatértékek szorzatanak osszegeként frjuk. Konkrétan

2uk+i
2uk—i

i+ 20+ q —iQ — 2uy

SB* o =

; SB_(Qauk7j+1>:SB+(Q7UI€’])

Quk—i—z

Mivel a rapiditasok parban vannak, igy a faktor kiesik és az Osszegzések hataréanak

eltolasaval a két bozonikus sajatérték Jaruleka azonos alakra hozhat6. Erdekes moédon a
két kiilonallo bozonikus rész jaruléka kiegésziti az el6z6 6sszegzéseket oly modon, hogy a
teljes jarulék

2M Q—-12M Q—-12M
sl(2 . )
STI'(}H San()ztri:p(Q7uk>)0 = _220]!‘_[15F<q7uk7j)0+2 50]! !SBJF(q,uk,j)O
= 7= = 1= =

Az is ellendrizhets, hogy a bozonikus és fermionikus részek jaruléka megegyezik minden

j-re: (SF(q,up, 7)o = SB*(q,up, j)y/ 241 igy a vezets rendje a matrix résznek tényle-

2up—1

gesen elttinik.
A kovetkezd rend szamolasanal szisztematikus ki kell szamolnunk az el6z8 kifejezés
minden egyes tagjanak sorfejtését és a jarulakukat fel kell 6sszegezniink. Eredményiil

STr(HSQmatm q,uk) =g Z(i_[SB (q,uk,J )ZéSBF q, Uk, J)

adodik, ahol a vezeté utani korrekcio

16 1 1
0SBF ) = o
(Q,ukaj) 1—|—4u% [2j—z’q—@ 2(j+1)—z'q—@}

Ezen kifejezést k -ra felosszegezve észrevehetjiik az S; (M) harmonikus 6sszeg megjelenését

2M

16 7
2 gy~ SHON =82

amely a Baxter polinomot definialé hipergeometrikus fliggvény sajatossaga [50]. A (4.27)
Baxter polinomot felhasznélhatjuk eredménytlink egyszertsitésére is

NI’—\

P(3(q —i(Q — 1) +1j))
P(3(q —i(Q —1)))

HSB+<Q7ukaj)0 =

Erdekes modon a teljes végeredmény is kifejezhets a Baxter polinommal

AE = 69" 5] /oo 21 R(q, Q) (¢* + Q?)?

ahol

R(2.Q) = P(3(a—i(Q ~ D)P(3(a + (@ ~ )P(5(a +HQ + 1) P(3(a—i(Q + 1))
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és

_ ZQZl[zj_fq_ o) P (b i@+ )

J=

Egy alternativ médja a formula felirdsanak

ZP( (g —i(Q — 1))) P(%(Q"‘Z(Q— 1)>)

T
70 710 +T(q,Q)

T(q,Q) =

ahol

&P (Hg—i(Q 1) +ij) — P (3g—i(Q+1)) +1j)
; 2 —i1—Q

A Baxter egyenletet a hipergeometrikus fliggvényen keresztiil kiterjeszthetjiik paratlan
részecskeszam esetére is [50]. Ekkor egy kivételével minden részecske parba rendezhetd
ur = —u_g. A kivételes részecske rapiditasa ug = 0 és impulzusa pg = 7, amely nem fizikai
az eredeti AdS/CFT modellben. Viszont a modell 5 deformalt valtozataban mér igen,
igy megkisérelhetjiik modositani formulankat, hogy ezen éallapot Liischer korrekcidjat is
lefrjuk. Eléirva a vezetd rend elttinését az S-matrixot tgy kellett moédositanunk, hogy a
fermionikus részecskék ne adjanak jarulékot. Ekkor a paratlan részecskeszamu allapotok
csak T'(q, Q) -ban kiillonboznek a parosaktol

. = 1 1 1, 5
(e, Q) = Z[%—zq—@*z(ﬁl)—z’q—cz]P<§(q_l@_1))+”>

J=

A Liischer korrekcio6 integraljat ezek utan tgy széamoljuk, hogy a konturt a felss fél sikon
zarjuk be és a reziduum tételt hasznaljuk. Két féle polust talalhatunk. A g = i@ polusnak
kinematikai eredete van, hiszen az nem fiigg a szorasmatrixtol. Ezzel szemben a R(q, Q)
fiiggvény polusai u,-fiiggéek vagyis azok a Liischer korrekcid p tagjainak felelnek meg,
és a részecskék virtudlis bomlésaihoz tartoznak. Mivel a gyenge csatolasti hataresetben
a részecskék még virtualisan sem képesek elbomolni, igy ezen polusok jarulékanak el kell
tiinnie. Az explicit szamoléas ténylegesen is azt mutatta, hogy habéar az egyes polusok
jaruléka nem ttinik el, de azokat az Osszes kotott allapotra felosszegezve a jarulék mar
tényleg nulla. Osszefoglalva tehat allithatjuk, hogy a vezetd rendi Liischer korrekciohoz
elég a ¢ = i) kinematikai szingularitas polusanak reziduumat venni.

Ha az integrandus reziduumat vessziik ¢ = 1()-nal a Baxter polinom derivaltjai jelen-
nek meg a +% és +£ + iQ helyeken. A formulak réviditése érdekében bevezetjiik a

U(+Q) = P(i% +iQ)

polinomot, melynek () = 0 nal az alabbi kifejtése van:

U(Q) =1+25 Q+2(S7 + S-2) Q* +
A tovabbiakban hasznélni fogjuk az egymasba dgyazott harmonikus 6sszegeket

2M

S”an ..... ng (2M> = Z

J=1

(_ 1>sign(n1)
gl
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és az argumentumot ha egyértelmid nem irjuk ki.
A reziduum vétele utéan a kapott kifejezést racionélis tortek Gsszegére bontjuk.

A5 A4 Ag i+7<5
22 2 + =2 + 4 :
QS Q4 QS Z z Q)j
Explicit szamolas eredményeképpen [27]
As =10 5 Ay =U"(0) = 4U'(0)* +12(9T (g, Q))l4=ie=0

adodik, ahol kihasznaltuk, hogy U(0) = 1 és, hogy Ay = 12(T(0,0) + U'(0)) = 0 = Ay =
Ay, Az Ai;(Q) kiszamitasa nagyon kériilményes igy azok jarulékét mashogyan szamoljuk.
Kihasznalva, hogy (09T (q,Q))|4=ig—0 = S? — S_5 a vezetd Liischer korrekciora

AE = —128¢%S? [5¢(5) +4S_2C(3) + ... ]

adodik, ahol az eddig nem szamolt részek nem tartalmaznak ¢ fiiggvényeket. Ertékiiket a
maximalis transzcendentalitdsbol rogzithetjiik, amely el&irja, hogy csak olyan harmonikus
Osszegek jelenhetnek meg melyek rendje 5 és nem tartalmaznak S_j-et. Mivel ez egy
véges dimenzios tér, igy egy bazist felvéve és véges sok korrekciot egzaktul kiszamolva az
egyttthatokat rogzithetjiik. A végsé eredményre

AgE = 128¢°S7 [=5((5) — 45 _9((3) — 2S5+ 255+ 4541 — 4S5 9 +4S 5 53— 85 5 _51]

adodik. Ezen formula M = —1 + w nem fizikai helyre torténd elfolytatasa kapcsolatba
hozhato a Batalin-Fadin-Kuraev-Lipatov (BFKL) elmélettel, mely tokéletes egyezést mu-
tatott [27], alatdmasztva ezzel mind az AdS/CFT kapcsolatot, mind pedig a hadronszo-
rasokat a Regge kinematikaban leir6 BFKL elméletet.

4.3.3. Konishi operator vezets utani rendi korrekcidja

EmlékeztetGiil a Konishi operator végesméret korrekcioja két forrashol szarmazik. Egy-
részt a BY egyenleteket kell a vakuumpolarizéacios effektusokkal modositanunk

2 = pL—ilog[Sha(p, —p)] —
= r2dp (2 I o+ + .E b(33)
_ == (=1 [(8559-1(z", 2 (p))) Sq-1(z", (_p))]b33
[ o (5) Xt ltose : ®

majd a modosult p + dp impulzus kifejezést kell a vakuum polarizaciokat is tartalmazo
energia formuldba beirni

AE—2—5p Z/ ( ) S (1" [Sa1 (2%, 2% (p) o1 (5,25 (=p)] o

Mivel Z—E nagysagrendje g2, igy az impulzus modosulasa csak egy renddel késsbb jelenik
p . .

meg. Ez azt jelenti, hogy a BY egyenlet moédosulasat negyed rendben, mig a vakuum-

polarizécios effektusokat 6t6d rendben kell szamolnunk. Az impulzus moédosulasa vezets

rendben nagyon hasonlé az energia korrekcié vezets rendi szamolasahoz, csak a korabbi
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szamolasokban még derivalnunk kell p szerint is. A vakuumpolarizicids szamolasnal egy
1j jelenség, hogy a korabban elhanyagolt feloltoztets fazis a vezeté utani rendben jaru-
lékot ad. Szamoljuk most ki ennek jarulékat. Feltételezziik tehat hogy a y(z1,x2) fazis
szamolasanal az elsé argumentum a tiikor kinematikaban van x; = a;'g + O(g?), mig
a masodikat a fizikaiban tartjuk zo = asg™ 4+ O(g). Megvizsgalva a ¢, 5(g) egyiitthatok
skalazasi tulajdonsagait észrevehetjiik, hogy azok vezets rendje ¢" 572, A x1 ™22~ kifeje-
zés viszont ¢°~" hatvannyal kezdddik. Ez azt jelenti, hogy a vezets rész az els§ Osszegzés
r = 2 részébdl jon:

X(l'l;l?) _ Z 62,5(9) 1 + O(g4>

= (s —1) 2ty

Ez szoges ellentétben van azzal az esettel, mikor mindkét részecske a fizikai kinematikaban
volt, hiszen ott csak par egyiitthaté adott jarulékot a vezets rendekben. Felhasznélva cs g
kordbban meghatarozott vezetd rendi viselkedését azt kapjuk, hogy

Wom) = £ 3 vcos(5(s ~ 3)aic(s) + Olo')

2

= L(Si(=ia) + Si(iar)) + O(g*)

az

dlog'(z)

ahol az Si(n) = >_,_, ¢ harmonikus sszeg analitikus elfolytatasa a U(z) = =5

k=1 %
digamma fiiggvényen keresztiil van definidlva:

z—Z(QyE + V(1 —iay) + V(1 +iay)) + O(g*)
i—z% T W(—iar) + Wliay)) + O(g")

X(xth) =

ahol vg az Euler alland6. Ez a szdmunkra is fontos szorasi amplitudora azt adja, hogy

32

(96 + 30 (500~ Q) + 3u(36a+Q))  (@30)

Ezutdan minden korabbi mennyiségiinket kifejthetjiik egy renddel tovabb. Az integrélt
reziduum tétellel szamoljuk. Természetes moédon a dinamikai polusok jarulékat a kotott
allapotokra felosszegezve ismét nullat kapunk. A ¢ = i@ kinematikai polus jarulékabol
jove tagok felosszegzés utan az elegans

AU — _11340 + 2592¢(3) — 5184¢(3)? — 11520¢(5) + 30240¢(7) (4.31)

w

alakot Oltik. Ezzel meghataroztuk a Konishi operator vezeté utéani rendd korrekcidjat
is [25]. Sajnos a kozvetlen mértékelméleti szamolasok még nem tartanak ott, hogy az
eredmény ellenérizhets legyen.
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Peremes integralhaté modellek
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Ebben a részben a periodikus rendszerek esetén kapott eredményeinket altaldnositjuk
integralhato peremfeltételek esetére. A modellek targyalasa teljes parhuzamban torté-
nik a periodikus esettel, és most is a sinh-Gordon, sine-Gordon és Lee-Yang modelleket
hasznaljuk az eredmények szemléltetésére.

A vizsgéalatok soran feltételezziik, hogy a modellt mar megoldottuk periodikus ha-
tarfeltétellel. Célunk ezutdn megkeresni az integralhaté peremfeltételeket és a peremes
modelleket megoldani. A targyalas soran a periodikus esethez képesti kiilonbséget hang-
silyozzuk és az 1uj fogalmakat vezetjiik be.

El6szor a klasszikus integralhatod peremfeltételeket vizsgaljuk, majd az egzakt megol-
désok vizsgalata kapcsan bevezetjiik az aszimptotikus kezd6 és vég allapotokat 6sszekotd
reflexiés matrixot. Ezutan a modellek kvantalasahoz fogunk. A Lagrange-i keretben a
reflexios matrixot a korrelacios fiiggvényekkel fejezziik ki, melyek analitikus szerkezetét
kiilon analizaljuk. Az énmegoldé keretben az el6zGekben kapott altalanos tulajdonsago-
kat az integralhatosaggal egészitjiik ki, melyek a reflexios matrix faktorizaciojat vonjak
maguk utan. Ennek alapjan a multi-részecske reflexios matrix paronkénti széorasmatrixok
és egyenkénti reflexios métrixok szorzatara bonthaté. Az egyrészecske reflexios matrix tel-
jesiti az unitaritasi, keresztezett unitaritasi és maximalis analitikusséagi feltételeket, mely
lehetGséget teremt egzakt dnmeghatarozasara. A reflexiés matrix ismeretében a peremen
lokalizalt operatorok alaktényezGire axioma rendszert irhatunk fel, melynek megoldaséaval
a peremes korrelatorok elvileg kiszamolhatoak és a modell fél végtelen térfogatban teljesen
megoldhato.

A véges térfogati megoldashoz nagy térfogatokra a BY egyenleteket kell a két pere-
men torténd visszaverddéssel kiegésziteni, mig kisebb térfogatok esetén a TBA egyenletek
peremes megfelelGjét kell megalkotnunk.
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5. fejezet

Peremes integralhaté6 modellek
klasszikusan

Ebben a fejezetben azokat a peremfeltételeket vizsgaljuk, melyek megérzik a sine-Gordon
modell integralhatosagat. Az integralhaté peremfeltételek esetén meghatarozzuk a klasszi-
kus megoldasokat, vizsgaljuk azok idéfejlédését, végiil bevezetjiik a reflexios matrix fogal-
mat.

5.1. A klasszikus sine-Gordon modell

Vizsgaljuk a sine-Gordon modellt az = > 0 fél végtelen térben valamely U(yp) peremes
potenciél jelenlétében

1 m?

(01p)? — 5(0pp)® — —5 (1L — cos Bp) | — 6(x)U(¢p)

1

A hatés variaciojabol a 0,(0,pdyp) tag parcialis integralasa utan a témbi mozgasegyenlet
mellé még peremfeltételt is kapunk

dU (¢)

Dop = —— 2
' do

A periodikus peremfeltételnél talalt ().s megmaradé mennyiségek a

0_Toy1 = 040, ) 01T o1 =0-O_444

végtelen sok megmaradasi torvény kovetkezményei, melyek a tombi potencidl specialis
alakjabol kovetkeznek. Mivel a peremes potencidl lokélis, igy annak hatasa a peremre
korlatozodik és a tombi egyenleteket nem befolyasolja. Hatéssal van viszont a megmarado
mennyiségekre. Képezve ugyanis a

0 0
Qs = / (Ts+1 - ®s—l)d$ ; Q—s = / (T—5+1 - @_5_1)d1‘

— 00 —00

mennyiségeket azok
' 0 0
Qis = / O(Test1 — Oxs1) = / Op(Tis41 + Oxs—1) = (Tst1 + Os-1)]o—0
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id6 derivaltja nem tiinik el, mint a végtelen egyenes vagy periodikus peremfeltétel esetén.
Természetesen az impulzus tipust Qs — Q) mennyiségektsl nem is varhatjuk el a peremes
esetben, hogy megmaradjanak. Az energia tipust Q)5 + ), kombinacioknal viszont re-
mélhetjiik, hogy modosithatoak legyenek gy, hogy megmaradjanak. Megkovetelve, hogy

Qs + Q—s - (TS+1 + @s—l + T—s—l—l + @—s—l)|x:0 - _ates

a Qs+ Q_s + 05, mar megmaradd mennyiség. Konkrétan a sine-Gordon modell esetében

m2

1
Too=5(0:9) 5 ©G0o=-V(p) = 3

(1 — cos Byp)

Vagyis az s = 1 megmarad6 mennyiség feltétele
(15 +T_5 + 20¢) |30 = =002 = U (p)

ami a peremfeltétel miatt minden U(p) potencial esetén teljesiil. A megmaradd mennyiség
természetesen az energia. Hasonlé médon megkovetelve az energia tipusi megmarado
mennyiség 1étét s = 3 esetén:

1 1 m?
Tiy = 5(8i<p)2 - §(8i90)4 ; O4r = @(aﬂﬂy(l — cos )
a peremes potencidlra az U’ (p) = —’%QU (p) egyenlet adodik, melynek legaltalanosabb

megoldasa
Up) = Mo <1 - COS(g(SO - 900)))

mely két tetszéleges paramétert tartalmaz. Két extrém hatareset kiilonosen érdekes:
My — 0 esetén a 0d,p = 0 Neumann, mig az My — oo esetben a ¢ = g Dirichlet
peremfeltételt kapjuk.

A sinh-Gordon elméletet a 3 — ib helyettesitéssel kaphatjuk. A gyenge csatolasu
limeszben (b — 0 vagy 5 — 0) mindkét elmélet a Klein Gordon elméletre redukalodik
Neumann peremfeltétellel.

Mivel a perem a tombi mozgéasegyenleteket nem befolyasolja csak a peremfeltételt ir
el6 az origbban, igy a sztatikus megoldasokat is csak a korabban meghatarozott szoliton és
antiszoliton megoldasok kozott kell keresniink. Ezen megoldasok egy szabad paraméterrel
rendelkeztek

4
o(zr) = j:B arctan(e”™@=0))
nevezetesen a szoliton/antiszoliton helyével. Ezt a paramétert mindkét esetben megva-

laszthatjuk tgy, hogy a
_Ms . (5
Opp = ——sin | (v — o)

peremfeltétel teljesiiljon. Konkrétan a Dirichlet peremfeltétel esetén

+ tan ggoo = e

A két megoldas koziil az egyik a klasszikus alapallapotot adja, mig a masik egy a peremre
lokalizalt gerjesztésnek tekinthets. A Neumann peremfeltétel esetén a megoldésok ¢ =

0, %r, amely a szoliton és antiszoliton megoldas specidlis hataresete.
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Az az eljaras, melynek sordn a tombi mozgasegyenlet megoldasai koziil valasztjuk ki
a peremfeltételeknek eleget téviket az id6fliggd megoldasokra is mitkodik. A kétszoliton
megoldas példaul minden idépontban a ¢y = 0 Dirichlet peremfeltételnek tesz eleget

&

A szoliton-antiszoliton megoldas viszont a Neumann peremfeltételnek

v sinh may
cosh muty

4
wss(x,t) = — arctan <

sinh mut~y )

4
ss\dy t) = — t
#ss(,t) 6] arctan (v cosh may

Ezen megoldasok fizikai interpretacidja viszont lényegesen kiilénbozik a tombi esethez
képest. A tavoli multban (t — —o0) példaul a megoldas

At logv

pus(at) ~ pul( (SO Fella—olt= S ¢ Ar= 2.8

egy szoliton és egy antiszoliton Osszegére esik szét. Viszont ezek koziil csak a szoliton van
az x > 0 fizikai térben az antiszoliton nincs. Vagyis a megoldas a perem felé halado v
sebességi szolitont ir le. A tavoli jovében (¢ — oo) ismét csak szoliton és antiszoliton
Osszege, viszont most az antiszoliton van a fizikai térben és téavolodik —v sebességgel a
faltol

At

pus(1) % pul (i 0(t = S) + sl (e + 5))

Osszehasonlitva azzal az id6fejlédéssel ami torzitatlanul forditotta volna vissza a szolitont
a kovetkezsket vehetjiik észre. A visszaverGdés kozben a szoliton tipusa megvaltozott,
vagyis a topologikus toltést nem 6rzi meg a Neumann perem. (Csak a Dirichlet 6rzi meg).
A visszaver6ds antiszoliton sebességének abszolit értéke valtozatlan csak id6 késésben van
a torzitatlan szolitonhoz képest. Az id6késés elGjele azt mutatja, hogy a perem vonzza
a szoliton, vagyis remélhetjiik kotott allapot létezését. Es valoban, a sebességet v — iu
modon elfolytatva pgs-bol egy idében periodikus, a peremre lokalizalt gerjesztést kapunk

sin mut~y )

4
1) = — arct
ol 1) I¢] arctant (u cosh may

mely a peremszuszogo nevet viseli.

A peremes rendszer altalanos megoldasat is elgallithatjuk mint a témbi megoldéasok pa-
ramétereinek olyan megszoritasat, melyben a peremfeltételek teljesiilnek. Osszességében
allithatjuk, hogy minden megoldés a tavoli miltban jol szeparalt nem kolcsénhaté szoli-
tonok, antiszolitonok és szuszogodk Osszegeként irhatd, melyek mind kiilonb6z6 sebességgel
mozognak a perem felé. Sebességiik nagysaga szerint vannak rendezve: a leggyorsabb van
legbalra. A tavoli jov6ben a részecske tartalom ugyanaz marad, a sebességeknek csak az
elgjele valtozik és mindenki tavolodik a faltol. A visszaver6dés kdzben a részecskék sor-
rendje felcserél6dott majd szorodtak a falon, majd a sorrendjiik megint felcserélgdott és
megint a leggyorsabb van a peremtdl a legtéavolabb. A kolcsonhatéas az 6sszegyjtott idSkeé-
sésben jelentkezik, mely érdekes modon az egyes kétrészecske idGkésések és egyrészecskés
visszaverddések Osszege. Ezen érdekes tulajdonsagok a rendszer integralhatosaganak a
kovetkezményei.
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6. fejezet

Peremes modellek kvantumelmeélete

Ebben a fejezetben a peremes modelleket kvantalasaval foglalkozunk. Az elsé rész a nem
feltétleniil integralhaté modellek Lagrange fiiggvényen alapul6é perturbativ kvantalasaval
foglalkozik és tetszéleges téridé dimenziora konnyen kiterjeszthets [13]. A masodik rész a
peremes integralhaté modellek esetén fogalmazza meg az 6nmegold6 programot.

6.1. Lagrange-i kvantalas

A Lagrange-i keretben a modellt szétbontjuk egy megoldhat6 szabad rész és a kolcson-
hatasokat tartalmazo rész Osszegére, melyet perturbativen vesziink figyelembe. A témbi
megoldashoz képest a kiilonbség csak a fizikai tartomanyban van

1 m?

£=0(-0) | 300" - 300 = 2| = [H-0)V (0) + 3000

ahol a szabad rész most a Neumann peremfeltételnek tesz eleget és a perturbaciok \7(@) =
%2904 + ... atombben és a U(yp) = Moggzﬂ + ... a peremen.

A szabad modell kvantaldsanal azon tombi megoldasokat kell valasztanunk, melyek a
Neumann peremfeltételeknek tesznek eleget

S . |
ol 1) = /0 sy A0 0 ()0 cos(ka)

ahol a keltd és elttinteté operatorok csak pozitiv impulzusokra vannak definialva, & > 0
és kielégitik az alabbi felcserélési torvényeket:

la(k),at ()] = 2m2w(k)S(k — k) w(k) = VE2 +m2
A Hilbert tér csak pozitiv k-ju részecskéket tartalmaz :
at(ky)...at(k,)|0) = |k1,.. . kn) a(k)[0) =0 ; k; >0

Ezek energia sajatallapotok . w(k;) sajatértékkel. A k paramétert a részecske impulzu-
saként fogjuk interpretalni. Noha az impulzus nem megmaradé mennyiség a k(w) Ossze-
fiiggés lehetGséget teremt a paraméter bevezetésére. A Feynman propagator konnyen
kiszamolhato:

ro ko Z —7 vy 7 CC—Z‘/ T 55/
O (eola Dl O)0) = [ Gy mgmmgee ) (e g rhtensh)
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Perturbativ definicio

A kolesonhato elméletet most is a kolesonhatasi képben definialjuk, melyben a korrelacios
fiiggvények a

(01T (ol t1) - - - po(@n, tn) exp {i [ d*xLi(p0(2)) })]0)
(01T (exp {4 [ d®xL1(po(2)) })|0)

formuldbol szarmaztathatoak, csak most a graf szabalyok kicsit modosulnak. Két féle
vertexiink van, a témbben lokalizalt V vertexei, melyeket teli pontokkal szemléltetiink, és
a peremes U kolesonhatésnak megfelel tires pontok. Propagator is kétféle lehet, a direkt
(tombi) egyenes vonalak és a (peremrdl) visszaver6ds szaggatott vonalak. Ezutéan a graf
szabalyok [13, 12]:

T (p(z1,t1) - - - (0, )|0) =

e Rajzoljunk fel minden topologialig kiilonbo6zé grafot az adott szamu kiils6 vonallal

e minden belsd (egyenes és szaggatott) vonalhoz tartozzon egy propagator m

(k,00) (k,0)
o——0 Q@

e minden N labd tombi vertexhez rendeljiink hozza egy im?b™ 2 szam szorzot és

rojuk ki az energia-impulzus megmaradést ugy, hogy a szaggatott vonal az impulzus

értékét forditsa meg.

=z
1/ N

. 21 - e . M L, , e .
e minden M labu peremes vertexhez rendeljiink egy ZMOSW szorzot és rojuk ki az
energia megmaradast

’

-=

[ =
1/ M

e integraljunk minden olyan belsé impulzusra melyet a megmaradési torvények nem
rogzitettek

e az eredményt osszuk le a graf szimmetria faktoraval

Ezek a szabalyok elvileg definidljdk a modellt, hiszen segitségiikkel minden korrelacios
fiiggvényt rendrdl rendre kiszamithatunk.

A témbben korabban talalt divergenciék itt is jelentkeznek és ugyanazokkal az ellen-
tagokkal eltiintethetGek. A peremes elmélet 1j jellegzetessége, hogy peremes divergenciak
is megjelennek, melyeket a peremes potencial ellentaggal torténé renormaélasaval lehet
eltiintetni:

Ulp) = Moleosh 2 (9 o) ~ 1) 1= Ul) = Uor(sp) = (My — 5Mo)(eosh 5 (o — ) ~ 1
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Az ellentag egy hurok szamolas esetén a kovetkezonek adodik [13]:

5 pr—

_M0b2 /
VP° +m2

A perturbalé potencial alakjanak megmaradéasa a renormélds soran a peremes modell
kvantumos integralhatosagat sugallja.

A tombi rendszer szorasmétrixdnak a peremes rendszerben a sokrészecskés reflexios
matrix felel meg. Emlékezziink vissza, hogy aszimptotikusan nagy id6kre a részecske ger-
jesztések jol szeparaltak mind egymastol, mind pedig a peremtdl, igy szabad rendszerként
tekinthetiink rajuk. Ezért is definidltuk a Heisenberg és a kolcsonhatéasi kép egybeesését
a tavoli multban:

lim o(z,t) ~ lim Z2p0" (2, 1)

t—Foo t—Foo

ahol Z a tombi hullamfiiggvény renormalési allando és a terek kanonikus normélasért
felel6s. Az aszimptotikus allapotokat kelté operatorok a terekkel a kovetkezSképpen fe-
jezhetGek ki

a® (k) = 22'/ dx cos(kx)e™ ()t O g’ (x, 1) o a®(k)t = (a® (k)T

—0o0

Ezen operatorok keltik az aszimptotikus allapotokat
Ky, oo kn)® = a® (k). a®(k)T|0) ki >0

melyek energia sajatallapotok és melyeket a reflexiés matrix kapcsol Gssze:

Ry, = (véglkezdet) ; R =U(oo, —0) = Texp{ /d xﬁl(wo)}

c s

A legegyszeriibb nemtrivialis R-matrix elem az egyrészecskés Vlsszaverodesi egylitt-
hato:
ki<k2|kl>be = R(k1|k2)(27r)2w(k2)5(k:1 + k‘g)

ahol az energia megmaradast atirtuk a momentum valtozora. Vagyis a kezdeti allapotban
a k) = y/w? —m? mig a végallapotban a ko = —\/w3 — m? valtozo cserét hajtottuk végre.

A redukcids formulaknak levezethetjiik a peremes megfelel§jét, csak most a parcialis
integralas soran a peremes tagot is meg kell tartanunk [12]

ki(kalk1)pe = szétest + Z Dy Dy (0] (¢(1)¢(2))]0)

ahol ¢(7) a ¢(x;,t;) roviditése és
/ da:/ dt cos(kyz;)e” @k, ; 0,=0; =0, +m*+ ()0,

A D; operéator fizikai jelentése ugyanaz mint a tombi esetben: kiils§ lab amputalasa és
tomeghéjra tevése. A peremes esetben [J; tartalmaz egy 1j tagot a tombi esethez képest. A
régi tag a perturbéacioszamitas azon tagjait amputéalja, melyek tombi vertexszel kezd&dnek,
mig d(x)d, a peremes vertexszel kezddskkel teszi ugyanezt [12]. Végiil az inverz Fourier
transzformacié tomeghéjra teszi a részecskét. A kezdé allapotoknak a D; operatora most
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is adjungéltja D;-nek, igy a keresztezési Osszefiiggések is azonosak. Ezen definicidok utéan
lehetséglink van a sinh-Gordon modell minden peremfeltétele esetén az R-matrixédnak
rendrdl rendre torténd meghatarozasara.

Vizsgaljuk most meg altalanosan, milyen szingularitésai lehetnek a perturbaci6 egyes
tagjainak és, hogy ezek hogyan 0sszegzddnek fel a korrelacios fiiggvény és a reflexios métrix
szingularitasaiva. A perem bevezetése elrontotta a térbeli eltolasokra torténd invarianciat,
igy a kettds impulzusoknal kiilonbséget kell tenniink, impulzus k£ és energia w kozott.
Tekintsiink egy altalanos Feynam diagramot N kiils6 labbal, melyek energia-impulzusai
(wi, ki). Az altalanos amplitudo

K

/Hd% dX]H — 72— m* +ie)! (6.1)

7j=1 r=1

ahol ¢; a hurok impulzus, mig x; a hurok energiakat jeloli. Ezek szama nem feltétleniil
egyezik meg, mivel peremes vertexek jelenléte esetén tobb energia megmaradasunk van
mint ahany impulzus megmaradas. A belsd vonalak energia-impulzus vektorat (p,., 7, )-vel
jeloltiik. Feynman paraméterezés utan az amplitudo

/quz dXJTH/ doy;d Z&l_1> [Zar — 72 —m? + ie)

alakba irhato. Mint a tombi esetben a hurok energiak és impulzusok kiintegralédsa soran
az € — (0 hataresetben szingularitasokat kapunk amennyiben

-1

a. =0 vagy p?—wf—mzz() , o r=1,...,1

I
ai (Z o, (p} — 72 —m? + >) ~0 (6.2)
i r=1

a,(p; —m —m” +ie) | = — am | =0 (6.3)

A hurok energiadkra vonatkozo egyenletek megegyeznek a tombi egyenletekkel és a hurok
impulzusok kifejezése utan
Z a;p; =0

i€tetszSleges hurok

adodik.

Vizsgaljunk most egy olyan hurkot mely csak tombi csticsokat tartalmaz és vizsgéaljuk
az impulzus integralt. Minden tombi propagatorhoz rendeljiink ¢ = 1-et a reflektélt
propagatorokhoz pedig ¢ = —1. Az impulzus megmaradas azt jelenti, hogy

7T2:€17T1+l1; 7T326271'2+l2:€16271'1+6211+l2;...

és altalaban '
7

7T7;:H€j7T1+H€jl1+"'+ H E]lk++l1

j=1 j=2 j=k+1

Az impulzus delta fiiggvény § (eama 4[4 — 1) eredményeként 7 = pam +. .., ahol p; =
H;Zl ¢; kodolja az impulzus paritdsat. Ha korbemenve py = —1, vagyis Osszességében
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6.2. 4bra. Peremes vertexszel kezd6dé és végzdds ut

paratlan visszaver6dés tortént a delta fliggvény kifejezi mi-et l-el és az integrélas utan
nincs szingularitds. Ha viszont pus = 1 0Osszesen paros visszaverGdés tortént, akkor a
(m = x1) valtozora integralas marad és hozza az alabbi Landau egyenletet rendelhetjiik

picym; =0 (6:4)
2

ic€tetszbleges hurok

Tekintsiink végiil egy olyan utat mely peremes csiiccsal kezdddik és végzddik. Az
el6z6 szémolast alkalmazva 74 = pa_1m + .... Mivel nem zéarul a kor, igy m; hurok
impulzusként szolgal melyre integralni kell. Ez a

>

each path

Landau egyenletet eredményezi. Ezen egyenletek Coleman-Norton tipusi interpretacioja
a kovetkezs. A korrelacios fiiggvényeknek szingularitdsa van minden olyan esetben mikor
rajzolhatunk egy tomeghéjon 1évS részecskéket tartalmazo téridé diagrammot a kovetkezé
szabalyokkal. A kdlcsonhatési tombi pontokban mind az impulzus mind pedig az energia
megmarad. A tombi vertexek egyenes vonalak, melyek a perem egy oldalan maradnak, az
impulzust fordité vonalak viszont visszaverddnek a peremtsl. A peremes pontokban csak
az energia marad meg az impulzus nem . Az irodalomban a reflexiés métrix szingularité-
sahoz tartozo diagrammokat Coleman-Thun (CT) diagrammoknak nevezziik.
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6.2. Onmegoldo kvantalas

Ebben a fejezetben a peremes integralhaté modell 6Gnmegoldé kvantalésaval foglalkozunk.
Feltételezziik, hogy a modellt méar megoldottuk a témbben az 6nmegoldé keretben és most
azt vizsgaljuk, hogyan terjeszthetjiik ki a megoldast integralhatoé peremek esetére.

6.2.1. Aszimptotikus allapotok, reflexiés matrix

Vizsgaljunk egy integralhato elméletet, melyben csak egy részecsketipus van m tomeggel.
A gerjesztések lehetnek peremes vagy tombi részecske gerjesztések. Az utobbiak aszimp-
totikusan nagy id6kre tavol vannak a faltol és egymastol és, noha a perem jelenléte sérti
az eltolasinvarianciat mégis, hasznélhatjuk rajuk a rapiditas paraméterezést. Az energia
tipusi mennyiségek tovabbra is megmaradnak és egy peremtdl tavoli részecskére értékiik

Es = (Qs+ Q_s +95)(0) = 2qs cosh(sh) + e

ahol eg a perem jaruléka (¢) a megmarado toltéshez. Aszimptotikus kezdd allapotban a
rapiditasok
A;;(QI)AI;(QH)\O) |¢91,... >be ; 61 > e >9n >0

mig a végallapotban mikor minden szoérodas és visszaverddés mar befejez6dott
Feltételezziik, hogy mindkét allapot sajatallapota a végtelen sok megmaradé toltésnek
Eq|01,...00)0 = (es + Z 2q; cosh(s0;))|01, ... On)e
i=1

A kezdeti és végs6 allapotokat a reflexios matrix kapcsolja Gssze
Ry =ki {04, 0,101, . 0n)pe

és |R,,_.m|? adja meg annak valoszintiségét, hogy a kezdeti allapot a végallapotba fejlsdjon.
A relfexids matrix tulajdonsagait a kovetkezd alfejezetben foglaljuk Gssze.

6.2.2. A reflexiéos matrix tulajdonsagai

A reflexidos matrix feleserél a szimmetridkkal:

Szimmetria

Vagyis ha a toltések értékét megnézziik a visszaverGdés el6tt és utan azoknak meg kell

egyezniiik
qu cosh(s0;) Z ¢s cosh(s6,)

Ezek a tombi esethez hasonloan erds megszorltasokat jelentenek az el6forduld rapidité-
sokra. Mivel a rapiditasok csak kvadratikusan jelentkeznek az egyenletekben, igy korabbi

érvelésiink alapjén a rapiditas halmazok {|6;]} = {|0;|} reléciojara kivetkeztethetiink,
mely a visszaverddést (9; < 0) figyelembe véve a végss {6;} = {— 0]} megfeleltetést adja.
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A végtelen sok megmaraddé magasabb spinti mennyiség most is a reflexié faktorizacidjat
vonja maga utan

Roen(Br, .- 00) = [ [ Som2(0i — 0;) [ Bica (8:) [ Sa2(6; + 62)

1>] 1>7

Mivel feltételezéslink szerint a két-részecske szorasmatrixot méar meghataroztuk a tombi
esetben, igy a peremes modell megoldasa az

Ri_1(0) = R(0)
egyrészecske reflexio meghatarozasara redukalodik. Ennek tulajdonsagait a ZF algebra
peremes kiterjesztésébdl szarmaztatjuk.

Peremes Zamolodchikov-Fateev algebra

A peremes ZF algebrat a
A+(01)A+(62) = 5(91 - 92)A+(92)A+(91> + 271'(5(61 - 92 — 27'(') 3 A(Q) = A+(9 + Z7T)

tombi algebra modositéasaval kaphatjuk egy B a peremet jellemz§ operator bevezetésével,
melyre

AT(0)B = R()AT(-0)B
Egy kezdeti allapot ezek utan
A*(0,)...AT(6,)B|0) ; 0y >->6,>0
alakba irhato, mig a végallapot egyszertien
At (=0y)... AT (-0,)B|0)

Ezen két allapotot éppen a kivanatos faktorizalt multi-részecske reflexiés matrix kapcsolja
0ssze.
A reflexiés matrix tulajdonsigait az algebra relacioibol konnyen szarmaztathatjuk.
Példaul az
R(O)R(—0) =1

unitaritasi Osszefiiggés egyszertien adodik a definialé egyenlet kétszeri alkalmazasabol.
A*(0)B = R()A"(—0)B = R(O)R(—0)AT(0)B
Egy érdekes 14j relacio a keresztezett unitaritasi egyenlet nevet viseli:

R(0) = S(ir — 20)R(ir — 0)

“ e,

s stz

ki010)se = R(8) (0| — O)oe = 27R(0)3(0 +6)

és hasznéljuk a keresztezést és a tombi felcserélési relaciokat:

kil010)pe = (016" +im,0)pe = S(im+6 —0)(010,0 +im)pe = S(im+6 —0) (0 —im|0 +im)pe
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6.2.3. Reflexiés faktorok a sinh-Gordon és Lee-Yang modellre

Vizsgaljuk meg, hogy az unitaritasi és a keresztezett unitaritasi reldcié hogyan szoritja
meg a reflexios faktorokat a témbben mar megoldott diagonalis modellek esetén.
A sinh-Gordon elmélet szorasmatrixa emlékeztet6iil

sinh (¢ 4 &z
S@O)=—-1+p)(-p)=—[-p ; (@Z%

az integralhat6é peremes potencial alakja pedig

b
U900, = Mycosh (5 6(0,0) = pu) ) = My
Az unitaritasi és keresztezett unitaritasi osszefiiggés
R(O)R(—0) =1 ; R(0) = S(imr — 20)R(im — 0)

két (E, F) paramétertdl fiiged miniméalis megoldasa

R(0) = Ro(0)R(E, F,0) — (%) (%H%) (-1-2) [E; 1} {F; 1} (6.6)

A paramétereket a Lagrange fliggvény paraméterével kifejezni igen nehéz. Ehhez a modellt
véges térfogatban kell megoldani és a kis és nagy térfogatti hataresetet kell 6sszehasonli-
tani. Mivel ez a kdvetkezs fejezet anyaga, igy az eredményt most csak megel6legezziik:

E F M, b

cos E(b2 + 87) cos E(b2 +8m) = M:it cosh % (6.7)
E F M, b

sin - (0 + 87) sin 7= (0 + 87) = M;ﬁ sinh %

ahol M..;; = m, /W(WS)' Vegyiik észre, hogy altalanos (E # 0, F' # 0) a reflexios
faktornak polusa van 0 = Z?’T—nél, mely az (%) tényez6bdl jon. A Dirichlet peremfeltétel
esetén csak egy paraméteriink van, igy az F-es faktort nem kell a megoldasba befrnunk.
Ekkor E az E = i8bypy/(b* + 87) kapcsolatban &ll a perem ¢y paraméterével. Ez ossz-
hangba van azzal a ténnyel is, hogy a Dirichlet peremfeltétel az My, — oo hatéaresete az
altalanos peremfeltételnek.

A reflexiés méatrix maximélis analitikussaga megkoveteli, hogy annak Gsszes polusat
megmagyarazzuk vagy peremes kotott allapot keltésével, vagy pedig Coleman-Thun di-
agrammal. Mivel a sinh-Gordon modell a sine-Gordon modellbél analitikus elfolytatéassal
kaphat6 azt varjuk, hogy a sine-Gordon modell spektruma tartalmazza a sinh-Gordon
modell spektrumat. A tombi esetben expliciten lattuk, hogy a sG B; részecskéje felelt
meg a shG részecskéjének. A kiévetkezd alfejezetben megmutatjuk, hogy ez a peremes
valtozatra is igaz, vagyis minden shG peremes allapotnak van sG megfelelGje. Ezért a pe-
remes 6nmegoldd program bezarasaval most nem foglalkozunk, azt részletesen elemezziik
a sG modell esetén.

A Lee-Yang elmélet a sinh-Gordon elmélet nem fizikai B = —% pontbeli elfolytatasanak
és egyben a sG modell konzisztens redukcidjanak tekinthets, melynek széordsmatrixa

S(0) =~ (%) @) - H
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A modell Lagrange-i definicidja az M s 5) minimalis nem unitér konform modell segitsé-
gével adhaté meg

00 0 0
Ay = Ay + A / dy / dxd(z,y) + h / dyo(y).

A modellnek két konform invarians peremfeltétele van 1, ¢ és a masodikhoz tartozo ha-
tas Ay. Ez perturbaltuk meg mind a témbben (@), mind pedig a peremen (¢), gy,
hogy az elmélet integralhat6 maradjon [44, 37|. Az unitaritasi és keresztezett unitaritasi
egyenleteknek eleget tevs egy paraméteres minimaélis megoldés

= momn= () () ()] 5]

ahol a b dimenziotlan paraméter a h-val kifejezve

1 . om r
h(b) = sin ((b+ 5)%) m()\)ﬁ/‘r’hmt’ [ JR—— 9255 S % (F(
n(r() \H

)
)

S5
=

6
) 5
)

amely a shG és sG modellekbdl valo kapcsolathbol adodik. Mivel peremes kotott allapotok
is megkaphatoak a sG modell konzisztens redukciojaként, igy azokat a jelen dolgozat
keretei kozott nem targyaljuk.

alw|uotw

6.2.4. A peremes sine-Gordon modell

A peremes sine-Gordon modellt az 6nmegoldé keretben a ZF algebra segitségével defini-
aljuk. Legyenek a szoliton és antiszoliton dublettet kelt operatorok Af i = 4, melyek
az alabbi modon cserélnek fel:

AF(01) AT (62) = SiE (01— 02) A (B2) A (01) +2m0;5(0) — O —im) 5 Ag(0) = AL (0+im)
ahol k a k antirészecskéje. A reflexiés matrix egy 2x2-es matrix melyet az algebraban a

AF(0)B = RI(0)A] (—0)B

J

relacioval irhatunk le. Az algebra reldcidit hasznalva a kdvetkez6 konzisztencia egyenle-
teket szarmaztathatjuk le:
Unitaritas és keresztezett unitaritas

RIOREO) =68 ;.  REB) = S&(im — 20) R (im — 0)

)

valamint az asszociativitashol kévetkez6 peremes Yang-Baxter egyenlet
R (02) S35 (01 + 02) Ry, (01)Spi (61 — 02) = S35 (61 — 02) Ry (61) Sy.7, (62 + 01) Ri(62)

Ezen egyenleteknek a sine-Gordon szordsmétrixa esetén van egy minimaélis megoldésa,
mely pontosan két (n,?) paramétertdl fligg, mint a peremes potencial a Lagrange fligg-
vényben [44]:
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6.3. abra. Peremfiiggetlen Coleman-Thun diagramm. A folytonos vonal szolitont vagy
antiszolitont, mig a szaggatott a szuszogot jeloli.

_ P+ 77719 U Q(Uﬂ?a“)

L A
_ (B 77#9“ QO( ) o(n, u) o (v, u)
N ( Py (n,9,u) )RO(U) cos(n) cosh(¥)

ahol a matrix részben P§ (1,9, u) = cos(Au) cos(n) cosh(¥) F sin(Au) sin(n) sinh(J) és
Qo(u) = —sin(Au) cos(Au) és u = —ifl. A szerepld skalar faktorok koziil

(4N — 29T (4Nl — 1) + 1 — 224)
11 )\ 2)\u>F((4l . 1))\ +1— 2)\u>/<u _u)]

nem fligg a perem paramétereitél, mig a peremfiiggs rész
T+2x—2 u+(21—1)2\7 m—2x—2 u+(21—1)2\7

__ cosw I'( o )T( o )
o(x,u) = cos(z + \u) E [ [ (T2t B2 [ re2e=2udlis ) /(u— —u)

2w 2w

A szuszogok reflexios faktorai innen fuzidval elGéllithatoak, és az els6 szuszogo reflexios
faktora éppen a sinh-Gordon modellé [43].
A modell teljes megoldasa azt jelenti, hogy a reflexios faktor (Im(f) € [0, 7]) fizikai
savon beliili 6sszes polusat megmagyarazzuk. Gondos vizsgalatok azt mutatjak, hogy
e a perem allapotoktol fiiggetlen polusai Ry(u)-nak az u, = 5%, n = 1,2,... he-
lyeken vannak és az (6.3) abran 1évé Coleman-Thun diagrammal magyarazhatoak.
Ezen szingularitasok a Q(n,v,u) amplitidoban nincsenek jelen amelyrdl a Qo(u)

gondoskodik.

e A peremfiiggs polusok

Ui
Up = 1 — U2p41 TL:O,]_,... )

A

helyeken vannak, melyekhez peremes kotott allapotok (|n)) tartoznak ha a fizikai
savba esnek. Ezen allapotok energidja a vakuumhoz képest

My — M|y = MCOS(I/H) .
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[> [>

In>

|n>

[0}

6.4. dbra. Fuziés modszer peremes gerjesztett allapotokra

ahol M a szoliton tomege és | ) a vakuumot jeldli, hiszen |n = 0) egy vakuumtol fiiggetlen
gerjesztett allapot.

Az 6nmegoldd program kovetkezs 1épése a gerjesztett peremen torténd reflexios egytitt-
hatok meghatéarozasa. Ehhez a peremes fuzios egyenleteket hasznéaljuk [57] melyet a (6.4)
abran szemléltettiink.

Eredménytil

Q\n) (777 197 u) - a(u - Vn)Q(na 197 u)b(u + Vn) . (68)
adodik, ahol a és b a szoliton szorasban megjelend egyiitthatok. Kihasznalva a szorasi és
reflexios egyititthatok kozott fennalld
cos(n) cos(hu — i)er (i )
cos(i7) cos(ha 1 ) (7, )

a(u+ vg)a(u — 1) = =20 —n

Osszefiiggést a gerjesztett allapot reflexios egyiitthatojat kifejezhetjiik az alapallapotival

an>(77ﬂ97u) = Q(ﬁalgvu)an(n’u) ) (69)

és egy nagyon egyszerd fliggvénnyel:

z—1

an(0) = a(u+ vn)a(u —vn) ﬁ {2 (g B l>} ; (2} = (x_ﬂ(mz_J:\l) (%)

a(u + vp)a(u — vo) 1) (1)

A peremes YB egyenlet megoldasabol kovetkezik, hogy a reflexiés matrix tobbi részének
is hasonl6 moédon kell elgallnia

P (n,0,u) = PT(7,0,u)an(n, u) . (6.10)

melyet explicit szdmolassal ellendrizhetiink [21]. Erdemes észrevenni, hogy a legalacso-
nyabb energids gerjesztés Rjoy(n,,u) reflexios matrixa az R(n,v,u) alapéllapotibol az
n < 7, s <> § helyettesitéssel kaphato. Ez arra enged kovetkeztetni, hogy a két legala-
csonyabban fekvg allapot (| ) és |0)) a klasszikus szolitonikus és antiszolitonikus sztatikus
alapallapoti megoldasoknak felelnek meg, melyet szemiklasszikus szamolassal ellenériz-
tink [16].

Most, hogy megkonstruéltuk a gerjesztett allapotok reflexios faktorait, azok analitikus
szerkezetét vizsgaljuk. A gerjesztett fal R, (n, v, u) reflexios faktoranak

wkzg—u%ﬂzﬂ—;—u%q ; k=0,1,... ,

polusaihoz w,, > v,-re a kovetkez6 Coleman-Thun diagrammot rendelhetjiik
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In>

>

| >

I |n>

Ha w,, < v, akkor a diagramm nem létezik és ekkor tjabb koétott allapotot kell
bevezetniink |n, m). A reflexiés méatrix t6bbi pélusa mind megmagyarazhato a kovetkezd
Coleman-Thun diagrammal.

n>

In>

A kovetkezs feladat az 0j |n, m) gerjesztett allapot reflexios faktoranak meghatérozasa.
Ezt megint a fuzio segitségével tehetjiik meg és eredményiil

Qpnmy (0,0, 1) = Q(1, 9, w)an (n, w)am (7, u) - (6.11)
valamint
Hi,m) (777197u) = Pi(n7ﬂ7u>an(n7u)am<ﬁ7 u) . (612)

adodik. A kovetkezd 1épésben ennek a reflexios faktornak a polusait kell megmagyarazni
vagy kotott allapottal vagy pedig CT diagrammal. A folyamatot tovabb folytatva a
peremes kotott allapotok és reflexios faktoraik kovetkezé mintazata alakul ki.

Kotott allapotot talalunk minden olyan egészek sorozatara [{ni,ns,...,n;} melyben
a

T
521/”1>wn2>1/n3>-~20

feltételek teljesiilnek. A |ny, no,...,ng) kotott allapot tomege

.... gy = myy(n,0) + M Z cos(vy,) + M Z cos(wy,) -

i odd i even

A reflexios faktorok a gerjesztett allapotokon

Q\m,nz ,,,,, nk>(777197U) = Q(naﬁau) H am(nvu) H ani(ﬁa u) s

¢ odd 7 even
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'P‘:'rllzl,ng,...,nk>(/r]7197u) = Pi(TI?ﬁ?u) H ani (777u) H ani(ﬁ7u> Y

7 odd i even
A szuszogok reflexios faktorai a tombi fuzids egyenletekbdl szarmaztathatok és 6sszhang-
ban vannak a fenti képpel [21]. A gerjesztett reflexios faktorok polusai a kovetkezs kotott
allapot keltési folyamatokat irjak le:

’ kezdgallapot ‘ részecske ‘ rapiditas ‘ végallapot ‘
|, ..., nok) s,5 U N1, .., Nk, M)
|y, ... Nog_1) S, 8 Wy, |y, ..., nog_1,n)
|11, ey Mgy Mgy 1y -e) B %(Vl—wn_l) |11y ey Nog, Ly — 1 Nogyq, -.n)
N1, ey Mok —1, Moy - B" %(wl—yn_l) [y, .oy nog—1,L,n — 1, nog, ...)
N1, .o Mok, e ) B" %(V_n%—wnJran) N1, ...,nop +m,...)
|1,y Mok, .. ) B" %(w,n%f1 — Vntngr_y) |ny, ..o nok—1 +1n,...)

A reflexios faktorok minden mas pélusa CT diagrammal magyarazhato, melyeket meg
is hataroztunk [15]. Ezzel a peremes énmegoldé programot a sG modellben véghezvittiik.
Egyetlen nyitott kérdés a reflexios faktorok és a Lagrange fliggvény paraméteri kozotti
kapcsolat. Mindkét paraméter sereg fundamentalis tartoményait és szimmetriait osszeha-
sonlitva az aldbbi Gsszefiiggést frhatjuk fel

CoS _n cosh L = Mo cos Boo
A+1 A+1 M it 2

sin _n sinh L = Mo sin B0
A+1 A1 M ris 2

ahol az M.,.;; egyiitthatot majd végesméret effektusokbodl hatarozzuk meg. Megjegyezziik,
hogy ezen relacié a shG modell esetében megmutatott relacié analitikus elfolytatasa. Az
is igaz, hogy ha csak azokat a kotott allapotokat tartjuk meg, melyek az els6 szuszogo-
val kelthetek az alapallapotbol a shG modell peremes kotott allapotait kapjuk [32]. A
Lee-Yang modell peremes kotott allapotai is elGallnak a sG peremes modell konzisztens
redukciojaként [40].

6.3. Korrelaciés fliggvények

Tekintsiik valamely o;(z;,t;) operatorok N-pont fliggvényét (p1(z1,y1) ... on(Tn,yn))-
Folytassuk el az id6 koordinatat y = it és vizsgaljuk az Euklideszi korrelatort. Definicio

szerint
_ B{0|Ti(p1(z1,11) - - on (TN, yn))|0) 5

(pr(@1,1) - on(@n, yn)) 5(0[0) 5
ahol a |0) g = B|0) jelolést vezettiik be a peremes elmélet vakuumara, megkiilénboztetve 6t
a tombi elmélet |0) vakuumatol. Az operatorok idéfejlddését a peremes elmélet Hamilton
operatora generalja

p(,y) = e Ve p(z, 0)e s
Ezt az Euklideszi elméletet tekinthetjiik egy masik Minkowski elmélet Wick forgatasanak,
melyben x = i7 az Euklideszi id6. Ekkor az egyidejd hipersikokon definialt modell a tombi
modell és a perem mint |B) kezdd allapot jelentkezik:

AT (pr (1, 91) - - - o (TN, yn )| B)
(pr(x1,m1) .. on (TN, UN)) = (0|B)
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ahol T, az T szerinti id6rendezést jeloli és az idéfejlédést a tombi elmélet H Hamilton
operatora generalja
oz, y) = e o0, y)e™

A korrelacios fliggvények kétféle kiszamitasi modjat osszehasonlitva a |B) peremes kezdd
allapot egyértelmtien meghatarozhato.

Integralhaté modellek esetén a |B) peremes allapotot expliciten is ki tudjuk fejezni
a reflexios faktorral. Vegyiik észre elGszor, hogy a tombi elméletben minden szimmetria
megmarad és csupan a peremallapot sértheti bizonyos résziiket. A Wick forgatas eredmé-
nyeként most az impulzus tipusi mennyiségeket 6rzi meg a perem

(Qs - Q75>’B> =0

Konkrétan s = 1 esetén ez az impulzus eltlinését jelenti. A peremes allapotot tehét
sokrészecske allapotok szerint kifejtve

< do ..

|B) = (1+ / %K”(Q)A;’(—G)Aj(ﬁ) +...)|0)
0

csak zérus impulzust kombinécidkat tartalmazhat. Mivel —0 < 0 igy a kifejtésben a

végallapotok bézisat hasznaltuk. Osszehasonlitva a kétpontfiiggvényeket a két leirasban

osszekapcsolhatjuk a pereméllapot kifejtési egyiitthatojat a reflexios méatrixszal [44, 19]

g ST
KY(0) = C”R%(? —0)
ahol Ca toltés tiikrozés matrixa. Megjegyezziik, hogy a perem allapotot a kezdeti alla-
potok bazisa szerint is kifejthettiik volna

2 J

B) = (1+ /OOO B gii () A+ (0) AF(—0) + ... )[0)

A két kifejezést a szordsmatrix kapcsolja dssze
KY(6) = 51(20) K (~6)

amely a peremes keresztezett unitaritassal ekvivalens a reflexios faktorokra.

A peremes kotott allapotok tébb részecskét tartalmazo kifejtési egytitthatoi a sok-
részecskés reflexios matrixszal hozhatoak kapcsolatba. Integralhatd modellekben ezen ref-
lexios métrixok faktorizalodnak paronkénti szorasokra és egyrészecskés reflexiokra. Ennek
megnyilvanulasa az, hogy a peremallapot a kévetkezs alakba irhato [44]:

B —en{ [ R0 -0470) | 1)
0 2w ! J

A tovabbiakban megvizsgaljuk, hogyan lehet hasznélni a peremes allapotot korrelacios
fiiggvények kiszamitasara. Az egyszertiség kedvéért valamely operator vakuum véarhato
értékét (p(x,y)) szamoljuk egy peremes skalar elméletben (pl sinh-Gordon). A tombi
elméletben ez a kifejezés az eltolas invariancia miatt nem fiigghetne a koordinataktol és
() konstans lenne. A peremes elméletben viszont csak y irdnyban van eltolas invariancia,
igy a keresett vakuum varhato érték az x koordinatanak nem triviélis fliggvénye lehet. A
perem allapoti formalizmusban szamolva [36]

(p(x,0)) = (0lp(x,0)[B) = Y _(0]¢(0,0)[n){n| Bye "
neH
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ahol az Osszegzést a peremes allapotok sokrészecske Hilbert terére kell elvégezni. Ered-
ményiil egy sort kapunk mely a témbi form faktorokat és a peremes allapot egyiitthatoit
tartalmazzak:

<QO(IL‘, O)) = <S0> + /oo %F;(& _9>K(Q>e—2mzcosh0 .

0

Ezen formula gyakorlati alkalmazasa megtalalhatd a szerzd Coulomb folyadékokrol irt
munkajaban [60]. Az el6allo sor nagyon gyorsan konvergal a peremtdl tavol, viszont
hasznalhatatlan a peremen lokalizalt operatorok métrixelemeinek kiszamitasara, vagyis
peremes korrelatorok meghatarozasara.

6.4. Onmegold6 program a peremes alaktényezdSkre

A peremen lokalizalt operatorok alaktényezgit legegyszertibben a ZF algebra segitségével
definidlhatjuk

ki (00,05, .0, |O)]601,04, ..., 00 e =
Fn(3n<9/1’9/27 9/ ,91’927""en)e—imt(zcosh@i—Zcosth)

>V mo

ahol az aszimptotikus kezd§ és végallapotokat a ZF algebra keltd, eltiinteté operatora
definialjak. Az algebra keresztezési relaciojat felhasznalva azt kapjuk, hogy

EQ (0,05, ...,0,,;01,05,...,0,) =FS 1 (0, ...,0,:0, +im,601,05,...,0,) (6.13)

rvmo rYmo

Ez azt jelenti, hogy minden alaktényez6t ki tudunk fejezni az elemi, egyoldali alakténye-
zGkkel:
1i(0]O(0)[601, 0, ..., 0,)pe = EC (01,05, ..,0,)
A ZF algebra tovabbi tulajdonsagokat jelent az alaktényezékre, melyeket most axibmaként
rogzitiink [18].
I. Felcserélési axioma:

FS(@M o e ,91',9“_1, . e ,Qn) - »51(9z - ‘9i+1)F,?(91> oo 702'4-1)01'7 o e ,Hn)

II. Reflexios axidéma:

FO01,...,0,_1,0,) = R(0,)FC(0y,...,0,_1,—0,)

0, 0

Bi+1 Bi+1
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II1. Keresztezett reflexios axiomas

FO(01,0,,...,0,) = R(im — 6,)F° (2im — 01,05, ...,6,)

Bi+1

On

Az alaktényezsk szingularitasait is meghatarozzak az algebra relacioi:
IV. Kinematikai szingularitési axiéma:

—iRes FO (0 +im, 0 ,61,...,0,) = <1 — ] 56-6:)s(6+ 92-)> EC(0y,...,6,)
0=6' ,
i=1
vagy ezzel ekvivalensen

FO(6,,...,0,)

n

—1Res FO o (—0+im,6',6,,...,0,) = (R(Q) —
6=0 :

. T g " T

-iRes 6 E — F F

VI. Témbi dinamikai szingularitasi axiéma:

—i 5? FO (0 +iu, 0 —iu,0y,...,0,) =TF2 (0,04,...,6,)

0
0+1u R f— ARl
-i Res e+|@

6-1v 6-1v

0 8,

On
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VII. Peremes dinamikai szingularitési axioma:

—z'g{:%gﬂgl(el, o 0,,0) = GF%(6y,...,6,)

E
—-i Res n+1§ —

A fentiekben g a reflexiés méatrix im/2 -nél 16v6 polusabol, mig ¢ a kétott allapoti
polusbol szarmaztathato.

6.4.1. Az alaktényez6 axiomak megoldasai

A fenti axiéméknak az elmélet Gsszes peremre lokalizalt operatoranak alaktényezsire fenn
kell allnia. Az axiomakat kielégits alaktényezdk vizsgalata lehetGséget teremt ezen opera-
torok terének feltérképezésére. Ez azért is fontos, mivel a konform térelméleti hatéresetben
ezen operatorok lesznek egy-egy értelmii kapcsolatban a peremes elmélet Hilbert terével.

A tovabbiakban tehat megkeressiik a legéltalanosabb megoldasokat, szeparalva a min-
den operatorra jelenlevs altalanos faktorokat az operator specifikus faktoroktol. Tessziik
ezt novekve részecskeszamok esetén. Az egyrészecskés eset lényegesen kiilonbozik a témbi
esettdl mivel az sériil¢ transzlacios szimmetria miatt az alaktényezé nem trivialisan fiigg-
het a rapiditastol:

FP0) = RO)FP(—0) ; FP(in+0) = R(—0)FP (ir — 0), (6.14)
Ezen egyenletek megoldésat kereshetjiik az
FY(0) = g(0)g(im — 0),
alakban. Ennek az az értelme, hogy g-nek ki kell elégitenie a
9(0) = R(0)g(=0) : glim+0) = g(im —0), (6.15)

egyenleteket, amely teljesen azonos alakt a témbi kétrészecskés minimalis alaktényezé
egyenlettel az S < R megfeleltetés altal. A tombi esetben megmutattuk, hogyan ke-
reshetjiilk meg az egyenlet minimalis megoldasat. A hozza tartozo alaktényezét jelolje
rmin(0). Egy altalanos operator egyrészecskés alaktényezdje ezek utan az

Flo(‘g) = Tmm(9)Q?(y) ; y = 2coshf

alakba frhato, ahol az operatortol valo fiiggés csak Q-ban van.
Az axiéméakbol megmutathato, hogy a kétrészecskés alaktényezs altalanos alakja

on(el, 02) = frmin(01 — 02) frin(01 + 62)7’mm(91)Tmin(92)Q§9(y17’yz)

ahol f,.;, a tombi egyenletek minimalis két-részecskés megoldasa.
Az altalanos alaktényezd ezek utan
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u Tmln fm’LTL Z fmln 9 —"_ 0
EO(01,0s,...,0,) = H, | | | | n <) )Qo(ylay2 3 Un),
=1 1<J yz Y

1<J

(6.16)
ahol a peremes és témbi kinematikai szingularitasokat expliciten beleirtuk a megoldésba.
Ha dinamikai szingularitasok is lennének azokat r,,;, illetve f,.;,-be kellene beledefinial-
nunk. Az esetek tobbségében helyes 7, és fiin valasztas esetén @, mar (szimmetrikus)
polinom, melyre a dinamikai és kinematikai szingularitasi egyenletek rekurzios Gsszefiig-
géseket hataroznak meg.

Ha az alaktényezSket mar meghataroztuk segitségiikkel a korrelacios fiiggvények a
spektralis felbontason keresztiil megkaphatoak

[e.9]

1 .
0|O(H)0(0)|0) = / d61dbs . .. df,e” T 2icoh O g ok 6.17
OIOHOOIN =Dtz |, o ™ (6.17)

ahol
ij_ = in<917927 s 79n|0(0)|0> = F?’?(iﬂ+9n7i7r+9n—lv SR 77:7-(_'_91)

Vizsgaljuk meg most hogyan kivitelezhet§ az alaktényezs onmegoldo eljaras a sinh-
Gordon és Lee-Yang modellek esetére.
A Lee-Yang modell perturbalt ¢ peremfeltétellel

Emlékeztetiil a perturbalt ¢ perem reflexios faktora

- () () ()25

A hozza tartozo minimélis alaktényezs a korabbi tombi szorasmatrixokra felirt (2.9) Gssze-
fiiggésiinkbdl a kovetkezének adodik

1 sinh 0
Tmm(e) = (b—l))u(0>’

(sinh @ — isin ”(bﬂ )(sinh 6 — i sin ==

ahol

*dt [ 1 t i ¢t] sinh 2 + sinh £ — sinh £
0) = — — 2cosh = ——0) = : 2 R
u(f) = exp {/0 : Linh% cosh 7 cos [( 5 > W} R, } }

Ezen faktor méar tartalmazza a peremes dinamikai szingularitasokat. Az alaktényezdkre a

i3h \ -
H,=N (2%1}(0)) Br(b) = 2 cos E(b+ k), ke, (6.18)

normalést fogjuk valasztani. Ennek elénye, hogy a dinamikai és kinematikai szingularitési
egyenletek egyszerid rekurzids Osszefliggéseket hataroznak meg

Q2(y+,y-) = (¥* — %5)Q1(y),

Qn+2(y+7y—7y1a s 7yn) - Qn-}—l(yayl) ce 7yn H Yy + yl n > 0(619)
i=1
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Qn+2<_ya Y, Yry - - - ;yn) - Qn(yb s 7yn) (y2 - 631)(y2 - 6%) Pn? (620)
ahol
1 n n
Po=o—— || 1wi —y-) (i +vs) i +y-) (i —y+) | (6.21)
2(y+ —y-) 11 11
és
yp=wr+w izl oy =wlrtwr ™ z=¢ w=¢5, y=z+az (6.22)

Ezen egyenleteknek eleget tevé minimalis megoldasok a harmadik szintig az alabbiak

Q1(y1) = o1, Q2(y1,12) :01(024‘3—533)7
Qs(y1,y2,y3) = o1 [o1(02 + 32 ) (02 + B7) — (02 4 3) (0102 — 03)] . (6.23)

Ezek minimalisak abban az értelemben, hogy az aszimptotikdjuk a legenyhébb noveke-
dést mutatja nagy rapiditasokra, igy azt gondolhatjuk, hogy a legkisebb skaladimenzi6ju
peremes operatorhoz tartoznak. Ezt leellenérizhetjiik a kétpontfiiggvény révid tavolsagu
kifejtésével, ahol is konform viselkedést varunk. A legkisebb dimenzi6ja operator kétpont-
figgvényének rovidtava kifejtése [18|

<0|m%<,0(t)mécp(0)|0> = —(mt)g + (mt)%C’;f@(m%@ +...

ahol megfelel tomeg hatvanyokkal dimenziotlanitottuk a kifejezést. A harom pont csa-
tolas egzakt értéke [306]

)T()

. J1+V5 |T(5
=\ T2 \rerg

r

Tlw|ot =
Tt |otoy

mig a vakuum varhato értéké

(mé@ _ 5 cos(Z2)
 Gherit cos(75(2b + 1))

A tombi modell mintajara az alaktényezSk normalasat az N = <m%g0> modon valasztjuk.
A kétpontfiiggvény alaktényez&kon alapuld kifejtése ekkor

00HOO)|0) = |F0<°|2_/ d9|Fo|z ot cosh
0

db, db, o 2 _—mt(cosh 6
e F 0, 6 mt(cosh 61+cosh 62)
v [ S FS 6 o)

B / d961(d292)d€3 |F0(81, 92’ 03>|2 —mit(cosh 01 +cosh 2 +cosh 03) 4
0 T

A két kifejtés tokéletes egyezést mutat még kis térfogatok esetén is, ahogy az az alabbi
abran latszik [18].
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08 T T T T T T T T T

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01

6.5. abra. Kétpont fiiggvény téavolsagfiiggése dimenziotlanitott egységekben. A vonal a
konform térelméleti kifejezés, [ az egyrészecske, X az elsG kétrészecske, mig o az elsé
haromrészecske alaktényezd tagjat tartalmazza.

A Lee-Yang modell perturbalt 1 peremfeltétellel

A Lee-Yang modell az 1 konform invaridns perem esetén is megoldhat6. A minimélis
egyrészecskés alaktényezdre ekkor

r1(6) = isinh 6 u(0),
adodik, a rekurzios egyenletek
QZ(y+7 y*) = Ql(y)7

Qn+2(y+7y—ay17"'7yn) = Q?’L+1(y7y1a"'7yn) H<y+yl)’ n > 07 (624)

=1
és
Qn+2(_y> Y, Yi, - - 7yn) = Qn(ylv s 7yn) Pm (625)

modon valtoznak meg, melyek vezets rendd megoldasa

Ql(yl) =01, Q2(y17y2) ~ 01, Q3<y17y27y3) ~ 0-%7 Q4(y1,yz,y3,y4) ~ Uf(UQ + 3)-

Az I peremfeltétel esetén a legalacsonyabb dimenzids operator az energia-impulzus ten-
zorhoz tartozik. Mivel megoldasunk aszimptotikiaja a legenyhébb, igy ezen operator alak-
tényezdinek kell lennie. Az operétor korrelacios fliggvényének rovidtava kifejtése mutatja,
hogy ez valéban az energia-impulzus tenzorhoz tartozik.

Sinh-Gordon modell ¢y = 0 Dirichlet peremfeltétellel

Emlékeztetsiil a sinh-Gordon modell kérdéses reflexios faktora
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R(0) = Ry(6)R(E, F0) = (%) (% ; g) (~1-) {%} i

Az E = 0 peremfeltétel azért érdekes, mert ekkor nincs polus a reflexios faktorban 6 =
im/2-nél. A minimaélis peremes egyrészecske alaktényezd a (2.9) Gsszefiiggés alapjan

sinh @

f) = "~
ro(f) sinh 6 + ¢

u(0,p),

ahol

o T — 20)2 h
u(®,p) = exp {2/0 i_x {1 — cos (i 27T9) IB} SiCI(I)iQ ;5:17 (sinh zp + sinh(1 — p)z + sinh z)

Mivel ilyenkor nincsen polus ¢3-nél, igy a peremes kinematikai szingularitasi axioma sincs.
Ekkor az alaktényezd parametrizacidja

9+6)
yz+yg

Fn<911'--7en):HnQn(yh”'ayn HTO Hf

1<j

A sinh-Gordon modellben nincsen témbi dinamikai szingularitas, igy csak a témbi kine-
matikai szingularitas ad rekurziot

Qn+2(_y; Y, Y1, - - - )yn) = _Qn(yl) s 7yn) PTL:

ahol P,-t mar definidltuk (6.21,6.22)-ban, de most w = €™ 2. A modell paritdsszimmetri-
aja miatt a paros és paratlan alaktényezdk faktorizalodnak. A fizikailag relevans megoldés
n = 5 rendig bezarolag

Ql(yl) = 17 Q3(y1ay27y3) = —0q,
és
Qs(y1,...,ys) = 010300 — (w+w ) o5+ (w—w oy — (W —w ) (03 + 0109)],

A hozza tartozo operator a korrelacios fliggvény viselkedése alapjan 0,¢. A péros részecske
szamu megoldasok

Q2(y1,y2) = o1, Qi(y1, - ya) = 01(09 — (w—w™1)?),

melyhez tartozo operator (9,¢)>.

A Sinh-Gordon modell ¢, # 0 Dirichlet peremfeltétellel

Ha E # 0 akkor a reflexios faktornak polusa van 6 = im/2-nél és a modell t6bbé nem
paritas invarians. A minimalis egy-részecskés alaktényezs

sinh 6 T

TE<0) = u(@,p) ) 7= 9

EF-1
sinh § — isin~y ( )

Az n-részecskés alaktényezére a szokdsos Ansatz-ot valasztva a rekurziora a kovetkezs
adodik:
Q?‘H—Q(_y? Y, Y- - - 7y'f7«) = (y2 - 4COS2 V)Qn<y17 s J/n) Pn7 (626)
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ahol P, ismét (6.21,6.22) és mint el6bb w = iy Figyelembe véve a peremes kinematikai
rekurzios egyenletet a megoldasra

QZ(ylayQ) ~ —4 cos® Y01, Q3(ylay27y3) = —0103 — 4 cos” 70%7

és
Qu(y1, .-, ys) ~ —dcos® y(o103 + 4cos® yoi)(og + 4sin® 7p).
adodik.

Ezzel a Lee-Yang és a sinh-Gordon modellek szérasméatrixat, reflexios matrixait és kis
részecske szamokhoz tartozo alaktényezsit meghataroztuk és segitségiikkel a kétpontfiigg-
vény még kis tavolsagokra is érvényes leirasat megadtuk. A modell tehat a fél végtelen
esetben megoldottnak tekinthets és a kovetkezs fejezetben a véges térfogati spektrumot
vizsgaljuk.



7. fejezet

Peremes kvantumtérelméletek véges
térfogatban

A peremes modelleket fél végtelen térben a reflexios és szorasmatrix valamint a diszperzios
relacio egyértelmiien jellemzik. A gyakorlati alkalmazasokban viszont a rendszer nem
végtelen, annak két pereme van, mely véges térfogatban tartja a részecskéket. Ebben a
fejezetben a témbi modell mintéjara egzaktul leirjuk az integralhaté modellek spektrumét
a véges intervallumon is a szorési adatok segitségével. ElGszor az impulzus kvantalodésat
vizsgaljuk, mely a peremes BY egyenleteket fogja eredményezni, majd a tiikérmodell és
a peremallapot segitségével egzaktul leirjuk a véges térfogati spektrumot.

7.1. Peremes Bethe-Yang egyenletek

A modellek végesméret korrekcidit polinomialis rendben a BY egyenletek szolgaltatjak.
Ezek peremes valtozatat tekintjiik elGszor at a diagonalis modellek kapcsan, és csak utana
vizsgaljuk a sokkal bonyolultabb nemdiagonalis esetet.

Diagonalis szoéraselmélet

A leglényegesebb kiilonbség a tombi esethez képest, hogy a részecskék a peremen szo-
rodnak. Ennek kévetkezménye, hogy mar az egy-részecskés energiaszintek is eltérnek a
szabad esethez képest. Ha ugyanis a periodicitast szeretnénk kiréoni akkor a kovetkezd-
képpen kell eljarnunk. Elindulunk egy intervallum koézepén 1évé pontboél, majd a lokalis
eltolas operatorat hasznélva a jobb falig megyiink el. Ott mar sériil az eltolas, igy a
visszaver6désbdl a hullamfliggvény a reflexios matrix fazisat szedi fel, majd a bal falig
megyiink el a lokélis eltolassal, ahol felszedjiik a masik reflexios fazist és végiil visszame-
gyiink az eredeti pontba. Ha az Osszes fazist Osszegytjtjiik megkapjuk az egyrészecskés
peremes BY egyenletet:
e2imsinh9LR+(9)R7(_9) —1

ahol R, (f) a jobbfali, mig R_(#) a balfali reflexios egytitthato. Lathatéan altalanos
peremfeltétel esetén a részecske nem allhat, vagyis a legkisebb rapiditas altalaban nem
nulla. Ezen egyenlet logaritmuséat véve

2mLsinh 6 — ilog [R4 (0)R_(—0)] = 2mn
és f-ra megoldva a lehetséges egyrészecske energiak:

E(n) = mcoshé,

103
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Multi-részecske allapotoknél a kodzbensé részecskéken vald szorddast is figyelembe kell
venniink.
et TT S0, — 0;) R () ] S(6; + 64)R-(—06)) =
Jg#k J:#k
Ezen peremes BY egyenletek hatarozzak meg a sokrészecske éllapotok rapiditésait, melyet

aztan az
E6y,...,0,) = chosh@i

energia formuldba beirva megkaphatjuk az allapot energiajat exponencialisan kicsi vaku-
umpolarizicios effektusok erejéig. Ezen effektusokat a kovetkezd fejezetben vizsgaljuk,
csak el6tte még megnézziik, hogyan terjeszthetGek ki a peremes BY egyenletek nemdia-
gonalis szorésra.

Sine-Gordon elmélet, kapcsolat az XXZ spinlanccal

A tombi esetben lathattuk, hogyan kapcsolodik a BY egyenletek megoldésa az XXZ spin-
lanc diagonalizalasi problémajahoz. A peremes elméletben azt varjuk, hogy a véges térfo-
gatu spektrum a nyilt XXZ spinléanccal legyen kapcsolatban. A diagonalizaland6 matrixot
gy kaphatjuk, hogy valamelyik kivalasztott részecskét elvissziik a peremig, ott szoératjuk,
majd atvissziik a mésik peremig onnan visszaszoratjuk és végiil visszavissziik az eredeti
helyére:

gtMLsinh 6L H S,]{f:;ljnﬂ(@k (R ZNH (O) H Sz"l" an (R_ ) (=0) V0, = Vil

k?N+1 nl +1
n:n#k n:n#k

ahol 04, = 0,,—0), és Oy, = 04+, Ezen sajatérték egyenleteknek egyszerre kell fennéllniuk
az Osszes rapiditasra 0. Ez legegyszertibben a Sklyanin féle duplasoros transzfer métrix
bevezetésével mutathatéo meg. Definidlva ugyanis a

1502, n n l tnln 1
T(0161, .., 0n) 2 HSk";” 0= 0n) (R, (0 HSJ 0 (0 + 0)(RO)H(—0)

transzfer matrixot, megmutathat6, hogy kiilonbozé rapiditasok esetén egy kommutald
sereggel van dolgunk, és hogy kiértékelve 6 = 0, helyen éppen a diagonalizdland6 méatrixot
kapjuk. A tombi esetben ezutan az XXZ modellben meghatarozott sajatértéket beirtuk a
BY egyenletekbe és ugy szamoltuk ki az impulzusok kvantalasi feltételét. Sajnos azonban
altalanos peremfeltétel esetén a nyilt XXZ lanc BA megoldasa a mai napig varat magara,
csak specialis esetekben sikeriilt elérelépést elérni [10, 1, 2].

7.2. Az alapallapot Liischer korrekciéja

A vakuumpolarizacios effektusok hatasat kezdjiik a peremes alapéallapot vizsgélataval egy-
fajta részecskét tartalmazé modellekben. A témbben jol bevéalt modszert fogjuk alkal-
mazni, miszerint az alapallapoti energia az idGeltolast generalé Hamilton operator legki-
sebb sajatértéke. Ha tehéat egy R,, Rp peremfeltétellekel jellemzett L térfogati rendszer
E.s(L) alapéllapoti energiajat szeretnénk meghatéarozni, akkor aszimptotikus Euklideszi
idsfejlédést kell vizsgalunk

1 1
Eyo(L) = — lim ﬁloge—Ea@@)R — lim Elog(Tr( Hap(DRY) — _ Jim — log Zos(L, R)

R—o0
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Az el6allo particios fiiggvényt kiszamithatjuk a tiikormodellben is, melyet egy forgatassal
kapunk. A forgatas eredményeként a térbeli peremfeltétel az Euklideszi idében elhelyezett
kezdd és végallapotnak fog megfelelni. Korabban mér lattuk, hogy a

B =ew{ [T EROACOTOM0  BI= (B

peremes allapot hogyan fejezhets ki a reflexios faktorral. Ennek segitségével a particios
fiiggvény alternativ kiszamitasa

1
Eas(L) = — lim Elog Zap(L, R) = = Jim —log(Bgle™" | B,)

R—o0

ahol H(R) a perem nélkiili, periodikus titkkérmodell Hamilton operatora véges R tér-
fogatban, mely térfogat aszimptotikusan nagy. A tiikkormodell teljes allopotrendszerét
(In) € H) felhasznélva

(Bsle OB = N (Bylny(nle T OL|B,) = 37 (Bg|n)(n| By)e B
[n)eH [nyeH

Vizsgaljuk most csak a vezet6 rendd végesméret-korrekcio, vagyis tartsuk L-et elég nagy-
nak. Ekkor elég megtartani az elsé nemtrivialis kétrészecske tagot

S (Bsln) (nl|Ba)e P UF =1 + Z Roy(0) Ko (Bu)e 2EOGDL |
|’I’L>EH 6

Ha a részecske tomege m akkor az ehhez jaruld korrekciok nagységrendje e~*mL. Nagy
térfogatban az kétrészecske impulzusok spektruma

2 5(20,
sinh(6,(R)) = m;n + EnR)

mely a szamunkra fontos R — oo hataresetben folytonossa valik, igy az Osszegzést integ-

ralla alakithatjuk
Z — — / df cosh 6

n>0

Az alapéllapoti energia E,s(L) formulajat felhasznalva® a kovetkezst kapjuk

d9
E.s(L) = — Kﬂ(e)K (0)e2meoshbl 4

_ d@ & —2m cosh 0L
_ /%Rﬁ(2 RS —b)c 4.

Ezen korrekcié nagysagrendje e=2™L nagy L térfogatok esetén. Fizikai jelentése a kovet-

kez6: A vakuumbol egy virtudlis részecske-antirészecske par keletkezik. Egyikiik elmegy
az egyik falig, ott visszaverddik, elmegy a masik falig, ott is visszaverddik majd meg-
semmisiil az antirészecskéjével talalkozva. Ez a virtualis folyamat természetesen csak az
adott csik geometriai szituacioban jelenik meg, igy korrekciot jelent a fél végtelen térfogati
rendszerhez képest.

1Ttt igazabol a tdbbrészecskés jarulékokat is figyelembe vettiik. Csak azok egymason vald szorisat
elhanyagoltuk el, melyre a kovetkez6 alfejezetben tériink ki.
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7.3. Az alapallapot egzakt leirasa: peremes TBA

Emlékezziink vissza, hogy az alapallapoti energiat az Euklideszi particios fliggvénybdsl
szamoljuk és véges L -re a sokrészecskés jarulékokat is figyelembe kell venniink

(Bsle HBL|B,) = Z (Bs|n)(n|e HRL|B,) = Z (Bs|n)(n|B,)eErBL
[n)eH [n)eH

ahol |n) egy tombi multi-részecske allapotot jelol, mely nagy R térfogatok esetén expo-
nencialisan kicsi korrekciok erejéig jellemezhets a tombi BY egyenletek zérus impulzusta
megoldasaval n = (ny, —nq,...,ny, —ny)

N
mRsinh 0; + 6(20;) + Y (5(0k — 0;) + 0(6k + 65)) = 27n;
ahol ismét §(0) = —ilog S(#). Ezen multi-részecske allapot energidja

Eln,...,0) = 2chosh6’k
k

A tombi esethez hasonléan nagy R -ek esetén most is bevezethetjiik a rapiditasok és
lyukak stirtiségét p, p, melyek a

mR cosh ¢9+/ do'p(0")(p(0—0")+p(0+0")) = 2m(p(0)+p(0)) ; #(0) = —idylog S(0)

egyenletnek tesznek eleget. Az allapotok entropia faktora ugyanaz mint a témbi esetben

slp, p] = /d9 [(p+ p)log(p + p) — plog p — plog p]

A perem jelenléte csupan egy rapiditas fliggé fugacitas tagban jelenik meg a particios
fiiggvényben
ZualL.R) = [ diplexp (~LEl) + vl + slp. )

amely a reflexios faktorokkal kifejezve
vlp] = log[Ks(0) Ka(9)]

A toémbi esethez hasonléan nyeregpont kozelitéssel szamoljuk a particios fliggvényt, mely
a pszeudod energiara azt eredményezi, hogy

€ = 2mL cosh 6 + log[K3(0) K,(0)] — ¢ x log(1 + e™°) (7.1)

Ezen nemlinearis integralegyenlet megoldéasaval a keresett alapéllapoti energia (melyet a
nyeregponti helyen vett értékbgl kapunk)

E.s(L) = — / % cosh@log(l +e™°)

Formulankat nagy L térfogatok esetén Osszevethetjiik a korabban levezetett Liischer kor-
rekcioval. Ekkor a (7.1)-ban csak az L-el aranyos és konstans tagokat tartjuk meg,
¢ = —mcosh 0L +1log[K3(0) K,(0)] és tényleg visszakapjuk a kordbbi fejezetben levezetett
peremes Liischer formulat.
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8

Zer0 o U

()
W

Zer0 @ -u

7.1. abra. A (1 + =) fiiggvény szingularitasai és azok mozgasa a komplex 6 sikon.

7.4. Gerjesztett allapotok egzakt leirasa analitikus el-
folytatassal

Ebben az alfejezetben gerjesztett peremes allapotokat irunk le egzaktul az analitikus el-
folytatas modszerével. A tombi esethez hasonléan az energidban az elagazési pontok
most is az (1 + =) fiiggvény nullajanal jelentkeznek, melyek nagy térfogatok esetén a
reflexios faktor polusanak exponencidlis kozelében vannak. Mi most egy specidlis szingu-
laritasra koncentralunk, mikor a reflexioés faktoroknak polusai vannak %r—nélz R(0) ~ i%.
Jeloljiik 6ket g, és gg-val. Ismert, hogy ha g,g3 < 0 akkor a BTBA egyenletek nem irjak
le helyesen az alapallapoti energiat [17]. A helyes leiras viszont az analitikus elfolytatas
modszerével megkaphato. Tételezziik fel ugyanis, hogy gs > 0 és folytassuk el g, = g > 0
tgy, hogy a végén g, = —g < 0 teljesiiljon. Mivel a reflexiés matrixban csak g* szere-
pel, igy az elfolytatas el6tti és utani reflexios faktorok megegyeznek. Ha ggg # 0 akkor
6 = 0-nél egy polusa van (1 + e~“))-nak. Nagy térfogatokban ennek exponencialis kicsi
kérnyezetében +iu-nal két nullaja is van (1 + e~<0%)-nek.

Az analitikus elfolytatas soran a nullak keresztezik a konturt, melyeket kévetniink kell

6

Az elfolytatott energia kifejezés tehat

> df
Egﬁ(L) =msinu —m / yp cosh  log (1 + 6_6(9)) (7.2)
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ahol €(0) most a kovetkezs egyenleteket elégiti ki

€(0) = 2mL cosh 0 +1og[K3(0) K, (0)] + log % _/OO ‘;_i/@(@_w log (1 I 6_6(9/)) '
(7.3)

—o0
és u-t a
e—e(iu) —

kvantalasi egyenlet definialja. Ezen egyenleteket a sinh-Gordon modellben le is ellendriz-
tiik a kistérfogatii hataresetben elGallo peremes Liouville modellel torténd sszehasonlité-
son keresztiil [22]. Az analizis részleteire terjedelem hidnyaban nem térhetiink ki, mégis
hangsulyozzuk, hogy vizsgalataink nem csak az elfolytatott egyenletek, hanem a peremes
Liouville modellben fellép6 reflexios faktorok helyességét is alatamasztottak. Ezen tilme-
nden még a peremes paraméterek és reflexios matrixok kozott fennallo (6.7) relaciot is le
lehetett ellenérizni.
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Foglaljuk most 0ssze a dolgozat legf6bb eredményeit:

1. Sikeriilt multi-részecske allapotok Liischer korrekcidjara egy altalanos formulét fel-
irni, és azt alkalmazni végesméret-effektusok analizisére az AdS/CFT integralhato
modellben [26]. Konkrétan kiszamitottuk a Konishi operator (egy sly szektorbeli
kétrészecske allapot) anomaélis dimenzidjat négy [26], és 6t hurok [25] rendben, va-
lamint a vezetd négy hurok végesméret-korrekciot kiterjesztettiik tetszéleges kettes
csavarodast operator esetére [27|. Ez az sly szektor egy sokrészecske allapotanak
felelt meg.

2. Kifejlesztettiik peremes kvantumtérelméletek Lagrange-i leirasat tetszéleges dimen-
zioban. Kifejeztiik a reflexios matrixot a korrelacios fliggvényekkel egy, a peremes
rendszerre altalanositott redukcios formula segitségével [12]. A korrelacios fiiggvé-
nyek és reflexiés matrixok szingularitas szerkezetét leir6 Landau egyenletek szar-
maztatasa utan azok Coleman Norton tipust interpretéciojat is megalkottuk [13].

3. A reflexiés matrix énmegoldé programot végrehajtottuk a legaltalanosabb integral-
haté peremfeltétel sine-Gordon modell esetére. Meghataroztuk a peremes kotott
allapotok spektrumat. Kiszamitottuk a rajtuk torténd reflexiok métrixat, melyek
szingularitasait vagy Coleman-Thun diagrammokkal vagy pedig peremes kotott al-
lapotok keltésével magyaraztuk [21].

4. Kifejlesztettiik a peremes alaktényezs énmegoldé programot [18|. Axiéma rendszert
alkottunk meg peremes operatorok matrixelemeinek meghatarozasara. Ezek segit-
ségével kiszamitottuk a sinh-Gordon és Lee-Yang modell alacsonyan fekvé peremes
alaktényezGit, melyeket a beldliik felépitett korrelacios fiiggvény rovidtavia kifejtésén
keresztiil ellendriztiik.

5. A peremallapot kifejtési egyiitthatoit kapesolatba hoztuk a reflexios faktorokkal [19]
és integrél egyenletet szarmaztattunk az ellentétes egyrészecske csatoléssal rendel-
kez6 peremes rendszerek véges térfogati alapéallapotara. Ezt a sinh-Gordon modell-
ben ellendriztiik a kis térfogatokon el6alldé konform elmélettel vald 6sszehasonlitassal
[22].

Ezen eredményeknek szdmos alkalmazasa valosult meg. A sokrészecske allapotok Lii-
scher korrekciojat felhasznaltak gerjesztett allapoti integralegyenletek ellendrzésére [28|.
A Konishi operator anomalis dimenzi6janak szorasmatrixon alapuld kiszamitasa lelkes
fogadtatéasra talalt mind az integralhaté modelleken, mind pedig az AdS/CFT megfelel-
tetésen munkalkodo6 kozosségek korében. Az eredmény ugyanis teljes egyezést mutatott
a mértékelméleteken alapuld perturbativ szamoléssal [41], és ez az egyezés egyrészrél az
AdS/CFT megfeleltetést, mésrészrél annak integralhatosagat tamasztotta ala. Az élta-
lunk kifejlesztett végesméret-technikdkat aztan sikerrel alkalmaztdak més modellek véges
térfogatu spektruméanak meghatérozasara is[53|. A kettes csavarodasu allapotok anoma-
lis dimenzidjanak vizsgélataval a hadron szordsokat a Regge kinematikaban leir6 BFKL
elméletet lehetett ellendrizni [52].

A peremes modellekben levezetett Coleman-Thun diagrammokat azota is hasznaljak
a reflexios 6nmegold6 program végrehajtasa soran [62]. Az altalunk kezdeményezett pere-
mes 6nmegold6 programot sikeresen alkalmaztidk szamos modellben a peremen lokalizalt
operatorok matrixelemeinek kiszamitasara, és peremes korrelacios fiiggvények meghata-
rozasara [30]. Ezeknek a peremen gerjesztett szilardtest fizikai rendszerek mérhetd vala-
szainal van jelentGsége. A peremallapot és a reflexios matrix kapcsolata lehetévé tette a
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peremes végesméret-korrekciok vizsgalatat, melynek kovetkezményeként sikeriilt a plan-
aris Casimir effektust a vikuum éallapot Liischer korrekciojaként leirnunk tetszéleges téridé
dimenzi6 esetén [20].

Erdekes probléma még a kifejlesztett peremes modszerek hasznalata az AdS/CFT
kapcsolatban. A harelméletben ugyanis nem csak a zart harok, hanem nyilt hirok spekt-
rumét is lehet vizsgalni. A mértékelmeélet oldalon determinans alakii operatorok anomaélis
dimenzi6ja tartozik hozzajuk [45]. Ebben a keretben a reflexios matrixokat mar meghata-
roztak [45] a peremallapottal egyiitt [58] és fel is hasznaltak ezeket végesméret effektusok
analizisére [31].

Van még egy érdekes fizikai szituacid, mikor integralhato lefrassal probéalkozhatunk.
Ez akkor valosul meg, ha az integralhaté modellben szennyezések, vagy mas néven de-
fektek vannak jelen. Ahogy azt megmutattuk ilyen rendszerek mindig bedgyazhatoak
peremes rendszerekbe [14]. Ez lehetéséget teremt konzisztencia egyenletek szarmaztaté-
sara a defekt transzmisszios faktordra. A transzmissziés matrix énmegold6 programja
olyannyira megszoritd, hogy vagy csak tiszta transzmissziot, vagy csak tiszta reflexiot
enged meg [33]. A tisztan atereszts szennyezések 6nmegoldé programjat a Lee-Yang és
sinh-Gordon modellek esetén végrehajtottuk, meghatarozva a defektre lokalizalt gerjeszté-
sek teljes spektrumat és az azokon torténd transzmisszios tényezoket [23]. A szennyezéses
modellekben is megfogalmaztuk az alaktényez6k 6nmegold6 programjat, mind a témbben,
mind pedig a szennyezésen lokalizalt operator esetére [24].
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Ebben a mellékletben az S;_¢ szoéras projektorait és egytitthatoit irjuk fel részletesen.

S-matrix egyiitthatok

A fermionikus toltésekre valo invarianciat megkdvetelve az S-métrix egyiitthatoira az

alabbi adodik
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Projektorok és bazisvektorok

Az alabbi bézis valasztasunk szimmetrikus szérasméatrixot fog eredményezni, mivel v;r —
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El6reszorasi matrix elemek

Ebben a mellékletben az elére szorasi matrixelemeket a korabban kiszamitott egyitittha-
tokkal fejezziik ki. Emlékeztetdiil a keresett amplitido

S (=D [Sgoa(2%, 2% (p) S-1 (2%, #5(=p))] s (4)

b
Mivel az egyes szorasmatrixok faktorizalodnak

bb)(33 sl(2 A G
So1(z%,2%) o = S (%, 25) S 1 (2%, a5)BE S0 1 (=%, 2)14 (5)

igy a teljes eléreszorasi amplitido

Z(_l)Fb [SQ_1(Zi, .Ii(p))SQ_l(Zi, mi(_p))}zgg Sskalarsmatma: _ (6)

b

4Q 2
sg;<_i’<zi,x*<p>>sg<ff<z*,xi<p>>(Z( 175570 (% (p), 25)1683 0 (x <—p>,zi>%z)

a,b=1

ahol a matrix résznél kihasznaltuk a szimmetrikus és antiszimmetrikus abrazolasok kozotti
S-matrix Osszefiiggéseket. Koncentraljunk most a métrix részre. A 4Q) dimenzios kotott
allapot bazisat a (4.2)-ben definialtuk. Ekkor a bozonikus altér diagonalis méatrix elemei

o . Q+2—i i—1 ,
st 2l = Ll )+ B ) =t ()

2

sym i 2 —1 ~ Z_1~ .
ST ST = oAkt ) + et ) i L.@ -1 @

A nemdiagonalis elemek pedig

Sy (t, 24) Y = - 1<)C(2Q_+1)1 "t %) 5 i=2...,Q 9)
A C e L a2(zt,2%) . i=1,...,Q -1 (10)

Li+Q+1 — Q 1 ay

A fermionikus altérnek csak diagonéalis elemei vannak

sym 3 +1 , — 1~ .
S y ( i?’zi)}iigg QTCL(S(xi?Zi) + ZTa;(xivzi) ) 1= 17 ey Q (11)

és teljesen azonosan a masik fermionikus altérre.

ngm(xi,zi)}ggg S (x i,zi)};iigg Ci=1,...,0 (12)
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