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1. Bevezetés

1.1. A vizsgalt feladatok

Az értekezésben kiilonféle algebrai problémak algoritmikus vonatko-
zésait targyaljuk. Ezen problémak egy j6 része métrixalgebrak, illetve
modulusok struktirajaval kapcsolatos. Az ilyen feladatok maguktol érte-
t6dGen adddnak példaul csoportok szamitogépes reprezentacidelméleté-
ben, de felvet6dnek mas struktirakkal, példaul Lie-algebrakkal kapcso-
latos szamitasok soran is. Hatékony megoldasuk jelentds szerepet jatszik
példaul a GAP [13] és a MAGMA [2] szamitogépes algebrai rendszerek-
ben.

A matrixalgebras problémék mellett foglalkozunk olyan kérdések-
kel is, mint véges kommutativ csoport szorzétablajanak tesztelése, mint
kvantum-kapukészletek szdmitéasi erejének algoritmikus vizsgalhatosaga,
vagy mint az dgynevezett rejtett részcsoport problémaja. Ez utébbi ko-
z0s altalanositésa olyan feladatoknak, amelyek megoldasaban a kvantum-
szamitogépekre tervezett algoritmusok exponencidlisan gyorsabbak az is-
mert klasszikus modszereknél és olyan érdekes probléméknak (példaul
grafok izomorfidjanak eldontése), amelyeknek bonyolultsagat intenziven
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vizsgaljak.

1.2. Az alkalmazott modszerek

A dolgozatban kitiintetett szerepet jatszanak a véletlent hasznal6 al-
goritmusok, de bemutatunk determinisztikus eljarasokat is, ezek kozott
egy olyan eredménnyel, amely egy viszonylag egyszerii randomizalt al-
goritmust helyettesit hatékony determinisztikus médszerrel. Ez utébbi-
val hozhaté parhuzamba az az eredményiink, amelyben egy — a kvantu-
mos vildgban természetesen ad6dé — kvantumgépes modszert valtunk ki
klasszikus randomizalt algoritmussal egy kicsi tobbletinformécié elérhets-
ségének feltételezése mellett. A rejtett részcsoport problémakdrében elért
kvantumgépes eredményiinkben az alapvetd technikai Osszetevs egyfajta
statisztikai dontési eljaras. A kapukészletek szamitasi erejével kapcsola-



tos madszeriink ugyanakkor mélyebb algebrai eredmények felhasznalasan
alapszik.

1.3. Az értekezés szerkezete

A disszertécio tiz fejezetbdl all. Ezek koziil az elsd a legfontosabb ered-
ményeket foglalja Ossze, a masodik pedig a vizsgalt problémak elméleti
hatterét és a felhasznalt algoritmikus moddszereket tekinti at. Itt a tobbi
témanal részletesebben targyaljuk azt a kvantumgép-modellt, amelyet a
késébbiekben hasznalunk.

Eredményeinket a hatralevé nyolc fejezetben mutatjuk be. Ezek ko-
ziil 6t foglalkozik matrixalgebrakkal, illetve asszociativ algebrak feletti
modulusokkal. Ebben a részben kitiintetett szerepet jatszik a Jacobson-
radikal, az algebra legh6vebb nilpotens idealja. Az utolsé harom fejezet-
ben kvantum-szamitégépekkel kapcsolatos eredményeket mutatunk be.

2. A {6 eredmények

2.1. Algoritmusok matrixalgebrakra és modulusokra

Az eredmények elsé csoportja matrixalgebrakkal és modulusokkal
kapcsolatos algoritmikus problémékra vonatkozik. Az ilyen algoritmu-
sok fontos szerepet jatszanak a szamitégépes matematika kiilonb6zé te-
riilletein. Méar sz6 volt a szamitogépes reprezentacidelméletrsl és a Lie-
algebrakkal kapcsolatos szdmitasokrol. Itt hadd emlitsiink még egy alkal-
mazési irdnyt. A métrixalgebras eljarasok fontos épitskovei a [32] és a
[22] dolgozatokban javasolt nemkommutativ szamelméleti algoritmusok-
nak, amelyek varatlanul szerephez jutottak a tobbcsatornds kommuniké-
cibban tjabban alkalmazott kodolasi eljarasokban [20].

A matrixalgebrakkal kapcsolatos korai algoritmikus jellegii eredmé-
nyek koziil itt L. E. Dickson 1923-ban megjelent miivébdl 5] a nulla ka-
rakterisztikdju alaptest folotti algebrak radikaljanak szamitéasra kivaléan
alkalmas karakterizaciojat emlitenénk. Algebrak strukturajanak kiszami-



tasara szolgilé polinom idejii modszerek elsé szisztematikus gytijteménye
Friedl Katalin és Ronyai Lajos 1983-as munkéjaban [12]| lelhets fel. Az-
6ta a tarhéz jelent6s mértékben béviilt, imméar a gyakorlatban legfon-
tosabb alaptestek feletti matrixalgebrak legtébb strukturalis invariansa
kiszamolhaté polinom idében.

Mint mar emlitettiik, eredményeink ezen csoportjaban kitiintetett sze-
repet jatszik az egyik fontos strukturalis invarians, a Jacobson-féle radikal
(a rovidség kedvéért: radikal). Egy A asszociativ algebra Rad(A) radikalja
A-nak a legnagyobb nilpotens ideélja. Kiilonféle alaptestekre ismertek a
Dickson-féle jellemzés altalanositasan alapulé moédszerek, amelyek a ra-
dikalt (szemi-)linearis egyenletrendszerek megoldasaval szamitjak ki. Veé-
ges alaptestekre Ronyai Lajos adott elgszor polinom idejii modszert [31],
ennek W. Eberly készitette el egy a nem primtest feletti algebrakra va-
lamivel hatékonyabban miikods véltozatat [8]. Véges testek transzcen-
dens bévitései feletti algebrékra a [23] dolgozatban taldlhaté6 modszer,
amelyet differencialalgebraban felmeriil6 problémak megoldasara is lehet
hasznalni [14]. A legaltalanosabb p karakterisztikdju testek felett md-
k6ds hatékony modszer a [3] dolgozatban taldlhato. A miikodéshez egy
olyan kiegészit$ eljaras sziikséges, amely megoldja az alaptest felett az
a1zl + ..., apmah, = 0 alakt — dgynevezett p-szemilinedris — egyenleteket.

Az [101] dolgozat alapjan késziilt révid harmadik fejezetben a radi-
kalszamitas egy alkalmazésat mutatjuk be matrixfélcsoportokra:

e Polinom idében eldonthetd, hogy egy véges test konstans transzcen-
denciafoku b&vitése feletti, generatorokkal adott méatrixfélcsoport
véges-e.

Az [199] cikken alapul6 negyedik fejezet f6 eredményeinek ismerteté-
sét egy kis keriil6vel kezdjiik. Emlitettiik, hogy p karakterisztikdban a [3]
dolgozat modszere p-szemilineéris egyenletrendszerek megoldasin mulik.

Az o — azh = 0 nemnulla megoldasainak a megtalalasa nyilvan az a



egyiitthato p-edik gy6kének kiszamitasaval egyenértékii. Gyokvonas mér-
pedig csupan a testmiiveleteket hasznal6é algoritmussal nem lehetséges:
egy testelem p-edik gyokének létezése altaldnos alaptest felett algorit-
mikusan eldonthetetlen. Kovetkezésképpen — ahogy W. Eberly megmu-
tatta 7] — kommutativ maéatrixalgebrak radikaljanak kiszamitasara sin-
csen altalanos, csak a testmiiveleteket haszndlé moédszer. Ennek kapcsén
azt sejtette, hogy nincs tovabbi nehézség a nemkommutativ esetben. A
[3] dolgozat alapjan az adodik, hogy a kiszamithatésdg szintjén tényleg
ez a helyzet, de a modszer nem ad meg polinom idejii redukciot egyet-
len kommutativ algebra radikiljanak kiszamitasara. Tobbek kozt az ilyen
visszavezetés létezésének kérdése kapcsin kezdtiik el vizsgalni a radikal
kiszamitasdnak lehetséges alternativ (azaz mem a Dickson-féle jellemzés
altalanositasain alapuld) modszereit.

Parhuzamosan W. A. de Graaf egy, a nulla karakterisztikaju Lie-
algebrak radikaljanak kiszdmitasara szolgild praktikus algoritmuson dol-
gozott [15], amely sebességében a gyakorlatban sokkal gyorsabbnak bizo-
nyult a Dickson-féle jellemzéshez hasonlé tételen alapuldé "hagyoméanyos"
modszernél. W. A. de Graaf eljardsa tugynevezett Cartan-részalgebrak
kiszamitasan (ld. [17]) alapul. Modszerének gyakorlatban mutatott si-
keressége alapjan arra jutottunk, hogy az asszociativ esetben bizonyos
kommutativ részalgebrak (iigynevezett maximalis téruszok) hasznosak
lehetnek. (Megjegyezziik, hogy asszociativ algebrak Lie-algebrajaban a
Cartan-részalgebrak a maximalis téruszok centralizatorai. Az sem mellé-
kes, hogy maximalis téruszok determinisztikus polinom ideji algoritmus-
sal talalhatok [16], s6t, sokféle alaptest esetében véletlen elemek segitsé-
gével nagyon gyorsan kaphatok.) A negyedik fejezet egyik f6 eredménye,

hogy az 1j megkozelités megadja a keresett redukciot:

e Egy A matrixalgebra radikaljanak a kiszdmitasa determinisztikus
polinom idejd algoritmussal visszavezethets egy olyan kommutativ
algebra radikaljanak a kiszamitasara, amely faktora A egy részal-
gebrajanak.

A bemenet olyan maétrixokbol all, amelyek generaljak A-t. A kimene-



tet pedig olyan matrixok alkotjak, amelyek altal generalt ideal Rad(A).
Ugyanez az eredmény (csak egy masik polinommal az id&korlatot ille-
téen), ha a kimenetben és/vagy a bemenetben linearis bazisokat kovete-
liink meg. A bonyolultsagot a végrehajtott testmiiveletek szamaban mér-
jiik.

Annak kedvéért, hogy megmutathassuk a kapcsolatot a kovetkezd két
fejezet tartalmaval, megemlitjiik, hogy a fenti algoritmust megalapozé
strukturatételek azt mondjak ki, hogy Rad(A) felbomlik két lineéris alte-
rének Osszegére, amelyekbdl az egyik a T" maximalis térusz centralizato-
ranak a radikalja altal generalt idedl, a masik pedig a kommutéatorokbol
allo [A, C] altér, ahol C' a T torusz azon elemeibdl all, amelyek centralisak
modulo Rad(A). A késébbiekben C-re mint T szemi-centralis részére és
az [A, C| altérre mint Rad(A) kommutator-részére hivatkozunk. Termé-
szetesen ahhoz, hogy a C szemi-centralis részt Rad(A) el6zetes ismerete
nélkiil kiszadmitsuk, sziikségiink van C' egy alternativ jellemzésére. Egy
ilyen jellemzést meg is adunk a dolgozatban.

Kidolgoztunk egy, a fent emlitett redukciés modszer elvi részein ala-
pul6 véletlent hasznilé modszert is, amely olyan perfekt testek felett mii-
kodik, amelyekben polinomok négyzetmentes részét hatékonyan ki lehet
szamitani. Az algoritmust egy kiegészitett input modellel irtuk le: feltéte-
leztiink egy olyan eljaras segitségét is, amely A-nak bizonyos algebrai ér-
telemben vett "véletlen" elemeit allitja elg. A "véletlen" alatt azt értjiik,
hogy a eljaras altal kiadott elemek jé eséllyel elkeriilik rogzitett alacsony
fokti polinomok zérushelyeit. Megjegyezziik, hogy ez a feltétel kozvetve
azt is maga utan vonja, hogy az alaptestnek "elég nagynak" kell lennie.
Forditva, ha az alaptest "elég nagy" és A-nak egy linearis bazisa adott,
akkor egy ilyen eljaras O(n*) idében implementalhato elég nagy tarto-
manybol véletleniil valasztott egyiitthatokkal vett linearis kombinéciok
segitségével. Ugyanakkor ha A-nak csak algebra generatorai allnak ren-
delkezésre, a kés6bb részletesebben is targyalandé MeatAxe [21] program-
rendszer véletlenelem-generatora néhany matrixszorzas aran a gyakorlat-
ban j6l hasznalhat6 elemeket ad. Algoritmusunk eredménye egy olyan



rendszer, amely mint idealt generalja Rad(A)-t. Egy ilyen rendszerbdl
persze polinom id6ben kiszdmolhaté Rad(A) egy linearis bazisa is, de
nagy dimenziés radikal esetén ez a polinom elég magas foki. Ugyanakkor
sok gyakorlati esetben tényleg elég ideél-generatorokat megadni. Rando-
mizalt algoritmusunk bonyolultsigit itt az egyszertiség kedvéért abban
a fontos specidlis esetben ismertetjiik, amikor a generatorok szama kons-
tans.

e Tegyiik fel, hogy K egy perfekt test és az A < M, (K) martix-
algebra m generatorral adott, ahol m konstans. Ekkor nagyjabol
O(n*) alapmiivelettel elgallithaté matrixok egy olyan rendszere,
amely altal generalt ideal éppen Rad(A).

Fent M,,(K)-val a szokdsoknak megfelelGen a K test elemeibdl allo n x n-
es matrixok alkotta algebrat jeloltiik. Az eredmény pontos leirdsa az ér-
tekezésben Theorem 4.3 cim alatt szerepel. Az algoritmus Monte Carlo
tipusi, azaz kis valoszintiiséggel az output lehet hibés is. A hiba val6szi-
niisége a szokdsos médon  ismétléssel exponencidlisan kicsivé tehetd.
A fenti hozzévetGleges ismertetésben a durva O(n?)-es korlatbol elhagy-
tunk polilogaritmikus faktorokat. Elhanyagoltuk tovabba nagyjabol O(n)
algebrai értelemeben vett véletlen elem elGallitdsdnak és ugyanannyi po-
linom négyzetmentes részének a koltségét. Az O(n?)-es korlat poliloga-
ritmikus faktor erejéig akkor igaz tehéat, ha a K test felett a polinomok
négyzetmentes része kiszamithato O(n3) miivelettel és O(n3) miivelettel
nyerhet8k "véletlen" elemek A -bol. Megjegyezziik, hogy nulla karakte-
risztikAban vagy véges testek felett az el¢bbi feladat kozel linearis id6ben
megoldhaté. Ha A bazisa is adott és a véletlen elemeket véletlen linearis
kombinaciok képzésével allitjuk els, akkor a modszer koltsége (a legtobb
fontos alaptest felett) nagyjabol O(n°). Az &sszehasonlitas kedvéért meg-
jegyezziik, hogy 0 karakterisztikdban a Dickson-féle jellemzésen alapuld
modszer kéltsége tudomasunk szerint legalabb nS-os nagysagrendd.

Az 6tédik és hatodik fejezetekben a fenti modszerével kozeli rokon-

sdgban all6 alapelveken miik6dé algoritmusokat ismertetiink véges testek



feletti algebrak radikaljanak kiszamitasara. Fzekben a fenti algebrai vé-
letlen elemek konstrualhatéséga helyett azt tessziik fel, hogy egy olyan
segédeszkoz all rendelkezésre, amely az algebra véletlen elemeit adja az
uniform (vagy legaldbbis megkozelitGleg uniform) eloszlas szerint.

Sok esetben — mint példaul a mar érintSlegesen emlitett MeatAxe
rendszer esetében — elegendd a radikal egy nemtrivialis elemét elgallitani.
A MeatAxe egy széles korben elterjedt eljarasgytijtemény véges testek
feletti algebrak feletti modulusok kezelésére. A legfontosabb alkotoelem
egyfajta konstruktiv irreducibilitds-teszt, amely reducibilis modulusok-
ban talal egy nemtrivialis részmodulust. R. Parker eredeti modszere [30]
a gyakorlatban kittin6en miikédik kis alaptestek esetén. D. F. Holt és
S. Rees kidolgozott egy altalanosabb esetben is hatékony, véletlen ele-
meket hasznalo eljarast. Az 0j modszer elméletben is és a gyakorlatban
is igen jOl teljesit tetszGleges véges alaptest felett, kivéve néhany speci-
alis szerkezet(i algebraosztalyt. Eszrevettiik, hogy ezekben a kedvezétlen
esetekben a radikal "kommutétor-része" (1d. fentebb) jatszik jelentds sze-
repet. Az is kideriilt, hogy a rossz esetekben egy primitiv idempotenssel
helyettesiteni lehet a maximalis térusz szemi-centralis részét. Primitiv
idempotens pedig igen jo eséllyel nyerhets véletlen elem karakterisztikus
polinomjanak felbontasa segitségével. Ezt a gondolatmenetet az [ILO00]
dolgozat alapjan késziilt 6todik fejezetben fejtjiik ki részletesen. Az ered-
mény a kovetkezd:

e A Holt-Rees—féle MeatAxe eljaras lényeges lassulas nélkiil kiegészit-
het6 egy olyan algoritmussa, amely pozitiv konstans valoszintiséggel
minden reducibilis modulusban talal egy val6di részmodulust.

A kiegészitéssel egylitt a MeatAxe eljaras egy Las Vegas tipusu algo-
ritmussa valik. Egy Las Vegas tipust randomizalt eljaras kis valészini-
séggel lehet sikertelen, de sosem ad hibas kimenetet. Kicsit konkrétab-
ban, a kiegészitett MeatAxe pozitiv konstans valdszintiséggel vagy egy
irreducibilitas-bizonyitast, vagy egy valodi részmodulust talal. Az 6t6dik



fejezetben leirt eljarast el@szor a C-Meat Axe csomagban, majd késébb a
GAP [13] és a MAGMA |2] rendszerekben is implementaltak.

Algebrak radikaljanak kiszamitaséara szolgalo, altalanos test felett mii-
kddd modszeriinkben a sziik kereszt metszetnek a maximalis térusz szemi-
centralis részének a kiszdmitésa bizonyult. PArhuzamosan W. Eberly és
M. Giesbrecht javasolt egy igen gyors mddszert véges testek feletti félig-
egyszerti (trividlis radikallal rendelkezs) algebrak felbontéasara [9]. Dol-
gozatukban 6k is az algebra véletlen elemeinek konstrudlhatésagat felté-
telezték. Felvetették, hogy ki lehet-e terjeszteni eljarasukat nemtrividlis
radikal esetére is. Az [100] dolgozat alapjan késziilt hatodik fejezetben egy
ilyen kiterjesztéssel foglalkozunk. Eberly és Giesbrecht észrevette, hogy
{6 eszkoziik, a primitiv idempotensek egy teljes ortogonalis rendszerének
hatékony konstruilhatésdgara vonatkoz6 eredményiik érvényes az altala-
nos esetben is. Ezen a nyomon indultunk el. Primitiv idempotensek tel-
jes ortogonalis rendszere egy maximélis felhasadd térusznak felel meg.
Mobdszeriink 1ényege az, hogy egy ilyen térusznak a szemi-centralis része
gyorsan megtalalhaté. A felhasznalt eszkdzok segitségével ez utan az ere-
deti célnél egy kicsit tobbet is el lehet érni: nemcsak a radikal, hanem
egy Wedderburn-komplemens (a radikal szerinti faktorral izomorf részal-
gebra) is megkonstrualhaté hatékonyan. Eredményiink konstans sok ge-
neratorral megadott algebrak esetére nagy vonalakban a kovetkezé:

e Tegyiik fel, hogy K egy véges test és az A < M, (K) algebra m
generatorral adott, ahol m alland6. Ekkor nagyjabol O(n3) miive-
letet felhasznalé Las Vegas tipustt modszerrel megtalalhatd matri-
xoknak egy olyan rendszere, amely altal generalt algebra A-ban egy
Wedderburn-komplemens, tovibba egy olyan rendszer is, amely &l-
tal generalt ideal A radikalja.

Megjegyezziik, hogy moédszeriinknek egy Monte Carlo tipusiti véltozata
(ahol a valasz helyessége nem garantalt) O(n?3)-nél valojaban alacsonyabh
bonyolultsagi: polilogaritmikus szami matrix 6sszeszorzasanak a koltsé-
gével aranyos, akiarcsak Eberly és Giesbrecht eljarasa.



A matrixalgebrakkal és modulusokkal foglalkoz6 fejezetek koziil az
utolsoban, a |[CIK97| dolgozat egyes részei alapjan késziilt révid hetedik
fejezetben egy egyszeri feladat megoldasara mutatunk determinisztikus
polinom ideji modszert. A feladat modulusok izomorfidjanak konstruk-
tiv valtozata: dontsiik el, hogy két modulus izomorf-e, és ha igen, adjunk
is meg izomorfizmust. Ha az alaptest elég nagy, a feladatra egyszert ran-
domizalt modszer adédik: ha a két modulus izomorf, akkor egy véletle-
niil valasztott morfizmus az egyikbdl a méasikba val6jaban izomorfizmus
lesz. Itt az izgalmas kérdés az, hogy helyettesithet-e a véletlent hasznalé
mobdszer polinom idejii determinisztikussal. Megmutatjuk, hogy a legtobb
fontos alaptest felett igen:

o Tegyiik fel, hogy K egy olyan test, amely feletti matrixalgebrak ra-
dikaljanak kiszdmitasara polinom idejii determinisztikus algoritmus
van. Ekkor K-algebrak feletti modulusok konstruktiv izomorfizmus-
probléméjara is van polinom ideji determinisztikus modszer.

Lathato, hogy ebben a fejezetben is fontos szerepet kap a radikal kisza-
mitasa. [tt torténetesen azért, mert a fejezet f6 technikai eszkoze, a cik-
likus modulusok generatorat elGallité determinisztikus algoritmus altala-
ban nem miikodik a nem-féligegyszert esetben. Megjegyezziik tovabb4,
hogy a vizsgalt feladat speciélis esete az elszor J. Edmonds &ltal [10]
felvetett és azota is sokat vizsgalt kérdésnek: létezik-e hatékony deter-
minisztikus médszer maximalis rangii matrix keresésére méatrixok linea-
ris tereiben. A feladat gazdag és tartalmas kombinatorikai kapcsolataival
foglalkozik Lovasz Laszlé cikke [28]. Domokos Matyas a probléméval ko-
zeli rokonsagban all6 invaridnselméleti eredményeket ért el a [6] és egyes
azt koévetd publikacidiban.

2.2. Kvantum-szamitégépekkel kapcsolatos eredmények

R. P. Feynmann vetette fel elészor azt az oOtletet, hogy a kvantum-
jelenségeket esetleg hatékony szamitésra fel lehet hasznalni [11]. A

kvantum-szamit6gép modelljeinek kidolgozasa és néhany a kvantum-



géppel a klasszikusnal hatékonyabban megoldhaté — jatékos jellegt
feladat felfedezése utan P. Shor publikalta 1994-ben az els§ két igazan
életszagu alkalmazast |33, 34|: az egészek torzstényezss felbontésat el-
végzG, valamint a diszkrét logaritmust kiszamolé polinomidej kvantum-
algoritmusat. Nem sokkal Shor eredményeinek bemutatasat kévetGen je-
lent meg L. Grover kvantumgépes algoritmusa [18], amellyel egy n elemii
adatbazisban /n lekérdezéssel lehet keresni. Ezek az eredmények jelen-
t6s 16kést adtak a kvantum-szamitogépek fizikai megvalositasara irdnyuld
probalkozasoknak, és felkeltették az érdeklédést a szamitasi problémak
kvantum-szamitogépes algoritmikus bonyolultsidga irant is. A dolgozat
utolsé harom fejezetében ilyen teriileteket érinté eredményeket mutatunk
be.

Az [107] dolgozat alapjan késziilt nyolcadik fejezet Gsszekapcsolja
az értekezés reprezentaciéelméleti részét a kvantumgépekkel kapcsolatos
problémakkal. Itt azonban algebrak reprezentacioi helyett csoportok rep-
rezentécioit tekintjiik. Onmagaban a bemutatott algoritmus nem nehéz,
a helyességének az igazolasa viszont nagyon is az. A vizsgalt algoritmikus
kérdés tulajdonképpen kvantumgépek fizikai megvalositasaval kapcsola-
tos: annak eldonthetésége, hogy eszkozok — tigynevezett kvantum kapuk —
egy adott készlete alkalmas-e arra, hogy altalanos kvantum-szamitogépet
épithessiink beldle.

Valamivel részletesebben, egy n kvantum bites kapu egy unitér transz-
formacié az n kvantum bit allapotait magaban foglal6 2" dimenziés komp-
lex euklideszi téren. Egy n bites kapu N(N —1)--- (N —n + 1) félekép-
pen csatlakoztathaté N > n bitre, igy ennyiféleképpen foghatd fel N
kvantum bites kapuként. Azt mondjuk, hogy n kvantum bites kapuk egy
készlete N -univerzdlis, ha a készletbeli kapuk Osszes N-bitre val6 csatla-
koztatasabol nyert készlet a 2V dimenziés téren hato unitér csoportnak
egy slri részcsoportjat generédlja. Ez annak felel meg, hogy minden N
bites transzformécié tetszdéleges pontossaggal megkdzelithetd a készletbdl
vett kapukbol 4ll6 eszkoz segitségével. Valamivel pontosabban: Itt a sii-
riiséget projektiv értelemben tehat modulo a skalarmatrixok kell te-
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kinteni, ugyanis egyenértékiinek szamitanak az olyan kvantum-allapotok,
amelyek egymaés skalarszorosai.

Viszonylag egyszertien igazolhaté, hogy N > max{2,n}-re az N-
univerzalitas egy N-ben monoton tulajdonsag. Tehat ha egy n > 1 kvan-
tum bites készlet N-univerzalis valamely N > n-re, akkor N’-univerzalis
minden N’ > N-re is. Ez alapjan n > 1 esetén egy n kvantum bites ka-
pukészletet univerzélisnak neveziink, ha létezik olyan N > n, melyre a
készlet N-univerzalis. Az univerzalitas egyfajta végsd soron valé alkalmas-
sagot jelent altalanos kvantum-szamitogép épitésére. Adott N-re az N-
univerzalitas tesztelése eldonthets a generalt csoport Zariski-lezartjanak
kiszamitasa atjan, példaul H. Derksen, E. Jeandel és P. Koiran modsze-
rével [4]. Ebbdl — hacsak nem tudunk valamilyen korlatot adni a legki-
sebb olyan N-re, amelyre egy univerzalis kapukészlet méar N-univerzalis
— nem kovetkezik azonnal, hogy az univerzalitas algoritmikusan eldont-
hets. A nyolcadik fejezet f6 eredménye szerint azonban megadhato egy

ilyen korlat:

e Ha egy n kvantum bites kapukészlet univerzalis, akkor mar N-
univerzalis barmely N > 255n-re. Kévetkezésképpen az univerzali-
tas algoritmikusan eldénthetd tulajdonsag.

Megkozelitésiinkbél valgjaban az is adoédik, hogy egy m elemii készletre az

(N)_valtozos

N-univerzalitas eldénthets egy m - 20(V) egyenletbsl allo 2€
homogén lineéris egyenletrendszer segitségével. Siirdi reprezentacio ese-
tén, azaz ha az input a kapukat leir6 matrixok m - 22" elemébél all,
N = 255n-re az egyenletrendszer mérete még mindig polinomiélis n-ben,
igaz, nagyon nagy kitevével. A korlat bizonyitésa egyrészt R. Guralnick és
P. H. Tiep egy, a véges csoportok reprezentaciéelmélete teriiletérsl vald
2005-6s, a véges egyszerli csoportok osztilyozasat falhasznalé eredmé-
nyét [19], masrészt D. Lazard nulldimenziés idealok Hilbert-fiiggvényének
regularitasara vonatkozo korlatjat [27] hasznalja fel. Figyelemre mélto,
hogy a véges egyszerii csoportok osztalyozasa szerepet jatszik egy ilyen,

latszatra numerikus jellegti probléménal.
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A kilencedik fejezetben az [FIMSS03| dolgozat egyes eredményei, il-
letve az |[FIMSS03] fiiggelékében megjelent modszert alaposabban kifejtd
[107pre]| cikk alapjan egy olyan kvantum-algoritmust mutatunk be, amely
rejtett részcsoportokat talal feloldhatoé csoportok egy bizonyos osztalya-
ban.

Mindazok a szamitési feladatok, amelyekre a mai napig a klasszikusnal
exponencidlisan gyorsabb kvantum-algoritmust talaltak, tébbé-kevésbé
kozel allnak az tgynevezett rejtett részcsoport probléméjahoz. Ezzel a
feladattal k6zos keretbe foglalhaték a Shor altal megoldott problémak
diszkrét logaritmus szamitasa, tovabba egészek multiplikativ rendjének
kiszamitdsa modulo Gsszetett szamok (ez utobbi a faktorizacioban szere-
pet jatszo eszkoz) — és még tobb mas érdekes feladat is. Kozelebbrsl, a
rejtett részcsoport probléméja a kdvetkezd. Tegyiik fel, hogy — egy haté-
kony kiértékels algoritmus vagy egy ordkulum segitségével — adott egy,
a G véges csoporton értelmezett f fliggvény, amelyre az teljesiil, hogy
van G-nek egy olyan H részcsoportja (a rejtett részcsoport), amelyre az
igaz, hogy az f(x) és az f(y) értékek akkor és csak akkor egyenlsk, ha
xH = yH (szavakban: z és y a H részcsoportnak ugyanabba a baloldali
mellékosztalyaba esik). A feladat a H részcsoport meghatarozésa, lehets-
leg az abrazolasi mérethen (azaz log|G|-ben) polinom idében. Mig kom-
mutativ csoportokra tényleg létezik polinom ideji megoldas 1d. [26, 29],
a nemkommutativ csoportok esete jelenleg is intenziven vizsgalt teriilet
(nem kis részt azért, mert példaul grafok izomorfizmusanak kérdése is fel-
foghat6 természetes modon egy rejtett részcsoport-problémaként a szim-
metrikus csoportban). Az intenziv eréfeszitések ellenére az Gsszes csoport,
amelyre jelenleg polinom idejii kvantum-algoritmus ismert rejtett rész-
csoportok megdatalasara igen kozel all ahhoz, hogy kommutativ legyen.
Ilyen csoportok egy viszonylag széles osztalydra mutatunk be modszert a
kilencedik fejezetben.

o Kvantum-szamitogéppel polinom idében megoldhaté a rejtett rész-
csoport problémaja olyan véges, konstans feloldhaté hossztusagi

csoportokban, amelyeknek a kommutator részcsoportja konstans
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exponensii.

Megjegyezziik, hogy 2003-ban, amikor az [FIMSS03| dolgozat megjelent,
a fent emlitett osztaly tartalmazta majdnem az Gsszes ismert polinom
idejl rejtett részcsoportkeresével rendelkezd csoportot. Jelenleg az emli-
tésre érdemes kivételek bizonyos olyan nilpotens csoportok, amelyeknek a
kommutator részcsoportja mar kommutativ, 1d [1, 24, 25]. Az eljarasban
alkalmazott modszer egy, a rejtett részcsoport problémajanak alkalmasan
megvalasztott altaldnositasan alapulé indukcié, ahol az indukciés 1épés
voltaképpen az altalanositott Reed-Muller kédok elvén miikods statisz-

tikai dontés.

Az értekezés utolso, tizedik fejezete az [FIS05] dolgozat bizonyos részei
alapjan késziilt. Az eredmény a hetedik fejezet algoritmusaval hozhato
parhuzamba. Ott egy véletlent hasznalé klasszikus algoritmust véltot-
tunk ki hatékony determinisztikussal, itt egy kvantum-algoritmussal vi-
szonylag egyszertien megoldhaté feladatban keressiik azt, hogy hatékony
megoldasahoz mennyi sziikséges a kvantum-szamitégép erejébsl. Megmu-
tatjuk, hogy a kvantum-algoritmus kivalthaté polinom idejt klasszikus
randomizalt moédszerrel, feltéve, hogy keziinkben van egy csoportelemek
rendjének t0bbszorosét kiszamolé eljaras. Tehat a kvantum-gép erejébdl
valdjaban valamivel kevesebbet is elég hasznalni, mint Shor nevezetes al-

goritmusa.

e Egy véges halmazon adott binaris miiveleti tablarsl a tabla méreté-
nek logaritmusdban polinom idejd klasszikus randomizalt médszer-
rel tesztelhetd, hogy egy adott szdmot osztd exponensti kommu-
tativ csoport szorzétablaja-e. A tesztel§ algoritmusokkal szemben
szokasosan tamasztott kovetelmények szerint az algoritmus mindig
elfogadja a megfelel6 csoportok szorzétablait és nagy valdszintiség-
gel elutasitja azokat, amelyek "tavol" dllnak egy megfelel6 csoport
szorzotablajatol.

A fent alkalmazott tavolsag egyfajta szerkesztési (az atiras mellett tor-
lést és beszurast is megengedd) tavolsag relativ valtozata. Megjegyezziik,
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hogy a hasonlé feladatokra korabban ismert legjobb tesztel§ mddszerek
enyhén szublinearisak voltak a tablazat méretében, tehat ezekhez képest
exponencidlis gyorsulédst sikertilt elérni.
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