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1 Bevezeto

A doktori fokozat megszerzése 6ta az additiv kombinatorikaval és ahhoz kapcsolodd
problémakkal foglalkozom. Ennek a fiatal matematikai kutatasi teriiletnek szamos
aga van fontos alkalmazasokkal a szamitogéptudomanyban, szamelméletben, kom-
binatorikaban vagy éppen harmonikus analizisben. Kiilonosen kedvelem azokat a
problémakat ahol kozvetve vagy kozvetleniil geometriat lehet alkalmazni szamelméleti
kérdésekben, illetve amikor szamelméleteti eredmények segitségevel oldhatoak meg
geometriai problémak. Kutatasom harom — egymassal kapcsolatban allé — témakor
koré csoportosithatd: Szemerédi tételének dltaldnositasai, Erdds és Szemerédi Gsszeg-
szorzat sejtése és Erdos kiillonbozo tavolsagokkal kapcsolatos sejtései.

Jelen értekezésben mindharom témakorben bemutatunk eredményeket. Tizenkét
cikket fogunk ismertetni négy fejezetben a kovetkezok szerint:

1. Els6 fejezet: A ”Hypergraph Removal Lemma” alkalmazésai a Szemerédi tétel
altalanositdsaban.

a. Bevezetés: Regularity, uniformity, and quasirandomness
b. Els6 cikk: Roth tételének altaldnositasa.
c. Masodik cikk: Erdés és Graham egy probléméjarol.

d. Harmadik cikk: Szamtani sorozatok kis 6sszegii halmazokban

2. Masodik fejezet: Az Gsszeg-szorzat problémarol
e. Negyedik cikk: Osszeg-szorzat becslés komplex szémokra
f. Otodik cikk: Javitott becslés a Szemerédi-Trotter tétel alkalmazasaval
g. Hatodik cikk: Osszeg-szorzat becslés métrixokra
h. Hetedik cikk: Tovabbi javitas elemi linearis algebra alkalmazasaval

3. Harmadik fejezet: Szamelméleti eredmények alkalmazasa a diszkrét geometria
teriiletén.

i. Nyolcadik cikk: Extremalis pont-egyenes illeszkedési rendszerek lokalis strukturéja

j. Kilencedik cikk: Osszeg-szorzat becslések geometriai alkalmazésa

k. Tizedik cikk: Erdos és Ulam egy problémajarol

4. Negyedik fejezet: Kiilonbozo tavolsagok
l. Tizenegyedik cikk: A kiilonboz6 tavolsagok szama magasabb dimenzidban

m. Tizenkettedik cikk: Kiilonboz6 tavolsagok homogén ponthalmazokban
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2 Szemerédi tételének altalanositasa

Szemerédi Endre bizonyitotta 1970-ben Erdds és Turan sejtését miszerint az egészek
barmely siirti részhalmaza tartalmaz tetszolegesen hosszi szamtani sorozatokat. Ezt a
fontos eredményt ergodikus mdodszerekkel Gijrabizonyitotta és altalanositotta Fiirstenberg
és Katznelson [7].

Megmutattak hogy barmely § > 0 és pozitiv egész r-re minden X C Z" halmazhoz
van olyan N hogy minden A C {1,2,...,N}" esetén ha |A| > JN" akkor A-ban
talalhatd egy részhalmaz ami a 4+ dX alaku. (d egy pozitiv egész)

2000-ben Timothy Gowers egy analitikus bizonyitast dolgozott ki Szemerédi tételére.
Roth 3-hosszi szamtani sorozatokra vonatkozé tételénél alkalmazott technikat ter-
jesztette ki a hosszabb szdmtani sorozatok problémajara.

A publikacié elétti kézirat végén Gowers fontos nyitott problémanak jelolte meg
hogy talaljunk egy elemi bizonyitast Roth tételének egy kétdimenzids valozatara
(a kérdés részleteit hamarosan meglatjuk). A kézirat olvasdsa utédn egy egyszerii
bizonyitast talaltam Szemerédi és Ruzsa ”6;3” tétele alkalmazasaval. Az itt alka-
Imazott modszer — amit késébb altalanositottam — lehetdséget adott Fiirstenberg és
Katznelson fent emlitett tételének elemi bizonyitdséra. (egy maésik, sokkal nehezebb,
grafelméleti eredmény segitségével)

[15]-ben bizonyitottam hogy minden siir{i részhalmaza a kétdimenzids egész racsnak
tartalmaz egy négyzetet. (A Fiirstenberg-Katznelson tétel specidlis este amikor X =
{(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}) Azt is megmutattam, hogy a Fiirstenberg-Katznelson tétel
kovetkezik egy — akkor még csak sejtett — allitasbdl, az ugynevezett " Hypergraph Re-
moval Lemma”-bol.

A Hypergraph Removal Lemma kovetkezik Szemerédi graf-regularitasi lemmajanak
altaldnositasabdl ! ; a hipergraf regularitdsi lemma és az ehhez tartozé leszamoldsi
lemma alkalmazasabdl. Ezeket az allitdasokat egymastdl fliggetleniil Tim Gowers és
Vojta Rodl didkjaival igazoltak. (Gowers [3] and Rodl et al. [2])

Rodl, Nagle, Skokan, Schacht és Kohayakava cikke, ”The hypergraph regularity
method and its applications” a Proceedings of the National Academy of Sciences of
USA-ben jelent meg. Az 1jsag szerkesztoi felkértek, hogy irjak egy ”Commentary”-t
a cikkhez, amit csak az dltalanos tudomany kiemelt fontossagu eredményekhez szok-
tak kérni. Ezt az irast is csatoltam a doktori dolgozatomhoz, bevezetoként az elso
fejezethez.

A Hipergraf Regularitasi Lemma az elsé két bizonyitds utan tjabb bizonyitdasokat

LA Regularitdsi Lemma a diszkrét matematika egyik legfontosabb eszkoze. Szemerédi a fen-
tiekben mar emlitett Frdés-Turdn sejtés bizonyitdsahoz fejlesztette ki, mely szerint egy pozitiv
fels6 stirliségli egész szdmokbdl all6 sorozat tartalmaz hosszi szdmtani sorozatokat [32]. A lemmét
gy lehetne roviden Osszefoglalni, hogy bizonyos értelemben minden nagy gréafot jol lehet kozeliteni
kisebb silyozott éli grafokkal. A Regularitasi Lemmaval és az ezzel a mddszerrel kapcsolatos tovabbi
informacidkért lasd a [31] dttekinté cikket és a tovabbi regularitdsra vonatkozo referencidkat a cikkj-
egyzékben
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kapott, Terry Tao, Elek Gabor és Szegedi Balazs, valamint Yoshi Ishigami is bi-
zonyitotta, részben a kordbbi bizonyitdsokra alapozva. (Vannak akik kétlkednek
Ishigami bizonyitasdnak korrektségében) Bar ez az eredmény tul mutat jelen doktori
dolgozat keretein, megemlitjiik még, hogy Szemerédi tételét is hasznéalva és részben a
hipergraf regularitasi lemma &altal inspiralva Ben Green és Terry Tao bebizonyitotta
hogy a primszamok kozott tetszolegesen hosszu szamtani sorozatok talalhatok.

3 Az Osszeg-szorzat probléma

Minden olyan probléma ide sorolhaté ami a két miivelet, az Osszeadds és a szorzés
osszeférhetetlenségét mutatja; Ha egy halmaz Gsszeghalmaza nem sokkal nagyobb
mint az eredeti halmaz akkor a szorzathalmaz nagy kell hogy legyen. Ezt az allitast
pontosan megfogalmazzuk valds szamok véges részhalmazaira.

Legyen A valds szamok egy véges részhalmaza. Az Osszegehalazt az aldbbiak

szerint definialjuk:
A+ A={a+bla,be A}.

Hasonléan, a szorzathalmazt a kovetkezoképpen kapjuk:
A-A={abla,b e A}.

Erdés és Szemerédi azt sejtette hogy az osszeghalmaz vagy a szorzathalmaz mindig
majdnem kvadratikus méretben az eredi halmazhoz képest.

max(|A+ Al [A- AJ) > |AP~

ahol § tart nulldhoz amint |A| tart a végtelenhez.

Egy rendkiviil elegans cikkben Elekes [26] megmutatta, hogy diszkrét geometria
hasznalhaté jo Osszeg-szorzat becslésekhez. Elkes modszerét tovabbfejlesztve megmu-
tattam [10]-ban, hogy

max(|A + A|,|A- A]) > | A"/ log | A|.

Egy Tardos Gaborral kozosen irt cikkben igazoltuk, hogy a fenti egyenlétlenség
komplex szamok véges halmazara is igaz. Ezzel megjavitottuk egy korabbi eredményemet
ahol a

max(|A + A, |A- A]) > c|A]P*

egyenlotlenséget igazoltam komplex szamokra. Mindamellett, az ott alkalmazott
modszerem &ltaldnosithaté mas testek/gytirtik feletti Osszeg-szorzat problémékra is,
igy ez az eredmény bekeriilt tobb egyetemi jegyzetbe.

A kozelmultban egy még egyszertibb bizonyitast talaltam az erdsebb

max(|A + A|,|A- A|) > c|A|*3log | A|

4
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egyenldtlenségre amikor A valds szdmok részhalmaza [11].
Van Vu-val kozos cikkben a négyzetes matrixok gytirtije felett igazoltuk a

max(|A + A, [A - A]) > c[AP

egyenlotlenséget ”szép” matrixok csaladjara.

Az Osszeg-szorzat probléma nagyon érdekes és fontos alkalmazasokkal bir a véges
testek felett is. Itt persze tovabbi megkotésekre van sziikség hiszen példaul egy
részgytlrinek az 6sszeghalmaza és a szorzathalmaza is nagyon kicsi, a fenti egyenlotlenségekhez
hasnonléak altalanosan nem varhatoak.

Bourgain, Katz és Tao bizonyitott egy |A alsd becslést a véges testek felett
[24] az aldbbiak szerint: Legyen A C F,, és p® < |A| < p'~*. Ekkor van olyan € > 0
ami csak a-tdl fiigg hogy

‘1“!‘6

max(|A + A, [A- A]) > | A=,

Ez az eredmény fontos alkalmazasokkal bir szamelméletben, szamitégéptudomanyban,
Ramsey elméletben és kriptografidban. Kidertlt, hogy a valds esetre hasznalt ge-
ometriai latasmod a véges karakterisztikaju testek felett is alkalmazhaté. Hart és
Tosevich-el ko6z6s cikkiinkben [25] els6ként adtunk j6 becslést max(|A + A|, |A - Al)-re
ahol A C F, and p'/? < |A| < p. (Hozza kell tennem, hogy a legtébb alkalmazashoz
a |A| < p/? szakasz az érdekes)

4 Kiilonbozo6 tavolsagok

Ez a harmadik témakor érdekesen kapcsolédik az additiv kombinatorikahoz. A kordbban
emitett Bourgain, Katz, Tao cikk foglalkozik a kiilonboz6 tdvolsdgok problémjival
véges testek felett. Megmutattak hogy a probléma bizonyos értelemben ekvivalens az
Osszeg-szorzat kéréssel Fi—ben.

Eloszor Erdés egy klasszikus probléméjat targyaljuk. Erdés irja [28]-ben: "My
most striking contribution to geometry is, no doubt, my problem on the number of
distinct distances.”

Jelolje g(n) egy n-elemti sikbeli ponthalmaz altal meghatarozott kiilonbozé tavolsagok
lehetséges minimum4lis szdmat. Erdés megmutatta, hogy a y/n X y/n méretii egész
rdcs pontjai cn/y/Togn kiilonbozd tévolsigot hatdroznak meg. Ugy sejtette, hogy
hasonlé becslés feliilrdl is igaz.

Té6th Csabaval [13]-ben megmutattuk hogy g(n) > en®7. Székely immar klasszikus-

nak mondhaté modszerét javitottuk meg. Cikkiink egy szamelméleti lemmajat Katz
és Tardos megjavitottak, megnovelve a 6/7 kitev6t egy tovabbi 0.007-tel. Ez a
mostani rekord, és Ruzsa Imre egy konstrukciéval megmutatta hogy jelen modszertinkkel
Erdos sejtett becslése nem elérhetd, tovabbi, 1j otletekre lesz sziikség az elorelépéshez.
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Jelen dolgozatban a magasabb dimenzids véltozatat vizsgaljuk Erdos sejtésének.
A sejtés (Erdés) szerint n pont a d-dimenziés euklideszi térben legalabb na—< kiilonboz6
tavolsagot hataroz meg.

Van Vu-val kozos cikkiinkben [16] elsének sikeriilt megmutatnunk hogy Erdds
sejtése asszimptotikusan igaz;

n pont a d-dimenzios euklideszi térben legalabb

2 2
nE - d(d+2)

kiilonbo6z6 tavolsagot hataroz meg.

Harmonikus analizisben kutatékat érdekli a kiillonboz6 tavolsagok probléma egyen-
letes eloszlasui ponthalmazokra is, ahol esetleg jobb becslés varhaté. Tom Wolff
munkassaga alapjan Laba, losevich és masok is kapcsolatot taldltak a hires Kakeya
sejtés és a kiillonbozo tavolsagok problémaja egyenletes eloszldsi ponthalmazokra
kozott.

Téth Csabdval kézos cikkiinkben [19] az erdsebb

2d
nd2+1

alsé becslést bizonyitottuk egyenletes eloszlast ponthalmazokra.

5 A cikkek bemutatasa

Ebben az Osszefoglald szekciéban roviden bemutatjuk a tézis cikkeit. A bemutatés
soran hasznaljuk a jeloléseket az el6z6 bekezdésekbdl.

1. Els6 fejezet: A "Hypergraph Removal Lemma” alkalmazéasai a Szemerédi tétel
altalanositdsaban.
a. Bevezetés: Regularity, uniformity, and quasirandomness
[20]'Regularity, uniformity, and quasirandomness’. Proceedings of the National

Academy of Sciences of the United States of America. 102.23 (2005): 8075 -
8076.

Ezt a cikket bevezetének széntam az els fejezethez. Uj 6nallé eredményt nem
tartalmaz, de segit a késobbi erdmények megértésében.

b. Els6 cikk: Roth tételének dltaldnositasa.

[21]'Note on a generalization of Roth’s theorem’. Discrete and computational
geometry; Algorithms Combin. Vol. 25. Ed. Janos Pach. Springer, 2003. 825
— 827.

Gowers kérdésére valaszolva egyszeri bizonyitast adunk a kovetkezd problémara:
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Barmely § > 0-hoz van olyan N hogy minden A C {1,2,..., N} esetén ha
|A] > §N? akkor A-ban talalhaté harom pont amik egy derékszogii egyenl8szart
haromszoget alkotnak, azaz (z,y), (r+d,y), (x,y+d) alakuak. (d egy nemnulla
egész)

Ezt az eredményt nemrég Ilya Shkredov megjavitotta. Tovabbfejlesztve Gow-
ers és Bourgain analitikus médszereit megmutatta hogy (logloglog n)~! stirliség
garantdl ilyen haromszoget. (Az én bizonyitdsom csak (log*n)~! siirliségre
miikodik)

c. Masodik cikk: Erdés és Graham egy probléméjardl.

[15] A note on a question of Erdés and Graham’, Combin. Probab. Comput.
13 (2004), no. 2, 263-267.

A 6 erdménye a cikknek egy 1j modszer bevezetése; hogyan hasznalhaté a
"Removal Lemma” a tébbdimenzids Szemerédi tétel bizonyitasara.

Példaként elemi bizonyitast adtunk Erdds és Graham egy kérdésére, miszerint
minden stri részhalmaza a kétdimenzids egész racsnak tartalmaz egy négyzetet.
Ez a Firstenberg-Katznelson tétel specidlis este amikor

X = {(07 0)7 (Ov 1)’ (17 0)7 (17 1)}
d. Harmadik cikk: Szamtani sorozatok kis 6sszegli halmazokban

[18] "Arithmetic Progressions in Sets with Small Sumsets’, Combinatorics, Prob-
ability and Computing. 15 (2006): 597 - 603.

Ez a cikk egy tovéabbi illusztraciéo a ”"Removal Lemma” erjére. Megmutattuk,
hogy ha |A + A| < C|A| akkor A tartalmaz hosszi szamtani sorozatokat. Ezt
akkor is meg tudjuk mutatni, ha az Osszeghalmaz csak egy stirti graf mentén
kicsi. Balog és Szemerédi [1] egy tétele alapjan tudjuk, hogy ez az eset vis-
szavezetheto az elézore, de itt nem kell hasznalnunk ezt az eredményt. A 6
érdekesség azonban nem ez, hanem hogy bizonyitani tudjuk a fenti allitast a
nehéz Freiman-Ruzsa tétel [4] alkalmazasa nélkil is.

. Méasodik fejezet: Az Osszeg-szorzat problémardl

e. Negyedik cikk: Osszeg—szorzat becslés komplex szamokra
A
max(|A + A|,|A- A|) > c|A]/4

egyenlGtlenséget igazoljuk komplex szamokra. Az itt alkalmazott médszer altalanosithatd
més testek/gytirtik feletti 6sszeg-szorzat problémékra is.
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f. Otodik cikk: Javitott becslés a Szemerédi-Trotter tétel alkalmazaséval

[10] On the number of sums and products’, Bull. London Math. Soc. 37
(2005), no. 4, 491-494.

Elekes otletét tovabbfejlesztve igazoljuk az alabbi Osszeg-szorzat becslést:
max(|A + A|,|A- A]) > | A" /log | A|.

Mint Elekesnél is, a bizonyitéas f6 eleme Szemerédi és Trotter becslése egyenesek
és pontok illeszkedésére.

g. Hatodik cikk: Osszeg-szorzat becslés matrixokra

[17](Van Vu-val kozos cikk) ’Sum-product estimates for well-conditioned matri-
ces’. Bulletin of the London Mathematical Society 2009 41(5):817-822

a négyzetes matrixok gytrtje felett igazoltuk a

max(|A + A, |A- A]) > | AP

egyenlttlenséget ” well-conditioned” matrixok csaladjara, azaz olyan matrixokra
amelyeknek a legnagyobb és legkisebb sajatértékei hanyadosa nem til nagy.

h. Hetedik cikk: Tovabbi javitas elemi linearis algebra alkalmazasaval

[11] 'Bounding multiplicative energy by the sumset’, Advances in Mathematics,
Volume 222, Issue 2, 2009, 402-408.

Igazoljuk a
max(|A + A|,|A- A|) > ¢|A[*3log | A

egyenlGtlenséget a valds szamok egy A részhalmazara.

. Harmadik fejezet: Szamelméleti eredmények alkalmazasa a diszkrét geometria
tertiletén.

i. Nyolcadik cikk: Extremdlis pont-egyenes illeszkedési rendszerek lokalis
strukturaja

[12]'Dense arrangements are locally very dense 1.”. STAM JOURNAL ON DIS-
CRETE MATHEMATICS. 20.3 (2006): 623 - 627.

Olyan pont-egyenes rendszerek szerkezetét vizsgaljuk ahol az illeszkedések szama
kozel van a Szemerédi-Trotter becslés altal adott korlathoz. Megmutatjuk —
ami intuitive sejtheté — hogy az ilyen rendszerek tartalmaznak haromszogeket,
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sot nagyobb teljes részstrukturdkat is. Ez az elsé ilyen struktira erdmény.
A bizonyitas Szemerédi regularitasi lemmaéajan alapul, illetve Ruzsa-Szemerédi
tétetlét hasznalja.

j. Kilencedik cikk: Osszeg-szorzat becslések geometriai alkalmazdsa

(Mei-Chu Changgal kozos cikk) ’Sum-product theorems and incidence geom-
etry’. JOURNAL OF THE EUROPEAN MATHEMATICAL SOCIETY. 9.3
(2007): 545 - 560.

Osszeg-szorzat becsléseket alkalmazunk geometriai allitdsok igazoldsira. Egy
tipikus allitas a kovetkez6: Ha a sikban négy ponton keresztiil gy adott n—mn—
n —n egyenes, hogy legaldbb n'? pont illeszkedik négy egyenesre, akkor a négy
pont kollinedris. A bizonyitasra az adott lehetdséget, hogy az Osszeg-szorzat
becsléseknél alkalmazott geometriai technikak altalanosan is alkalmazhatok.

k. Tizedik cikk: Erdos és Ulam egy problémajarél

23] (Frank De Zeeuw-al koz0s cikk) ’On a question of Erdos and Ulam’. Discrete
and Computational Geometry, Volume 43, Issue 2 (2010), Page 393-401.

Erdos kérdezte hogy vajon barmely k természetes szamra megadhato-e k altalanos
helyzetii pont a sikon (nincs hdrom egy egyenesen és négy egy koron) ugy
hogy barmely kettd tavolsdga egész szam? Sasha Kurz taldlt egy ilyen egész
tavolsagu ponthalmazt hét ponton, ez eddig a rekord. A masik oldalrél Ulam
kérdezte, hogy megadhaté-e egy mindeniitt stirii ponthalmaz, hogy barmely
ketto tavolsdga raciondlis szam. Erdds sejtette hogy ez nem lehetséges. Tobb
kutato is probélkozott racionalis tavolsagl ponthalmazokat talalni algebrai gorbék
mentén.

Didkommal, Frank De Zeeuw-val, megmutattuk hogy ha egy algebrai gorbe
tartalmaz egy végtelen raciondlis ponthalmazt, akkor a pontok egy korén vagy
egyenesen vannak.

. Negyedik fejezet: Kiilonbo6zo6 tavolsagok
. Tizenegyedik cikk: A kiilénb6zo tavolsagok szama magasabb dimenziéban

[16] (Van Vu-val kozos cikk) Near optimal bound for the distinct distances
problem in high dimensions. COMBINATORICA, 28.1 (2008): 113 — 125.

Erdoés sejtésének megfeleloen n pont a d-dimenzids euklideszi térben legalabb
2

2
nd  d(d+2)

kiilonb6zo6 tavolsagot hataroz meg.
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m. Tizenkettedik cikk: Kiilonbozo tavolsagok homogén ponthalmazokban

[19](T6th, Csabédval kozos cikk) Distinct distances in homogeneous sets in Eu-
clidean space. Discrete Comput. Geom. 35 (2006), no. 4, 537-549.

Ha n pont egyenletes eloszlasi a d-dimenziés euklideszi térben akkor ezek le-
galdbb

2d
nd2+1

kiilonbozo6 tavolsagot hataroznak meg.
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