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Solymosi Jozsef “Geometriai probléméak az additiv kombinatorika teriiletén”
cimii akadémiai doktori disszertaciojat az alabb ismertetettek alapjan a védésre
kitizésre kiemelkedGen alkalmasnak tartom, megvitatésat és elfogadasat mele-
gen tadmogatom.

A modern kombinatorika, illetve extremalis grafelmélet szorosan kap-
csolodik bizonyos szamelméleti kérdésekhez. Valamilyen értelemben a klasszi-
kus extremadlis grafelmélet és Ramsey elmélet mindig is kétiranyt kapcsolat-
ban, kolcsonhatdsban 4llt bizonyos szamelmeéleti problémakkal. Ugyancsak
szoros a kapcsolat bizonyos geometriai problémék és az extremalis grafelmélet
kozott. Maga az extremalis grafelmélet is valamilyen értelemben egy mul-
tiplikativ Sidon problémabdél is szarmaztathaté, mas értelemben, a Ramsey
tételen keresztiil egy geometriai problémabol keletkezett.

Solymosi Jozsef matematikai kutatasi teriilete is elsgsorban erre a fontos
teriiletre vonatkozik, Doktori disszertaci6ja pedig a geometriai problémak
és az additiv kombinatorika kapcsolatat targyalja. A disszertacié Solymosi
eredményeinek csak egy kis de igen fontos részét tartalmazza.

Solymosi ennek a teriiletnek egyik legkiemelkedébb, legeredményesebb
kutatdja, szdmos fontos elv, kapcsolat ezen a teriileten az & nevéhez fizédik,
Fields Medal-os matematikusokkal (Gowers, Tao, Bourgain) dolgozik egyiitt
idevonatkoz6 témékon.

A disszertacio tézises formaju: egy 10 oldalas magyar nyelvii bevezetd
+ egy 35 cikkes irodalomjegyzék utan 4 fejezetbél, 1412 cikk méasolatabol
all. Ezek 6sszesen kb 95 oldalt tesznek ki. A cikkek tobbsége egyszerzés és
talnyomé tobbsége kitiing helyen jelent meg.




1. A dolgozat struktarija

A dolgozat 1+12 sajat, gyakran tarsszerzés cikket foglal egybe az adott
témaban. Magarél az elsd cikkrdl (Solymosi, Jozsef; Regularity, uniformity,
and quasirandomness. Proc. Natl. Acad. Sci. USA 102 (2005), no. 23,
8075-8076 (electronic), Solymosi megjegyzi, hogy ez nem tartalmaz 6nall6
eredményt, hanem egy felkért cikkhez felkért bevezets cikk, survey tipusi.
Itteni célja segiteni a tovabbiak megértését.

Az itt szerepls 1j eredmények tobbsége Erdds klasszikus geometriai/illesz-
kedési problémaira felel. Ezekre az aladbbiakban [S-1]-[S-12]-vel fogok hi-
vatkozni. Nem szandékozom a dolgozat minden eredményét ismertetni, ezek
a Tézis-fiizetben nagyon attekinthetden vannak leirva. Inkadbb néhany rész-
letet emelnék ki, melyek kivalasztésa az opponens szubjektiv viszonyat tiikrozi
a targyhoz. Ugyancsak eltekintek az aprobb (helyesirasi) elirdsok megem-
litésétsl: ezeket elsGsorban a magyar nyelvi bevezet&ben taladltam.

1.1. A Hypergraph Removal Lemma alkalmazésai. ..

Elsljaroban megjegyezném, hogy a dolgozaton végigvonul az a jelenség, hogy
valamikor régen a kombinatorika valamelyik, eldugottnak tiné kérdésére
adand6/adott valasz azota egy igen komoly és igen komoly technikat igényld
elméletté fejlsdott. Kiemelném itt az Erdés-Turdn sejtésre adott Roth, majd
Szemerédi valaszat, az ekoriil kifejl6ds elméletet, melynek egyik agat a Fiir-
stenberg 4ltal kezdemeényezett ergodelméleti bizonyitasok, és messzemutato
altalanositasok fémjeleznek, mésrészt analizisbeli moédszerek, végiil a mate-
matikai logika kérnyéki modszerek becsatlakozasa mutat.

Szorosan idetartozik, és a disszertécié megértéséhez is fontos a modern
kombinatorika egyik leger6sebb modszerének megjelenése, a Szemerédi Regu-
laritasi Lemma.

Egy masik fontos forras a Brown-Erdds-Sos egyik kérdése nyomén kialakulé
Ruzsa-Szemerédi tételben gyokerez6 Removal Lemma-k. Ezek is fontos szere-
pet jatszanak a dolgozatban.

A harmadik ilyen ,aprosig”, melyet megemlitenék, az Erdds-Szemerédi
Gn. Osszeg-szorzat tétele. Ez is centralis a dolgozatban, és a mai, modern
kombinatorikdban.

Az els§ rész a Ruzsa-Szemerédi Removal Lemma ,hypergraph removal
lemma” verzi6janak alkalmazasairél szol.

A dolgozat ezen része 3 cikket tartalmaz. Az els6ben, [S-1]-ben egy ne-
héz, nagyon fontos Ajtai-Szemerédi eredményt Gjrabizonyit, néhény sorban,
a Ruzsa-Szemerédi cikk egyik azéta centralissa valt eredményét alkalmazva.
Az itt tekintett tétel: a négyzetracs egy pozitiv sriségd részhalmaza tartal-



maz {(a,b), (a +d,b), (a,b+d)} alakd haromszdget. Ezt késbb Fiirstenberg
és Katznelson messzemenéleg altaldnositottak, Solymosi megoldasa viszont
elemibb és effektivebb. Mivel a felhasznélt eredményre aranylag j6 becslés
volt ismert, (n?/log*n), igy Solymosi eredménye meg is javitja az Ajtai-
Szemerédi tételt, de eziranyu becslése ma mar nem csiicstarto. )

A kovetkez6 cikkben, [S-2]-ben egy ennél sokkal élesebb tételt, a négyzet
létezését garantdlja Solymosi, és emellett megmutatja, hogyan hasznalhaté
a tobbdimenziés Removal Lemma a Szemerédi ry(n) = o(n) tételének bi-
zonyitasara. (Ennek gykerei a Ruzsa-Szemerédi cikkben talalhatok.)

1.2. Osszeg-szorzat tételek

A 2. fejezet 4 cikket foglal ossze. Ez a rész Erdds és Szemerédi egy
meglepé eredményébdl indul ki, mely szerint adott n egész esetén vagy a
kiilonb6z6 szorzatok, vagy a kiilonbozs dsszegek szama nagy. Erdds és Sze-
merédi idevonatkozoé eredménye ramutatott egy érdekes jelenségre, de az al-
taluk megadott becslés nem volt tal erés. Sokan probalkoztak ennek meg-
Javitasaval. A csicstarto jelenleg Solymosi, eredményei Elekes Gyorgy egy
nagyon elegdns médszerét hasznaljak, amely azonban tavolrél sem trivialis.
Solymosi idevagé eredményei igen nagy, pozitiv visszhangot keltettek.

Solymosi kévetkezd cikke Balog és Szemerédi egy eredményével foglalkozik.
Freiman tétele szerint, ha egész szamokra az Gsszeghalmaz kicsi, akkor a hal-
maz hasonlit egy szimtani sorra. A Balog-Szemerédi cikk azt vizsgalja, hogy
ha csak egy siird graf élei mentén adjuk Ossze az egészeket és igy kis halmazt
kapunk, akkor mi mondhat6. Az eredmény, hogy ilyenkor is tartalmaz a hal-
maz hosszi szdmtani sort. Solymosi erre egy 1 bizonyitast ad amely nem
hasznélja a Balog-Szemerédi technikat és

Elgszor kiterjeszti az Gsszeg-szorzat tételt komplex szamokra, majd meg-
Javitja az addig ismert becslést a Szemerédi-Trotter tétel alkalmazisaval.
[S-6] az Gsszeg-szorzat becslés métrixos formajaval foglalkozik. Itt mellék-
feltételek mellett marad csak igaz a tétel. Végiil az Advances-beli elegins
és mély cikkében ezt a valos (igy az egész) szdmokra vonatkozd korabbi
becsléseket tovabbjavitja. Ebben a témakérben gyakran a minimum-becslés
helyett erdsebb  trade-off” formuldkat bizonyitanak, mint pl. itt

|[AA||A+ A? > _&_
~ 4flog |A[]

A kovetkezd cikk, [S-8] a hires Szemerédi-Trotter illeszkedés-szam tétel
stabilitdsat vizsgilja. Ezutan az Osszeg-szorzat egy geometriai alkalmazasa
kovetkezik, majd, végiil Solymosi egy Erdds-Ulam probléma specilis esetét
oldja meg.



A disszertacio egy igen szép eredménye [S-9|, Mei-Chu Chang €s Soly-
mosi: Sum-product theorems and incidence geometry. J. Eur. Math. Soc.
(JEMS) 9 (2007), no. 3, 545-560. cikke. Ennek egyik legérdekesebb ered-
ménye azt mondja ki, hogy ha a komplex 2-dimenzidés sikban 4 sugéarsor
kevés metszéspontot hatéroz meg (sok ponton megy at négy egyenes), akkor
a centrumaik kollinedrisak.

Az itteni eredmények igen szorosan kapcsolédnak a sum-product tételekhez.

1.3. Szamelméleti eredmények alkalmazasa
a Diszkrét Geometridban

Solymosi, Jozsef; de Zeeuw, Frank; On a question of Erdés and Ulam. Dis-
crete Comput. Geom. 43 (2010), no. 2, 393-401.

Talan ez az egyik olyan rész, amelyik hozzam (az opponenshez) nagyon
kozel 4ll. Az az Anning-Erdds tétel, hogy ha végtelen sok pontra a sikban
barmely kettd tavolsdga egész, akkor ezek egy egyenesre esnek, de racionélis
tavolsagok esetében megadhatjuk 6ket egy koron is, olyan tény, amelyet min-
den magasabb igényti kombinatorika el6adasban tanitanék. Ezekhez kap-
csoloédik Ulam kérdése, amellyel kapcsolatban Solymosi és tanitvanya a té-
makoérben most ismert legmélyebb tételt igazoljak: ha adott a sikban végtelen
sok pont és barmely ketts tavolsaga racionélis, és tudjuk, hogy ezek egy al-
gebrai gorbén vannak, akkor ezek egy korén, vagy egy egyenesen vannak.
(Ulam sejtése az, hogy nem lehet a halmaz mindeniitt stird.)

Solymosiék bizonyitasa mély eszkozoket hasznal fel, algebrai gérbék genus-
at és Faltings tételét, ezutan viszont mar elegans.

Itt bizonyos értelemben feleslegesnek tiinik, hogy Solymosi a f§ tételét ir-
reducibilis algebrai gorbére mondja ki: a cikkbél az deriil ki, hogy tetszbleges
algebrai gorbére igaz, hogy ha tartalmaz egy végtelen raciondlis tavolsagi
halmazt, akkor ezek 4 pont kivételével egy koéron vagy egyenesen vannak.

1.4. Kiilonbo6z6 tavolsagok

Az utols6 részben Solymosi két cikke szerepel, [S-11] és [S-12], az el6z6 Van
Vu-val, az utébbi Toth Csabaval kozés. Itt [S-11] a kiilonbozd tévolsa-
gok minimalis szimara vonatkozé becslés magasabb dimenziés valtozata a
masik a kiilonbozé tavolsdgok szamanak becslése homogén ponthalmazok-
ban, ahol a homogenitas azt jelenti, hogy a pontokrol feltessziik még azt is,
hogy egyenletesen vannak eloszolva. Solymosi és Vu bizonyitjak hogy Erdéss
idevonatkozé sejtése majdnem igaz. Ez a sejtés azt mondta ki, hogy ha
R%-ben a racsszeri elrendezésben van a (lényegében) legkevesebb kiilonbozd
tavolsag: d > 3-ra, akkor R%ben n?/¢ kiilénb6zs tévolsag van.
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Solymosi és Van Vu [S-11]-ben a kicsit gyengébb cnd T als becslést
bizonyitjak.

Solymosi és Toth Csaba [S-12]-ben — homogénre— erésebb becsléseket ad-
nak, pl. d = 3-ra bizonyitjak az n®® als6 becslést.

2. Osszefoglalé

A cikkek a kutatasi teriilet legjobb folyéirataiban lettek leirva. Az ered-
mények elismertsége, mint mar emlitettem, igen komoly.

A fentiek alapjin tehat elismétlem, amit az els§ paragrafusban is meg-
fogalmaztam: Solymosi Jozsef “Geometriai problémék az additiv kombina-
torika teriiletén” cimii akadémiai doktori disszertacijat a védésre kitiizésre
alkalmasnak tartom, megvitatasat és elfogadasat tehat melegen tdmogatom.

Budapest, 2011. janius 1.

Simonovits Miklés
Rényi Intézet



